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1. prednaska (29.9.2015) - zakladni pojmy,
snaha o prehilbertovy prostory, faktorové
funkce

1 Hilbertav prostor

1.1 Znaceni

€™ (M) je tfida vSech funkcf, které maji na mnoZiné M spojité derivace az do fadu n, pficemz €' (M) = €°(M). Nachézi-
1i se index nula dole €*(M), pak M je kompakt. Symbol €' znali vSechny funkce tfidy €™ (E"), které maji libovolny,
ale kompatni nosi¢. .Z(G) je tfida lebesgueovsky integrovatelnych funkci na mnoZzin€ G. T¥ida funkci majicich Lebesgue-
ouv integrdl na G se znali .Z*(G). Ttidu Lebesgueovsky lokdlné integrabilnich funkci zna¢ime A,.(G) a definujeme ji v
nasledujicim textu.

1.2 Umluva

Symbol G bude naddle reprezentovat r—dimenziondlni oblast, tj. otevienou a souvislou podmnoZinu mnoziny E". Déle
symbol J bude oznacovat kompakt, tj. uzavienou a omezenou podmnozinu mnoziny E”. Funkci budeme rozumét zobrazen{
f(@):E"— C.

1.3 Umluva

V celém ndsledujicim textu budeme ptedpoklddat, Ze je zaddna klasickd a Gplnd Lebesgueova mira A\(X) : .#) — R*
generovand ve viech dimenzich klasickou vytvofujici ¢(z) = x. TudiZ soustava .# viech A—méfitelnych podmnoZin
mnoZiny E” je oc—algebrou a A(X) je na ni o—aditivni mirou. Systém {E", ., A\(X)} je tedy pro nds nyni vychozim
prostorem s Uplnou mirou.

1.4 Definice

Necht' r € N a ji € R". Heavisideovou [hevisajdovou] funkci budeme rozumét funkci ©(Z) : E" — {0, 1} definova-
nou predpisem
1 ... 21>0A29>0A ... A x>0

@(x):z{o o 210 vaze<0v... vz <0 (b

Centrovanou Heavisideovou funkci budeme rozumét funkci ©;(Z) : E™ + {0, 1} definovanou pfedpisem

iy 1 .0 1 >p1 AZa> g A oo ATy > Uy
6“(1)'_{0 TL <P VT2 S fl2 Voo VT K e (12)
1.5 Definice
Dirichletovou funkci budeme rozumét funkci
o1 ZeqQ”
(@) '_{ 0 ... ZeR"\Q". 1.3



1. HILBERTUV PROSTOR

1.6 Poznamka

Funkce f(Z) je, podle véty 5.3.45 a disledku 5.3.46 v [5], na G lebesgueovsky integrabilni pravé tehdy, kdyZ je A-méfitelnd
a jeji absolutni hodnota je lebesgueovsky integrabilni. Plati tedy ekvivalence

[@) e Z(G,p) < [f@)eZ(G pn) A flx)e Au(G).

Budeme-li tedy mluvit o méfitelnych funkcich, tak plati, Ze

fz)e Z(G,p) < [f(x)l e Z(G,p)

1.7 Definice
Necht je déna funkce f(Z) : G — R. Rekneme, e funkce f(Z) je lokdIné integrabilni na G a oznaéime symbolem f (&) €

Loc (G, (X)) nebo zkricend f() € Loc(G), jestlize pro kazdy bod ¢ € G existuje ¢ > 0 tak, Ze f(Z) € £ (U-(2)), 4.

| s@awaer
U ()

1.8 Véta

Necht' G je oblast v E". Funkce f(Z) : G — R je lokdlné integrabilni na G pravé tehdy, kdyZ pro kazdou kompaktni
mnozinu J c G plati, Ze

Lf@mmaeR
Diikaz:

e dokdzeme nejprve, Ze pokud pro kazdou kompaktni mnoZinu .J < G plati, Ze integral { , () du(Z) konverguje, pak
je f(&) je lokdlné integrabilni na G

e zvolme tedy libovolné bod ¢ € G

e jelikoZ G je oteviend, jisté existuje ¢ > 0 tak, ze K = U.(¢), K c G, K je kompakt a & € U.(?)

o integrdl §,. f(Z) du(Z) ale existuje z predpokladu

e bd(K) je p—nulovd mnoZina, nebot’ se jednd o plast’ r-rozmérné koule, a z teorie Lebesgueova integrélu tudiZ plati,
ze §, f(Z)du(@) = §, @ (&) au(Z), a navic jsme ¢ volili libovolné.

e pro dikaz obricené implikace predpoklddejme, Ze f(Z) je lokdlné integrabilni na G
e zvolme K jako libovolnou kompaktni mnoZinu, kterd je podmnozinou oblasti G
e podle teorie miry jist¢ K € .#),, nebot E'\K € ./, C .#,,, a ./, je o-algebra

e Borelova véta ale 1ikd, Ze z kaZdého otevieného pokryti kompaktni mnoziny 1ze vybrat pokryti konecné, tj. existuje
soustava oblasti {G, : k € n} tak, Ze U}_, G D K a Gy, = U (&) pro jisté body Zj € K

e vSechny integrély Sug (@) f(&) au(Z) ale existuji z pfedpokladu této implikace

e dale také existuji (jak vime z teorie Lebesgueova integralu vSechny integraly) §,, ( f(@) au(Z) prok,Len

Ty ) U (Zy)
e existuji rovnéZ integraly §,, () K f(Z) dpu(Z), coz spolené garantuje existenci integralu {,. f(Z) du(Z)

e timto je diikaz dokoncen

1.9 Definice

Necht’ V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C. Zobrazeni {.|.) : V x V — C nazveme skaldrnim soucinem, jestlize
spliiuje tzv. axiomy skaldrniho soucinu:

e levd linearita: pro viechna f(%), g(Z), h(Z) € V akazdé a € C plati {af + g|h) = ol f|h) + {g|h)
o hermiticita: pro vechna f(Z), g(Z) € V plati {f|g) = {g|f)*
o pozitivai definitnost: pro vSechna f(Z) € V plati {f|f) > 0 anavic {f|f) = 0 pravé tehdy, kdyz f(Z) = o(Z).

Dvojici {V, <|>} nazyvame prehilbertovskym prostorem.




1. HILBERTUV PROSTOR

1.10 Definice

Necht’ V je vektorovy prostor funkci nad télesem C. Zobrazeni ||. | : V — R nazveme normou, jestlize spliiuje tzv. axiomy
normy:

o nulovost: | f|| = 0 pravé tehdy, kdyz f(Z) = o(Z)

< [fI =+ gl
= AL

e trojiihelnikovd nerovnost: pro vsechna f(Z), (&)

e homogenita: pro viechna f (%)

Dvojici {V, ||.| } nazgvame normovanym prostorem.

1.11 Definice

Mg&jme normovany linedrni prostor {V, |.|}, ktery je Gplny na metrice d(Z, %) = | — g/||. O takovém prostoru fekneme, Ze
je Banachtv, a oznac¢ime jej ‘B.

1.12  Definice

Necht’ p > 1 je pevné zvoleny parametr. Pak tfidu viech méfitelnych funkei f(Z) : G — C, pro néz

J |f@) aM@) e R
G

oznacujeme symbolem .7, (G) Neboli
gp(a):{f(f; E oG J|f )P ar@) e }

1.13 Véta
Necht' f(Z), g(Z) € £ (G). Potom f(Z)g* (%) € L1 (G).
Diikaz:
e stadf si uvédomit, Ze | f(Z)g*(Z)| < 3|f (D)) + 1]9(Z)]?
e jelikoZ oba ¢leny souctu patii do .Z(G), tak ze srovndvaciho kritéria plyne, Ze také |f(Z)g*(Z)| € L(Q)

e je vhodné si zopakovat pozndmku 1.6 a uvédomit si, Ze pro méfitelné funkce plati f(Z) € £ (G) < |f(Z)| € ZL(G)

1.14 Poznamka

Vztahy §, f(x)g*(x)w(x) dz, resp. §, f(Z)g* (Z)w(L) dZ viak na nékterych vektorovych prostorech skaldrni soucin nede-

finuji. Jednlm z takovych prostori je napt. prostor .%; (0, 1). Funkce f(x) = \}5 do prostoru % (0, 1) pati, nebot’

|
J—dm=2,
0

J——d dex

nekonverguje. Podobné také prostory .Z(G) nebo 21 (G) pro G = (0, 0) negeneruji spolu s operaci SOL f(x)g* () dx
prehilbertovsky prostor.
% (@) také nenf prehilbertovsky, protoZe neni splnén axiom pozitivni definitnosti skaldrniho soucinu, tedy neplati, Ze

B

ale integral

@f@)=0 < f(z)=

MiiZe totiZ existovat f(x) # 0 takovd, Ze bude SZ f(z) f*(z)dx = 0. Napiiklad tak, Ze md nenulovou hodnotu na mnoZziné
miry nula.




1. HILBERTUV PROSTOR

1.15 Poznamka
Zavedeme-li na prostoru % (G) zobrazeni {f|g) : £ (G) x % (G) — C predpisem

{flg) = J;(fﬂf)g*(f)du(fx

pak toto zobrazeni neni skaldarnim soucinem, nebot’ neni splnén axiom pozitivni definitnosti z definice skaldrniho soucinu.
Rovnost {f|f) = 0 by podle ného mé&la byt splnéna tehdy a jen tehdy, pokud f(Z) = o(Z), tedy pokud f(Z) je ryze nulové
funkce. Snadno ale nahlédneme, Ze pro Dirichletovu funkci plati rovnost D2 (Z) = D (&), a tudiZ (podle teorie Lebesgueova
integralu)

@) - | 202" @au@ = [ 2@ an(@) =0,

1.16 Poznamka

Od terminu funkce nyni pfejdéme k faktorové funkci, resp. faktorovému prostoru funkci. Tfidu vSech funkci, jeZ jsou méfti-
telné a zdrovei jsou mezi sebou vzdjemné p-ekvivalentni, tj. 1i${ se pouze na mnoZiné miry nula, nazveme fakrorovd skupina
Sfunkci. Tfidu vSech funkef, které jsou méfitelné a zdroven ekvivalentni s nulovou funkei (f (%) = o(Z)) oznatime symbolem
I 0. Do tfidy F o tedy patfi i Dirichletova funkce ©(Z). Libovolného zéstupce z vybrané faktorové skupiny funkci nazveme
faktorovou funkci. Pro jednoduchost budeme naddle pouzivat termin funkce, ale méjme porad na paméti, Ze jde jen o jednoho
vybraného zastupce celé skupiny funkci.

1.17 Definice

Faktorovou funkci f (Z) nazveme mnoZinu vSech funkci, jeZ jsou vzdjemné p—ekvivalentni s vybranou méfitelnou funkef
f(Z) € A(G). 4. A
J(@) = {g(2) € A(G) : g() ~ f(@)}.

Mnozinu vSech faktorovych funkci nazveme faktorovym prostorem nad G a oznacime F (G).

1.18 Poznamka

Tedy funkce f(Z) a g(Z) z predeslé definice se 1i§i pouze na mnozing nulové miry. Ddle si uvédomme, Ze integral v8ech prvku
faktorové funkce na dané oblasti G md stejnou hodnotu. M4 tedy smysl definovat

Lﬂ@w@%=Lﬂ@w@L

—

kde f(&) je libovolny zastupce faktorové funkce f(&)

1.19 Definice

Necht’ p > 1. Symbolem L, (G) ozna¢ime mnoZinu vSech (faktorovych) funkef f(Z) : G — C, pro néz | f(Z)|” € Z(G),
tedy

| 1@ au@ <+
G

1.20 Poznamka

Podle pfedchozi definice tedy symbolem Ly (G) oznacujeme
Ly(G) = {f(:z) .G C: f GIRENGE R}.
G
Symbolem L{") (G) oznagujeme

157() = {7@): 6 - ¢ [ |f@Pu@and) e v},

kde w(Z) je kladnd a omezend funkce na G.




2. prednaska (5.10.2015) - Hilbertuv prostor,
konvergence, spojitost skalarniho soucinu,
konvoluce, hustota

1.21 Véta

f(@) e L(G)AHcCcGApH) <+ = f(Z)e £A(H).
Diikaz:
e chceme ukézat {,, | f(7)|d7 € R

e 7 piedpokladi plyne, Ze H € .#, a dile vyuzijeme srovndvaci kritérium

ZA(H)

A

eR
1 1
o §u @17 = S @l (@az < 5 [ 1F@Paz+3 [ xu(@es

1.22 Dusledek
Pro H € ), pro které A\(H) < +oo, plati % (H) € Z1(H).

1.23 Poznamka

Vime, Ze €' ({a, b)) je prehilbertovsky prostor, a Ze skaldrni soucin je definovén integrilem SZ f(x)g*(z)w(z)dx = {f|g)w-
Otdzkou je, zda-li je také hilbertovskym prostorem.

fi(z) fa(x) fs(x)

, P
} > X F—A———F+——F+—+> X —t—t—F—F+—F+—> X

a | b a b a b
Obrézek 1: Posloupnost funkci vyvracejicich dplnost prostoru%’({a, b))

Neni, jak ilustruje posloupnost na obrazku 1. Ackoli je cauchyovskd, nemd limitu v € ({a, b)), coZ je spor s definici
1\" :
dplnosti. Dal§im piikladem miZe byt posloupnost a,, = (1 + ﬁ) € Q, kde (ay);*_, je cauchyovskd, ale lim,,_, . (an) v

mnoziné Q neexistuje.



1. HILBERTUV PROSTOR

1.24 Véta

Prostor faktorovych funkei ILy(G) se skaldrnim soucinem (f|g) = {, f(Z)g*(Z)dZ je Hilbertiv. Vahovy prostor je pak:
flopw = §g f(&)g* (Z)w(Z)dZ, piicemz poZzadavky na vihu jsou nésledujici: 0 < w(Z) € €(G), omezend na G.

Nekolik pfipadt nejcastéji uZivanych vah:

e Legendreova vdha: G € (a,b); w(z) = O(x — a)O(b — z),

e Laguerrova véha: G € (0, +00); w(z) = O(z)e™ 7,

e ERROR: Spousténi systémovych pifkazi je zakdzano (viz Nastaveni) vdha: G € (—o0, +0); w(x) = e,

1.25 Poznamka
" (0)

(
Analytickd funkce je takové funkce g(z) € 7 (—1, 1), kterd m4 Tayloriv rozvoj: (%) = Y/, ngk a obor konvergence

O alespoii (—1, 1). Funkce ¢(Z) je tedy v podstaté linedrni kombinace analytickych funkef, a to nekone&n& mnoha.

1.26 Znaceni

H ... funkciondlni Hilberttiv prostor (nej¢astéji L2 (G) nebo ]ng) (G)).

1.27 Poznamka
Dtive ([2],[3]) byly definovany 3 typy konvergence:

e bodovi: f,(Z) 4 f(@) & (Ve > 0)(VZ e G)(Ing € N)(n > ng = | fn(Z) — f(X)] <€),

e stejnomérnd: f, () % f(@) < (Ve>0)(Fnge N)(n>ng AT e G=|f(Z) — f(Z)] <e),
e podle normy: f,, (%) — f(Z) & (Ve > 0)(Ing € N)(n > ng = | fn(Z) — f(ZD)]| < ¢).

Poznamenejme, Ze ve vyrazu konvergence podle normy je skryt Lebesguetiv integral.

1.28 Véta
a,b
fn(@) <:;> f(@) = fn(&) — f(Z) pro skaldrni soucin definovany vztahem SZ f(@)g*(¥)az.

Diikaz:  viz skripta [2].
1.29 Véta
ful@) B F@) A p(G) <+ = fu(T) 25 £(7).

Diikaz:

e pouzitim definice dostdvdame: (Ve > 0)(Ing € N) (n >ng AT EG = |fu(@) — f(D)| < 5 ?G))
%

o [fn(@) = f@)I? = {ful@) — F@)|fn(@) = f(@)) = {5 |fn (@) = F(@)PAT < p(G) sup |fn(E) = f(@) < %E <e

1.30 Véta - o spojitosti skaldrniho soucinu

Necht' (f(Z))%_; je posloupnost funkei z Hilbertova prostoru a limnorm,, 4 f,(Z) = f(Z) € H. Necht' ¢(Z) € H. Pak
plati

Jim (falgy = <{Flgy A lim (g|fn) = <gl.f)-
Diikaz:
e 7 definice limity || f,,(Z) — f(Z)|| < ﬁ pro piipad, kdy ||g| # 0

o fulg) =Dl = Kfn = DI < [ fn = fllgl < e

e toto plati ve v8ech pfipadech kromé ||g|| = 0, kdy je v8ak dikaz trividlni.




2. KONVOLUCE KLASICKYCH FUNKCI

1.31 Definice

Pro funkciondlni fadu >, f, (%) a jeji ¢astecny soulet s, (F) = >.;_, f1x(%) definujme soucet podle normy takto:

n—o0

Z = limnorm s, (%) = s(¥) € H.

1.32 Veéta
fo(E),5(F) e HaY,”  [fol@) = s(F)ag(d) e H.Pakplati: 3,7 {fulg) = {slg) = (| fu(D)]g)-

Diikaz:

e aplikaci posloupnosti ¢astecnych soudtti na vétu

o 3o {n@lg(@) = (Xosy fu(@)g(@)) = (s(2)]g(7)) = (limnorm, . 5, (7)|g(F)) = (X,,_, f(@)]g(3))

1.33 Priklad

Ovéite, zda | f||o = max,e(q sy |f(2)] je/meni normou na %' ({a, b)). Pokud ano, rozhodnéte, zda je €' (a, b)) s touto normou
uplny (Banachdv).

2 Konvoluce Kklasickych funkci

2.1 Definice
f(@),9(%) € HAoc(ET), pak definujeme
(F+0)@ = | f()gla = a5,

pokud pravd strana existuje a patii do Loc(E").

2.2 Véta - existencni véta pro konvoluci

f(@),9(Z) € Z(E"). Pak (f x g)(Z) existuje a navic (f * g)(¥) € LA (E").

Diikaz:

()llg(7 — 5)| a5'aF

o SE (f x9)(T)|d7 = SE SE (8)g(# — 5)d5|d SE SE

e po pouziti Fubiniho véty zavedeme linedrni substituci = £ — §; dy = d7, kde |Ag| =1

§)|J |dyd3—j f()]a5 (5. g
E E

eR eR

QSE, P)|dge R

2.3 Véta

Konvoluce jako operace v % (E") je bilinedrni a komutativni.
Diikaz:

=S f(@+9)9(H) ay = (9 * [)(Z)

e komutativita: ( = (g f(8)9(Z - 5)d5 = ‘ 4

o bilinearita: podobné, rozepsdnim konvoluce z definice, dojdeme k ((f + ag) * h)(Z) = (f * h)(Z) + a(g * h)(Z)

2.4 Poznamka

Ackoli by se na prvni pohled mohlo zdat, Ze konvoluce jen v jednom rozméru bude antikomutativni, neni tomu tak diky
nasledujicimu vypoctu:
+a0 —0

(ra)@) = | F@ge—sas=] 0“7 [==| [l +ua)dy =g+ ))().

—0 +C




2. KONVOLUCE KLASICKYCH FUNKCI

2.5 Priklad

Spocitejme konvoluci dvou Heavisideovych funkei ©(z) € 4 (R).
(6 x0)( J O(s m—s)ds=@J’:1ds=®(x)x
Z toho plyne, Ze existuje konvoluce i pro funkce, které nejsou z .2 . Pro dvé obecné funkce s Heavisideovou funkci pak:
@) = O@F (@) 9(o) = OG()(f *9)(x) = O(2) | F(:)6(a —5)as

2.6 Definice

Rekneme, 7e () : E” — R je hustotou pravdépodobnosti (hustotou), pokud (V' € E")(f( AN f( =1.

2.7 Poznamka

Vyse uvedend definice hustoty pravdépodobnosti je pouze povrchni. Pro nase tcely bude ale postacujici.

2.8 Véta

Jsou-li (%), g(Z) hustoty, pak (f * g)(Z) je rovnéZ hustotou. Tedy vSechny hustoty lezi v %}, a tudiZ maji konvoluci.




3. prednaska (6.10.2015) - konvoluce, baze ve
funkcionalnich Hilbertovych prostorech

2.9 Véta

Necht’ jsou ddny hustoty pravdépodobnosti f(Z), g(Z) : E" — R. Pak jejich konvoluce (f * ¢)(Z) existuje a navic je také
hustotou pravdépodobnosti.

Diikaz:
e o hustotich f(Z) a g(&) je zndmo, Ze patii do .£; (E"), protoZe tam patii vSechny hustoty
o fakt, 7ze do £ (E") patii také jejich konvoluce vime diky existenéni vété 2.2
e chceme tedy jesté ukdzat, Ze i konvoluce (f * ¢)(Z) je hustotou pravdépodobnosti
o diky nerovnosti
(F+0)@ = | fGga=as>0
vime, Ze je splnéna nezdpornost hustoty

e ovéime, Ze SEr(f*g)(f) =1

f F(8)g(F — F)azas = f 1@ [ g@ - sazas = f(st‘)ds*f o(@ag =1,
r JEr Er Er Er E

pficemz jsme v prvni rovnosti pouZili Fubiniovu vétu a ve druhé rovnosti substituci § = & — §

o integraly (i, f(5)d5 a {, g(#)dy jsou z definice hustoty rovny jedné a tedy (f * g)(Z) je opravdu také hustotou
pravdépodobnosti

2.10 Véta
Necht' f(z),g(z) : E” — R jsou hustoty pravdépodobnosti. Necht’ dle plati, Ze {5 = f(x)dz = p1 a { zg(g) = po. Potom

f z(f *g)(z)dz = 1 + pa.
R
Diikaz:

e 7z definice konvoluce plati s vyuzitim Fubiniovy véty, Ze
J z(f * g)(z)dx = f xJ f(s)g(x — s)dsdx = J f(s)f xg(x — s)dzds
R R JR R R
e provedeme substituci y = x — s a s vyuZitim véty o separabilité dostaneme

JR f(s) L(y + 5)g(y)dyds = J’R JR f(s)yg(y)dyds + JR L f(s)sg(y)dyds = p2 +

e posledni rovnost plati protoZe f(x), g(x) jsou hustoty



2. KONVOLUCE KLASICKYCH FUNKCI

2.11 Priklad

Necht’
1 _(@onp)? 1 _(w—nz)?

J@) = ———e T )= ——e

\ 2oy \2mog

Vypoctéme konvoluci (f * g)(x). Z definice konvoluce a ze vztahu { e’ dy = \/Z vyvozujeme sadu rovnosti

s—pp)? o s—pg)? 42 i1 —pim)?
f(l’) * g(m) = 1 J ei( 2;%1) ei( 2”2£Z) ds = y=s—m = 1 f eié”% ei( ‘ ;% w2 dy =
2ro102 Jr dy =ds 2ro109 Jr
1 o2y + o1 (y — N\)?
=|A=x—pu—pu | = lfex [— dy =
| | 270102 JR P 20203

1 0? + o3 o? 2 , O0l03
= JGXP —m s (W= + N g ) [ =
20102 Jr 20703 of + o3 (0 + 03)

2 2 024032
1 -2 o2 + o2 o2 1 - —217%2 2
— e 2(cf+03) exp | — 1 > 22 Y- — 1 2)\ dy = e 20e7+ed) e 29193 dz =
2mo109 R 20705 oy + 03 2mo09 R

2.12 Véta - o posunuti v konvoluci

Necht' jsou dény libovolné funkce f(Z) € £ (E") a g(¥) € £ (E") a vektor b € E". Pak plati
F(F+0) % g(&) = f(2) * g(&+b) = (f *9)(F+D).
Diikaz:
e neni pravdépodobné obtizné nahlédnout, Ze

-,

(F+)@+0) = | @0 +5=5 a7 = 1)+ ol@ +D

-,

§+b -] F(Ag(Z+b—7)ar = (&) * g(& +b)

—F
45 = aF

e pritom existence vSech dotCenych integrald je garantovana vétou o existenci konvoluce (2.2)

2.13 Véta - o derivaci konvoluce
Necht' jsou ddny méfitelné funkce f(7) € £ (E") a g(7) € L (E") n . Pak plati

f@ 2 = 2 (fay).

6:01- B 61'1

Diikaz:

. . . . v bl — — . ’ v . v 7 b4
e pokud si derivaci konvoluce z definice rozepiSeme na == {_.. f(5)g(Z — ) d7, tak uvidime, Ze jde vlastné o zdménu
. . , ox; JE
derivace a integralu

e abychom mohli zaménit derivaci a integral tak musime ovéfit, Ze dany integral alesponi pro jednu hodnotu parame-
tru konverguje (plati), Ze dané funkce jsou méfitelné (predpoklad) a Ze existuje piislu$nd integrabilni majoranta, coz
ovéiime v ndsledujicim bodé

ag
ox;

(@ =3) < KI|f(9)],

e jelikoz spojitd funkce na kompaktni mnoZiné nabyva svého maxima tak lze psit | f(5)

e 0 f(5) ale vime, Ze patii do .%, a tudiZ hledand majoranta existuje a tim je diikaz dokoncen

10



2. KONVOLUCE KLASICKYCH FUNKCI

2.14 Definice

Rekneme, Ze mnoZina S z Hilbertova prostoru A je ortonormalni, pokud pro kazdou funkci f () € S je ||f(Z)| = 1 a zdroveii
pro kazdé dvé funkce f(Z), g(%) € S takové, Ze f(&) # g(Z) plati rovnost { f|g) = 0.

2.15 Véta

Je-li S ortonormalni mnozina v H, pak vSechny jeji prvky tvoii linedrné nezavisly soubor.
Diikaz:

e postupujeme metodou sporu

e kdyby funkce z S byly linedrné zdvislé, tak by existovala nenulové funkce f(F) takovd, Ze ji nakombinujeme

n

fe@ =, arfu(®)

k=1,k#t

e aplikujeme-li skaldrni ndsobeni, tak dostaneme

lfy =D anlfe(@)|fe(@)) =0

k=1,k#0

e z axiomu pozitivni definitnosti ale odtud vyplyvé, Ze f¢(x) = o(Z), coZ je zfetelny spor

2.16 Véta — Besselova nerovnost

Necht' S = {f1(Z), fo(Z),. .., fn(Z)} je ortonormdlni mnoZina v Hilbertové prostoru H. Necht' ¢(Z) € H je zvolena
libovolné. Oznatme ay, := {(g|fi). Pak plati
n
D7 larl® < (@) 2.4)
k=1

Diikaz:
e zvolme funkci g(Z) € H libovolné
e pak plati série rovnosti , resp. nerovnosti

2

n n n n n
0<g= D arfu] = 9= D arfu|g— D, akfk> = lg@)I* = > aidglfiy — D) arlfelg)+
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n n n
+ 320 > araefol fiy = 19@)* = D] akax — D) arag + Y, ajar = |g)* — ] laxl’
k=1¢=1 k=1 k=1 k=1 k=1

2.17 Definice

Rekneme, Ze mnoZina S je maximélni ortonormdlni mnoZina v #, pokud pro jakoukoliv ortonormdlni mnoZinu S” o S platf,
7eS=29".

2.18 Véta

Necht' S = {f1(Z), f2(Z), ..., fu(Z),...} je (spofetnd) ortonormalni mnoZina v Hilbertové prostoru #H. Necht' je funkce
g(Z) € H zvolena libovolné. Oznaéme ay, = {g|fi). Pak existuje limita
limnorm Z ay [1x(Z) = Z ar f1(Z) =: h(Z) € H.

n—a0 —_—

k=1 k=1

Navic pro kazdé k € N plati (g — h|fi) = 0.

Diikaz:




2. KONVOLUCE KLASICKYCH FUNKCI

e pro funkci h, (Z) = X, _; ax fx(Z) plati jednoduchd rovnost

n+p 2

1 arfi(@)

k=n+1

n+p

< ) lal (2.5)

k=n+1

|hrsp (&) = B ()] =

kde bylo vyuzito kolmosti a normality funkci v systému S
e z Besselovy nerovnosti plyne, Ze pro jakékoli n € N je >7'_| |ax|? < [9(Z)|?
e protoZe > _, |aj|* je fadou s nezdpornymi ¢leny a je omezend, jisté také konverguje

p

e proto ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N tak, Ze pro indexy n > ngap e Nje Y P | fax|? < &

e z nerovnosti (2.5) pak lehce vyvodime, Ze posloupnost (h,(Z)),_; je cauchyovskd
e aprotoZe H je prostorem Hilbertovym, je (h,,(Z));~_; rovnéZ konvergentni (ve smyslu normy)
e existuje tudiz h(F) = limnorm,, . h,(Z) = /_, arfr(¥) € H

e propevné k € N an > k je ziejmé (g — h,|fry =0

e uZzijeme-li v pfedeslém vztahu limitni pfechod n — o0 a aplikujeme-li vétu o spojitosti skalarniho soucinu (1.30), plyne
odsud, Ze {g — h|fxy = 0 pro v8echny k € N

12



4. prednaska (12.10.2015) - baze Hilbertova
prostoru, Legendreovy polynomy, linearni
operatory

2.19 Poznamka

Pomocné vzorce:

cos®(z) sin

()5
J # () dw = (2.6)
0

Tes
I(n) = (n—1)! r(n+;> :ﬁw

2.20 Definice - bdze Hilbertova prostoru

Libovolnou maximélni ortonormdalni mnoZinu v Hilbertové prostoru H nazveme bazi v H.

2.21 Poznamka

Povsimnéme si, Ze oproti ¢iselnym télesim je zde poZadavek na ortonormalitu baze (oproti ortogonalité).

2.22 Definice

Rekneme, Ze Hilbertdv prostor je separabilni, existuje-li v ném baze, ktera ma spocetné¢ mnoho prvk.

2.23 Véta

Necht' H je separabilni Hilbertiv prostor a S = {f1(Z), f2(Z), ...} jeho baze. Necht pro libovolné ¢(Z) € H plati rovnosti
{g|fxy = 0 pro v8echny k € N. Pak ¢g(Z) = 0.

Diikaz:

e dikaz provedeme sporem

e 9@ = 0= h(@) = Y
lol 20

#0

e ztoho ale plyne, ze (h|fry =0 Vk

e tedy S U {h(%)} D S aje ON mnoZina, coZ je spor s maximalitou mnoZiny S

13



2. KONVOLUCE KLASICKYCH FUNKCI

2.24 Véta — o Fourierové rozvoji

Necht” H je separabilni Hilbertiv prostor a S = {f1(Z), f2(Z), ...} jeho bdze. Necht' g(&) € H je zvoleno libovolné, ale
pevné. Oznacme ay, = {g|fx). Pak

9(Z) = Z ar. (7). 27
Diikaz:
e dokdzali jsme h(7) = Z:Zl an fn(Z)
e nyni je S maximaln{

e je-li<h — g|fxy = 0 pro vSechna k a pro S maximaélni, pak h(Z) — g(¥) = 0 = h(Z) = g(Z).

2.25 Definice

Rovnost (2.7) diskutovana v predchozi vété je tzv. Fourieriiv rozvoj a jeji koeficienty ay, nazyvame fourierovymi koeficienty
funkce g(Z) (pfidruzené k bézi).

2.26 Véta — o Parsevalové vzorci

Necht je S = {f1(Z), f2(ZF), ...} bdze v Hilbertové prostoru H. Pak pro kazdé dvé funkce ¢(Z), h(Z) € H plati:
e
Lglhy =) axbt,
k=1

kde ai, = {g|fr ) a by = {h|fr).
Diikaz:

e vyjdeme z véty o Fourierové rozvoji

8

&1

9@ = D anful®), h@) = 3 befil®

e proto plati

(I = (3 anfal@) D 0@y = 3 D anbiul@@) = 3 andt
=i ] n=1k=1 k=1

2.27 Véta — o Parsevalové rovnosti

Necht' S = {f1(Z), f2(Z), ...} je bdze v Hilbertové prostoru H. Pak pro kaZzdou funkci g(Z) € H plati
lg(@))> = Z s, (2.8)

kde ay = {g|fx)-
Duikaz:

e jde o piimy dusledek véty o parsevalové vzorci

2.28 Definice

Rovnost (2.8) nazyvame Parsevalovou rovnosti.

14



2. KONVOLUCE KLASICKYCH FUNKCI

2.29 Poznamka

Zname 4 zékladni typy bazi:
e trigonometricka - je predstavovana goniometrickymi funkcemi
e [egendreova
e Laguerrova — polynomy

e Hermiteova

2.30 Priklad

1 cos(kx) sin(kz)
NEZ N N

Goniometrickd baze je ddna mnoZinou S = {

(floy=§5" ) d.
Dtikaz baze j ]e pomerne dlouhy a na pfednisce nebude probirdn. Nejvétsim tskalim je jednak dokdzani toho, Ze priddnim
jakékoli funkce pfijdeme o ON systém a také toho, Ze po odebrani funkce neni baze kompletni.

ke N} na prostoru L (0, 27) a skaldrnim sou¢inem

2.31 Priklad

Pokusme se zkonstruovat Legendreovy polynomy na Lo(—1, 1) se skaldrnim soucinem {f|g) = Sil f(z)g(x) dz. Zatnéme

o

pfipomenutim jednodussi dlohy z MAB3:
Je dan [1, z, 2], jak najit jeho ON alternativu?

1. pro f1(z) = a hledejme a

o [f1]? = S dr~1=22=1=a=

&M*

o tedy fi(a) = 5

2. pro fa(z) = bx + chledejme b, ¢

o {filfe) = \[S (b +c)dz =0=c=0
2 (1 2,2 ! 3
o [fo]P=(_b?2a?dz=1=b= 3
3
i tedy fQ(I) = 5:0

3. pro f3(x) = do? + ex + f hledejme d, e, f

o vime, 7e (f1]fz) = (fol f) = 0
o ddle, | f3]? £ 1= deg(fs) = 2

Obecna konstrukce:
Méjme deg(L,,) = n = Lo(z) = fi(x); L1(x) = fa(z);. ..
dn
Dile, L, (z) = dx—n[Y(x)] adeg(Y) = 2n.

15



2. KONVOLUCE KLASICKYCH FUNKCI

1. pozadavek ortogonality: (L., |p) = 0 pro libovolny polynom, pro ktery deg(p) < n

1
<Lup>=<Y“”m>=‘[ Y (@)p(z) dz =

U = p/ v = Y(n—l)

wu=p V=Y ‘_

u=rn v = (n—1)
— [y () J YU () () d = U_i v—)z/(n@ ‘:
= [Y D (@)p(a) - Y2 j YD () (x) dr =
=[Y("71)($)P($)—Y(" @) (@) + o+ (1) Y (2)pt" 1)(ff)]l_fr
cheeme =0

J Y(x dx—O

Této rovnosti 1ze docilit tak, Ze volime Y (z) = A(z — 1)"(z + 1), A #0.

dn
Tedy L, (x) = o (22 — 1),

2. pozadavek normality (A =7?)
HL(NP=O“”W“5¥

Yy ™y = f Y™ (2)Y ™ (2) do = W = YD) — Y1)

uw=Ym v =Y ‘

_ [Y(”)(x)Y n—1) J Y n+1 ( )( )da: —
u = Y(nJrl) v = Y(nfl ‘ f

= n v |= 1+ YO @y 2 ()de =
W =Ynt2) = yr-2) [ ] L () ()

1 [ v (@) Y(e)dr = A2(—1)"(2n)! L(x? 1) de =

1
(2n)!
.
|z =sinu o 42 1| 2 2n =
_‘ dr = cosudu =24 (2n).L (cos) cosuau =
i o5 ) ()
oa2pot [ 2 2041 g0, 29 9 42 (91)1 =
24 (2n).J0 (cosw)™ ™" du =" 24%(2n)! <2+2n+1>
a( ———
2
A2 (2m) VT 2Ny o G0 = DRE)Y
EPRCTE] (@n+ 1)1 (2n + 1)t
VT
_pelem
2n +1
m+1 1
Tedy A=\ =5 @i

Tyto polynomy fesi Legendreovu oby&ejnou diferencidlni rovnici (po dosazeni): (22 — 1)y” + 22y’ — n(n + 1)y = 0.

2.32 Poznamka
(™

Laguerrovy polynomy jsou definovény na LLs w)((), +00) se skaldrnim soucinem {f|g),, = SJI f(@)g(z)e *dx. Lze je

zapsat ve tvaru L, (r) = — ——(2"e™ 7). Skutecné jde o polynomy, nebot’ exponencidlni ¢leny se ve vysledku vyrusi.
n! dz

Hermiteovy polynomy jsou bazi na ]Léeﬂ )(—oo, +00) se skaldrnim soucinem {f|g), = {5 f(g:)g(:c)e’””2 dz.
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3. LINEARNI OPERATORY NAD SEPARABILNIMI HILBERTOVYMI PROSTORY

3 Linearni operatory nad separabilnimi Hilbertovymi prostory

3.1 Zakladni pojmy

Operitorem rozumime zobrazen{ L:He—HV celém dals$im textu budeme vzdy predpokladat, Ze H je separabilnim
Hilbertovym prostorem. Definiéni obor je pak Dom(L) = {f(Z) € H : L(f) € H}. Uvédomme si, Ze oproti ¢iselnym
funkcim, ve kterych by funkéni hodnota pro x, nepatiici do svého definicniho oboru, prosté neexistovala, je zde situace

jind. Obraz funkce mutiZe existovat mimo hilbertovsky prostor, tudiZ v tomto pfipadé bude urceni definicniho oboru mnohem
zasadné;jsi.

3.2 Definice

Rekneme, e operdtor L : H — H je linedrni, pokud:
L Vf(@),9(&) e H: L(f +9) = L(f) + L(g)

2. Vf(#) € H,Ya € C: L(af) = aL(f)

3.3 Poznamka

V dal8im textu budeme terminem operator vZdy rozumét linedrni operator.

3.4 Definice

Bilinedrn{ forma piislusnd L je zobrazenf qq(f, g) : Dom(L) x Dom(L) > C definované piedpisem qq(f, g) = (Lf|g).

3.5 Definice
Kvadratick4 forma pifslusna L je zobrazeni q(f) : Dom(L) — C definované piedpisem q(f) = qq(f, f) = (Lf|f).

3.6 Definice

Typy definitnosti operdtoru L:
e L >0 (je pozitivng definitni) <> V£ (Z) € Dom(L)\{0} : (Lf|f) > 0,
e L >0 (je pozitivnd semidefinitnf) < V f(Z) € Dom(L)\{0} : (Lf|f> = 0 A 3f(Z) # 0 tak, ze (Lf|f) = 0,

L <10 (je negativng definitni) <> V £ (%) € Dom(L)\{0} : (Lf|f) < 0,

e L <0 (je negativnd semidefinitnf) <> V.f(Z) € Dom(L)\{0} : (Lf|f> < 0 A f(Z) # 0 tak, ze (Lf|f) = 0,

L <> 0 (je indefinitni) < 3£(%), ¢(Z) € Dom(L) tak, ze (Lf|f> > 0 A {Lgl|g) < 0.

3.7 Definice

Rekneme, 7¢ L : H — H je hermitovsky (hermitovsky sdruzeny, samosdruZeny), pokud Vf, g € Dom(i) : <i flo =
{fILg)-

3.8 Poznamka

~

V dal$im textu se omezime na pfipad, kdy Dom (L) = H.

3.9 Véta

Je-li L hermitovsky a limnorm,, .. f,(z) = f(z) € H a g(Z) € H. Pak lim,,_,.(L fn|g> = (L f|g).
Diikaz:

o Ly, oL fn (2)|g()) = limy o (fn(@)| Lg(@)) = (limor fu(@)|Lg(2)) = (f(@)|Lg(x)) = (Lf(2)g(x)).

17



3. LINEARNI OPERATORY NAD SEPARABILNIMI HILBERTOVYMI PROSTORY

3.10 Poznamka

Viimnéme si, Ze se véta viibec nezmiiuje o platnosti limy, .., L(f,) = L(f). Reime pouze &iselnou posloupnost (w, )%,
takovou, kde w,, = (Lf,|g).
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5. prednaska (13.10.2015) - operatory a jejich
hermitovskost, spojitost operatoru

3.11 Definice — Integrdlni operdtor (jako priklad linedrniho operdtoru)

Necht' je ddna omezen4 oblast G < E" a funkce % (%, ) € €(G x G). Pak operdtor K definovany predpisem
J H(Z,7) & dy

budeme nazyvat Fredholmovym integrdlnim operdtorem se spojitym jadrem ¢ (Z, §j). Za defini¢ni obor integrdlniho opera-
toru K lze kldst Hilbertdv prostor H = L2 (G) nebo Banachiv prostor %, (G). To prokdzeme Casem.

3.12 Poznamka

Cerny puntik v piedchozi definici zna&i pasobeni operdtoru na funkci. Tedy na misto puntiku piSeme funkci, na kterou
operdtorem pusobime. J# (&, i) nazyvdme jadrem operédtoru K.

3.13 Poznamka

Na otdzku, kdy mize byt K hermiteovsky, odpovida nasledujici série rovnosti.
G 1koy= [ 1@ ([ #@nawa) dx—j | 1@ g asay -

- | | @010 @asay

Efloy=| | @01 @y

Pokud m4 byt tedy K hermiteovsky, tak musi platit ¢ (Z,9) = X *(y, ) skoro vS§ude v G. Vzhledem k tomu, Ze ¢ (&, ¥)
je spojité, pak rovnost skoro vSude splyva s klasickou rovnosti. Pokud by rovnost neplatila, tak nemiiZe platit ani <K Il g> =

Y
z

T —
y—

< f1K g>. PovSimnéme si, Ze pro redlné funkce staci zkoumat symetrii zimény proménnych.

3.14 Véta

Necht’ je dan hermiteovsky operator L:H—%H definovany na Hilbertové prostoru 4. Pak pro kazdou konvergentni (ve
smyslu konvergence podle normy) fadu funkci Zn 1 fn(Z) z prostoru H, kterd konverguje podle normy k souctu s(Z) € H,
a pro kazdou funkci g(%) € H plati

Z (fn) |g> <L |g>

Diuikaz: - studenti samostatné

3.15 Véta

Operitor L je hermiteovsky < Vf e # : (Lf | f) € R.
Diikaz:
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3. LINEARNI OPERATORY NAD SEPARABILNIMI HILBERTOVYMI PROSTORY

e vénujme se nejdiive implikaci zleva doprava
Lf1 £y =< 11 = (CEf1£)) =
e pii ditkazu druhé implikace vyjdéme z
L(f+9) | f+gy=CLf 1 f)+{Lf1gy+{Lg|fy+<{Lg|g)
(L(f+ig) | f+1igy ={Lf | fy—i(Lf | gy +illg | fy+{Lg|g)

N4

e prvni a posledni ¢len v obou vyse uvedenych rovnostech jsou jisté ¢islaz R

e 7 predpokladu vime, Ze <i( f+9) | f+ g> € R a se znalost{ prvni rovnosti ve druhém bodu diikazu zjistime
—Im <<f/f | g>> =Im (zg | f)
e 7 predpokladu vime, Ze <i( f+ig) | f+ ig> € R a se znalosti druhé rovnosti ve druhém bodu dikazu zjistime
Re (<Ef | g>) = Re (Eg | f)
e nakonec tedy plati
(Lf19) =Re (CLf | gp) +imm (S | ) =Re (<L | ) = 1tm (CLg | 1)) =<Lg | 1) = (S | Lg)

3.16 Poznamka

Je-li L (libovolné) definitni, pak je hermiteovsky. Operétor obecné ale nemus{ byt definitni. Napiiklad pokud (L f |f> =81,
pak nema smysl o definitnosti hovofit.

3.17 Definice
Rekneme, %e operatory i, K komutuji, pokud pro vechny funkce f(Z) z Hilbertova prostoru # plati K E( f)=LK(f).

3.18 Véta

Jsou-li K , L hermiteovské operatory, které komutuji, pak také KLalLK jsou hermiteovské operatory.
e 7 definice hermiteovskosti a komutativity plati
(RLflgy=(LK[|g)={Kf|Lgy=Cf|KLg)
e protoZe uvedend rovnost plati pro vSechny funkce g(&) € H, je tvrzeni dokdzédno

3.19 Definice

Necht’ je zadan linearni operator L:H~ Hna separabilnim Hilbertové prostoru. Necht' usporddana dvojice (}, g) spliiuje
vlastnosti

1. A je komplexni Cislo,
2. g(%) € H\{0},
3. f/g = \Ag.

Pak A oznacime za viastni hodnotu operatoru L 9(Z) zavlastni funka operdtoru L prldruzenou k vlastni hodnoté A\. MnoZinu
vSech vlastnich hodnot operdtoru L nazveme spektrem operdtoru L a ozna&fme symbolem J(L)
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3. LINEARNI OPERATORY NAD SEPARABILNIMI HILBERTOVYMI PROSTORY

3.20 Poznamka

Pro nase dcely budeme pouZivat pojem spektrum v ziZeném smyslu (viz pfedchozi definice). Spravné bychom méli specifi-
kovat, Ze jde o tzv. bodové spektrum. Existuje totiZ vice typu spekter, ale touto problematikou se zde zabyvat nebudeme.

3.21 Véta

Necht' L je hermiteovsky. Potom J(f/) cR.
Diikaz:
o« LFIF =1 =XE1 )

e to znamend, ze \ = <Ef|f> eR
{rie)

3.22 Véta

Necht je L pozitivné (resp. negativné) definitni. Potom a(i) c R™ (resp. a(i) cR7).
Diikaz:
e m&jme L > 0, tedy (Lf|f> € RT; V(&) € H\{0}

LI e
g <R

e protoze {f|f) € R*, dostdvame \ =
® pro L<0 je dikaz obdobny

3.23 Véta

Necht' L je hermiteovsky a p, A € (L), ju # A Déle necht’ h(Z), g(&) € H jsou vlastnf funkce pidruZené k vlastnfm &islim
p, A. Pak (g | hy = 0.

Diikaz:
o plati nasledujici rovnosti (Lg | B = (g | Lh)y = {ug | k) = {g | Ab)

e ze zaddn{ vime, Ze pu # A, pfi¢emZ navic A = \* a m4-li platit (u — A\*){g | k) = 0, tak mus platit, ze (g | hy =0

3.24 Véta

Necht L je hermiteovsky a y € o(L) je pevné zvoleno. Oznaéme W, = {g(@)eH: Lg = pug} u {0}. Pak W, je vektorovy
prostor.

Diikaz:
e vyuZijeme znalosti, Ze ‘H je vektorovy prostor a ovéfime jenom uzavienost tfidy W, na ndsobeni a scitani

o vezméme (&), g(Z) € W,\{0}aa e C

e dikaz zavrsuji rovnosti L(f + ag) = Lf + aLg = uf + opg = u(f + ag)

3.25 Definice

Geometrickou ndsobnosti vlastniho Cisla y nazyvdme dimenzi prostoru W,,. Vlastni ¢islo nazveme prostym, pokud je jeho
geometrickd ndsobnost rovna jedné. Nedegenerovany operator je takovy operdtor, jehoZ vSechny vlastni hodnoty maji geo-
metrickou ndsobnost rovnou jedné. V opacném piipadé takovy operitor nazyvame degenerovanym.

3.26 Definice
Operétor L nazveme spojitym pravé tehdy, kdyz Ve > 036 > 0 N f=gll<d=| Lf—Lg I< e.
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3. LINEARNI OPERATORY NAD SEPARABILNIMI HILBERTOVYMI PROSTORY

3.27 Poznamka
Tato definice je ekvivalentni s: (Ve > 0)(36 > 0) : || < 6 = |L(h)| <.

3.28 Véta
Necht' limnorm,,_, . b, (z) = h(z) a L je spojity. Potom limnorm,, . L(hy) = L(h).
Diikaz:
e staci si pfipomenout definici konvergence podle normy a spojitosti operatoru (pfedchozi definice)
3.29 Véta
Necht' L je spojity a 3" hn(x) = s(z). Potom 3" L(hy,) = L(s).
Diikaz:
e dusledek predchozi véty (po prevodu tvrzeni na konvergenci ¢astecnych souctli podle normy)

3.30 Priklad

Ukazme, 7e L = < na ILy(0, 1) neni spojity.

- 0=2" —0.

1
1
n |12 n 2 n n 2
= -0 = = dr =
2" Pl =0 =G o) = | anar = g

Miizeme tedy zvolit ng tak, aby pro kazdé € > 0 byla splnéna podminka [|z"|| < €. Podivejme se ale co se stane, kdyZ na =™

zaplsobime operdtorem L, tehdy totiz L(z") = na" ' a

n2

2n —

1
| na"! = (na™ ! | na™ ) = f n?2?" 2 = ;o= L(z") + 0.
0

Tedy posloupnost (i(z"))noozl podle normy nekonverguje, atkoli posloupnost (z™)_; ano.
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6. prednaska (19.10.2015) - omezenost
operatoru, Cisté bodové spektrum,
Fredholmuyv integralni operator

3.31 Definice
L je omezeny, existuje-li K € R tak, e Vf (%) € H ILf] < K| f].-

3.32 Véta
L je omezeny < L je spojity.
Diikaz:
e dokaZme nejprve implikaci zleva doprava
— chceme ukdzat, Ze (Ye > 0) (35 > 0) (|n(Z)| < § = |L(h)| < ¢)
- [L(W)| < K|B| < Ko =<
e nyni dokdZeme opacnou implikaci

— zvolme libovolng, ale pevné & > 0 = 3§ > 0 pfi splnéni |L(h)| < ¢

- zvolme c € (0, 9)

Cﬁf) = |h]|=c<9 " IZ(h)] < e

(47 H - [ <

o <A
C Cc

W) =

o] -

3.33 Priklad

Méjme linedrnf operétor L = z, jehoz Dom(L) = Ly(R). Ukazme, Ze takovy operétor nenf omezeny. Kdyby omezeny byl,
pak

3K >0: |Lg| < K|g| Vg(x) € La(R),
19l < K2g|?.
(Lg|Lgy < K*g|g),
f 2g(x)? dx < K j l9(@)? dz,
R R
j (K% —22) [g(a) dz > 0 Vg(z) € Lo(G),
RN~

<0 =0
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3. LINEARNI OPERATORY NAD SEPARABILNIMI HILBERTOVYMI PROSTORY

coz je spor. Jelikoz md uvedend rovnost platit Vg(Z) € H, nemize zadné takové K > 0 existovat. Volbou funkce ¢(Z) podle
niZe uvedeného obrazku totiZ Ize pomé&rné snadno docilit toho, Ze § (K2 —z?)|g(x )|2 dz < 0, coZ je spor. Z toho tedy plyne,
%e L nenf omezeny = L nenf Spojity.

g()

Obrazek 2: Graf funkce g

3.34 Véta — Hellingeruv-Toeplitziiv teorém

Je-li L hermitovsky operétor a Dom(L) = H, pak je L omezeny.

3.35 Definice

Rekneme, Ze L je operatorem s Cisté bodovym spektrem, pokud:

1. L je omezeny,

2. v H existuje baze vytvofend pouze z vlastnich funkci operatoru L.

3.36 Véta — o spektru operdtoru s Cisté bodovym spektrem

Nechi S = {f1(F), fo(Z), ...} je baze v separabilnim Hilbertové prostoru H, tvofen4 vlastnimi funkcemi operdtoru L s Sisté
bodovym spektrem. Oznacme 1y, vlastni &islo piislu$né vlastni funkcei fi(Z). Necht U = {1, po, .. .}. Pako(L) = U.

Diikaz:
e sporem
e MNead(L\U e VneN:A#pu,=Igx)eH:Lg)=Ag (g+#0)

o L jes Gisté bodovym spektrem = ¢(&) = S afi(@); ar = Llfi)

o0
E(Z ap fx(Z)) = A Z ag fr(Z ‘L omezeny = L spojity
1

o0

ar L( fr (%)) )\Zakfk

Lol

b
Il
8 =

;akﬂkfk )\Z ak fi (T ak(pr — A) fi(T) =

o

MMS

Cleny 1, — A a fi.(Z) ve vyrazu @ jsou oba riizné od 0. Chceme ukézat, Ze také a; = ay = --- = 0. Pro spor
predpokladejme, Ze pro néjaké n € N je a,, # 0.

o vyraz @ prendsobime | f,, (%)), ¢imZ obdrzime a, ({tn, — A)1 = 0 = a,, = 0, coZ je spor s uvazovanym a,, # 0

3.37 Dusledek

Z predchoziho vyplyvé, Ze card(S) < R a také card(c (L)) < No. Odtud plyne, Ze bud’ riiznych vlastnich hodnot je kone¢né
mnoho a geometrickd ndsobnost je nejvyse spoetnd, nebo Ze riznych vlastnich hodnot je spocetné mnoho a geometricka
nasobnost je kone¢nd. NemiiZze vSak byt spoCetné mnoho rtiznych vlastnich hodnot se spocetnou nasobnosti, nebot’ to by
vedlo na nespocetnou mnoZzinu.
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3. LINEARNI OPERATORY NAD SEPARABILNIMI HILBERTOVYMI PROSTORY

3.38 Definice

Necht' L j je operdtor s Cisté bodovym spektrem a A, € C jeho vlastni ¢isla s ndsobnostmi rovnymi ¢islim v. Unfoldovanym
(rozbalenym) spektrem rozumime vektor

v1-krit vo-krit
Gunf(L) = A1, A1, s AL A, Agy ey Ay ),

pfi¢emz se predpoklddd uspofadani |A1| = |A2| = - - -. Operdtorovou bdzi rozumime mnoZinu ortonormélnich funkei (cito-
vanou v definici operatoru s Cisté bodovym spektrem), sefazenou odpovidajicim zptisobem podle indexovani unfoldovaného
spektra, tj. L(fx) = Aifx -

3.39 Véta

Operitor s ¢isté bodovym spektrem, pro ktery o (L ) c R, je hermitovsky.

o stali ukézat, Ze Vg(Z) € H : <ig|g> eER
e operdtor s Cist€ bodovym spektrem = g(¥) = ZZ: L Wk fr(T)
e pak
omezenost L %

(Lglgy = <L< akfk )‘Zazfe > <Zak/\kfk

=1 spoptost L =1

AS@Dlacf@) = 3 ahat = 3 Ar Jarl? € R
ggak kJk\X)|Qg felX kglak kQp ];1 k%

aéfi( )> =

o

8

e studenti sami rozmysli, pro¢ fada >, , Ag|ay|? jist€ konverguje

3.40 Poznamka

Fourierovym rozvojem funkce g( 7) € H podle operdtorové baze (operdtoru s Cisté bodovym spektrem), rozumime rovnost

g(%) = ZZV | ok fi(Z) pficemZ fi (%) € S a ay, = {g| fi). Pfitom S je operétorovou bdz{ z definice 3.38.

3.41 Véta - o separabilité jadra integrdlniho operdtoru

Necht’ je ddn Fredholmuv integrlni operdtor s ¢isté bodovym spektrem, jehoz Dom(f( ) = ILy(G). Necht' oy, f(f( ) =
(M, A2,...) a B = {p1(Z), p2(&), ...} je piislusnd operdtorovd baze. Necht' fada >, _, |\x| konverguje. Pak integralni
jadro takového operdtoru muze byt prepsano do tvaru

Z e (T

Diikaz:
e Fredholmiiv operdtor K = ¢ (Z,7) o dj, kde G  E" je omezend oblast a ¢ (Z,7) € ¢(G x G) je jadro
operatoru.

e gela(G)=H; g(@) =Y, oapr(®); ¢i(Z)eB
o cheeme Vg(#) e H  Kg = §, Y7, Aewe( @)} ()9(7) d

e

i
Kg= f(( > aksﬁk(f)) = Z arK (i (7)) = Z axApk(T) =

k=0 k=1 k=1
o o>
s - O R — s -
= S [ 9@er@ aireen@) 2 j S g5 (@) 9(7) 47
[ i — k=1 ,
o H(Z,5)
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4. INTEGRALNI ROVNICE

e v poslednim vyraze jsme obdrZeli separabilni funkci, validitu zdimény sumy a integralu v rovnosti @ ovéfime Weier-
strassovym kritériem

[Meer (@) (D@ < gl - 1-1 - [Ax]
—_—

ko [Arllgl

e prava strana predchozi nerovnosti konverguje z predpokladu véty, tedy zdiména sumy s integralem byla opravnéna a 2
je separabilni funkce.

3.42 Poznamka

Pov§imnéme si, Ze z predpokladi predchozi véty je tedy K hermiteovsky. Déle si pov§imnéme, Ze fada ZZC:o |Ax| musi
konvergovat napiiklad proto, Ze vlastnich cisel je kone¢né mnoho, nebo Ze v unfoldovaném spektru je spocetné mnoho nul a
ostatnich vlastnich ¢isel jen konecné.

4 Integralni rovnice

4.1 Definice

Fredholmova integrdlni rovnice je vyraz

o(Z) = p | A(Z,9)(Y)dy + f(T), (4.9)
G
kde
»(Z) ... nezndm4 funkce,
H(Z,9): G x G~ C ... jédro integrilniho operatoru,
e C\{0} ... parametr integralni rovnice,
f(@ ... prava strana.

Z pohledu integralniho operatoru jde o rovnici (%) = pK (p(Z)) + f(Z). Je-li 2 spojité funkce na kompaktnim €(G x G),
pak ji nazyvame spojitym jadrem.

4.2 Véta

Necht’ je operator K definovdn na Banachové prostoru B = %,(G), nebo na Hilbertové prostoru H = L(G), tedy
Dom(K') = B8 nebo Dom(K) = H. Pak plati Ran(K) < B nebo Ran(K) c H.
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7. prednaska (20.10.2015) - mez jadra,
omezenost Fredholmova operatoru, metoda
postupnych aproximaci

4.3 Definice

Necht’ je zaddna integralni rovnice (4.9) se spojitym jadrem J¢ (&, 9) : G x G — C. Pak redlné Cislo

Mi= max |#(Z,9)
(Z,5)eGXC

nazyvame mezi jddra J¢ (%, ). Déle definujeme objem oblasti G jako V = \,.(G) € R.

4.4 Definice

Rekneme, 7e K mé separabilni jddro, pokud existuji hnearne nezdvislé a spojité funkce g1 (%), g2(%), ..., gn(T) : G — C
alinedrné nezavislé a spojité funkce hy (%), ha (i), . .., hn(¥) : G + C tak, Ze pro viechny funkce (%) € H plati
f S e (OB Do@)a7
G =1
4.5 Véta

Fredholmdy integralni operator se spojitym jadrem je omezeny v Banachové prostoru €, (G).
Diikaz:
e chceme ukdzat, ze IW € R{ : V(%) € €, (G) : IKollo < W]e|o

o dale plati série rovnost{

Hf?<<,o>ua=maz|f?so|=mag|f A (@, De(ag] = mas f @ )| - |e(@)]aF
TreG 7eG JG

e 7 definice 4.3 vime, Ze miZeme omezit jadro operatoru K, pokud navic provedeme odhad integrilu

j [o()ay] < A(G) max (@),

tak dostaneme nerovnost

max j @ D] @7 < M- A(G) - max|o(@)] = W],
reG J@G reG

e staci tedy volit W = MV
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4. INTEGRALNI ROVNICE

4.6 Véta
Fredholmiv integralni operdtor se spojitym jadrem je omezeny na Lo (G).
Diikaz:

e postup bude podobny jako v dikazu predchozi véty, jen je tfeba dat pozor na to, Ze nyni se nachazime na prostoru
L2 (G), a proto budeme pouZzivat prislusné pozménénou normu

plati, ze

2
||f?so||2=<f?so|f?so>=fg|f?so|2df=f <f%y dy) dx—jww ) | @) az

e pouzijeme-li Schwarz-Cauchy-Buiniakovského nerovnost, tak dostaneme
| K@ eafar < | 1 @D el

e pokud vezmeme do wvahy to, Ze |# (Z, )|* = § |4 (Z,7)[*d7 < M? - M(G), tak dostaneme nerovnosti

juym V2 - L@ 24z <] o) f 2\(G)aT = WV ()]

opét tedy volbou W = MV zavr§ime dikaz

4.7 Véta

Fredholmiv integralni operdtor je linedrni a omezeny na Banachové prostoru 6, (G) i na prostoru Iy (G). Pokud navic pro
kazdé 7,y € G plati, ze ¥ (%, ) = *(y, Z), pak je operdtor navic také hermiteovsky.

4.8 Véta

Spektrum Fredholmova operatoru U(I? ) se spojitym jadrem je omezend mnoZina.
e vyjdeme-li z definice omezeného operitoru, tak vime, Ze plati rovnost HIA( el <SW el
e odtud plyne, Ze

w s 1Eel _ el

= = |\
.

e to ale neznamena nic jiného, neZ, Ze spektrum operatoru K musi byt omezené

e lezi totiz v Gaussové roviné v kruhu o poloméru r = W

4.9 Poznamka

Proved’ me n€kolik dvah o spektru Fredholmova integralniho operatoru K se separabilnim jadrem.

1.

2. Oznatime-li {, hi(7)(7)dy := Cr € R, tak rovnost z bodu 1) piejde do tvaru

n

Ap(Z) = Z Crgr(T)

k=1
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4. INTEGRALN{ ROVNICE

3. Pfendsobime rovnost v bodé 2) funkci k(%) a déle ji celou preintegrujeme pies G podle Z. Tak dostaneme

Ac = G j By (2) g1 (2)4F
k=1 G

Bek
4. Z ptedchoziho bodu pomoci maticového zapisu ziskame
B11— A B2 e Bim C1
P21 Baz — A ... Bam Co
0= . . . . : . )
ﬁm,l /Bm2 s /Bmm - A Cm

BOAI
pficemz B = (B¢)7%_, aIje jednotkovd matice.

5. Jestlize plati, Ze det(B — AI) = 0, pak soustava ma feSen{ a vlastni ¢isla matice B jsou vlastnimi &isly operdtoru.

Potom tedy (neni-li nula ve spektru operétoru K) platf, Ze o(K) = o(B). Vlastni &isla budou redlnd, pokud matice B
bude symetrickd, jinak mohou byt také komplexni.

Rovnost z bodu 2) Ize ale také (kromé& uvedeného) naplnit tak, ze A = 0 a funkce ¢(Z) € H je volena tak, aby p(Z) L
hi(Z) Vk € f. Pak totiz Yk € 72 : Cp = {, hi(9)@(¥)dy = 0 a rovnice Ap(Z) = Y;_; Crgx(Z) je splnéna. Nula ma tedy
mezi vlastnimi ¢isly zvlastni postaveni.

4.10 Poznamka

Pfi pfevodu jddra integralniho operétoru s Cist¢ bodovym spektrem na separabilni alternativu (viz véta 3.41) ale nulova vlastni
Cisla nejsou zajimavd, nebot’ se v sumé J¢ (&, i) = ZZ:1 Aepe(Z) ) (§) neprojevuji.

4.11 Recept z knihy "'Vlastni ¢isla a Fredholmova integrdlni rovnice'

Nadéle predpokladejme separabilni a spojité jadro operatoru K. Pak Ize psat

o(@) = p f S @M@ e@AT+ F(T) = i Y Cogn(@) + F(7.)
k=1

G =1
Piendsobenim funkci /(&) a pfeintegrovanim pies celou oblast G dostaneme

Co=p ), Cy L h;(f)gk(f)dmL hy(Z) f(2)dZ =
k=1 e o e _

BreeC weeC

n
= Co=p ), CrBre +we.

k=1
Prejdeme-li k maticovému zéapisu, dostaneme
pbii—1  pha ... pbia C1 w1
pBar  pPhaa—1 ... pBo, Co we
UBn1 UBn2 e fan —1 Cn Wn

Rozlisme nyni nékolik pripadu.

1. Pravé strana neni nulovym vektorem. Potom je pro feSitelnost dlohy nezbytné, aby det(uB — I) # 0. Déle vime, Ze

u # 0. Vzpomeiime si také, jak vypadal determinant pro vlastni &isla matice B ( byl to det(B — AI) = 0). Z téchto
dvah plyne, Ze pokud i ¢ o(B), pak md soustava pravé jedno FeSen.

2. Soustava nemd feSeni, pokud prava strana neni nulovym vektorem a %4 € o(B).

3. Pokud je pravd strana nulovym vektorem, coz muZe nastat tehdy, kdyz f(Z) L hi(Z) Yk € A, pak soustava md feSeni
jen tehdy, kdyz ; € o(B).
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4. INTEGRALNI ROVNICE

4.12 Poznamka

Cislo i € C splitujici rovnost ul? (¢) = ¢ se nékdy nazyvd charakteristickym &islem operdtoru K. Vztah mezi vlastnimi
Cisly a charakteristickymi Cisly je tedy popsdn vztahem:

>/\H

Aea(K)\{0} = =

Pfechodem od vlastnich ¢isel k ¢islim charakteristickym se ¢asto odstrariuji problémy s existenci nulovych vlastnich Cisel.

4.13 Véta
Operdtory K* jsou omezené jak na %, (G), tak i na Lo (G).
Diikaz:

e plati, Ze R A R R
K" @) < [ K EEH @) < My EFH (@) =< MV K2 (0) | < MMVE[y

e stadi tedy volit W = MFVF

4.14 Metoda postupnych aproximaci

Mgéjme rovnici ¢(ZF) = K (&) 4+ f(Z). Posloupnosti postupnych aproximaci nazveme (y¢(%));~, takovou,
7e limy_, . ¢¢(F) je FeSenim zmin&né rovnice.
Nultd aproximace: ¢o(Z) = f(&)

Dalii aproximace: ¢y 1 (%) = uk (¢o(Z)) + f(Z)
Limita lim;_, ., (%) pak bude existovat a bude hledanym feSenim rovnice 4.9.

Kopo(@) + f() = uK (f(2)) + f(Z)
Ko(Z) + f(Z) = il K*(f(Z)) + uK (f(2)) + f(Z)

pokud tedy soucet existuje. Nabiz{ se otdzka, jestli opravdu existuje ¢(7) = >, prF Kk (f(Z)). Odpovéd je ndsledujici.
Z nerovnosti |* K*(f ()| < VEMF|u|* - || ()| mizeme usuzovat o tom, Ze pokud suma

Zlul’“ | £ (@) vhue

bude konvergovat, tak podle Weierstrassova kritéria pro konvergenci podle normy bude konvergovat také
P€L
Z k Kk

O konvergenci sumy

‘ e = O
gm @I = T

za podminky |u| < MV’ se presvéd¢ime snadno. Stacf si uvédomit, Ze jde vlastné o geometrickou fadu ndsobenou konstantou
| f(Z)]|. Odkud také plyne, Ze pro normu feSeni ¢ (&) nutné plati:
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8. prednaska (26.10.2015) - metoda
postupnych aproximaci, metoda iterovanych
jader, Volterrova integralni rovnice

4.15 Poznamka - o Feseni metody postupnych aproximaci

V predchozim textu jsme se zabyvali metodou postupnych aproximaci.
oL ~
F) = Y p'K'(f(7)) (4.10)
=0

Ovéfme, Ze funkce ¢(Z), chdpand jako limita posloupnosti &steénych soudtd, skutecnd fesf rovnici pK (p(Z)) + f(Z) =
(). ProtoZe K je spojity, lze psdt

M—f{(z ,l/f(e(f(m ) + f(&) = 2 ‘ZHKWr1 @)+  f(&@ Z ZKL] F (@) = p(2).

=0 = HOKO(f(@))

~

=0

4.16 Definice

Neumannovou fadou nazyvame nekonecnou fadu

4.17 Véta - jednoznacnost reSeni metody postupnych aproximaci
Z4dné jiné FeSent, neZ (4.10) neexistuje, tj. < rovnice 11K (¢(Z)) + f(Z) = ©(F) mé jediné Feseni.
e dikaz provedeme sporem

do rovnosti ||| K| = ||¢|| dosadime ze vztahu || < jy a vyndsobime ||

e tim jsme v levé strané vztahu |/4|||[A(<p\| < |p|MV ||| ziskali opét |||, EimZ vykrétime pro ||| # 0

vyslednd nerovnost 1 < |u[MV je vSak ve sporu se vztahem |u| < i

jediné feSenti je tedy |¢| = 0

protoZe jsme prokazali, Ze rovnice uIA{ (¢) = ¢ mé pouze jediné feSeni, je tim stejné tvrzeni dokdzédno i pro rovnici
nK(e)+f=¢
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4. INTEGRALNI ROVNICE

4.18 Metoda iterovanych jader

Mg&jme posloupnost iterovanych jader (#;(Z, 7)) -

=1 kde 74 je (-t€ jadro piislusné rovnici

A~

R (p(7) = f A, 5)0 () aF.
G

Dile, necht’ K71, K> jsou Fredholmovy integralnf operdtory s jadry .#; (Z,9), #2(Z, §). Zkoumejme, jak vypad4 jadro sloZe-
ného operatoru Ky Ko:

R (Ralel@) = | M@ DR D07 = | Hi(.5) | Aol 2000705 -
- | | Aansa e - | 2@ 900
kde znagenim K 2(¢(2))(7) minime, Ze vysledek ptisobeni operatoru K> na ©(Z) bude vyjadfen v proménné §. Jadro
2.9 = | G0 8

je opét Fredholmovym integralnim operatorem.
Aplikaci slozenych operatord na posloupnost iterovanych jader ziskdme rekurentni predpis

Ri(p(@)) = L i (7, 5)40(7, ) 4z

Ten aplikujeme na vysledek rovnic, ktery jsme uz vypocitali v metodé postupnych aproximaci:

o(%) = 2 P KY(f(Z) f H(Z, ) () dF + f(T) =
£=0 =1
- GZu‘*I%@(f,g)f(y)de j 3L 4G 07+ 50
{=1

kde vyraz Z(Z,§|p) = 3,-, u*~1H(F, §), konvergujici stejnomérmné na G, nazgvame rezolventou integralni rovnice.

4.19 Volterrova integralni rovnice

3 Méjme mnoZinu 6, ({0, a)), kde a € R™T. Volterrovo jadro ¢ (z,y) je pak zobrazeni % (z,y) : {0,a) x {0,ay — C.
splitujici na {(z,y) € R? : 0 < x < y < a} rovnost # (z,y) = 0.

Obrazek 3: Vymezeni oblasti nulovosti Volterrova jadra

4.20 Definice

Rekneme, 7e 1K (o(Z)) + f(Z) = ¢(Z) je Volterrova rovnice se spojitym jadrem, pokud pro jeji jadro platf, Ze je spojité na
mnoziné {(z,y) e R?: 0 <z <y < a}.
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4. INTEGRALN{ ROVNICE

4.21 Véta

Vlastnosti Volterrova operatoru se spojitym jadrem:

~

l. Dom(K) = 6,(0,a))
2. Ran(K) < %,(0,a))
3. K je omezeny

4. K je linedrni

5. K je spojity

Diikaz:

@ - pro vSechna p(z) € 6,({0,a)) plati rovnost
J H (z,y)p(y) dy = J H (2,y)p(y) dy
0 0
= pak |2 (2, y)p(y)] < Mmaxyeq,0) [o(y)| = Mol € L0, 2))
- ze srovndvaciho kritéria vime, Ze {; ¢ (z,y)p(y)dy € R
0 je tieba ukdzat, Ze YV (z) € 6,((0, a)) je také K () spojitou funkei v8ude v (0, a)

O |Replls = mak,eqo oyl (2. )0(y) dy] < max,eo,oy lrlMmax,eco. [9(@)] = _at_ |ipl. coZ dokazuje ome-

w
zenost

A~

@ snadno nahlédneme, Ze plati rovnost K (a.f + g) = aK (f) + K (g)

@ plati, Ze je-1i operator K omezeny, pak je také spojity (3.32)

4.22 Véta
- Mfz’
Pro viechna x € €0, a) plati: |K‘(p(2))] < 7\\@(3@)”6 pro vSechna £ € N.
Diikaz:

e dikaz provedeme indukc{

e piSeme

|K 1 (p(2))] = 1K (K (p(2)))] =

fo " () R ) dy\ < f 1 @R ) ()] dy

e ze znalosti nerovnosti | (x, y)| < M a ze znéni véty dosadime

4

x ~ mMy€ 1 Y
‘ KZ <M a2y USME-&-l g
| el E ol <n [ T o) lew)] 6![£+1

l+1 1% Mf+1x€+1
|, - T el

4.23 Dusledek

Z vyse uvedeného plyne nasledujici nerovnost:

~ Mlal
K ol < o le@)o-
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4. INTEGRALNI ROVNICE

4.24 Metoda postupnych aproximaci pro Volterrovu rovnici

Méjme posloupnost (p¢(z))7,, kde p(z) = limy—o(0e(2)) = 3,7, 1 K(f). Pro kterd 11 € C bude tato posloupnost
konvergovat? Dosadime z disledku predchozi véty.

~ Mfat
[ BEON < Il =51

Miuzeme tedy psat
% 2,0
M a
¢ M
E |1l TZGM %,
£=0 :

a posloupnost postupnych aproximaci tedy konverguje podle normy Vu € C\{0}.
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9. prednaska (27.10.2015) - Volterrova
integralni rovnice a jeji reseni, parcialni
diferencialni rovnice, normalni tvar PDE

4.25 Poznamka - metoda postupnych aproximaci pro Volterrovu integralni rovnici

Z ptedchoziho textu o metodé postupnych aproximaci pro Volterrovu integrdlni rovnici vime, Ze 1ze uZit stejného postupu
jako u Fredholmovy integrélni rovnice, tedy, Ze

o) = lim pla) = Y wKI . @.11)
=0

Jedind zména, ve srovnani s metodou postupnych aproximaci pro Fredholmovu integrdlni rovnici, nastdvad v tom, Ze tato
suma bude, narozdil od odpovidajici sumy v feSeni Fredholmovy integrélni rovnice, kterd konverguje pouze pro |u| < ﬁ,
konvergovat pro vsechna p € C.

Daile jsme ukézali, Ze plati nerovnost

epe (Ma
I K5 (@)l < |ul" 5= lello (4.12)
a také to, Ze () opravdu fesi rovnici 4.9.
Z predchozich uvah plyne to, Ze umime provést odhad maximaln{ hodnoty feSeni, ¢ehoZ miZeme vyuZit pokud ndm nejde o

naprosto piesné feSeni (miZeme pak vzit v tvahu naptiklad jen prvnich tisic lent odpovidajici sumy a provést tak pfislusnou
aproximaci). Odhad maximalni hodnoty feSeni ziskdme snadno ze znalosti Taylorova rozvoje exponencidlni funkce e®.

lelo < [flloel e

Rozmyslete jestli nejde provést podobné omezeni pro feSeni Fredholmovy integrdlni rovnice!
Ovéime jesté jednoznacnost fedeni. ReSeni bude jednoznatné pravé tehdy, kdyz

K(p(r)) = ¢(z) (4.13)
ma pouze jediné feseni, a sice nulové. S vyuZzitim (4.12) a (4.13), vime, Ze pro vSechna ¢ € IN ma platit nerovnost

Mlql
el < lul* ==l

T Lot ¥ < . ve ‘v L
ProtoZe limg_,o, |u|*®f- = 0, coz vime z tzv. nutné podminky konvergence &iselné fady >,_ |u

(4.9) spliiuje pouze nulova funkce.

(Ma
5

£
fHSD

-, tak rovnici

4.26 Metoda iterovanych jader pro Volterrovu integralni rovnici

Uzijeme-li znalosti tvaru rezolventy Z(x,y | 1), tak feSeni Volterrovy integralni rovnice nabyvd tvaru
o) = | By | )y + 1), (@.14)
0
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5. NORMALIZACE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

kde .
R,y | p) =Y, " A, y).

(=1

Diky vlastnostem Volterrova jadra je vhodné si poloZit otdzku, co bude jadrem sloZeného operdtoru K 1[? 2, kde prislusna
Volterrova jadra jsou % a #5. Odpovéd’ nam poskytne ndsledujici série rovnosti.

RaRals jme&umm=f%@wf%@mmm@=

= J J Hr(x,y) Ha(y, 2)p(z)dydz = Ja L(x, 2)p(2)dz.
0 JO 0
Proto

L(x,2) = La JH(x,y) Ha(y, z)dy = fz 1 (x,y) Ha(y, 2)dy

Pov§imnéme si mezi integrdlu ve vyjadieni .Z(z, z). Kdyby totiz bylo x < y, tak J#1(z,y) = 0, a pokud by platilo y < z,
tak %5 (y, z) = 0. Pfedpis pro ¢-té jadro je tedy

%mw=f%4@a%ww

Z vyse uvedeného plyne to, Ze je tieba vZdy pfed samotnym feSenim integralni rovnice diikladné rozmyslet, jestli jde o
Fredholmovu nebo o Volterrovu rovnici a vybrat vhodnou metodu.

4.27 Poznamka

Rozmyslete, jestli je slozeni dvou Volterrovych operatori opét Volterrdv operator.

5 Normalizace parcialnich diferencialnich rovnic

Rozsahlou oblast parcidlnich diferencidlnich rovnic na dvod kapitoly razantné ziZime na linearni diferencialni rovnice dru-
hého fadu, tj. na pfipad, kdy nejvyssi derivaci v rovnici je libovolna parcialn{ derivace druhého fadu. Divod pro takové zizen{
je ukryt zejména v praktickém pozadi zkoumanych rovnic. VétSina z nich totiZ vzesla ze studia konkrétnich fyzikdlnich ¢i
piibuznych systémi (dlohy na vedenf tepla, Sifeni jednorozmérnych ¢i vicerozmérnych vln, teorie kmitdni, ilohy kvantové
mechaniky, tlohy z teorie mikroskopickych dopravnich modeld apod.).

5.1 Definice

Necht’
— -\
A(@) = (ai(D));;_,
je nenulovd symetrickd matice spojitych funkef a;;(Z) : G — R. Necht' je ddn n—rozmérny vektor 5(3":’) spojitych funkef
b;(%) : G — R a spojitd funkce ¢(¥) : G — R. Parcidlnim diferencidlnim operdtorem druhého fddu na oblasti G ¢ E"

rozumime operator
L= i i a; (%) &, zn] by () 2, o(@). (5.15)
im15=1 61:16% izl 61:1-

Pritom za defini¢nf obor operdtoru L klademe Dom(L) = %Q(G) Je-li matice A &iselnd, jsou-li viechny funkce a;; (%)
konstantni, a jsou-li rovnéZz vSechny funkce b (Z), ba(Z), . .., b.(¥), c(Z) konstantni, specifikujeme déle, Ze operdtor Lje
operatorem s konstantnimi koeficienty.

Duivod, pro¢ za deﬁmcm obor operatoru L klademe %2 (G), a ne napriklad viechny funkce, které maji druhou derivaci na
G, je ten, Ze pokud Dom(L) = ¥%(G), tak Ize libovolné zamé&fovat poradi derivovén{ u smiSenych derivaci.

5.2 Lemma

Definujeme-li Wy = {y(Z) € Dom(L) : L(y(&)) = 0} a W, = {y(&) € Dom(L) : L(y(Z)) = q(&)}, pak Wy je vektorovy
prostor a W, je linedrni varieta.
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5. NORMALIZACE PARCIALNICH DIFERENCIALNI{CH ROVNIC

5.3 Véta

Parcidln{ diferencidlni operdtor druhého ¥adu L je linedrni na Dom(L).
Diikaz:
e tUkolem je dokézat, Ze L je aditivni a homogenni{
e zvolime libovolné u(Z), v(Z) € Dom(f/)

e 7 linearity derivace vyplyva

o to dokazuje aditivitu operdtoru L
e podobnym zplisobem dokazeme pro libovolné o € R homogenitu tvaru

L(a-u) = a-L(u)

5.4 Definice
Necht' je na oblasti G < E” zad4n parcidlni diferencidlni operator druhého ¥adu L a funkce f (Z) € €(G). Pak rovnici
L(u) = f() (5.16)

nazyvame linedrni parcidlni diferencidlni rovnici druhého rddu. Zkraceng ji zna¢ime zkratkou PDE, tj. partial differential
equation. Rovnici L(u) = 0 nazyvame linedrni parcidlni diferencidlni rovnici druhého fddu s nulovou pravou stranou ptidru-
Zenou k rovnici (5.16).

5.5 Definice

Necht’ je ddna linearni parcidlni diferencidlni rovnice druhého fadu (5.16) na oblasti G. Pak kvadratickou formu

a11(f) alg(f) a13(f) e alr(f) Al
agl(f) agg(f) agg(f) e ag,.(f) e 9)
qz(37) = FTAF) 72 = (301, 500, 523, . . ., 52) as1(Z)  as2(Z) azs(¥) ... as-(T) 3
w(F) @@ an(@ ... aw@ )\

piislusnou kazdému bodu ¥ € G nazyvame kvadratickou formou p¥idruzenou k parcialni diferencialni rovnici (5.16).

5.6 Umluva

Budeme-1i hovofit v dalsf textu o parcidlni diferencidlni rovnici, budeme mit na mysli linedrn{ parcidlni diferencidlni rovnici
druhého fadu, neni-li uvedeno jinak.

5.7 Definice

Reknéme, 7e parcidlni diferencidlni rovnice (5.16) je v bodé & € G eliptickd, resp. parabolickd, resp. hyperbolickd pravé
tehdy, kdy?Z je eliptickd, resp. parabolickd, resp. hyperbolicka jeji ptfidruZend kvadratickd forma.

5.8 Poznamka

Pro uplnost doddvame, Ze kvadratickd forma je eliptickd, ma-li vSechny vlastni ¢isla nenulova a stejného znaménka, parabo-

licka, méa-li alesponi jedno vlastni ¢islo nulové a hyperbolickd, ma-li v§echna vlastn{ ¢isla nenulové ale s riznymi znaménky.

vy

Pro blizs{ studium kvadratickych forem je vhodna ucebnice [2].
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5. NORMALIZACE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

5.9 Definice

Rekneme, e parcidlni diferencidlni rovnice (5.16) je eliptickd, resp. parabolickd, resp. hyperbolickd na mnoziné M < G
pravé tehdy, kdyz je eliptickd, resp. parabolick4, resp. hyperbolickd v kazdém bodé€ 7 € M.

5.10 Definice

Mnozinu vSech Z € G, pro néZ je parcialni diferencidlni rovnice (5.16) eliptickd, budeme oznacovat symbolem G i a nazyvat
oborem elipticity parcialni diferencidlni rovnice. MnoZinu vSech & € G, pro néZ je rovnice (5.16) je hyperbolickd, budeme
oznacovat symbolem G a nazyvat oborem hyperbolicity. Mnozinu vSech Z € G, pro néz je rovnice (5.16) je parabolicka,
budeme oznaCovat symbolem G p a nazyvat oborem parabolicity. Souhrnné nazyvame mnoziny Gg, Gy, a Gp oblastmi
excentricity.

5.11 Poznamka
Necht’ G, Gp a Gy jsou mnoZiny z definice 5.10. Potom plati Gg w Gp w Gy = G.

5.12 Priklad

Rozhodnéme o typu parcidlni diferencidlni rovnice

je-li chdpéna jako diferencidlni rovnice pro nezndmou funkci v = u(x,y). Z definice 5.5 pro matici pfislu§né kvadratické

formy plati
1 0
A= ( Lo, ) .

Snadno nahlédneme, Ze pro z = 0 je dand rovnice parabolickd, pro z # 0 je rovnice hyperbolickd a Zddn4 jind moZnost nastat
nemiiZe. Prototedy Gp = &, Gp = {(z,y) e R>: 2 =0} aGy = {(z,y) e R? : = # 0}.

5.13 Definice

Rekneme, Ze parcidlni diferencidlni rovnice

je v normdlnim tvaru pravée tehdy, kdyz matice A (%) koeficientti ax(¥) je matici konstantnich funkci , pro niz

Gs3 ... O
0 ann
aaqagy € {0, —1, 1}.

5.14 Poznamka

Nasim cilem je za pomoci vhodného zobrazeni ¢ = G(Z) : E™ — E™ pfevést obecnou parcidlni diferencidlni rovnici

na tzv. normdlni tvar




5. NORMALIZACE PARCIALNICH DIFERENCIALNI{CH ROVNIC

pro ktery plati, Ze matice &(f) koeficientl a,(Z) je matici konstantnich funkci, pro niz s = aredre a aee € {0,—1, 1}.
Pfitom poZadujeme, aby zobrazeni i = J(Z) : E™ — E™, ozname jej (0.18), bylo reguldrn{ a prosté na G ¢ E™ a navic,
aby 3(7) € €*(G). To implikuje vztah
D coyon)) G
det( (@175027 y P )) 750,

D(x1,22, -, ZTn)

a existuje tudiZ inverzni zobrazeni & = (%), pro n&jz ¢ (gB (z )) = id¢. Pomoci vztaht pro derivaci sloZené funkce dostaneme
vzorce

ou  xa Ou gy A
i ];1E 22, (ien)
0%y 2 Pu Opy Opy 20w 0%y N
aCCZ‘an N ];1;1 6ykay[ ) ox; E kgl @ ’ axlax] (%J € n)
Z nich jiZ snadno vyjadiime hledané vztahy
are(y) = i Zn]ai-(ﬁ(y“) Ok Ot (5.17)
i=1j5=1 ’ azi axj’
@) = D) L+ D) S (F(@) 2
o1 al’z i=1j=1 J &Claxj
&y = (@),
@ = @)
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5. NORMALIZACE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC
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10. prednaska (3.11.2015) - alternativni
normalni tvar PDE, stanoveni normalizac¢nich
vztahu

5.15 Definice — alternativni normdlni tvar
Pro n = 2 z rovnice (5.14) definujme alternativni normdlni tvar takto:
0u % ( Ou ;
0y10y2 oy

ou -
ayQ;u(yhyz)) = f(y1,2).

5.16 Poznamka

= O
ON=

Zkoumejme nyni, jakého je typu rovnice v alternativnim normalnim tvaru. Vime, Ze A = < > ,atedy g5, 500) =

:u2—U2=(va)(é _01)<Z>

Z vyse uvedeného tedy plyne, Ze rovnice pro funkci dvou proménnych, ktera je preveditelna do alternativniho normélniho
tvaru je vZdy hyperbolickd. MiZeme pfepsat jeji normdlni tvar také na
Pu Pu oz 0u du
022 023 0z1" 0z
Tedy pro hyperbolickou rovnici existuje reguldrni transformace mezi normalnim a alternativnim normdlnim tvarem. Tato
transformace je tvaru y; = 21 + 29; Yo = 21 — 2o.

21 9. Rovnice je hyperbolickd, protoZze

r1 =u+v
Ty =U—0

Q(fﬂl,@) = T1%2 =
;U(21,22)> = f(zl,zz)-

5.17 Uloha 1 - nalezeni normalizujici transformace pro rovnici s konstatnimi koeficienty

Vime, Ze Vi, j € 1 : a;;(Z) = a;; € R = A je symetrickd redlnd matice. Tim pddem Gy (%) ze vztahu (5.17) je redlné, a také

ai;(¢(¥)) € R, proto mus{ byt ¢leny % a 2“;’? také redlné. Z toho ale plyne, Ze ¢ musi byt linedrni. Proto piSeme
i J
n
Yk = Qr(T1, @2, ., 10) = ) Trii, (5.18)
i=1

" — ry; € R, z &choz ddle plyne

K2

0
coz implikuje

n n
Qe = Z Z QijTEi Tk = QQ(Fk,Fe)-
i=1j=1
5.18 Véta
Z MAB3. Necht' B = {w,wa, ..., w,} je polarni bize pfidruZend ke g-formé ¢(5¢) = #TA3. Pak
Y1 w1, Wi, -0 Wi, T
Y2 wy, Wi, v Wi, Z2 ~ Lo
= : _— : - | = are = qq(Wk, Te) = Brke,
Yn Wn,,, Tn

41



5. NORMALIZACE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

pro B € {0,1,—1}, pfiCemz posledni rovnost vychdzi z definice poldrni bdze. Normalizace kvadratické formy, tak jak ji
zname z MAB3, a normalizace parcidlni diferencidlni rovnice maji mezi sebou silnou vazbu, avSak nejsou totozné - v piipadé
kvadratické formy je matice transponovana.

5.19 Uloha 2 - nalezeni normalizujici transformace pro rovnici s nekonstatnimi koeficienty funkce
2 proménnych
a(z,y)  3b(z,y) ) .
Z nésledujictho predpisu nds zajima cast @:
sb(@,y)  e(z,y) JIIO PP J

0y 0%u 0%y ou Ou.
(o) g o) s o) g 40 (G e

“

Mé&jme dénu funkci u(z,y) € €%(G) a A = <

°
5.20 Stanoveni typu excentricity

Podle vlastnich Cisel
a— A\ %b
%b c— A

‘;O = )\2—(a+c))\+ac—%b2é0 = 2\o=a+ct+/(a+c)?+b2—4dac

rozliSujeme ndsledujici feseni:

a) pro paraboli¢nost pozadujeme jedno &islo A = 0. Tedy (a + ¢)? = (a + ¢)? + b? — dac < d(z,y) = b* — dac = 0,
kde d(z,y) nazyvame funkciondlni diskriminant parcidlni diferencidlni rovnice. Pak

Gp = {(x,y) e R*: d(z,y) = 0}.
b) Obdobné obdrzime pro hyperboli¢nost:
Gy = {(z,y) e R?: d(z,y) > 0},
c) aelipti¢nost:
Gg = {(z,y) e R*: d(zx,y) < 0}.
5.21 Stanoveni normalizujici transformace pro hyperbolickou rovnici

(&m)
D(z,y)

Gu_ona ouin 0w _oud  oudn
ox 65 ox 677 ox’ oy 0¢ (?y on oy

2 2 2 2
M: ag +2 u6§677+ @ +aﬁg+@ﬂ
0x? 6{2 0&0n 0x dx  dn? \ Ox o0& 0z On 0x?
2 2 2 2 2
0%u J% +26u6£(97]+ an +67ug+6u6
oy? 082 \dy 05 077 Oy oy  on* \dy o€ oy? ~ dn oy?

0%u @ 0€ 0§ N € on +6u6u € on +6£6£ € 0§ N
oxdy  0&2 o ay 65677 0y 0x on 0 \ 0y oz o0& 0¢ 6y o

+62 an 0§ +67u67u 0€ on +6 an dn +8£6l an dn
onoE \ oy oz o¢ on \ oz oy on2 \ oy oz on on \ oy oz

Hledejme vztahy dle predpisu & = &(x,y) an = n(x,y), pro které det< > 0. RozepiSeme parcialni derivace:

u o*u 62u ) .
Vyraz — 5p2 fozsfiime a(z,y), a obdobné vyrazy —— 2wy (9 rozsifime b(z, y) a ¢(x, y). Dosazenim obdrzime vztah
e 26) s 55 ot (25’
652 Ox oy
ul U onon U
- bl 0z hals 5.19
o | (a ) D5iay ey )] >
u [ 0¢ 0 . 0¢ On 0 On 0 On Ou Ou <
&9 o & o
ta | E T r s e T+ e ST | 4o (G Sutem) = Fem,
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5. NORMALIZACE PARCIALNICH DIFERENCIALNI{CH ROVNIC

My jsme vSak pozadovali normdln{ tvar pouze s nesmiSenymi derivacemi, tedy 1. a 2. fddek rovnice (5.19) by mél byt roven 0.
Takovy vztah pak vydélime (£) ? za obdrZen nasledujicich rovnosti:

(%) =
a(z,y) (ZZ)2+b(“”y) Zi"g te(a,y) = (5.20)
EW 0
oy Y
)\Q(m,y) /\(1x?/)
),
ox or |
(z,y) (677)2 +b(z,y) ?ﬁ +c(z,y) = 0. (5.21)
EW 0
oy Y
/\2(1)?/) Az,y)

Ze vztahl (5.20) a (5.21) lze sestavit rovnici al\? + bA + ¢ = 0, kterd md na G dvé moZnd feSeni pro \; o(z,y), kdy
o€ o

pro rovnici (5.20) je A1(x,y) = g a pro rovnici (5.21) je Az(z,y) = ;:;”, . Tyto vztahy jsou ale shodné (aZ na znaménko)

s derivaci implicitni funkce: H(z,y) = C, kde y = y(z). Pak ¢ ziskdme ze vztahu
oH

y' = —£&. V naSem pifpad¢ tedy &(z,y) = C |£ addle y' = —\12(x,y), z ¢ehoZ vyjde vztah s integracni konstantou,

OH 4 0H dy

oz 2y ax = 0, coz implikuje

ay .
kterou pouZijeme.

5.22 Priklad

Uvazme rovnici ) )
0*u 5 907U
Tedy d(x,y) = 4a%y?. Odtud \; o(z,y) = +2xy. Resime tedy rovnici y' = +2zy. Ten pak zintegrujeme takto

d
4y :J_r?l[xdx:lnlm =+’ +c=c=Inlyl +a°

Y

Transformaéni vztahy (definované integraéni konstantou) jsou: £(z,y) = In |y| + 2%; n(z,y) = In|y| — 22.

5.23 Poznamka
Prakticky postup feSenf je ndsledujici:
1. obdrzime rovnici, z niZ zname a,b,c € R
2. vypoditdame kvadratickou rovnici aA? + b\ +c = 0

3. z diferenciélni rovnice y' = —\1 2(z,y) vypoditime integraéni konstanty

5.24 Stanoveni normalizujici transformace pro parabolickou rovnici

Jako v pfipadé hyperbolické rovnice, i nyni pouZzijeme kvadratickou rovnici aA? 4+ b\ + ¢ = 0, oviem s tim rozdilem, Ze nyni
tato rovnice generuje jediné feSeni A(x, y). Prvni transformaéni vztah £ = £(x, y) tedy ziskdme obdobné jako v pfedchozim
piipadé z diferenciéln{ rovnice iy’ = —\(z, y) takto:

0§
C _ blz,y) _
dy

Druhy vztah pak volime libovolné, ov§em za podminky, Ze bude zachovana regularita transformace, tedy nelze volit napf.
n(z,y) = 8, ale napriklad x ano. Vysledkem je = n(x,y) = . Vzhledem k vlastnostem paraboli¢nosti rovnice vime, Ze
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5. NORMALIZACE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

pti dosazeni do rovnice (5.19) by mély byt 1. a 3. fadek nulovy, dosadime tedy po fadcich:

b2 (06N\® b [0\ 0E\® (06N b% — 2% + dac
o—| =) —b—|=) +ecl =) =|5=] ——,
4a? \ Oy 2a \ Oy oy dy da
| S
—d(2,y)=0

a-14+b-1-0+c-0%=a(z,y),
b o0& 0¢

_9q—25 . 250 149-0= — =
a2a6y+b O+b6y +2¢-0 b+0b=0,

tedy dostdvame normalizovany tvar

2 ~
a(m,y)a U (I)((?u. ou

(2 an,u(g,n)) = f(e,n).

5.25 Stanoveni normalizujici transformace pro eliptickou rovnici

V pfipadg eliptické rovnice budou transformaéni vztahy &(x,y), n(z,y) pro rovnici ¥’ = —A12(z,y) Eisla komplexn&
sdruzend na Gg : d(z,y) < 0, kdy plati A1 (x,y) = \j(z,y). Pomoci vyslednych vztahti dokézat

W) = 5 (€ ) + 0, 3)) = Re((z,))
0 ) = oz (€@ y) — () = Im(E (),

dostavame vztah

ow? 002

— aw,ae,u(w,a)> = f(w,0).

5.26 Definice

Obecna varianta normdlniho parcidlniho diferencidlniho operatoru je
~ m
L= Z ao(Z)DY,
a=0

kde multiindex o = (a1, g, . . ., ) pro «; € Ny. Déle definujeme pro multiindex

la| = ar +ag +- - + ap,
al = arlag! -+ ayl,
oled

DY =
« « Qo
0x(' 0x5? - - - 0z
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11. prednaska (9.11.2015) - avod do teorie
zobecnénych funkci

5.27 Priklad

ResSme parcidlni diferencidlni rovnici

0? 02 0?
2222 + 4y? —Z + 4z “
Y

ou
yaxay T + u(z,y) = 0.

Pro stanoveni typu excentricity vypoctéme funkciondlni diskriminant.

d(z,y) = 1622y? — 162%y* = 0

To ale znamend, Ze jde o parabolickou rovnici na celém R2. Z pfisluiné teorie o hledani normaliza¢nich vztahti vime, Ze jeden
transformadni vztah miZeme zvolit libovolné, ale reguldrné, tedy naptiklad 7(x, y) = . Druhy vztah dopo¢itdime nalezenim
kofenu z rovnice tvaru a\? + b\ + ¢ = 0. Tedy kofenu

Mz, y) = =2

8] |<

Resime tedy diferencidlni rovnici

Y
"= )\ —92Z
Y (z,9) z

ktera je fesitelnd napiiklad metodou integracniho faktoru (lze uZit i metodu separace proménnych). Odtud

2
y—-y=0
x
1 Y x2
T T

Mame tedy nalezeny transformace
nzy) =z~ &,y = 2

které pievddéji zadanou rovnici do normdlniho tvaru. Ddle je tfeba najit mnoZinu regularity M.

D(¢ 77)) 2 _a x?
det : =| v v | == #0,
¢ (D(:my) 1 0 y?

Mg = {(z,y) eR* 12 # 0 Ay # 0}

Vyjadfeme prvni a druhé derivace v pfislu§nych proménnych, pomoci transformacnich vztahd, které jsme ziskali vyse.
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6. TEORIE ZOBECNENYCH FUNKCI

@_ ou2x Ou

oz =€y o
ou @ x?

dy Ky
0%y 627114:32 0?u 4z Pu 20u

0 0@ 2 T dEmy P g€
v PPuzt L ou 222
oy* 0§yt 06 B
0u 0%u 223 Pu 22 ou2
oxdy 08 yB  dsony: &2

Po dosazeni do zadané rovnice dostaneme transformovanou rovnici tvaru

0%u ou
2 S — =
x o mé’n +u(&,n) =0,
neboli
u ou
2 _ g =
"o o +u(€,n) = 0.

Tato diferenciélni rovnice je feSitelna Eulerovou metodou, proto pouZijeme substituci 7 = e’ a dojdeme ke vztahu

i —2u 4+ u =0,

coZ je rovnice s konstantnimi koeficienty a nenf tedy problém najit fundamentaln{ systém {e?, te'}. Resenim v proménnych
t,n je tedy u(t,n) = C(£)e! + D(£)tet. Navrdcenim se k promé&nnym &, 7 a nasledné k z,y dostaneme findlni podobu

vysledku:
z? x?
u(zx,y =x-C<> + xln(x D<>
(z,9) ; (z) ;

Urceme excentricitu parcialni diferencidlni rovnice

5.28 Priklad

o
0z 0y?

Funkcionalni diskriminant je d(x,y) = 4x%y%. Proto je rovnice skoro vsude hyperbolickd, a tedy
Gy ={(z,y)eR*:24+0Ay+0}

Gp={(r,y)eR?*:2=0vy=0}
Gg=(g

6 Teorie zobecnénych funkci

6.1 Definice

Okolim mnoZiny M o poloméru € nazveme mnoZinu

M. :={ZeE :Z=¢g+Z:9e M A |Z]| <&}
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6. TEORIE ZOBECNENYCH FUNKCI

6.2 Definice

Testovaci funkci nazveme funkci ¢(Z), kterd splituje
1. ¢(Z) : E" — R,

Dom(p) = E",

p(T) € €7 (E),

A

existuje R > 0 tak, Ze supp(p) € Bg.

6.3 Definice

Zobrazeni f : @/ — C, kde & je mnoZina funkci a C mnoZina komplexnich &isel, nazveme funkciondlem. Defini¢nim
oborem funkciondlu f miiZe tedy byt napf. mnoZina testovacich funkei 2(E") ¢ &

6.4 Definice

Mnozinu Bg(¢) := {¥ € E" : |& — €| < R} nazveme uzavienou kouli o poloméru R se stfedem v bodé ¢ € E". Pokud & = 0,
pak takovou mnoZinu zna¢ime jen By.

6.5 Definice

Prostorem testovacich funkci 2(E") rozumime tfidu funkci p(Z) : E" +— C, které jsou tiidy €*“ (E") a jejichZ nosi¢
supp() je omezenou mnoZinou v E”. Prvky tiidy Z(E") nazyvame testovacimi funkcemi.

6.6 Poznamka

Mnozina 2(E") je neprdzdnd, protoze do ni patii napfiklad nulova funkce. Déle do 2(E") patii napiiklad tzv. Cimrmanova

bufinka we () (Obrazek 4).

52
(@) = | Bee T ] <, (6.22)
0 o E = e

Pricemz {, we(¥)dz = 1 a plati tedy, Ze w. (%) je hustotou (pravdépodobnosti).

—

we (Z)

Obrazek 4: Graf Cimrmanovy bufinky w (Z)

6.7 Poznamka - o mozZnostech vytvdreni testovacich funkci

e linedrni kombinace konecného poctu testovacich funkci je testovaci funkce
e vyndsobenim testovaci funkce polynomem (nebo konstantou) dostaneme opét testovaci funkci

e konvoluce testovacich funkci je testovaci funkce

47



6. TEORIE ZOBECNENYCH FUNKCI

6.8

umocnéni testovaci funkce na konecné ¢islo nam opét vrati testovaci funkci
vynésobenim testovaci funkce funkci z € (E") dostaneme testovaci funkci
derivaci testovaci funkce dostaneme testovaci funkci

posunuti p(Z — i) € 2(E")

Véta

Tiida 2(E") je vektorovym prostorem.

Diikaz:

6.9

postaci ukdzat, Ze operace s¢itdni a ndsobeni redlnym &islem jsou uzaviené v 2(E")

necht’ tedy (%) € 2(E") a ¢ € R jsou zvoleny libovolné a zkoumejme funkci n(Z) = ¢ o(Z)
ziejmé 7)(Z) je stejné jako sama testovaci funkce () tfidy € (E")

ddle pro ¢ # 0 je supp(n) = supp(y) nebo pro ¢ = 0 je supp(n) = I

v kazdém piipadé je ale nosi¢ supp(n) omezenou mnoZinou

proto 7(Z) je testovaci funkci

necht’ ddle o(Z), (%) € Z(E") a oznalme (T) = o(T) + ¥(Z)

protoZe z definice 6.5 plyne, Ze p(Z), (%) € € (E"), je také J(¥) € € (E")

déle supp(?) < (supp() U supp(t)))

proto md také ¥(Z) omezeny nosi¢, tudiz 9(Z) € Z(E")

Véta — o Leibnizové formuli

Necht’ p(Z), (%) € Z(E"). Pak plati tzv. Leibnizova formule pro derivaci tvaru

B
DA (@) = ¥, gy P (@) D (0(@),

kde symbol Zi:o reprezentuje s¢itani pres v§echny multiindexy, tedy fakticky jde o r-tici sum.

Diikaz:

tvrzeni 1ze dokédzat matematickou indukci

6.10 Véta

Necht ¢(z) € Z(R). Pak existuje K € R tak, Ze je pro kazdé z,y € R (x # y) spln€na nerovnost
‘@(x) - @(y)‘ <k
=y

Diikaz:

testovaci funkce ¢(x) je mimo jiné spojitd na R a diferencovatelnd na R
proto mezi libovolnymi body = # y existuje podle Lagrangeovy véty o piirtistku ¢islo £ takové, ze plati

o) —ely) = ¢'(§)(z —y)

e jelikoZ je funkce ¢’ () omezend na R, coZ plyne z definice tiidy Z(R) a faktu, Ze ' (x) € Z(R), existuje jisté K € R

tak, Ze pro vSechna x € R plati

¢'(r)] <K

pak snadno

to zavrSuje dikaz
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6. TEORIE ZOBECNENYCH FUNKCI

6.11 Véta
Pro libovolnou omezenou oblast G < E" a libovolné ¢ > 0 existuje testovaci funkce n(%) € 2(E") takovd, Ze
1. 0<n(@) <1,
2. pro viechna 7 € G. je n(%) = 1,
3. pro viechna & € E"\Gj3. je n(&) = 0.
Diikaz:
e dikaz budeme demonstrovat na piipadé r = 1
e zvolme libovolné oblast G € R
e ozname Xq,, (z) charakteristickou funkci jejtho 2 —okolf (viz definice 6.1)
o tvrdime nyni, Ze funkce
W)= | welo—va,
Gae
kde w.(x) je Cimrmanova bufinka, spliiuje pozadavky predeslé definice

e snadné je se presvédcit, Ze plati

e dokazme ddle, Ze () = 1 vS§ude na G.

e trividlné plati rovnost

fR X6 (9) we( — y) dy = L% we( —y)dy

e dile pak pro y ¢ Go. plati, Ze |x — y| > €, coz znali, Zeproz € G- ay ¢ Gac jew.(x —y) =0
e proto je integral SR\G2 we(z — y) dy nulovy

e pak ale

n(w) = L% wel —y) dy = L% welw —y) dy + L\G% we — y) dy = fR welz —y)dy = 1

e zkoumejme na zavér chovani funkce n(z) pro € R\G3.
e je-li pak y € G5. plati, Ze |z —y| > ¢
e proto je integral SG2 we(z — y) dy v tomto piipadé nulovy, tj. n(x) = 0 na R\G3.

o 7)(x) skute¢né patii do Z(E"), rozmyslete pro¢

6.12 Poznamka

Pravé dokazana véta se zabyva tzv. vyhlazovdnim charakteristickych funkci mnoZin. Zatimco napriklad charakteristicka
funkce X(—1-2¢,142¢)(7) = O(z + 1 + 26)O(1 + 2¢ — ) intervalu (=1 — 2¢,1 + 2¢) je zcela nepochybné nespojitou
funkci, je funkce

n(z) = f O(r +1+2)0(1 + 2 —z)w.(xr —y)dy
R
hladkou variantou funkce X (—1—_2¢,142¢)(2). Pro viechna z € (=00, =1 —3¢) U (1 + 3¢, 4+0) je jeji hodnota nulovd, zatimco
na intervalu (—1 — ¢,1 + €) nabyvé funkce 7n(x) hodnoty jedna. Na intervalech (—1 — 3e,—1 —¢) a (1 + ¢,1 + 3¢) pak

funkce 7(x) hladce prechdzi od nulové k jednotkové hodnoté. Nézornéji je proces vyhlazeni charakteristickych funkci mnoZin
znazornén na obrazku (5).

6.13 Lemma - 0 mohutnosti mnoZiny 2 (E")

Mnozina Z(E") je hustd v L, (E"), tj. pro vSechny funkce f(Z) € L, existuje posloupnost testovacich funkci (%) € Z(E")
tak, Ze f(f) = limg o Ok (f)
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G
G
GQE

GSe

Obrazek 5: Vyhlazeni charakteristické funkce
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12. prednaska (10.11.2015) - trida zobecnénych
funkci, regularni distribuce

6.14 Definice

L

Necht' ¢ (Z) € Z(E") je Elen posloupnosti (@k(f))kzl. Pak fekneme, Ze tato posloupnost konverguje k ¢(Z) € Z(E")
superstejnomérné a oznalime ¢ () = ¢(Z) nebo také @y () % (), pokud plati:

I Vae Ni: Dopp(7) 2 Dp(d),

2. 3R> 0:Vk e N : supp(px)  Bs.

Tedy musi existovat univerzalni R nezdvislé na k tak, aby vSechny nosice byly stlacitelné do uzaviené koule By.

6.15 Poznamka

Z vyse uvedeného vyplyva platnost nasledujiciho tvrzeni: = = 3 = —.

6.16 Definice

Ttidou zobecnénych funkci 2’(E") rozumime téidu viech linedrnich a spojitych funkciondli nad defini¢nim oborem rovnym
P(E").

o (linearita): (Vo(), (%) € Z(E"))(Va € C) f(p(@) + ao(&)) = fp(@) + af (¥()).

o (spojitost): 4(F) = 9(7) = limy . Fpr(D)) = F(#(3).

Kazdy element z 2'(E") je nazyvén zobecnénou funkci nebo distribuci.

6.17 Umluva

Pisobeni funkciondlu f na testovaci funkci budeme od této chvile znagit takto (f; (Z)).

6.18 Priklady zobecnénych funkci

Uved'me si nymi nékolik pfikladd, které mohou byt zobecnénymi funkcemi:
1. Identita zobecnénou funkci nemize byt, protoze Dom(Id) = Ran(Id), avSak funkciondl je zobrazeni &/ +— C

2. Nulovy funkcional (nulovd zobecnéné funkce) je predpis: Yo (Z) € Z(E") : (f; (Z)) = 0.
Linearita je zfejmd, zkoumejme spojitost:

¢r(T) = ¢(@) = lim f(pr(7)) = lim 0= 0= (f;¢(2)).

3. Integrél funkce: Vo (&) € Z(E") : (f; (&) = g o(z)dr = Ssupp(w) o(x)dx € R.

e integrdl ovSem vZdy existuje, coZ plyne z faktu, Ze integrujeme spojitou funkci na kompaktu, a tedy z existence
je také linearni. Pokud by ovSem pro nékterou funkci neexistoval integral, nebyla by ani linearn{
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6. TEORIE ZOBECNENYCH FUNKCI

e Je-li Z vektorovy prostor, pak je definice spojitosti 6.16 b), ekvivalentni vyroku

pr(7) = 0= lim flen(&) = (£;0) =0.
V piipadé integrlu tedy
vr(Z) = 0= lim gok(f)dmzj lim cpk(f)daczf 0dx = 0.
k- Jr R k—o® R

e zaménu limity a integralu v predchozim bodé jsme mohli provést jen v piipadé, Ze existuje integrabilni majoranta
k funkcim ¢y, nezavisld na k:

R
J gak(f)dxzf vr(Z) dz = |pr(Z) 3 0] Sj max |e(x)| de = Kdz = KdzeR
R By By .’EEBR Br —R
keN
—_—
K

Integrabilni majoranta tedy je KO(R — |z|).
4. Funkce: (f,;; »(%)) = p(ii), kde [i je pevné zvoleno.
e cxistence je splnéna automaticky
o linearita: (f5; ¢(%) + o (&) = () + @y () = (f; 0(@) + a(fa; ¥ (@))
o spojitost: @y (F) = 0 = limy_,. (f; ox(£)) = limp,. 0x(ji) = 0
5. Mocninna funkee (f; () = ©2(0) neni funkcionalem, nebot’ neni splnéna linearita.

6. Derivace funkce (f;@(x)) = ¢"(8) je zobecnénou funkci.

funkci nedokaZzi tento problém odstranit.

7. Integrél funkce (f; ¢(z)) = ‘R ‘”f) dz nenf zobecnénou funkci, nebot’ Slq 1 dz neexistuje a ani vlastnosti testovacich

8. Integral funkce (f; o(x)) = Sk em2<p(x) dz € R funkciondlem je, nebot’ vhodné zvolend funkce ¢(x) dostatecné snizi
hodnotu integrélu.
6.19 Véta — o reguldrni distribuci

Necht' (%) € Aoc(E"). Pak funkciondl g definovany nad Z(E") pfedpisem

Gi0@) = | 9(@e(@)az
jez2'(E").
Diikaz:

e existence plyne ze srovndvaciho kritéria:

9(Z)@(Z)] < max [p(2)||g(7)| = K|g(Z)| € £(Bs),

z€BR
Vzhledem k tomu, Ze (%) je testovaci, postatuje pii hleddni majoranty integral na | B 9(Z)p(F) dZ
e linearita je disledkem existence integralu
e spojitost plyne z ndsledujici série rovnosti:

or(Z) = 0= klim ((9); pr(Z)) = lim 9(Z) i (Z) A% = |Lebesgueova véta (MAB4)| =
c—>

k—o Jgr

= f 9(Z) lim ¢ (Z) 4% = 0.
" k—w0

=0
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6.20 Definice
Necht' f € 2'(E"). Existuje-li g(Z) € Boc(E") tak, 7e Yoo(&) € 2'(E") plati rovnost

(Fie@) = | s@ela)as,

pak fekneme, Ze f je reguldrni distribuci s generdtorem g(Z). Ttidu v8ech reguldrnich distribuci (zobecnénych funkci) zna-

¢ime 7,..,(E"). Nereguldrni distribuce nazyvdme singuldrnimi.

6.21 Poznamka

Plati ndsledujici tvrzeni: 7., (E") cc Z,.4,(E").

reg

6.22 Priklad

Méjme (f; p(Z)) = §g 22¢(Z) dz, kde Yo (Z) € Z(R). Pak lze psit f = 2. Otdzka na funkénf hodnotu distribuce sice
nedava smysl, avSak miZeme pouzivat "vinovkovou"symboliku pro vyjadfeni ptisobeni dané zobecnéné funkce. Jiné piiklady
jsou: e~ a sin(x). Pro dfive uvedené piiklady distribuénich funkci 1ze pouZit symboly 0 (piiklad 2), & 1 (piiklad 3).

Zakéazany symbol by mohl byt takovy, ktery by vyjadfoval priklad 7, ktery neni distribu¢ni funkeci: % Takovy symbol vSak
nemuze existovat.

6.23 Poznamka

Ti¥{da vSech reguldrnich distribuci 2., 4 sice tvori podprostor distribuct 2, aviak tyto mnoZiny si nejsou rovné, nebot’ existuji

takové distribuce, které jsou singuldrni.

6.24 Priklad

Vrat' me se ke &tvrté distribuci z naSich prikladi. Specidlng volme (f; ¢(&)) = ¢(0). Ukazme, Ze f € D' (E")\D)y(E").
e dikaz provedeme sporem
e predpoklddejme g(%) € Loc(E")
o tedy (f: ¢(®) = g 9(#)p(@) &7 = o(0)

e pak lze psat

pro Vo(Z) € Z(E").

e prvni &len v predchézejici rovnosti definuje novy funkciondl: (0; (&) = g 0+ o(Z) dZ, kde 0 je reguldrni distribuce
s generatorem rovnym faktorové nule

e ze dvou pfedchdzejicich bodi tedy plyne: g(Z) - 1 ~ 0 = ¢(Z¥) ~ 0 = spor. Tedy kdyby existoval generdtor takovéto
funkce, musela by to byt distribuéni 0.

Distribuci (f; (%)) = ¢(0) nazgvame Diracova é-funkce a znatime ji 6. V piipadé (fﬁ; »(T)) = () nazyvame tuto
centrovanou Diracovou funkci s centrem /i.

6.25 Definice

Definujme rovnost dvou distribu¢nich funkeci takto:

~ def.
=

f=3 Vo(7) € 2(E") : (f;0(@)) — (:0(2)) = 0.
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6.26 Definice

Heavisideova distribuce je zobecnéna funkce definovand predpisem

(é;m)):f:f---fso(x)dx

kde © € Dyeq(E"). Generdtorem je O(Z) = O(x1)O(z2) - - - O(,.). Centrovand Heavisideova distribuce je pak definovdna

I'OVIIOSU
M1 V2 r

kde © € Dy.eq(E"). Generdtorem je O;(7) = O(z1 — p1)O(x2 — p2) - O(z — pr).
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13. prednaska (23.11.2015) - zobecnéné
funkce: Sochockého vzorce, operace v &’

6.27 Poznamka

1
(x—a)™"
nevyhovujicim vyraziim budou zobecnéné funkce konecnd &dst, ptipadn€ druhd konecnd Cdst, atp..

Alternativou k t€émto

Funkce % nepatif do ‘L, (R), proto neexistuje ani % Ze stejného divodu neexistuji ani ﬁ a

6.28 Definice

Zobecnénou funkci PL € 2'(R) definovanou pro kazdou testovaci funkcei () € 2(R) piedpisem

1
(’P,SO(QC)> =ij de = lim #(z) dz
r R T 20t JR\(—ee) T

nazveme konecnou ¢dsti nebo latinsky partie finie.

6.29 Véta
Necht’ je na tfidé¢ Z(R) jednorozmérnych testovacich funkci definovéan funkcional P% predpisem
1
(P, s0(x)> VAN GO (6.23)
x R X

Pak PL € 2'(R) a navic pro kazdou testovaci funkci ¢(z) € Z(R) plati rovnost

(plﬂp(xo _ fx pl@) —p(=2) , (6.24)

Diikaz:
e nejprve prokdZeme rovnost (6.24)

e upravme si proto nejprve pravou stranu vztahu (6.23) do jiného tvaru

—e o0
VPJ () dzr = lim #(7) dr = lim [J 46 dx +J 46 dx] =
R Z e—04 R\(—c,c) x e—04 —n X € €T
oL _ e 90 _ i 5] _ .
_ lim [_J o( t)dHJ o(x) dx] _ g [ @) = (=) dsz, pla) —p(=a)
e—04 e t c T e-04 Jo x 0 x

e posledni rovnost plati, nebot” integrand je spojitou funkei i pro x — 0, coZ vychdzi z rovnosti

z—0 T
a ddle existuje integrabilni majoranta nezavisld na e platnd pro vSechny x € (0, )

e existence této majoranty tvaru g(x) = K©O(z)O(R — x) plyne ze srovnéni

X(e, %) (.’L’
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e Cislo R > 0 je zvoleno tak, aby supp(yp) < Sy

e pro rozhodnuti, zda P% € 9'(R), postali prokézat spojitost funcionélu (6.23), nebot’ linearita je zfejma

e necht’ tedy posloupnost testovacich funkci (apk(f));f:l konverguje superstejnomérné k nulové testovaci funkcei o(Z) €
Z(E"), &ili o (7) = o(7)

e pak

e _ _ les] _ _ a0
lim <p1,%(x)> _ im de:j lim de:f 0de = 0
k—oC x k—oc 0 0

x g koo xT

e pfitom limitu na integrdl bylo moZno zaménit s ohledem na fakt, Ze existuje integrabilni majoranta k integrandu = +—
W a navic nezdvislé na indexu k

e takovou majorantou je jiZ citovand funkce g(x) = KO(z)O(R — ), kde R je polomér intervalu (—R, R), pro né&jZ a pro
kazdé k € N plati supp(¢x) < (—R,R)

e existenci takového R garantuje definice superstejnomérné konvergence 6.14

e tim je dikaz zavrSen

6.30 Definice

Zobecnénou funkci P2 € 2'(R) definovanou pro kazdou testovaci funkci (z) € Z(R) predpisem

x R X e—04 R\(—e, T

nazveme druhou konecnou cdsti.

6.31 Definice

Necht S  E" je hladkd, reguldrni a jednoduchéd nadplocha v prostoru E”. Necht' v(Z) : S — C a v(Z) € €(9).
Zobecnénou funkci §g € 2'(E") definovanou pro kaZdou testovaci funkci ¢(Z) € Z(E") pfedpisem

(55.9@) = | v@eld) (@)
nazveme Diracovou prostou vrstvou na nadploSe S s hustotou v(Z) (nejcastéji se voli v(Z) = 1).

6.32 Definice

—_—

Zobecnéné funkce —— € Z’(R) definované vztahem

x+i0
T . p(z)
— =1 d 6.25
(Iiiowp(x)) N M (6.25)

nazyvame kladnou, resp. zdpornou Sochockého distribuct.

6.33 Priklad

Mezi Sochockého distribucemi, Diracovou d—funkcei a kone¢nou ¢asti definovanou v definici 6.28 plati série jednoduchych
vztahti nazyvanych Sochockého vzorce. Tyto vzorce maji tvar

1
r + i0

= Find(z) + P (6.26)

Sochockého vzorec dokdZeme napf. pro variantu se znaménkem plus. Upravujeme tedy definicni vztah (6.25), resp. jeho
pravou stranu. Pro ni trividlné plati
p(z) x €

lim dzr = lim p(z)dr — lim i——=p
e—04 R.I,‘—l— ie e—04 R.’L‘2 +€2 ( ) e—=04 Jr x2 +€2

() dz.
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Pro imagindrn{ ¢ast plati

— lim £ () da = ‘y = g‘ = — lim f #(ey) dy = —p(0) fR ay —mp(0) = (— wg(m),ap(x)),

e—04 Rx2+52 e—04 Ry2+1 - y2+1=

kde zdména limity a integrdlu byla moZn4 kvili existenci integrabilni majoranty zaru¢ené omezenosti funkce p(z) na R a

existenci kone¢ného integrilu SR ﬁ dy. Pro redlnou ¢ast zkoumaného vztahu plati tyto rovnosti

i L o(x)dr = li JO Y o@)d +f L o@)d
1im —_— X T = 1im —_— X T —_— X | =
e—0+ Jr 2 + 52<p e=04 | J_ z2 + EQLP 0 2+ EQQD

Y T2t (e@) —e(-a)
= i - — (= = i =
)y e (p(z) = p(=x)) dz Jim | x2+€2( - )dx

_ J: p@) = pl=r) 4 (Pi,cp(m)).

xT

Zaména v predposledni rovnosti je zarucend jednak tfm, Ze funkce z?xijs? nabyvé hodnot z 0, 1) a ddle tim, Ze p(x) € Z(R).
Podle véty 6.10 totiZ

r 29:;2 (@(w)—w(—w)) dm:f‘ 296;2 (w(@—w(—@) @ <
o T x 0 T

¢imz jsme ukdzali, Ze existuje integrabilni majoranta a je mozné provést prisluSnou zaméenu.

6.34 Definice
Necht' jsou ddny zobecn&né funkee f,§ € 2’ a &islo ¢ € C. Pak definujeme soucer distribuci vztahem
(f +3,0(@) = (f, (@) + (3, 0(@))

a Ciselny ndsobek distribuce definiénim pfedpisem

(Cfa @(f)) = C(fa 90(5))

6.35 Lemma

Ttida 2’ spole¢né s operacemi séitdni a ndsobeni &islem tvori vektorovy prostor.

6.36 Véta

Tiida reguldrnich distribuci Z],, (E") je podprostorem v prostoru ' (E"), tj. Z;.,(E") cc 2'(E").

reg
e ukdZeme homogenitu a aditivitu
e necht f,je DlegaceC

e potom pro viechna () € 2 plati

(e f+3,9@) =c- (f,0(@) + (3,9(@) =c- | @@ az + J’ 9(@)p(T) az =

e nagsli jsme tedy generator zobecnéné funkce c - [+ g, cili podprostor je uzavieny
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6. TEORIE ZOBECNENYCH FUNKCI

6.37 Definice

Necht' A je reguldrni ctvercovd matice fadu r a b € E" libovolny vektor. Pak pro kazdou zobecnénou funkci f e 7'(E")
definujeme afinni transformaci souradnic tvaru

1

(77 +8),0(0)) = rqiyy (T b7 = A719)) (6.27)

6.38 Poznamka

V predeslé definici je tfeba ale prokazat, e funkciondl ( f(77), p(A =14 — Afll_)‘)> je skute¢né z 2. To ponechdvéme Ctendfi
jako cviCeni. Je-1i f reguldrni distribuce, pak afinni transformace odpovida linedrn{ substituci ve vicerozmérném integralu
tvaru

(f(Aerl?),so(f)) = . (AT +b) (@) a7 = | 7 = A—ldg_*) -
AT = iy
: i 17— b)) ai 1 7l o A1
= Tder(@)] Jy, [@ ¢ T =B a7 = i (f(y),go(A g—A b))

6.39 Definice

Rekneme, Ze posloupnost zobecn&nych funkef ( Ji)iZ1, kde fr € 2'(E") konverguje ve t¥idé distribuci 2’(E") k zobecn&né
funkci f € 2'(E") a ozna&ime symbolem limy_,. fr = f, pokud plati

Jlim (fi, 0(@)) = (£, (@)

pro kaZdou testovaci funkci p(Z) € 2(E").

6.40 Definice

Necht' zobecnénd funkce f, € 2'(E") zévisi na parametru ;1 € R. Pak fekneme, Ze zobecnénd funkce f,, konverguje (pro
p jdouci k p0) k zobecnéné funkei g € 2'(E") a ozna¢ime symbolem lim,,_,,,, f,, = g, pokud pro v8echny testovaci funkce

»(Z) € Z plati rovnost
lim (£, (7)) = (3 9(2))-

U= Ho

6.41 Priklad
Uvazme hustotu pravdépodobnosti normélniho rozdéleni

1 emu?
Opo(@) = ———e 3T (6.28)
2mo

a zkoumejme v Z’'(R) jeji limitu pro o jdouci k nule zprava, tedy

lim (@M,g,(ﬂ(ﬂf)) = lim

1 _(z=)? |ly=xz—pn | _
oc—04+ o0+ Jr A/ 270

2
e 202 (x)dx dy  dz

. 1 u?

= lim J e” 7 p(uo+ p)du
o—04 21

Teprve na tomto misté je mozno zaménit limitu a integral, nebot’ existuje integrabilni majoranta k integrandu nezavisla na

parametru o. Diky vlastnostem testovaci funkce ¢(z) € Z(R) je zfejmé, Ze p(x) je omezend, tudiZ jisté existuje K > 0

takové, Ze pro vSechna 2 € R plati [¢(x)| < K. Onou hledanou majorantou k vySe uvedenému integrandu nezédvislou na

parametru o je funkce

1 _ v Yy=uo
= 1i o2 dy =

w2

2

kterd je zjevné lebesgueovsky integrabilni. Pak tedy

1 u?
lim J e 7 p(uoc+ pu)du =
o—04 Jr V21
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coZ jasné demonstruje, Ze

’

[

lim @, () 6(z —p).

o—04

Hustota pravdépodobnosti normélni rozd€lent, je-li chdpdna jako zobecnénd funkce, konverguje se zmensujici se smérodatnou
odchylkou o k centrované §—funkci. Takto 1ze demonstrovat singuldrni chovéni zobecnéné funkce 6(x — ).

6.42 Poznamka

Narozdil od souctu, kdy je mozZno scitat libovolné zobecnéné funkce, nasobit libovolné zobecnéné funkce obecné nebude
moZné. Definovdno bude pouze ndsobeni zobecnéné funkce reguldrni distribuct, jejimZ generatorem je hladkd funkce a(Z) €
¢ (E"). Divod je ukryt v definiénim vztahu (6.29), kdy je tfeba zajistit, aby soudin a(Z)y(Z) patfil do tfidy 2 testovacich
funkci.

6.43 Definice

Necht' je déna funkce a(i) € € (E") a zobecnénd funkce f € 2. Necht' @ € 2’ je regularni zobecnénd funkce generovand
funkci a(Z). Pak definujeme soucin distribuci vztahem

@af, () = (f, a(@)e()). (6.29)

6.44 Priklad

Cemu se rovné 2:25? Odpovéd’ ndm poskytnou ndsledujici rovnosti, ve kterych pouZijeme predchoz{ definici.

(220, p()) = (8, 2%p(x)) = 0 p(2)(0) = (0, ()
Plati tedy, ze 725 = 0

6.45 Definice

Necht' je ddna zobecnénd funkce f € 2’ a multiindex o = (ay, @z, . . . , ). Pak definujeme derivaci D* € 9’ distribuce f
vztahem

6.46 Priklad

Vypoéteme derivaci jednorozmérné Heavisideovy distribuce © € 2’(R). Vypolet je znainé snadny, nebot’

(6 ¢(@) = ~(6.¢/@) = - [ @) ¢'(a)ar = - [ ewa =

0

= —[e(@)]; =~ lim p(@) +(0) = p(0) = (5, ¢(x)).

Derivaci jednorozmérné Heavisideovy funkce je tedy Diracova §— funkce. Podobna situace nastane u derivace vicerozmérné
Heavisideovy distribuce. Pro ni plati

(DO D6@), (@) = (-1 (0@), ——2 V= [ — 7% driars...de, =
’ " 0x10%o . .. 0%, R}, 0110z ...0%,
67‘7180 oL
= _— R dridxs...dx,_ 1 =
J‘R:—l [6m16x2...033,._1 (1:171.2’ & ):|O T1arz Tr=t
(97«71(,0 oL 6(,0
= _— R dridzs...dr, 1 = ... = -_— dzr, =
J‘R:—_l &Claxz...@xr,l (37171‘2’ y L 170) xr14T2 LTr—1 o 6[171 (.131,0,0, ,O) 1

= [p(@1,0.0,....0)] = (0) = (6.()).
Odtud
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Podobne také

(L1, 1) @ (= - & =
(O (@), () = (1 (030 ot ) = [ [ [ e anan e,

(x1,22,...,2; )] dzidzs . ..dz,—1 =
‘[ll L2 LT 1 [0m18x2 6:@ 1 M

r

ar 1 e 04,0
J’ j J ———————(%1,%9y - -+, Ty, ) A1 dTn .. ATy = ... = — (@1, o, 3y - - -5 o) AT =
1 Jp Hr—1 0x10x2 . . &UT 1 0xy

_ [<p(m,u2,u3,---,ur)]z = o(fi) = (0, (&)

A proto

6.47 Véta

Necht ¢ € R je zvoleno pevné. Necht' je ddna funkce f(z) : R — R takovd, Ze f(z) € €' (z < c)a f(z) e €*(z > ¢),a f
reprezentuje piislu§nou zobecnénou funkci. Oznaéme symbolem [ f]. délku skoku funkce f(z) v bodé c, tedy

[fle := lm f(z)— lim f(z).

T—Ct T—Cc_

Necht’ symbol f# predstavuje distribuci generovanou derivaci funkce f(2) na mnoZin& R\{c}. Pak pro zobecnénou derivaci
distribuce f ve tiidé 2’(R) plati vztah
fr= e 6 —e).
Diikaz:

e pii dikazu vyuZijeme pouze definice derivace v &', vlastnosti testovacich funkci a metody per partes

(ota) =~(r@) == [ s@e e[ swy

C Iv’s]

= —[f@e@)] , + | @) dr - [f@)e(@)]] + fﬁ(w)w(x) dr =

-

Tr—>C_

= —p(e) Jim f(@) + 9(@) lim fla f ()

— [£le () ff“ () dz = (f + [fle - 8(x — ), p(a)).

6.48 Dusledek

Necht’ ¢; < ¢2 < ... < ¢, jsou zvoleny pevné. Necht’ je ddna funkce f(z) : R — R tak, Ze proi € n—1 plati
f@)eC (x<c1), fl@)eb (ci<z<cip1), f(x)eC (x>cn).
Necht’ f reprezentuje pfislu$nou zobecnénou funkci. Oznaéme symbolem [ f]., délku skoku funkce f(z) v bodg ¢;, tedy

/e = lim f(x) — lim f(a).

TCi4 T—Ci

Necht’ symbol f* predstavuje distribuci generovanou derivaci funkce f(z) na mnozin& R\{cy, ¢z, . . ., ¢, }. Pak pro zobecng-
nou derivaci distribuce f ve ti{dé 2’(R) plati vztah

f —fMZ[f 8z — c;).

i=1
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14. prednaska (24.11.2015) - nosic¢ zobecnéné
funkce, tenzorovy soucin

6.49 Definice

Mgjme mnozinu Z(E") a distribuci (f; o(Z)) : 2(E") — C.Pro G = G° oblast v E” znaéime 2(G) := {¢(Z) € 2(E") :

supp(p) © G}. Rekneme, Ze zobecnéna funkce f je nulovd v mnoziné H = H° < E", pokud V() € 2(H) : (f; () =
0.

6.50 Priklad

&7 je nulovéd na mnozing H = (—1;1). Tedy pro p(z) € 2(H) jisté plati (67; ¢(z)) = ¢(7) = 0. Aviak 07 neni nulové na
mnoziné H = (—8;8), coZ je ddno tim, Ze existuje p(x) € Z(H) takovd, Ze p(7) # 0.

6.51 Definice

Obor nulovosti dané zobecnéné funkce f € Z'(E") :

N F= sjednoceni vSech otevienych mnoZin z E”, na nichZ je f nulova.

6.52 Definice

Nosic zobecnéné funkce: supp( f ) :=E"\N 7

6.53 Priklad

Uved me nékolik piiklada:
e supp(d7) = {7}
o supp(d) = {0}

e supp(f) = R{; N; = (—0;0)
6.54 Definice
Oznacime 2, (E") vSechny zobecnéné funkce, jejichZ nosi¢ je podmnoZinou RT x R* x ... x Rt = (R¥)". Tedy
e 0¢ 7. (R),
e f,¢ 2! (R) pro i > 0,
e b, €7, (R)prou>0,
° 5,;691(Er)pr0u1 >0Ape>0A..0Ap>0.
Obecnd pro f € 2! (E") fikdme, Ze f je distribuct s pozitivnim nosicem.
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7. TENZOROVY SOUCIN

7 Tenzorovy soucin

7.1 Definice — tenzorovy soucin distribuci

Mg&jme zobrazeni ® : Z'(E") x 2'(E*) — 2'(E"*5). Necht' f(Z) € 2'(E"); () € 2'(E®). Pak tenzorovym soucinem
nazyvame distribuci definovanou predpisem

(f @30 ) = (f(@); G@); (&, 1)))-
7.2 Véta
Pro V§(y) € 2'(E*) aVo(Z,y) € Z(E™**) plati:
L (9(9); o(Z, 7)) € 2(E"),
2. Dg(9(5); o(Z,9)) = (9(9); D3 (2, 9))-
7.3 Priklad

(0(y); we (2, y)) = we(w,0).

74 Véta
Tenzorovy soucin je bilinedrni.
Diikaz:
e pro levy argument:
((f + ah) @ g; o(Z,§)) = (f + ab; (3@): 0(F,)) = (F; @@); o(& 7)) + o (bs (3(7); 0(Z,7)))
e protoZe (§(); p(Z, 7)) € Z(E"), plati posledni rovnost
e ztoho plyne (f +ah)®j = f® 7§+ a(h ®J).

e pro pravy argument Ize ukdzat obdobné.

7.5 Lemma

Oznacme
Dspp(BE'°) = {Z (T or(Z) € Z(E"); ¢Yi(y) € Z(E°); ne N}
tfidu separabilnich funkci v E"*5. Plati Zspp(E™*) cc 2(E"*) addle Zspp(E""®) je hustd v Z(E"*), to jest

Vo (Z,9) € 2(E™*)3(wn(, g));‘ L€ Zspp(ET?) ¢ lim w, (7, §) = w(Z,7).

n—oC
7.6 Véta
Tenzorovy soucin je komutativni.

Diikaz:

a) dokdZeme pro Zsgp(E"*)

!

(@); 01 (2) (9(7); ¥

<

(f@g; i ok (T)

\/
M:
g
:
<
Ead
&
t//
~—
Il
1=
T~
g

)

>
Il
—
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7. TENZOROVY SOUCIN

— z definice 2’ muzeme dale psat

n

k=1 k=1
= 2 (3®) ® F(@); vn(@en(@) = <§(§)®f(f), > wk(ﬂ)wk(f)>
k=1 h—1

= = . —\

b) dokdZeme pro obecnou w(Z, i) = lim, - wn(Z, ) € Zspp(E"T9)

(f®7w(@,7) = (@ lim w.(7,9) = lim (f ®F;wn(T,7)) 2 lim (§® f5wn(7,9)) = (§® f3w(Z,7))-

7.7 Véta
Necht f € 2/(E"); a € Dres(ET); § € P'(E®); be Dyeg(E?). Necht' pro generdtory reguldrnich distribuci @ a b plati:
a(Z) € € (E"); b(y) € €*(E®). Pak plati:
(@) - (f(@®)®@4() = (@@ - f(2) ®3(7),
b() - (F(@) ®@3() = f(&) ® (b(#) - 3(1))
Diikaz:

e Provedeme pro druhy vyraz

(50 (@ @a@)ie.n) = (o500 w(@n) = (70 @@:0(0) -1,

e kde ve druhé rovnosti jsme pouzili fakt, Ze b(7) - o(Z, 7) € Z(E"**).

7.8 Veéta

Necht f e 2'(E"); je 2'(E®). Necht a € N/ a 8 € N§. Pak plati:
D2 (f(®) ®3(5) = DEF(@) @ (7,
D@ ®§() = Dyf (%) ® §(§)

Diikaz:

e nejprve dokdZeme druhy vyraz

- (1P (7@ (P ot ) ) = (7@ © DL (@) Vold e 2@,

e kde ve tfeti rovnosti jsme pouzili druhy bod véty 7.2

e nyni dokdZeme prvni vyraz

7.9 Véta

Necht f e 2'(E"); e 2'(E®); i€ E"; 7 e E°. Pak plati
(f(@) @) (& — f:9) = f(T — ) ® (7).
(f(@) @) (%7 — ¥) = f(&) @ 3(7 — D)

Bez diitkazu.
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7. TENZOROVY SOUCIN

7.10 Véta — o spoyjitosti tenzorového soucinu

Necht’ jsou ddny limy_, fe=rf¢€ 2'(E") alimg_,o G
hm (fk
Jim (f(@) ® gi(if

Duikaz:

e dokdZeme prvni vyraz:

(7)) =
) =

2'(E?®). Pak plati:

(¥),
(@) ® (7).
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15. prednaska (30.11.2015) - operace
konvoluce pro zobecnéné funkce

7.11 Poznamka

Z klasického defini¢niho vztahu konvoluce pro obycejné funkce bychom pro reguldrni distribuce mohli snadno odvodit rov-
nost

(7w ast@n = [ ([ 1@aa-aar) e@ar= [ 0 -0 ol atai -
-

s
3 — Ds
ds = ‘det (DF)

—

dt

_ L: 1B 9(3) p(5+ ) asaz = (), (9(5), o5 +0)) = (F() ® 9(8), 9(5 + ).

Pokud bychom ovSem zamgysleli tento vztah prohlésit za definici zobecnéné konvoluce, narazili bychom na zcela zdsadni
problém, Ze totiZ neni obecné zaruCena omezenost nosice funkce (5 + ). Vznikly problém odstranime tak, Ze funkci
(5 + &) nahradime posloupnosti funkci ¢ (5 + &) s kompaktnim nosi¢em, jejiz limitou je pravé funkce ¢(5 + ). K tomu
vyslovime nésledujici pomocnou definici.

7.12 Definice
Rekneme, Ze posloupnost funkci 7 (%) : E” — R, kde 1 (%) € Z(E"), konverguje k jednicce v E" | jestlize
e pro kazdou kompaktni mnozinu M < E” existuje kg € N takové, Ze plati implikace

k‘>k0/\f€M > nk(f)=1

o pro kazdy multiindex « existuje ¢islo C,, € R takové, Ze pro kazdé k € N plati supzcg- Dank(fﬂ < Cq.

7.13 Definice

Necht’ jsou dény zobecnéné funkce f, g € 2'(E") a posloupnost funkei 13, (Z, %) : E?" — R, kterd konverguje v mnoZiné
E?" k jedni¢ce. Necht limita
Jim (f(7) @ g(5), k(7. 5) ¢(5 + 7))

existuje pro kazdou testovaci funkci (&) € Z(E") a necht’ jeji hodnota nezévisi na volbé posloupnosti 7 (%, 7). Pak tuto

z
limitu ozna¢ime symbolem (f * g, 90(’_')) a nazveme konvoluci zobecnénych funkci f,g € 2'(E").

7.14 Priklad

Necht f € 2'(E"). Vypoctéme konvoluci f = . Necht' ni(%,%) : E?" — R je posloupnost funkci, kterd konverguje
k jedni¢ce. Vyberme libovolnou testovaci funkci o(%) € Z(E"). Pak

(f * 8,0(@) = lim (/(7) ®3(), mu(7,9) 05+ D) = limn (1, (5(5), (7, 9) 9(5 + 7)) =

= lim (f,1k(%,0) (7)) = (£, ().
Zde bylo uito faktu, 7e pro dostatetné velkd k plati rovnost 7y, (Z, 0) (%) = ¢(&). Uzavirdme tedy, Ze

fré=6xf=F (7.30)
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7. TENZOROVY SOUCIN

7.15 Véta
Konvoluce je podminecné bilinedrni zobrazeni. Tj. pro v§echny f .3, he 9 (E") a v8echna « € C plati, Ze
Fr(g+ah)=fxg+a(f+h)
(f+ah)xg=Ffxg+a(h+g),
pokud uvedené konvoluce existuji. Podminénost je tedy ddna pravé existencemi danych konvoluci.
Diikaz:

e jednd se o pfimy disledek bilinearity tenzorového soucinu

7.16 Véta

Konvoluce zobecnénych funkcef je podmine¢né komutativni zobrazeni.
Diikaz:
e jednd se o piimy didsledek komutativity tenzorového soucinu

e snadno totiz

(f * g, (D))

= lim (f(Z) ® 9(5), (%, 5) (5 + &) = lim (g(5) ® f(F), k(% 5) (5 + ) = (3 * [, (7))
7.17 Priklad

Zvolme pevné ji. Potom plati

(f(@) * 87, (@) = (&), lim 9y, (Z, §)p(Z + 7)) = (f(@), o(Z+ 7)) = (J(Z = ), (7).

k— w0

V posledni rovnosti jsme vyuZili definice afinn{ transformace. Z uvedenych rovnosti tedy plyne to, Ze centrovand Diracova
delta funkce ptisobi na libovolnou zobecnénou funkci f pouze jako posunut{

f* 8= (@~ ).

7.18 Véta

Necht’ f, g jsou regularni zobecnéné funkce generované funkcemi f(Z), g(Z) € Iy (E"). Pak fxg € 2!
je funkce f(Z) * g(Z).

og & jejim generdtorem

Diikaz:
e funkce f(Z), g(¥) jsou zjevné lokalné integrovatelné

e pak ale

(7 + g.6(@) = i (70) ®() (7.0 (@ + ) = Jimy (1@ [ oy m@) ol + D ay) =

k—wo
—tim [ @ e@m@ e+ Davar= [ [ f@@) el + P ayas -
—® JEr JET r JEr
= ZdEiZgy = f . f @) (7= 7) p(7) a5d7 = j (Fr9) (@) e(2)az

e aplikovat limitu jsme na pfislusSném misté mohli bez problému protoZe uz neslo o funkciondlni vyrazy

e to zavrSuje dikaz
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7. TENZOROVY SOUCIN

7.19 Véta
Necht’ jsou ddny zobecnéné funkce f, g € 2'(E"), pro néZ existuje konvoluce f * g. Pak pro libovolné i €  plati
of xg) _ of
— = . 7.31
0xi 6.’1;1 *9 ( )
Diikaz:

e zvolme libovolnou testovaci funkci (%) € 2(E")

e necht 7, (%, %) : E*" — R je posloupnost funkci, kterd konverguje v mnozing E2" k jednicce

e snadno Ize nahlédnout, e pak také posloupnost 7, (&) + 22 konverguje k jednicce Vj € #

cx

e vyjdeme-li z prislusné definice, obdrZime

<6(J;9;g),<p(f)> = - <f * g, gf) ~ — lim <f(f) ® 9(5), u(E, 3) WM) _

aitj

®y

- lm (f(f)®g(§), CE I ATLD) _ ol ¢(5+f)> _

= Jin (5 (@ @ 9() @ Do+ D) +

ko \ 0T
# jim (1@ 096, (w7, + D) o5 42)) = fim (£0) © 969,179 0(5+.3) =
= lim <gj ® g(3), i (&, 5)p (5 + f)) +(f * 9.0@) = (f * 9.0(@)) = (ji *g, w(@) :

7.20 Dusledek

Pro kazdy multiindex o € Z{} a kazdé dvé zobecnéné funkce f(Z) € 2'(E") a g(y) € 2’'(E?®), pro néZ existuje konvoluce
f * g, plati
D(fxg) =Dfxg=f+D%.

7.21 Poznamka

Operace konvoluce neni obecné asociativni v 2’(E"), nebot’ plati napiiklad rovnosti

O*x§)*x1=1 A ©Ox*(§*1)=0.

Asociativita bude platit na ur¢it€ podtiidé tféidy 2’(E"). O tom bude pojednévat nésledujici text.
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16. prednaska (1.12.2015) - Laplaceova
transformace

7.22 Véta

Necht f, g e 2'(E") a g je finitni. Pak f * § existuje a navic pro kazdou testovaci funkci o(Z) € Z plati
(f * 3 9(@) = (F(@ @@ n(@)e(T + 1)),

kde 1(¥) je libovolnd testovaci funkce, kterd je na okoli nosi¢e supp(g) rovna jedné.

Diikaz:

—

o 7)(7) gengeruje reguldrni distribuci 7

e navicij- g =gaH = H°  supp(g)

e pro p(¥) € Z(H) lze psat:
(71 g:0(2)) = (3:7(2) - p(2)) = ‘

kde (%) ve druhém kroku rovnosti figuruje jako generator

e dile, G = G° c E"\supp(j)

—

kde v predposlednim Elenu rovnosti je (%) - (T + §) € 2(E*").

7.23 Véta
Necht f, g € 2' (R). Pak existuje konvoluce frge 2' (R) a pro kazdou testovaci funkci p(x) € Z(R) plati

(f*gi0(2) = (f(2) @ 3(w);m(@)m(y)elz +y)),

kde 11 (), resp. 2(y) jsou libovolné funkce tfidy € *(R.), které jsou na intervalu {0, c0) rovny jedné a existuje pro né K < 0

tak, Ze plati implikace
T<KAy <K= n(x)=mny)=0.
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7. TENZOROVY SOUCIN

7.24 Véta

Na 2! (R) je konvoluce komutativni.

Bez dikazu.

7.25 Véta - o spojitosti konvoluce na 7' (R)

Konvoluce zobecnénych funkef je spojitd na 2/, (R) v obou argumentech, tj. pro libovolnou zobecnénou funkci g € 7/ (R)
a libovolnou posloupnost zobecnénych funkei f; € /. (R), kterd v 2'(R) konverguje k funkci f € 2/ (R), plati rovnosti

. 2’ . 7'
lim (fi » g) = f*g, lim(g* fi) =g~ fi.

10

Diikaz:

jednd se o disledek véty 7.23, spojitosti tenzorového soucinu (viz véta 7.10) a faktu, Ze funkce 7 (), n2(y) 1ze volit
nezavisle na f;

necht’ tedy (f;)7~; je posloupnost zobecnénych funkci, kterd v &, (R) konverguje k distribuci f € 2/ (R)
necht’ 71 (x), resp. n2(y) jsou libovolné funkce tiidy € (R), pro které existuje K < 0 tak, Ze plati implikace (7.32)

pro kazdou testovaci funkci ¢ (z) € 2(R) plati
i (fi(@) @ g(y), m (@) 12 (y) oy + ) =

= lim (£i(@) @ g(y), m (z) m2(v) (y + 7)) = (f(@) @ g(y), m (x) M2 (v) (y + )

proto lim;_, (fz(@ * g(z)) = f(x) * g(z)

zbyld &ast, tedy fakt, Ze lim; .. (f(z) * gi(z)) = f(x) * g(z), tvrzeni plyne z komutativity konvoluce

7.26 Véta - o asociativité konvoluce na 7'.(R)

Konvoluce v prostoru 2/, (R) je asociativni, tj. pro kazdé f, g, h € 2! (R) plati rovnost

(fxg) *h=fx(g*h).

Diikaz:

necht’ je zvolena funkce n(x) tiidy ¥*(R), kterd je na okol{ intervalu {0, 0c0) rovna jedné a existuje pro ni K < 0 tak,
Zeprox <Kjen(z) =0

podle véty 7.23 tedy
(f * (g * h),(2) = (f(2) ® (g * h) (), n(z)n(y) p(z +y)) = ((9 * h)(y), (f(2),n(@)n(y) p(a +y))) =
= (96) @ (), () (f@) n@ly + 2) (@ +y +2)) ) =
= ((9&) ® (=) ® f (@) n@mIn(=In(y + ez +y +2))
protoZe supp(g) < <0, 00) a také supp(h) < <0, c0), plati rovnost
(9() @ h(2))n(y)n(=)n(y + 2) = (9(y) ® h(2))n(y)n(2)

proto (pri pouziti komutativity tenzorového soucinu)
(f * (g% 1), o(@) = (F@) @ (9() @ h(=)), m@)n(w)n(=)p(w +y + 2))

odsud jiZ lehce vyvozujeme, Ze asociativita konvoluce na 2’(R) je bezprostiednim diisledkem asociativity tenzorového
soucinu
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8. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

8 Laplaceova transformace

8.1 Poznamka

Laplaceovou transformaci budeme rozumét integralni operaci, kterd vhodné funkci f(¢) : R — R pfifazuje funkci
Fo) = | 0o at,
R
popf. vicerozmémé funkci f(Z) : E" — R pfifazuje funkci
F@ = | f@)-eat.
E’r‘

Symbol 5t piitom chdpeme jako standardni skaldrni soudin. Pied samotnou definici Laplaceovy transformace je ale nejprve
nutno vymezit tfidu funkc, pro néZ bude Laplacelv obraz F'(p) existovat. To bude ndmétem dalSiho textu.

8.2 Definice

Funkci f(t) : R — R nazveme funkci exponencidlniho riistu, existuji-li X > 0, to > 0 a a € Ry takovd, Ze pro skoro
vSechna t > t( plati nerovnost
[F(t)] <Ke™.

Infimum mnoziny v8ech takovych « pak nazyvame indexem riistu funkce f(t) a znac¢ime ind(f).

8.3 Definice

O funkci f(t) : R — R fekneme, Ze patii do tiidy &?(R) a zapiSeme f(t) € Z(R), jestliZe je
e rovna nule pro vSechna ¢ < 0,
e exponecidlniho ristu,
e po Céstech spojitd na {0, +00).

Tiidu Z(R) nazyvame Laplaceovym prostorem a jeji prvky nazyvéme (Laplaceovy) vzory standardniho typu.

84 Véta
Necht' f(x) € Z(R) aind(f) = B, potom integral
J f(z)e PPdx
R
existuje pro viechna p z intervalu (3, +0).
Diikaz:
e plati, Ze

JR f(x)e™PPdx = J: f(z)e ™ da

e integrand miZeme omezit
|f(x)e™?"| < Ke~(P=a)w

e pokud plati, 7e (p — o) > 0, tak miiZeme prohlésit tuto funkci za integrabilni majorantu, tj. Ke (P~ ¢ £(0, +-0)

8.5 Poznamka

Do tfidy Z(R) patii trividlné funkce f(t) = O(t) e™, f(t) = cO(t) a f(t) = O(t)t?, kde a,ce Raqe Z*.
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8. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

8.6 Definice

Laplaceovou transformaci rozumime integralni operaci, kterd funkci f(¢) € £2(R) s indexem rdstu ind( f) pfifazuje funkci
F(p) = S[f(t)] = @(p - ind(f)) f f(t)-e Ptdt. (8.33)
R

Funkci F'(p), pokud existuje, nazyvame Laplaceovym obrazem funkce f(t). Funkci f(t) nazyvame vzorem pro Laplaceovu
transformaci. Vyse uvedeny vztah mezi vzorem a obrazem se nazyva Laplaceovou korespondenci.

8.7 Definice

O funkci f(t) : R — R fekneme, Ze patii do idy &, (R) a zapiSeme f(t) € 2, (R), jestliZe je
e rovna nule pro vechna ¢ < 0,
e exponecidlniho rtstu,
e absolutné integrovatelnd na kazdém uzavieném intervalu {0, ¢y, kde ¢ > 0.

Tidu £, (R) nazyvame rozSifenym Laplaceovym prostorem a jeji prvky nazyvame (Laplaceovy) vzory rozsifeného typu.
8.8 Poznamka
Necht' f(t), g(t) € Z(R)ace C.Pak f(t) +c-g(t) € Z(R) aplati

LLf(E) +c-g)]=L[f()]+cLlg(t)].
Diikaz:

e jedna se o trividln{ ddsledek linearity a homogenity Lebesgueova integralu

72



17. prednaska (7.12.2015) - vlastnosti
Laplaceovy transformace

8.9 Véta
Necht' f(t), g(t) € Z(R) ace C.Pak f(t) +c- g(t) € Z(R) aplati
L) +c-g®)] = L[FO)] +cLlg(®)].
Diikaz:

e jedna se o trividln{ disledek linearity a homogenity Lebesgueova integrilu

8.10 Véta — 0 zméné méritka ve vzoru

Necht' f(t) € Z(R)a F(p) = £[f(¢)]- Necht’ déle ¢ > 0. Pak f (ct) € Z(R) a plati rovnost

efen) = F (L),

c
Diikaz:
e ukdzat, ze f (ct) € Z(R), je velice jednoduché

e pro piislusny Laplacetiv obraz dale plat{

= ]- ps 1
eiren = [ senertar=| 2200 | <1 [ s el

8.11 Véta — o obrazu derivace

Necht' f(t), f(t) € Z(R). Pak plati rovnost

Diikaz:

e snadno nahlédneme, Ze plati nasledujici série rovnosti

u=e P 0= f(t)
uw=—-pe Py = f(t)

£Mﬂ=ﬁjmeﬂﬂ=

(8.34)

=U@amﬁ+pijewa=p£wwL¢mn

8.12 Véta - o derivaci obrazu
Necht' f(t) € Z(R)a F(p) = £[f(t)] an € N. Pak také t" f(¢) € Z(R) a plati rovnost

" d’!LF

e[ 0] = (-1 T

Diikaz:
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8. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

e umocnénim nerovnosti ¢t < e’ platné pro kladn4 ¢ ziskdme pro n € N nerovnost t* < e™

jelikoZ f(t) € Z(R), existuji K > 0 a ty < 0 takovd, Ze

Vt e (to, +0) : |f(t)] < Ke™

e pak tedy také plati
|tnf(t)| < Ke(aJrn)t

e odtud t" f(t) € (R)
e navic podle véty o derivaci integrélu s parametrem je funkce F'(p) = SR f(t) e Pt dt nekone¢nékrat diferencovatelnd
e déle pokracujeme matematickou indukci

o jelikoZ pro n = 0 plati rovnost (8.35) trividlné, miZeme pfedpoklddat, Ze vztah

a"F
f M) e Pt dt = (1) (8.36)
R dp™
plati pro jisté n € Ny
e dokdZeme, Ze uvedeny vztah plati také pron + 1
e zderivujeme-li vztah (8.36) podle p, dostaneme
d d’n+1F
— | "f(t)e Pt = (—1)" ——
dp R dpn+1

e jelikoz jsme jiz dokézali, Ze t" f(t) € 2(R), existuje k funkci ¢ f(t) e P! zcela jist& integrabilni majoranta nezdvisla
nap

e proto je v posledné uvedeném vztahu mozno zameénit znak derivace a integralu

o tudiz plati
1
L, d"TLE
danrl

—J "t f(t) e Pt dt = (—1)
R

e tento vztah zavrSuje provddénou matematickou indukci

8.13 Véta - o posunuti ve vzoru

Necht' f(t —p) € Z(R) ap € R. Potom plati £[f(x — p)] = e 5 F(s).
Diikaz:

e 7 definice Laplaceovy transformace plati
o e)
Slf =l = [ fa-perar
0
e uzitim substituce y = x — u dostaneme rovnost

f fly)e i ay
0

e to ale neni nic jiného neZ e~*# F'(s) a dikaz je tedy zavrSen
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8.14 Véta - o integralu vzoru
Necht' f(t) € Z(R) a F(p) = £[f(t)]. Pak také S(t) f(r)dr € Z(R) a plati rovnost

Flp)

[ o]

Diikaz:
e piedpoklddejme, Ze f(t) € 2 = O(t) S(t) f(r)dre 2
e 7 toho

<z-sup |f(T)] <z -K-e*® <K-elothe
TeRT

G)(t)JO F(7)dr

e 7 definice Laplaceovy transformace a po aplikaci metody per partes snadno vypocteme

pL Uot f(r) dT:| = JR (Jot f(7) dT) pe Ptdt =

=_Fw£ﬁvmﬁ:+Lf@aw@=ﬂﬂm=F@.

u={, f(r)ar  0=pe
i = 1) v= et

e tim je dikaz zavrSen

8.15 Véta - o integralu obrazu

Necht’ @ € Z(R). Pak také f(t) € Z(R) a oznalime-li F'(p) = £[f(¢)], pak navic

f(t "
E[ i) = | Flg)dg.
P
Diikaz:
e necht’ tedy @ e ZR)
e pak tedy existuji K > 0, tg > 0 a a > 0 takové, Ze pro vSechna t > ¢ plati nerovnost

‘ f®)
t

‘ < Ke®™

e odtud
|f(t)] < Kte®® < Kelo+D)t,

a funkce f(t) tedy také do Z(R) patif

e potom lze ale snadno z Fubiniovy véty prokdzat, Ze

Lm F(q)dg = L/ JRf(t) e " dtdg = JR f/ F(t) e~ dgat =

p

= JRf(t) [—1 e—qt]: dt = JR fit) ePlat =2 [fit)]

8.16 Véta — o substituci v obrazu

Necht' f(t) e Z(R), F(p) = £[f(t)] aa € C. Potom

L£le™f(t)] = F(p — a).
Diikaz:

e neni pravdépodobné obtiZné prokdzat pro p > a ndsledujici rovnosti

e f(1)] = fR o' f(t)e 7' dt = fR F(H)e" "= at = P(p—a)

75



8. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

8.17 Véta — o limité obrazu

Necht' f(t) € Z(R), F(p) = £[f(t)] a integrél So t) dt konverguje. Potom plati

19’6}
J ft)dt = lim F(p).
0 p—04
Diikaz:
e dikaz je zaloZen na zimén€ limity a integrilu
e tato zdména je moznd zejména kvili tomu, Ze existuje majoranta k integrandu ¢ — f(¢)e P nezavisld na p

e je ji dle pfedpokladi dokazované véty funkce |f(t)], kterd je konvergentni na R

e proto tedy

lim F(p) = lim J f(t)e P dt = lim JI f(t)e—Ptdt=J: f(®)(lim e™?") dt=J: f(t)at

p—04 p—04 p—04 0 p—0
8.18 Véta — o obrazu konvoluce
Necht' f(t), g(t) € Z(R). Oznatme F(p) = £[f(t)] a G(p) = £[g(t)]. Potom plati
L[(f * 9)(®)] = F(p) - G(p).
Diikaz:

e nejprve dokdZeme, Ze pro libovolné f(t), g(t) € Z(R) konvoluce (f * g)(t) existuje

jelikoZ jsou obé& funkce f(t), g(t) € Z(R) nulové na (—o0,0), neni na pfekdzku, Ze nemuseji obecné na R byt
integrabilni

e protoZe plati rovnosti f(t) = O(t) f(t) a g(t) = ©(t)g(t), lze pti vypoltu konvoluce uZit faktu, Ze

- [ 000 - )60t~ s)as =00t [ 1s1att -5
R
coz znaci, Ze konvoluéni integral je fakticky konecny

e ddle vzhledem k tomu, Ze integrand f(s)g(t — s) je na intervalu {0, ¢y po ¢dstech spojity, integral S(t) f(s)g(t — s)ds
vzdy existuje

e funkce h(t So g(t — s) ds je navic po Edstech spojitd a na intervalu (—oo, 0) zjevné nulovd

e 7z definice Laplaceova prostoru &?(R) vime, Ze existuji «, 8 a K,M > 0 takové, Ze od uritého ¢y € R plati nerovnosti
|F(8)] < Ke®, resp. [g(t)] < Mo
o dile .
| 769t = 5)as
0

(@) = |(f x9)(®)] = < tKMetelt < K e(@ B+

e tim je prokédzéno, Ze (f * g)(t) € Z(R)

Ll(f * 9t J U f(s)g(t—s) ds] e Plat =
Jff t—septdsdt—fjf g(t —s)e P! dtds =
~ [ s |[ at—gerar)as=| 1T = [ o | [ oot a] o -

- | e Ung) du] as = [ e ras - [ gwe au= 2[00 2loto)]

o dile

e upozoriiujeme Ctendfe, aby v prezentovaném vypoctu dobfe promyslel, jakych tvrzeni bylo uZito a ¢im byla zarucena
moZnost jejich uziti
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8.19 Priklad

Spocitejme konvoluci ©(z) ™ * ©(z) ™ uZitim vztahd z Laplaceova desatera. S vyuZitim predchozi véty plati rovnosti

n!m! n!m! (n+m+1)!
n m __ —
O(z)z" » O(z)z™ = itz T iy m 1)l prtmee

VyuZijeme-li vztahu £ [O(z) 2¥] = pf%, tak plati rovnost

O(x) z" ™™ = O(x) 2" * O(z) ™.

= nlm! (n+m+1)| nlm!
(n+m+1)! prtmt2 |7 (n4m+ 1)

8.20 Véta
Necht' f(t), g(t) € Z(R). Oznaéme F(p) = £[f(t)] a G(p) = £[g(t)]- Necht' f(t) G(t) € -£(0;+00). Potom plati

Diikaz:

e uzijeme-li Fubiniovu vétu a definici Laplaceovy transformace, ziskdme snadno sérii rovnosti

J: f)G(t)dt = JR f(t)G(t)dt = Lf(t) JRQ(S) o5 dedt —

— | | soae s | g [ sretasar [ o Fwya

0

8.21 Priklad

Resme urdity integral ng ‘ %dx Efektivni zplsob, jak zadany integral vypocitat, je uzit vztah ¢. 10 z Laplaceova desatera.

JelikoZ plati korespondence
1

S[G(x)sin(x)] = @(p)TpQ, = T

plati podle uvedeného pravidla rovnosti

f’" sin() o Jy" L [ e )]fv T
—dx = X = |arc X = —.
x o 1+ a2 W], T3

0
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18. prednaska (8.12.2015) - Fourierova
transformace, prostory .7 (E") a ./(E"),
Fourierovo desatero, zobecnéna Fourierova
transformace

9 Fourierova transformace

9.1 Poznamka

Budouci definice Fourierovy transformace bude tvaru

- =

SUF@] =F(E):=| [(@- et a7, 9.37)

Er

kde & - 5 piedstavuje standardni skaldrni sou¢in {(Z |§> Funkci F' (5), pokud existuje, nazyvame Fourierovym obrazem funkce
f(&). Funkci f(x) nazyvdme vzorem pro Fourierovu transformaci. Vy$e uvedeny vztah mezi vzorem a obrazem se nazyva
Fourierovou korespondenci. Hledame tfidu funkci, pro které I1ze vztah (9.37) chdpat jako definici Fourierovy transformace.

9.2 Priklad

Integral SR e”e'®¢ dx nekonverguje, tedy e nemiize byt Fourierovym vzorem pro klasickou Fourierovu transformaci.

9.3 Definice

Necht’ je ddna funkce f(Z) : E" — C takovd, ze f(Z) € € (E"). Pokud tato funkce zdrovei spliiuje podminku

Vo, e Nj : sup [#°DP f(Z)| < 400,

TZeE"

tak fekneme, Ze je funkci pomalého riistu. Funkce pomalého ristu tvofi Schwartziiv prostor #(E").

9.4 Poznamka
Zkoumejme vazby mezi nékterymi ndm zndmymi prostory:
(S c AN L cP)A (ST cP)A (2 ),
kde symbolem .%;" rozumime lebesgueovsky integrabilni funkce s nosi¢em, jeZ je podmnoZinou R™.
Diikaz:
e dokazme .¥ Cc 4

e zkoumdme, plati-li implikace f(Z) € %/ = (i, |f(Z)]dZ e R

e rozepiSme E" jako sjednoceni E" = Q w (E"\Q), kde Q = X {—¢;¢),q >0
i=1

e 7 vlastnosti spojité funkce na kompaktu jisté SQ |f(Z)|dZ e R
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e vmnoziné ¥ € E"\Q jist® platf [z323 --- 22 - f(Z)| <K, kde a = (2,2,...,2),8 = (0,0,...,0)

—+a0 + —+ a0
| ir@nar< | - j [ e -
ENQ EN\Q wfad---a? x3z3 -

Teq 1
—QTKZJ —ds—27" 8—2 —2TKq—eR
q

e pak Ize psit

9.5 Véta
Pro libovolnou funkci f(Z) € .7 (E") nebo f(Z) € £ (E") existuje (konverguje) integrél

F(@) - € az
E’V‘

pro vSechna ¢ € E".

Diikaz: )
(@) - 74 = | f(D)| € Z1(E").
9.6 Véta
Plati nésledujici implikace: f(%) € #(E") = F(€) = §[f(%)] € S (E").

Diikaz:

e na cviceni

9.7 Poznamka

Podobnd vlastnost pro f(Z) € £ (E") neplati, a neplati ani u Laplaceovy transformace. Jako pfiklad pro Fourierovu trans-
formaci mtiZze poslouZit funkce f(x) = x € £ (R),

. o — gitf _
§[=] = JR wetttar=| L T ?ig)*leizi = [ 'wet ] — (1) JR rel® dr =
= lir_‘r_lo((ig)_lxemE - 1ir£1%(i§)_1xe — [(15) 2 mf]"‘i =

=0 -—0-— lirf (i€)72e**¢ — lim (i€)7%e**® = o0 — w0 + 0 = neexistuje.
T— 400 T——

9.8 Véta - o linearité
Necht' f(Z), g(Z) € S(E") ace C.Pak f(Z) + ¢ g(Z) € S (E") aplati
SLAE) + e g(@)] =F[f(@)] +cF[9(2)]-

Bez ditkazu.

9.9 Véta — o zméné méritka ve vzoru
Necht f(Z) € S(E") a F(§) = §[f(Z)]. Necht dale c € R\{0}. Pak f (¢ ¥) € .%(E") a plati rovnost

Sle] = o F (5) -

o ukdzat, ze f (cZ) € S (E"), je velice jednoduché

Duikaz:

e pro pfislusny Fourieriv obraz déle plati

[ i | G=cd
SUea = [ fenesfar=| Jo0E

_1 Heiiar_ Lp(€
—Wfrf(y)ey dx—|C|TF<C>.
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9.10 Véta - o obrazu derivace
Necht' f(Z) € /(E"). Necht' « € N je libovolny multiindex. Pak plati rovnost
F[DS(@)] = (-1 F[F(@)]. (9.38)
e dokazovanou rovnost nejprve prokdzeme pro parcidlni derivaci podle vybrané proménné xy,

e snadno nahlédneme, Ze plati ndsledujici série rovnosti

0 . g majoranta _ , o g f -
3] = e | s@enfan= || e o [ @) e €ar = )]

zde bylo uzito metody per partes, Fubiniovy véty a faktu, Ze lim,, 1, f(Z) =0

déle 1ze analogickymi postupy dokazat, Ze napr.

5 i |- crerswsn

ail'kal’z

rekurentn jsme tedy dokdzali, 7e pro jakykoli multiindex platf rovnost § [D* f ()] = (—i&)* F [f(D)].

9.11 Véta - o derivaci obrazu
Necht f(Z) € S(E7), F(§) = 3[f(@)] aae N{ je libovolny multiindex. Pak také (1) f(Z) € .(E) a plati rovnost
D[ f(2)] = F[(1D)* f(Z)]. (9.39)

e presvédCit se o platnosti vztahu (17)* f(Z) € #(E) je zna¢né jednoduché
e rovnost (9.39) dokdzeme induktivné
e staci ukdzat, Ze

o S[f(@)] = F[izrf ()]

e to je ale také snadné, a sice pfi pouZiti véty o derivaci integrdlu podle parametru

e derivujeme-li totiZ defini¢ni vztah
P = | f@)- e az
E’r‘
")

podle vybrané proménné &, jsou na tiidé . (E") splnény predpoklady citované véty, a tudiz

0 = 0 oo AFE = _ RV S )
67519 F( ) o E" @f(l‘) e dr = J‘ i ll'kf(l') e az = S[lxkf(x)]
e ddle snadno napf.
2 —
6;6@ F(€) = §[ (1) (L2e) £ (7)]

e ziejmad tivaha pak vede k dikazu celého tvrzeni

9.12 Véta - o substituci v obrazu
Necht f(Z) € .Z(E"), F(§) = 3[f(&)] a /i € C. Potom e*% f(Z) € .#(E") a navic
§ [ £(D)] = F(E+ 7).
Diikaz:
o fakt, Ze e'77 f(¥') € .(E") je snadnym disledkem definice Schwartzova prostoru

e uzijeme snadné Gpravy

z [elﬂi‘f(f)] _ J- ) ei/—txf(f) eii’fdf = f(f) I+ g7 — F(f + ﬁ)
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9.13 Véta — o substituci ve vzoru
Necht f(%) € S (E"), F(€) = §[f(&)] a fi € C. Potom f(Z — i) € .7 (E") a navic

FL (@ — D] = e F (). (9.40)

9.14 Véta — o obrazu konvoluce

— —

Necht' f(Z), g(Z) € S (E"). Oznatme F(§) = §[f(Z)] a G(§) = F[g(Z)]. Potom plati
FLA@) * 9(@)] = F(§) - G(E).
Diikaz:
e dikaz provedeme sérii ndsledujicich dprav

e vyuzijeme pfi ném Fubiniovu vétu a vétu o substituci ve vicerozmérnych integralech

5@« 9@ = [ [[ 1@t 9as] #ar
B JE o £(5) 9(F — ) &7 a5a7 = JE . £(5) g(& — 5) '™ difds =
= fE f(3) UE (@ — ) &' df] 48 =
= J s [ o o] ar [ 00| o oaa] ar-

r

8

~ [ 1@ | gmetar—51s

Er

)]~ 3 [9(D)]

e opet doporucujeme Ctendfi, aby v prezentovaném vypoctu dobfe promyslel, ¢im byla zaru¢ena moZnost uZiti citovanych

vét
9.15 Véta
Necht' f(z), g(z) € L (R). Oznalme F(p) = §[f(z)] a G(p) = §[g(x)]. Potom plati
f f(z) G(x)dz = f F(z) g(x) da.

Diikaz:
e protoZe f(x), g(x) € ¥ < £, integrély funkei f(x), g(x) existuji

e uzijeme-li Fubiniovu vétu a definici Fourierovy transformace, ziskdme snadno sérii rovnosti

| r@6@ar= [ s | a6 asas -
~ | | s@aeerasas = [ o) [ s eragar - | oo Fa)a.

9.16 Definice — prostor temperovanych distribuci

T¥idu vSech linedrnich a spojitych funkciondld vystavénych nad Schwartzovym prostorem znalime .'(E") a nazyvdame
prostorem temperovanych distribuci, formalné

feS'(E): (fip@) € C; p(7) e S (E)
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9.17 Poznamka

Plati 7 . = . ¢ 7', jak ilustruje ndsledujici piiklad: e*” € Hoe = * € Z'(R); e ¢ &' A ddle i o () dz €
R, kde za ¢(x) dosadime e e e ¢ 9.

9.18 Poznamka

Necht (%), (%) € .7 (E") a &, jsou reguldrni temperované distribuce generované funkcemi () resp. (). Pak plati

(8Tl v(@) = (& §Tw(@)N)-

(5T (@) = | S1@1@) -v(@a7 = |veta0.15 | = | (&) - Slo@Naf = (3 So(@1E)

=

e vySe uvedeny vypocet probihd cely v .7/ (E"), §[¢(Z)](§) € &

9.19 Definice

Necht' f(Z) € .#/(E") je temperovand zobecnén4 funkce. Existuje-li na tf{dé . (E") testovacich funkei ¢(Z) funkciondl
(f,Sle(@)]), pak Fourierovym obrazem distribuce f(Z) budeme rozumét distribuci F(£), pro niZ plati rovnost

= =

(F(&).¢(©) == (£@),5[(E]@)). ©.41)
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19. prednaska (14.12.2015) - véta o inverzi,
zobecnéné desatero, véta o spojitosti

9.20 Véta-o inverzi
Pro vSechny funkce ¢(Z) € .Z(E") plati, ze § [§* [¢(Z)]] = (27)" ().

Diikaz:

e vyjdeme z definice Fourierovy transformace a obdrzime rovnosti

- [ @ @ear - | (f ¢<f>eifﬂdf) oaj= [ [ p@e € Darag
E" E” E" Er JET

e substituci 2 = £ — ¥ ziskdme

| f ez - | §[e€- 2] @er- (15[~ 2]) - (51102

=

e ze znalosti Fourierova obrazu jedni¢ky § [1] = (27)"d(€) pfimo plyne dokazované tvrzeni, tedy to, Ze

—

(5110 9) = (er7 33,0~ ) = @r)w()

9.21 Dusledek

Plati, ze

z ¢ehoZ plyne rovnost

9.22 Véta
Necht' je ddna funkce f(Z) € .#/(E") a libovolny multiindex . Pak plati
D2(FLA(@)]) () = F[ED f(@)] (&)
Diikaz:
e vezmeme libovolnou testovaci funkci p(Z) € Z(E")

e uzijeme-li klasicky vztah (9.38), dostdvame
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9.23 Véta
Necht’ je déna funkce f(Z) € ./(E") a libovolny multiindex . Pak plati
3D f(@)](€) = (=) 3L @)] ().
Diikaz:
e vezmeme opét libovolnou testovaci funkci (%) € .77 (E")
e auzijeme klasicky vztah (9.39)

e pak dostdvame

9.24 Véta - o Fourierové inverzi

Mgjme funkci f(Z) € .7 (E"). Potom plati §[F*[f(Z)]] = (27)" f(Z).
Diikaz:
e plati rovnosti

BB @11 2©) = (3[(9)].5[@)@) = (1@.5*[3[0E]]@)

e s pfihlédnutim k vété 9.20 dostdvame
(f(@ﬁ*[&[w(f)]](@) = (f(@), 2m)"¢(Z)) = ((2m)" f(Z), (7))

e tim je dikaz dokonCen

9.25 Poznamka

Ctendt se miize samostatnd piesvédgit o roziitené platnosti dalsich vztaht z Fourierova desatera. Jejich platnost se piendsi
podobné jako v predeslych vétich z . (E") na .’ (E"). Napiiklad

—

S[f(ed)] = — Ff(@)] () C SE—E)] = EF[@)], A = FA@](E+ A).

9.26 Véta — o spojitosti Fourierovy transformace

Necht v prostoru .7’ (E") plati, 7e limy_,.. fx = f. Potom limy_,.. S[fk] = &[f]

Diikaz:
e ze znalosti pfislusnych operaci v prostoru zobecnénych funkci plynou rovnosti

—

(nm s[fk],go()) = lim (3[/i].¢(6)) = Jim (fi. 3[=(@]@) = (£.3]0(6)]@)

k—o k—%
e coZ nenf nic jiného nez (&[f] ,o( 3)

9.27 Priklad

Hledejme v ramci tohoto pfikladu Fouriertiv obraz singuldrni distribuce d(z — ¢), kde ¢ € R.. Z definice vyplyva

B0z = o), ¢(8)) = (5(:5 — ), JR p(€) e d§) = fRsD(é“) et d¢ = (', p(¢))

atudiz F[6(z — ¢)] = e, specidlng F[o(z)] = 1.
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9.28 Priklad

Zjistéme cemu se rovna FourierGv obraz derivace Diracovy delta funkce § [5 (n) (:Jc)]

(B8 @) () = (6@, 5 [()]) = (<1)" (6@)7 ( | w(&)eiﬁwdg) w) - (1" | wloras -

= (=" 0(€) = F[6"(2)] = (=ig)"

9.29 Priklad

Resme rovnici 2" f(z) = 0 v prostoru .#”’(R). Po aplikaci Fourierovy transformace a vyndsobeni celé rovnice ¢islem 1™
dostaneme

i"F[z" f(z)] = 0.
Odtud dostavame (s vyuZitim Fourierova desatera) vztah
D"§[a" f(x)] = D"F(£) = 0.
Regenim takové rovnice je (s pouZitim znalosti z MAB3)

F(&) =Co+Ci&+ C2§2 . Cn_lfnil.

Po aplikaci inverzni Fourierovy transformace dostdvame kone¢né feSeni

f(x) =Ko d(z) + Ko 0 () + Ko 6" (2) .. . Ky 6V ().
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20. prednaska (15.12.2015) - aplikace 3,
klasické a zobecnéné reseni PDE,
fundamentalni reSeni operatoru s KK

9.30 Priklad

Hledejme Fourieriiv obraz funkce f(z) = e~4IZ1, o které vime, Ze je z.#(E"). Snadno

T T
3[e7“”f”z] = J e alTl® o167 g7 — f <H e 0k ei””"‘f’“> dz = H J e 97" @it gy = | lichost integrandu | =
T T k:l R

k=1

2 €k T\ /2 HE

_ —ax d — 2 da — (7> T da
| | f cos(&px) da = | | \/7 . e

9.31 Priklad

Hledejme Fourieriv obraz r—dimenziondlni funkce f(Z) = 1. Podotykdme, Ze v dikazu nelze uZit vztahu pro Fourierovu
inverzi. Ten byl totiZ odvozen pravé pomoci vztahu F[1] = (27)"6(§), ktery ted’ dokazujeme. Pomémé snadno se mtiZeme
presvédcit, Ze plati rovnosti

1] =3F[0] =0 A F[1]=-1i&3[1].
Odsud ziskdvame rovnici —1£F[1] = 0, ze které ddle plyne £ - F(€) = 0 a nésledn€ systém funkei F(§) = C6(€) € /' (R).
Z toho tedy F[1] = C5(€) pro jisté C € C. Zbyvd tedy konstantu C kalibrovat. Po¢itejme hodnotu funciondlu (F[1], e lal? ).

Pro ni plati
(3[1],e—nfn2> _ (1,3[e—u5n2]) _ Lrg[e—nfw]dg: J ,» a2 o g =

— (A [ o7 ar = (VA 2Ry = (2n)',

R

A protoze (C4(T), e’”fHQ) = C, plyne z uvedenych vztahii C = (27)", z &ehoZ obdrZime findln{ vztah F[1] = (27r)T5(5).

10 ReSeni parcialnich diferencialnich rovnic

V nésledujicim vykladu se budeme vénovat feSeni PDE. Rovnici lze kompaktné zapsat pomoci diferencidlniho operétoru
L = }4j=0 @a(Z)D*, kde a(Z) € €(G), predpisem

~

Lu(Z) = f(7),

kde f(Z) je spojitd funkce a Dom(L ) € €™ (G). Tento predpis lze prelozit do jazyka zobecnénych funkci v podobé

Li= f
v 2'(E"), respektive v ./ (E"), kde uvazujeme a, (%) = a, € R pro viechna . Re$enim takovéto rovnice je @ € 2'(E"),
pokud V() € Z(E"). Plati,ze (Lt; (7)) = (f;¢(&)). Pokud najdeme feSeni v redlném sv&t&, pak toto lze interpretovat
jako zobecnénou funkci. Pokud jsme ale nasli feSeni v zobecnéném svété, musime testovat, jestli toto md i svou interpretaci
ve svété klasickém, tedy jestli neni singuldrni nebo nehezky regularni.
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10. RESENI PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

10.1 Definice

Necht je ddn linedrni diferencidlnf operétor L = Z"Z‘:O o (Z)D na G anecht’ a, (F) jsou jeho koeficienty. Rekneme, Ze L
je diferencidlni operdtor s konstantnimi koeficienty, pokud pro v§echny multiindexy o € N7 plati rovnosti a, (%) = a, € R
na G.

10.2 Véta

Je-1i u (%) feSenim klasické rovnice f/u( T) = f(@), 0 € 2., (E") generovand funkci u(Z) a f € 2,

T
rog E") generovand funkeci

(
rcg
f (&), pak u je feSenim zobecnéné rovnice Lu=f.

Diikaz:
e necht’ plati rovnost L(u) = f(&) chdpané klasicky

e pak plati pro operator L s konstantnfmi koeficienty

(i aaDamap(f)) = i aa(D ) i") i_ |a|< ,D“tp(f)) =

(L o(@)

Ja|=0 |a|=0
= > a(-Dl | w@D” dx—J Z aoDup(Z)dT f L(u(D))p(¥) 4T =
a|=0 B " lal=0 ’
= | 1@el@) ez = (f.¢(@)

e v rovnosti vyse jsme v bodé @ pouzili klasickou diferencidlni rovnost z prvniho bodu ditkazu

e z vyse uvedeného plyne, e L1 = f pro viechna o(Z) e 2(E")

10.3 Véta

Necht' @ je zobecn&né FeSeni rovnice Lii = f, kde f € D} og(E") s generdtorem rovnym f (7 ) € ¢(G). Necht' @ € Z;,,(E")

a navic generator této distribuce je u(Z) € €™ (G). Pak u(Z) je klasickym feSenim rovnice Lu( ) = f(Z).

Duikaz:

e vime, Ze pro viechny testovaci funkce (%) € Z(E") plati:
i = f@)f Lu@)e@)ar= | f@e@are | (E(u@®) - 7)) p(@az = 0

o to implikuje L (u(Z)) — f(&) ~ 0
e jeliko? je ale funkce E(u(f)) — f(&) spojitd, plati jisté, Ze E(u(f)) = f(Z)

10.4 Definice

Necht' L je linedrni diferencilni operator s konstantnimi koeficienty. Zobecnénou funkci & (%) nazveme fundamentdlnim
FeSenim operdtoru L na G, vyhovuje-li rovnici R
L&(Z) = 6(Z). (10.42)

10.5 Priklad

Necht' a > 0 je parametr. Pro funkci jedné proménné operdtoru s konstantnimi koeficienty hledejme fundamentalni feSen{
operatoru

V tomto pripadé tedy fesime tedy rovnici
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Reseni pomoci Laplaceovy resp. Fourierovy transformace piejde vztahem £[&(t)] = E(s) resp. §[&(t)] = E(€) na

sE(s)+aE(s) =1= E(s) = resp. —ilE({)+aE(§)=1=E() =

s+a a— i€’

.....

[O(t)e™] = L[O(H)](s +a) = —— = &(t) = O(t)e™™

s+a
+o0 ) +a0 +C
F[O(t)e ] = J e et gt = f e “cos(&t)dt + if e “sin(¢t)dt =
0 0 0
a I3 a+1if a+ i€ 1

B a? + &2 +ia2+£2 a2+ €2 (a+if)(a—if) B a— i€ = &(t) = O(t)e™

10.6 Priklad

Necht’ a > 0 je parametr. Hledejme fundamentélni feSeni operatoru

~ g2 5
L= @ +a
V tomto pripadé tedy feSime tedy rovnici
~ s
Oznalime-li opét E(s) = £[&'(t)] Laplacetiv obraz hledaného fundamentélniho feseni, ziskdvdme transformovanou rovnici
s?E(s) +d®’E(s) =1 = ;
s2 + a?
Opét odvod’'me z desatera
S[(@)sin(3z)] = 5 55

odkud

Bs)= 1% o) = G)C(Lt) sin(at).

10.7 Priklad

Piistupme nynf k hleddni fundamentalniho fe3eni operdtoru vedeni tepla, obecné definovanym v E" 1 vztahem

kde a > 0. Resme tlohu v prostoru E!*1. Tim se redukuje nase hled4ni na feeni rovnice

08 (x,t 0?8 (x,t

= 0(z,t).

Necht' E(§,t) = §.[& (2, 1)], kde symbol §, predstavuje Fourierovu transformaci v prostorové proménné x, kdy je na Caso-
vou proménnou nahliZeno jako na parametr. Aplikujeme-li §, —transformaci na vyse uvedenou rovnici, ziskdvime pomérné
snadno

0E(E,1)
ot

+&a’B(E, 1) = 4(t),

nebot’
F2[d(2, )] = Fu[0(z) ®(t)] = 1(§) ®6(t) = 6(1).

Rovnici ddle upravime pomoci Laplaceovy transformace, tentokrét v proménné ¢ predpisem E(¢, s) = £[E(&,t)]:

PO s eapen =50 e
SE(€,5) + B S) = 1= BE5) =~
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Z predchoziho piikladu
B(&,1) = £ E(E, )] = O(1) e,

Uzitim Fourierovy inverze pak odvodime, Ze hledanym fundamentalnim feSenim je funkce

1

242 2,2 1 a2
Ela,t) =5, [0 e | =055, [e7 ] = O(1) -y | e o5 =
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21. prednaska (21.12.2015) - operatory ve
fyzice, prevod Cauchyovych tloh do &’

10.8 Kilasicky diferencialni operator L

Necht ax € R A a,, = 1 A f(t) € €(G), pak operétor definovany vztahem
mo gk

datk

=

= ag
k=0

nazveme klasickym diferecnidlnim operdtorem. Definini obor takového operdtoru je ™ (G). Resime-li konkrétni fyzikalni
ulohu tak feSime rovnici

vyhovujici zadanym podminkdm
duk —
WU(O):BIw BkeR, kem—1.

10.9 Rovnice vedeni tepla v R"*!

Ptislusny diferencidlni operator nabyva tvaru

N -y
Qui= g A= F “k;axi’

kde a > 0,a € R,. Defini¢nim oborem je nyni ¢?(G x T, pficem# mnoZina T' odpovidd Easové proménné, a proto
T = (0, +0), G je oblast prostorovych proménnych, na které tilohu fe§ime. Konkrétni tiloha bude tedy nabyvat tvaru

ou(d,t)

— 2 v — 7
S~ aAa(@ ) = (),

Qqu(Z,t) :

kde pravd strana f(Z,¢) € € (G x T'). Pfislu§nd podminka na feSeni nabyva ofekdvaného tvaru u(#,0) = w(Z) € €(G).

10.10 VInova rovnice

Vlnovy operétor je definovén jako
02 9 0> 5 02
0= =5 —a’A= — —d? —,
T k; ox?

kde a > 0, Dom(n,) = €2(G x T). Pfislu$nd rovnice, tentokrat se dvémi podminkami, nabyva tvaru

02u(i, 1)

=z a’Au(E,t) = f(Z,1),

ou(Z,0)
ot

u(f7 O) = wO(f)a
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10.11 Dopravni rovnice

Dopravni operator nabyva tvaru

0
B=— —d®A+b,
o a”A+
kde a > 0, b € R. Z toho plyne, Ze rovnice vedeni tepla je specidlni pfipad dopravni rovnice, kdy b = 0. Pfislu$na tloha, s

podminkou na fesent, je tvaru

Bu(#,1) = L‘g .t

u(Z,0) = w(T) € €(G) A f(Z,t) € €(G x T).

a?Au(Z,t) +b = f(Z,1),

10.12 Schrodingerova rovnice

Operitor této rovnice nabyva tvaru

0 2
S—a_laA

kde opét klademe a > 0. Pfislu$nd rovnice s o¢ekdvanou podminkou jsou

A (1)
x,t) = ot

u(Z,0) = w(@) € €(G) A f(Z,t) € €(G x T).

—ia?Au(Z,t) = f(Z,1),

Pirevod Cauchyovskych iloh do 2’

Necht’ u(Z, t) je klasické feSeni PDE. Pro pfevod do 2’ bude pouZita substituce w(Z, t) = O(t)u(Z, t). Funkce w(Z, t) potom
bude generétorem distribuce w (&, t). Problém ovSem nastdva pokud budeme chtit derivovat funkci w(Z,t) = O(t)u(Z,t),
coZ chtit jist€ budeme. Problém spocivd v tom, 7e funkce u(Z,t) nemusi nédleZet do €™, a tudiZ nelze obecné derivovat
podle Leibnitzova pravidla (tj. neplati obecné, ze w(Z, t) = §(t)u(Z,t) + O(t) %) Distribuce (&, t) bude regularni protoze
B()u(Z, ) € Lo

10.13 Poznamka

Odved’'me vzorec pro derivovani w(Z, t). Z predchoziho textu vime, Ze plati rovnosti

(Méf’t)»w(f,to = —JETH agpé JJ ’t)dtdf.

Dale aplikujeme metodu per partes a dostaneme

J~r u(Z,0)¢ dex+frf Fid t)dtdz,

(O() % (7,1)) = (u(F.0) ® 5(1) + O(1) o (7. 1).

coz se ale d4 prepsat jako

—
<
—~
aal
=]
~
—~
(o]
—~~
~
~—
S
—~
\.Hl
~+~
~—
~
+

Hledana derivace tedy bude

ow ou
e ot )E + u(,0) ®4(t),

pfi¢emz pocatedni podminky jsou automaticky zahrnuty ve vyrazu u(Z, o).

10.14 Priklad

Preved'me do 2’ klasickou diferencidlni rovnici zu(t) = f(t), tedy rovnici 10.8. Budeme potiebovat derivace funkce
w(Z,t) = O(t)u(Z, t). Jak takovou funkei derivovat jsme odvodili v pfedchozi poznamce.

w(T,t) = u(0)® ( ) +O(t)u(t) = Bod(t) + O(t)ut)
(T, 1) = Bod(t) + B3 (t) + O(1)ii(1)
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w® = 0t)u® + Bod*V(t) + B16% D (2) ... Br_15(t)

Zndle-li tvary derivacf tak je miZeme dosadit do rovnice Lw(t) = f(t).

n n n k—1
Lu(t) = Y apw® (1) =0(t) Y apu® (1) + 3] ) ppoh—=
k=0 k=0 k=0 ¢=0
N k—1 k—1
Luw(t) = O(t)Lu(t) + >, s =0@) f(t) + Y As®
£=0 =0

pri¢emz pocatecni podminky jsou zahrnuty v A,.
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22. prednaska (22.12.2015) - prevody
Cauchyovych loh do 2, zakladni véta o
ireSeni PDE, sestaveni vzorcu pro reSeni rovnic

10.15 Fundamentalni reSeni dopravni rovnice

) B} ~ . 22 . v ..
Pro dopravni operétor B = £ — a*£5 + b v R!*! fe§me rovnici:

Bé&(x,t) = 8(x,t) = 6(z) @6(t)

L E(z,s) =L[&(x,1)]

sE(x,s) — aza—E(az,s) +bE(x,s) = §(x) ® 1(¢)

S E(§7 5) = gm[E(xa S)]

ox?
SE(E, 5) — a®(=1)’E(€, 5) + DE(E,5) = 1
1
E =
(&) s+a?&2+b
Pouzijeme Laplaceovy obrazy posunuti £[O(t)e '] = £[0(t)](s + w) a Heavisideovy funkce £[O(t)] = 1, jejichz kom-
binaci dostdvdme vztah £[O(t)e “'] = Siw , kde w € R.. Budeme-li uvazovat substituci w = a?£? + b, miiZzeme tento vztah

pouZit pro ziskani vzoru £7L[E(E, s)] = O(t)e="¢ e~ a ddle s pouzitim Fourierova desatera

2.2 1 2,2 1 s 22 1 =2
-1 ~a2€1 b1 Z 9(1)e—" L 3o~ = O(f)e—t L\ | 6" — O() e Ve~ = &(.1),
§ [0 e ] = O(t)e ' Fle ] = O(t)e 'y [Te Ot) 5= e &(,1)

10.16 Pievod Cauchyovy ilohy pro rovnici vedeni tepla do 2’

ResSme rovnici

D@ 1) — (1) = f(,0),
s poédtednimi podminkami u(Z, t) = B(Z). Zavedeme substituci w(Z,t) := u(Z,t) - O(t) — w(&F,t). Pak
ow Ou . . ou
2 = To() +u(#,0)@(1) = ) @ (1) + 6(1) 5.
ow ou Pw u ~

Dosadime do rovnice

@u@) = AE) @0(1) + O1) 0t — O(1) Mu(E, 1) = H(F) @(1) + OU) [, ),

¢imz jsme obdrZeli vysledny vztah
Qa(w) = B(T) ®6(t) + O(t) f(Z,1)
v 2'(E"th).

10.17 Prevod Cauchyovy tlohy pro dopravni rovnici do 2'(E"+1)
Obdobné jako v predchozim pifipadé dostdvame

~ _Ow

Bu(@ 1) = 52(#,t) — a?Aw(@ 1) + bu(,1) = B(@) @ 6(t) + O(1) (& 1).
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10.18 Pievod Cauchyovy ilohy pro vinovou rovnici do 2'(E™"!)

Vlnova rovnice s poc¢atecnimi podminkami je rovnice tvaru

2u
(;?(f, t) — a®*Au(i,t) = f(£,t) e €(G x T),
u(Z,0) = Bo(%) € €1(Q),
ou
N w0 = pr e 9(C).

Zavedeme substituci w(Z,t) = u(Z, t) - O(t) a vyjaddiime jednotlivé diferencidly

ow  ou ou

0~ o1+ u(z.0) @ (1) = (@ @0l1) + (1)L
T _ @ @6(1) + 5 ® 27,0 + 0(1) LY = fo(®) ®5(1) + (B ® (1) + O(1) L
oz O ot v oz 70 e o2
02w 0%u
e OFe
Vlnovou rovnici pak vyjadiime takto
0%u

Oow(Z, 1) = Bo(Z) @ (t) + £1(Z) ® 6(t) + @(t)ﬁ — a?O(t)Au(f,t) = |dosazent z klasické verze |
= Bo(#) ® (1) + f1(#) ® 8(t) + O au(F, 1) = Bo(F) ® (1) + f1(&) @ I(t) + O(1) f (7, 1).

10.19 Zakladni véta o reSeni parcialnich diferencialnich rovnic

Necht’ & (%) je fundamentélni feSeni operatoru L s konstantnimi koeficienty. Pak rovnice L = f mad ve tfid€ vSech distribuci,
pro které existuje konvoluce, pravé jedno feSeni, a sice 4 = & * f.

Diikaz:
e chceme ukdzat Li = f:

Bi=LEeN= 3 @D ()= 3 a6 ) Y 0D [ = L(F) ] -

la]=0 lor|=0 lo|=0

S
*
=
Il
s

kde rovnost @ plati pouze pro operator s konstantnimi koeficienty

e jednoznacnost Lt = f je ekvivalentni prokdzani faktu, Ze rovnice Lt = 0 ma pouze jediné feSeni

e vezmeme ¥ a predpokldddme, Ze fesi rovnici i L = 0, potom
U B & Z Z éj’ziﬂ*éj’gﬁ*észﬁ,
Ja]=0 |a]=0

~

kde v bodé @ jsme dosadili z rovnice Lii = 0.

10.20 Sestaveni vzorce pro reSeni rovnice vedeni tepla
Pro rovnici Lu(z, t) = f(z,t) s pocteéni podminkou u(z, 0) = 3(z) se zndmym fundamentdlnim feSenfm

22

e 4a2¢t

&(x,t) = O(t)

1
2an/Tt
piSeme

~

@u(@(x, 1)) = H(x) @ (1) +O(1) f(x.1),
(@, 1) = £, 1) * [B@) @(0)] + £ (. 1) » O f(w, 1),

wl(w t) wg(x t)
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kde &(z,t) a f(x,t) jsou elementy Dy Hleddme zobecnéné feSeni

Tt = [ O)- fe.nsw—ct-natar= | | o FERION = )5 e T arat =
= 2a J' J f(&, 1) )e 4225)*) dr d¢ = O(t)us(z,t)
fmx,t)=@@<w7t>*[5(x>®5<t>]=<f<x 0= | A©)-E@—gpae -
_ @2(;) JR 5(5)\/%6 S ag = 0w (x, 1)

Klasické feseni obdrzime spojenim zobecnénych Casti bez Heavisideovy funkce

t z—£)2 p—g)2
(@, t) = uy (2,t) + us(z,t) = %LL f(g,f)\/ﬁeéz(flﬂ drd¢ + %L ﬂ(g)\/%e—%aﬁi de.

10.21 Definice

Rekneme, Ze fuknce f(Z,t) : G x T, kde T = (0,0) a G < E", je prostorové harmonickd, pokud pro viechna ¢ € T plati,

7e Az f(Z,t) = 0.

10.22 Priklad

Mgjme rovnici vedeni tepla (10.9) s pfislusnou podminkou u(Z, 0) = 5(Z). Necht' f(&,t) a 8(Z) jsou prostorové harmonické

funkce. Potom také u(Z, t) bude prostorové harmonickd a plati

ou(Z,t)
ot

— Au(# ) = a“g D _ ra@o.

Qau(Z,t) =

ReSenim takové rovnice je jednoduse

Ze zadané podminky u(Z,0) = (&) navic plyne, Ze 8(Z) = w(Z).

10.23 Priklad

Mgjme vlnovou rovnici (10.10) s podminkami u(Z, 0) = Bo(Z) a (;ft‘( 0) = B1. Necht' By(Z), £1(Z) a h(Z) jsou prostorové
harmonické funkce. Ddle necht’ f(Z,t) = h(Z)g(t). Potom u(Z,t) je take harmonickad a plati

0u

(Z,t) — a®*Au(,t) = ﬁ(:ﬁ, t) = f(&,t) = h(Z)g(t).

P
ot?

Dale plati rovnosti

@0 =h@ [ o+ (@),

J’ j 7)d7rds + tw1 (Z) + wo(Z).

Ze zadanych podminek plyne, Ze wo (%) = fo(Z) a w1 (F) = B1(Z). Reseni tedy nabyva tvaru

7.1) = h(7) ff F)drds + 1, (F) + Bo(&).

Dvojny integral v posledni rovnosti se da jesté upravit pomoci vztahli z Laplaceova desatera.

[ J J deS] = %2 Utg(f)dT] = %ﬂ[g(t)] = [te(1)]e[g(t)] = L[tO(t) * g(t)]

0
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Zjistili jsme tedy, Ze
t s
f J g()ards = O(1)t * g(t).
0 Jo
Reseni u(Z, t) tedy miizeme zapsat ve tvaru

t

u(@.t) = OOh(E) [ (¢ 9)g(s)as +16:(2) + fo(2).

0

10.24 Poznamka

Z vyse uvedeného postupu plyne to, Ze konecné mnoho integrald lze pomoci Laplaceovy transformace prevést na jediny
integral - konvoluci.
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kvadraticka forma, 17

linearita, 17

omezenost, 23

spektrum operatoru, 20

spojity operator, 21
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typy definitnosti, 17
unfoldované spektrum, 25
vlastni funkce operatoru, 20
vlastni hodnota operatoru, 20

parabolicka parcidlni diferencidlni rovnice, 37

parcidlni diferencidlni operator druhého fadu, 36

parcialni diferencidlni rovnice druhého fadu s nulovou
pravou stranou, 37

Parsevalova rovnost, 14

partial differential equation, 37

partie finie, 55

PDE, 37

pozitivni definitnost skaldrniho soucinu, 2

prehilbertovsky prostor, 2

prostor temperovanych distribuci, 82

prostor testovacich funkci, 47

reguldrni distribuce, 53
rovnost distribu¢nich funkci, 53
rozsifeny Laplacelv prostor, 72

Schwartzuv prostor, 79

separabilni jadro, 27

singularni distribuce, 53

skalarni soucin, 2

Sochockého distribuce, 56
Sochockého vzorce, 56

soucet distribuci, 57

soucet podle normy, 7

soucin distribuci, 59
superstejnomérnd konvergence, 51

trida, 71, 72

tfida méfitelnych funkci, 3

tiida zobecnénych funkei 2’ (E"), 51
tenzorovy soucin distribuci, 62
testovaci funkci, 47

trojihelnikova nerovnost normy, 3

véta o Fourierové inverzi, 86
Volterrova rovnice, 32

vyhlazovani charakteristickych funkci mnoZin, 49

zaporna Sochockého distribuce, 56
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