
CELKEM1

Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikálně inženýrské ČVUT v Praze

Příjmení a jméno 2 3 4 5 6

Zápo£tová písemná práce £. 1 z p°edm¥tu 01MAB3 � varianta A
úterý 6. prosince 2016, 13:20�15:20

Ê (8 bod·)
Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci °ady

∞∑
n=2

√
x
n

1
√

4n2 + x2

1
ln2(n)

na mnoºin¥ R+.

Ë (5 bod·)
Detailn¥ na£rtn¥te °e²ení diferenciální rovnice

4y′ =
x + 5
1 − y

procházející bodem (x0, y0) = (−5, 2).

Ì (9 bod·)
Hledejte °e²ení rovnice

x2y′′ + x(3x − 2)y′ + (2 − 3x)y = −6x3,

které má globální maximum v bod¥ x = 1 a jeho hodnota je 2.

Í (7 bod·)
Zkonstruujte Maclaurinovu °adu funkce y(x) = sinh(3x) a prokaºte (za pouºití metody vyuºívající tzv. Cau-
chyho úlohy pro oby£ejnou diferenciální rovnici), ºe sou£tem získané °ady je skute£n¥ výchozí funkce.

Î (3 body)
Nalezn¥te koe�cienty lineárního diferenciálního operátoru L̂, jehoº jádro má tvar [2, x2, 3 + x2]λ.

Ï (8 bod·)
Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci posloupnosti funkcí, jejíº n−tý £len je tvaru

gn(x) = 8x +
( nx

x2 + 4n2

)n
,

na mnoºin¥ v²ech kladných reálných £ísel.
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Ê (8 bod·)
Detailn¥ na£rtn¥te °e²ení diferenciální rovnice

(3x − y + 2)y′ = 8x − 3y + 4

procházející bodem (x0, y0) = (−2,−4).

Ë (8 bod·)
Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci °ady

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(n + 3)!

( nx
x2 + n2

)n

na mnoºin¥ R.

Ì (2 body)
Sestavte mocninnou °adu s oborem konvergence rovným polouzav°enému intervalu (2, 6⟩.

Í (6 bod·)
Hledejte analytickou funkci y(x), pro kterou platí, ºe

• y(0) = y′(0);

• má v bod¥ x = 0 lokální minimum;

• existuje c ∈ Dom(y) tak, ºe ∀n ∈ N : y(n+1)(c) − y(n)(c) = 1.

Î (9 bod·)
Vypo£ítejte: ∫ ∞

0

∞∑
n=1

2x
(x2 + n2 + n)2 dx.

Ï (7 bod·)
Metodou sníºení °ádu diferenciální rovnice (tj. bez pouºití charakterictického polynomu) °e²te

y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y =
12
x
e3x.

Uºijte faktu, ºe e3x ∈ Ω0. Odli²ná metoda °e²ení se netoleruje.
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Ê (6 bod·)
Nalezn¥te v²echny hodnoty reálného parametru a, pro n¥º je p°edpis

(1 − a)x2
1 − 4x2

2 + (a2 − 6a + 5)x2
3 − 4x1x2 + 2(a − 1)x1x3 + 4x2x3

skalárním sou£inem v R3. Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Ë (2 body)
Kdy °ekneme, ºe bod a ∈ E je hrani£ním bodem mnoºiny X v metrickém prostoru {E, ϱ}?

Ì (8 bod·)
�e²te diferenciální rovnici

y′′
(
x3 − x

)
= y′

(
x2 − 2x − 1

)
.

Í (10 bod·)
Pro kvadratickou plochu, která je v R3 zadána rovnicí

x2
1 + 2x2

2 + 25x2
3 − 2x1x2 + 10x1x3 − 8x2x3 + 4x1 − 4x2 + 16x3 = 1,

ur£ete normální tvar, název, hlavní a vedlej²í signaturu a transforma£ní vztahy x⃗ = x⃗(⃗z), které ji na normální
tvar p°evád¥jí. Jak se zm¥ní signatury a transforma£ní vztahy x⃗ = x⃗(⃗z), bude-li uvedená rovnice zadávat
kvadriku v R4? Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Î (9 bod·)
�e²te diferenciální rovnici

xy′′′ + 3(1 − 2x)y′′ + 3(3x − 4)y′ + 9y = 9e3x

víte-li, ºe v jádru p°íslu²ného operátoru leºí v²echny násobky funkce g(x) = 1
x .

Ï (5 bod·)
Nech´ je v Hilbertov¥ prostoru R2 zadán skalární sou£in p°edpisem

x⃗ᵀ
(

4 −3
−3 3

)
y⃗.

Jaký úhel (ve stupních) svírají vektory u⃗ = (3; 4) a v⃗ = (0;−1)?
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Ê (10 bod·)
Nalezn¥te formální °e²ení diferenciální rovnice

2x
(
2y + x

)
y′ = 2y2 − x2

procházející bodem (x0, y0) = (−4, 6). Nalezené formální °e²ení poté d·kladn¥ analyzujte: nalezn¥te jeho st°ed
a v²echny pr·se£íky se sou°adnými osami.

Ë (8 bod·)
�e²te diferenciální rovnici

x3y′′′ − 3x2y′′ + 8xy′ − 10y = 4x2.

Ì (10 bod·)
Nalezn¥te polární bázi kvadratické formy

q(x1, x2, x3, x4) = x2
1 + 3x2

2 − x2
3 + 4x1x2 + 6x1x3 − 2x1x4 + 18x2x3 − 6x2x4 − 2x3x4,

obsahující vektory −→u1 = (1, 0, 0, 0), −→u2 = (−2, 1, 0, 0) a −→u3 = (−9, 3, 1, 0). Na základ¥ znalosti takové báze
stanovte transforma£ní vztahy x⃗ = M y⃗, které danou kvadratickou formu p°evád¥jí na normální tvar a tento
zapi²te. Jaká je signatura uvedené formy? Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Í (5 bod·)
Nalezn¥te £ísla a, b ∈ R tak, aby funkce g(x) = ax+ b byla v prehilbertov¥ prostoru C (⟨−1, 2⟩) kolmá k funkci
h(x) = −x a m¥la normu rovnou devíti. Skalární sou£in je zaveden p°edpisem

⟨y(x)|z(x)⟩ :=
∫ 2

−1
y(x)z(x) dx.

Î (2 body)
Kdy °ekneme, ºe bod a ∈ E je vnit°ním bodem mnoºiny X v metrickém prostoru {E, ϱ}?

Ï (5 bod·)
Vykreslete okolí U6(0, 0) v metrickém prostoru R2 s metrikou

ϱ(x⃗, z⃗) = 6|x1 − z1| + 2 ⌈|x2 − z2|⌉ .

Nep°ehlédn¥te horní celou £ást ve druhém s£ítanci!
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Ê (7 bod·)
V prostoru R3 sestrojte polární bázi B generovanou kvadratickou formou

q(x⃗) = 9x2
1 + x2

2 − 2x2
3 + 6x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3,

spl¬ující následující poºadavky:

• (−1, 2, 1)ᵀ ∈ B
• ∃v⃗ ∈ B : ⟨⃗v | (1, 0, 0)ᵀ⟩ = 0.

Na základ¥ znalosti polární báze sestavte transforma£ní vztahy x⃗ = Dy⃗, které zadanou kvadratickou formu
p°evád¥jí na její normální tvar. Tento zapi²te. Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Ë (5 bod·)
Nech´ je dán normovaný vektorový prostor

{V, ∥.∥} a ϱ(x⃗, y⃗) nech´ je metrika generovaná touto normou.
Rozhodn¥te (a své tvrzení dokaºte), zda v metrickém prostoru

{V, ϱ} platí následující tvrzení:
lim
n→∞
−→xn = a⃗ ∧ lim

n→∞
−→yn = b⃗ ⇒ lim

n→∞
(−→xn +

−→yn) = a⃗ + b⃗.

Detailn¥ komentujte!

Ì (10 bod·)
Nalezn¥te maximální °e²ení diferenciální rovnice

y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y =
12
x
e3x.

Í (6 bod·)
Nech´ je v prostoru R2 zadána metrika

γ(x⃗, y⃗) := max
{
3|x1 − y1|, |x2 − y2|

}
.

Rozhodn¥te, zda existuje bod a⃗ ∈ R2, který sou£asn¥ leºí v okolích U6(0, 0) a U3(3, 9). Ob¥ okolí podrobn¥
na£rtn¥te! Na záv¥r dokaºte, ºe posloupnost(−→xn

)∞
n=1 :=

(
5n2 + 2

n2 ;− 3
n2

)∞
n=1

je konvergentní v metrickém prostoru {R2, γ}.

Î (9 bod·)
Nalezn¥te formální °e²ení diferenciální rovnice

2y′ =
y
x
− y + x

2y + x

vyhovující podmínce y(2) = 0. Detailn¥ diskutujte, co vypo£tené formální °e²ení p°edstavuje a na£rtn¥te ho.

Ï (3 body)
Nalezn¥te hodnotu parametru ω ∈ R tak, aby bod (−33,−7) byl st°edem kuºelose£ky

−(x − 3y + 2ω)2 + 4(y + ω + 1)2 = 1.
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Ê (12 bod·)
�e²te Cauchyovu úlohu

y′′ − 2y′ + y =
ex

x
; (y(1), y′(1)) = (0, 0).

Ë (3 body)
Vykreslete okolí U10(0, 0) v metrickém prostoru R2 s metrikou

κ(⃗z, y⃗) = 2|z1 − y1| + 5|z2 − y2|.

Ì (8 bod·)
Vy²et°ete obor konvergence mocninné °ady

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(n + 1)!

(
x − 3

2

)n

.

Í (7 bod·)
Pro kvadratickou formu

q(x, y, z) = x2 − 4xy + 4xz − 8yz + 8z2 = 0

stanovte signaturu, normální tvar a typ de�nitnosti. Stanovte transformaci, která zadanou formu normalizuje.
Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Î (8 bod·)
Pro která α ∈ R spl¬uje funk£ní °ada

∞∑
n=1

xnαn

√
x2 + n2

nutnou podmínku stejnom¥rné konvergence na mnoºin¥ Y = ⟨−1, 1⟩?

Pro získání zápo£tu je nutno získat alespo¬ 19 bod·.


