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Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikálně inženýrské ČVUT v Praze

Příjmení a jméno 2 3 4 5 6

Zápo£tová písemná práce £. 1 z p°edm¥tu 01MAB3 � varianta A
úterý 28. listopadu 2017, 9:20�11:20

Ê (8 bod·)
Lze nebo nelze k rozhodnutí o stejnom¥rné konvergence °ady

∞∑
n=1

(−1)n+1 x ln(n)
√

n6 + n2x4

na intervalu ⟨0,+∞) uºít Weierstrassova kritéria? Podrobn¥ diskutujte!

Ë (9 bod·)
Nalezn¥te formální °e²ení diferenciální rovnice

2y′ + 3
y + 6x
y + 3x

=
y
x

vyhovující podmínce y(1) = −1.

Ì (9 bod·)
Vypo£ítejte

lim
n→∞

∫ 4

0

1
√

x

(
n4 + xn2 + x2

n4 + x2

)
dx

a diskutujte oprávn¥nost v²ech uºitých postup·.

Í (8 bod·)
Sestavte Maclaurinovu °adu funkce

G(x) =
∫ x

0

1 − e−y2

y2 dy

a ur£ete její obor konvergence O. Dále rozhodn¥te, zda uvedená °ada stejnom¥rn¥ konverguje na O. Podrobn¥
vysv¥tlete!

Î (7 bod·)
�e²te Cauchyovu úlohu

y′ +
4x

1 + x2 y =
1 + 3x2

(1 + x2)2 ; y(1) = 2.
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úterý 28. listopadu 2017, 9:20�11:20

Ê (8 bod·)
Vy²et°ete obor konvergence mocninné °ady

∞∑
n=1

(4n − 1)!!
(2n − 1)!

(x − 1)n

n
.

Ë (7 bod·)
Aplikací teorie taylorovských rozvoj· ur£ete hodnotu derivace g(42)(0) pro funkci

g(x) =
1 + x2
√

1 − x2
.

Ì (8 bod·)
�e²te oby£ejnou diferenciální rovnici

y′ + (x2 − 4)
y
x
=

x9

y
,

jeº je zadána spole£n¥ s podmínkou y(1) = −2.

Í (8 bod·)
Pro rovnici

x3y′′′ + x2(3x − 6)y′′ + 6x(3 − 2x)y′ + 6(3x − 4)y = 0

je prostorem v²ech jejích °e²ení lineární obal Ω0 = [x2, x3, ω(x)]λ. �emu se rovná ω(x)?

Î (10 bod·)
Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci posloupnosti funkcí(

n2(x − 3n)
x(n3 + x3)

)∞
n=1

na intervalu (0,+∞).



CELKEM1

Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikálně inženýrské ČVUT v Praze
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Ê (9 bod·)
Rovnice xy′ + (x − 1)y = x2 a

x2(2x − 1)y′′ + (2x − 10x2 + 8x3)y′ + (−2 + 10x − 13x2 + 6x3)y = 0

mají neprázdný pr·nik fundamentálních systém·. Jaká jsou jejich °e²ení?

Ë (8 bod·)
Abelovým kritériem rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergenci °ady funkcí

∞∑
n=1

(−1)n x ln(n)
√

n(x2 + n2)

na mnoºin¥ ⟨0,∞).

Ì (9 bod·)
Nalezn¥te sou£et ∞∑

m=1

2m + 1
4mm

.

Í (6 bod·)
Rozhodn¥te, zda posloupnost funkcí ( √

n
3
√

n + x

)∞
n=1

konverguje na mnoºin¥ ⟨0,∞) stejnom¥rn¥.

Î (8 bod·)
Vy²et°ete obor konvergence mocninné °ady

∞∑
n=1

(n!)2

5n(2n)!
(x − 5)n.
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Ê (6 bod·)
Pro která α ∈ R má kvadratická forma

q(x, y, z) = (x, y, z)

 −1 −α 2α
−α 0 4α2

2α 4α2 −(1 + 2α)


 x

y
z


stejnou signaturu jako forma r(x, y, z) = 4yz? Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Ë (7 bod·)
(Tuto úlohu °e²te na zadní stran¥ tohoto zadání.) Nech´ je na prostoru R2 de�nována metrika

ϱ(x⃗, y⃗) := 3 · ⌈|x1 − y1|⌉ + ⌈|x2 − y2|⌉.

Do p°iloºeného obrázku pe£liv¥ na£rtn¥te tvar okolí Uε(−2, 3) o polom¥ru ε = 15
2 . Na záv¥r rozhodn¥te, zda

je posloupnost (
x⃗n

)∞
n=1 :=

(
2
n

;
1 − n

n

)∞
n=1

konvergentní v metrickém prostoru {R2, ϱ}.

Ì (10 bod·)
�e²te diferenciální rovnici

x3y′′′ − (
5x3 + 6x2)y′′ + (

6x3 + 20x2 + 18x
)
y′ − (

12x2 + 30x + 24
)
y = −4x5e2x,

víte-li, ºe její fundamentální systém má neprázdný pr·nik s fundamentálním systémem rovnice y′ − 2 y
x = x2.

Í (3 body)
Vypi²te normální tvary v²ech £ty°dimenzionálních kvadrik, které mají hlavní signaturu rovnou trojici (3, 2, 0)
a ur£ete, které z nich jsou centrální a které ne. Vysv¥tlete také, jakým zp·sobem centrálnost ur£ujete.

Î (7 bod·)
Ve funkcionálním Hilbertov¥ prostoru [1, x, x2]λ se skalárním sou£inem

⟨
f |g⟩ :=

1
5

∫ 1

0
f (x)g(x) dx

nalezn¥te v²echny prvky, které mají jednotkovou normu a jsou sou£asn¥ kolmé k funkcím f (x) = 1 a
h(x) = 4x − 2.

Ï (7 bod·)
�e²te diferenciální rovnici

x2y′′ − 7xy′ + 16y =
x4

ln(x)
.
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Ê (10 bod·)
Nalezn¥te kuºelose£ku reprezentující formální °e²ení diferenciální rovnice

2y′ + 3
y + 6x
y + 3x

=
y
x

vyhovující podmínce y
( 2

3
)
= −2. Stanovte typ kuºelose£ky a rozhodn¥te, zda (p°ípadn¥ kde) má st°ed.

Ë (3 body)
Vypi²te normální tvary v²ech £ty°dimenzionálních kvadrik, které mají hlavní signaturu rovnou trojici (4, 1, 0)
a ur£ete, které z nich jsou centrální a které ne. Vysv¥tlete také, jakým zp·sobem centrálnost ur£ujete.

Ì (7 bod·)
Které £leny funkcionální posloupnosti

(
xn

n+1

)∞
n=1

leºí v okolí funkce x o polom¥ru ε = 1√
250

? Úlohu °e²te na
Hilbertov¥ prostoru, kde je skalární sou£in zadán vztahem

⟨
f |g⟩ :=

∫ 1

−1
x2 f (x)g(x) dx.

Í (6 bod·)
Pro která α ∈ R má kvadratická forma q(x, y, z) = x2 − 2αxy+ 2αxz+ 9z2 + 3αz2 stejnou signaturu jako forma
r(x, y, z) = y2 + 6xy? Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Î (8 bod·)
�e²te Cauchyovu úlohu

x3y′′′ + 5x2y′′ − xy′ − 8y = 0,
(
y(1), y′(1), y′′(1)

)
= (−1, 11,−19).

Ï (6 bod·)
(Tuto úlohu °e²te na zadní stran¥ tohoto zadání.) Nech´ je na prostoru R2 de�nována metrika

ϱ(x⃗, y⃗) := ⌈|x1 − y1|⌉ + 2 · |x2 − y2|.

Do p°iloºeného obrázku pe£liv¥ na£rtn¥te tvar okolí Uε(0, 0) o polom¥ru ε = 3. V obrázku neopome¬te zo-
hlednit, která £ást hranice je/není sou£ástí hledaného okolí.
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Ê (5 bod·)
Pro která ω ∈ R zadává p°edpis

(x1, x2, x3, x4)


4 0 0 ω
0 2 0 0
0 0 3 0
ω 0 0 4




y1
y2
y3
y4


skalární sou£in na prostoru R4?

Ë (9 bod·)
Pro kvadratickou plochu

x2 − 6xy + 6xz − 2x + 13y2 − 14yz + 2y + 10z2 − 10z − 7 = 0

stanovte hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar a název. Stanovte transformaci, která zadanou plochu
normalizuje, a p°eve¤te ji do maticového tvaru. Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Ì (9 bod·)
Formálním °e²ením diferenciální rovnice

y′ +
y + 4x
y + 2x

=
y

2x

je elipsa se st°edem v bod¥ (−3, 6). Nalezn¥te toto formální °e²ení a na£rtn¥te ho. Pro p°esn¥j²í ná£rt zjist¥te
jeho pr·se£íky s osami sou°adného systému Oxy.

Í (4 body)
Nech´ je funkce Θ(x) de�nována p°edpisem

Θ(x) :=
{

1 . . . x > 0
0 . . . x 6 0.

Nech´ je zadán metrický prostor {R2, ϱ} s metrikou zavedenou vztahem ϱ(x⃗, y⃗) := |x2 − y2| + Θ
(|x1 − y1|

)
.

Vykreslete okolí bodu (0, 0) o polom¥rech

• ε = 3,

• ε = 1/5,

• ε = 1/10.

Î (4 body)
Pro funkce f (x), g(x) z Hilbertova prostoru platí vztahy:⟨

f |g⟩ = 1 + 2i,
⟨

f | f ⟩ = 8,
⟨
g|g⟩ = 3.

Leºí funkce g(x) v okolí funkce f (x) o polom¥ru ε = 3?

Ï (9 bod·)
�e²te Cauchyovu úlohu

x2y′′′ + 2xy′′ − 6y′ = −6, y(2) = y′(2) = 12 ∧ y′′(2) =
27
2
.


