Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze
Prijmeni a jméno U U U U U W

Cvicici: KLIKA|KOZAK H

Zapoctova pisemna prace c. 1 z predmetu 01RMF — varianta A
pondéli 24. listopadu 2014, 13:20-15:20

] (4 body)
Oznacme symbolem .#(R) tfidu funkci ¢(X) : R — R, které jsou tfidy €*°(R) a pro kazdé m, k € Ng plati
k
sup[x™ - d—‘i < oo.
xeR

Konvergence v .¥(R) necht je zavedena predpisem x™ - %)‘fk :3 XM j pro kazdé m, k € Ng. Oznacme dale
symbolem .#’(R) tfidu vSech linearnich a spojitych funkcional s definicnim oborem rovnym tfidé .7 (R).
UkaZte, Ze existuje regularni distribuce § € Zyo((R), pro niz plati, ze § ¢ ..

[ (11 bodu)

Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Ve tfidé zobecnénych funkci vypoctéte

. arctg@-w-X)
im ————.
w—too X(1 + w?X?)

K vy¢isleni pomocného integralu uzijte vétu o derivaci integralu s parametrem.

L] (7 boda)

Metodou postupnych aproximaci feste integralni rovnici

X 2
¢ = f ) gy 12
o Y

Tvar £—tého priblizeni ovéfte detailné indukci! Odlisna metoda feseni je nepfipustna!

[ (8 bodu)
Reste parcialni diferencialni rovnici
62u 62 62 au
N
4 — X— =
X2 y2 axay Xox u(x.y)

L] (6 bodu)

Necht t > O je pevné zvoleny parametr. Naleznéte spektrum integralniho operatoru

- foo(xy+ Ve o dy (Dom('K\) = £5(0,+)).
0

L] (5 bodu)
Dokazte, ze jsou-li g(X), g’ (X) € Loc(R), pak funkcional

@ 0() = fo "~ g(9e(3) dx

patfi do Z’(R). Dale vypoctéte jeho prvni derivaci a vysledek upravte do nejjednodussiho mozného tvaru. Jak
souvisi § € 2'(R) s g'(X)?
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Cvicici: KLIKA|KOZAK H

Zapoctova pisemna prace c. 1 z predmetu 01RMF — varianta B
pondéli 24. listopadu 2014, 13:20-15:20

] (4 body) B
Necht G c R je omezena oblast. Dokazte, ze vektorovy prostor ©(G) je Gplny vzhledem k funkcionalni
o—metrice ||f||-. Diokaz zahajte definici o—metriky || f||,-.

(] (6 bodu)

Necht t > O je pevné zvoleny parametr. Naleznéte spektrum integralniho operatoru

K= fo yx+y)eVedy  (Dom(K)= 20, +)).

(] (10 boda)

Necht ¢ > 0 je pevné zvoleny parametr. Ve tfidé zobecnénych funkci vypoctéte

im £, lim (e xS0S(ewX) - cofwy)

wW—+00 w—+00 X

K vycisleni pomocného integralu uzijte vétu o derivaci integralu s parametrem a vztahu

Y e __B
foe S'n(BX)dX_—a,z+ﬁ2'

[] (8 bodu)

Metodou postupnych aproximaci feste integralni rovnici

o(%) = 1 fo Yoly) dy + x.

Tvar ¢—tého priblizeni ovérte detailné indukci! Vysledek vyjadrete pomoci specialni funkce

X2
w,g(x):fo eP72ds

Napovéda: Pro soucet Neumannovy fady sestavte Cauchyovu dlohu prvniho fadu a tuto vyfeste. Odlisna
metoda feSeni je nepfipustna!

] (5 boda)

Necht u € R je zvoleno pevné a nad prostorem Z(R) necht je definovan funkcional
. 1
()= [ R ax

Rozhodnéte (a rozsahle zdiivodnéte), je-li f:l e 2’(R). Pokud ano, pak vypoctéte jeho druhou derivaci a
vysledek upravte do nejjednodussiho mozného tvaru.

[ (8 bodu)
Reste parcialni diferencialni rovnici
2 2 2
LTI Y

ou
Axy—— —y— =8 :
ox2 0y? - Xyaxay yc’)y u(x.y)




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze
Prijmeni a jméno U U U U U W

Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01RMF — varianta A
atery 06/01/2015, 13:30-15:30

L] (7 boda)
Aplikaci Laplaceovy transformace vypoctéte Lebesgueiiv integral
00 qird
SN
f 09 g
0 x4
[] (8 bodu)
Pro parcialni diferencialni operator
— 8 58 d

L @a>0Ab>0)

=—-a —b—,
ot X2 oX
zformulujte prislusnou Cauchyovu alohu, prevedte ji do prostoru zobecnénych funkci a naleznéte fundamen-

talni feseni. Pro Gcely tohoto prikladu si na zakladé vlastnosti Fourierova desatera odvod'te Fouriertiv obraz
2
funkce g(x) = e~¢-9)",

] (5 bodu)
Dokazte: (, O,,
ofkce ZR) A kD f = fxglfxg

[ (8 bodu)

Fourierova transformace miize byt, jak znamo, zavedena na .7, %) nebo .#’. Rozhodnéte, zda x* € .7(R),
resp. X° € 7, resp. X2 € .7’(R). Je-li vase odpovéd v kterémkoli bodé kladna, vypoctéte F[x?]. Pfi hledani
Fourierova obrazu neni dovoleno uzivat vlastnosti Fourierova desatera. Jediné, co Ize z vlastnosti Fourierovy
transformace uzit kromé definic, je: §[6] = 1 a FF[F(X)] = V2rf(-x).

(] (6 bodu)

Necht D € R je zvoleno pevné. Pro funkci

Xn—1 5
fa(X) = O(X) ———e™* neN
odvodte jednoduchy vzorec pro konvoluci fn(X) * fm(X). Zvazte mozné postupy a volte jednodussi variantu
vypoctu.

L] (7 bodi)
Na zakladé definice tenzorového soucinu dokazte, ze pro libovolnou zobecnénou funkci h(t) € 2’(R) plati
rovnost

%¢M9®m»=@m®mu

Ditkaz podrobné komentujte a nevyuzivejte komutativitu tenzorového soucinu! Dokazte také pomocné tvrzeni
o derivaci centrované Heavisideovy funkce. Jakou hodnotu vrati zobecnéna funkce diX(G)(X) ® h(t)) pfi volbé
h(t) = t3 pro Cimrmanovu bufinku?
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Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01RMF — varianta B
pondéli 12/01/2015, 13:00-15:00

] (8 bodu)

Uzitim Laplaceovy transformace vypoctéte pro @, B,y > O integral

fm e_XaX (coS'(Bx) + sir(yx) — coS'(yx) - sirP(8x)) dx.
0

L] (5 bodu)

Pro m,n € N vypoctéte @(X)X" » O(x)x™.

(] (8 bodu)
Pro parcialni diferencialni operator
T 26’_2 ) i

L:aat2 bﬁ’ @a>0Ab>0)

zformulujte prislusnou Cauchyovu dlohu, prevedte ji do prostoru zobecnénych funkci a naleznéte prislusné
fundamentalni Feseni.

] (7 bodu)

Pro Cauchyovu tlohu z predeslého prikladu sestavte prislusné vzorce pro jeji feseni. Tyto maximalné zjednoduste!

] (4 body)

Alespon dvéma zpiisoby dokazte v 2’(E") rovnost 6 = f = f.

L] (8 bodu)

Fourierova transformace mize byt, jak zndmo, zavedena na .7, % nebo .%’. Rozhodnéte, zda X2 € Z(R),
resp. X° € 4, resp. X2 € .7'(R). Je-li vase odpovéd v kterémkoli bodé kladna, vypoctéte F[x?]. Pfi hledani
Fourierova obrazu neni dovoleno uzivat vlastnosti Fourierova desatera. Jediné, co Ize z vlastnosti Fourierovy
transformace uzit kromé definic, je: F[6] = 1 a FF[F(X)] = V21T (-X).
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Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01RMF — varianta C
atery 06/01/2015, 13:30-15:30

] (6 bodi)

Necht a> 0 a u € R jsou parametry. Pro parametrizovanou funkci

g(Xa, ) = \/E e aln)
T

odvodte jednoduchy vzorec pro konvoluci g(Xja,u) * g(X|a, ). Zvazte mozné postupy a volte jednodussi
variantu vypoctu.

[] (7 bodu)
Na zakladé definice tenzorového soucinu dokazte, ze pro libovolnou zobecnénou funkci B(t) € 2’(R) plati
rovnost

%((@,,(x) ®B(1) = 6.(X) ® BO).

Diikaz podrobné komentujte a nevyuzivejte komutativitu tenzorového soucinu! Dokazte také pomocné tvrzeni
o derivaci centrované Heavisideovy funkce. Jakou hodnotu vrati zobecnéna funkce

S (@08 50)

pii volbé B(t) = (t — u)® pro Cimrmanovu bufinku centrovanou do bodu (i, i)?

L] (7 boda)

Aplikaci Laplaceovy transformace vypoctéte Lebesgueiiv integral

0 q=aX _ a=BX )
f T S|n(’}/X) dxa (CL’,B, Y > 0)
0

[ (8 bodu)

Fourierova transformace miize byt, jak znamo, zavedena na .7, %1 nebo .. Rozhodnéte, zda X% € .(R),
resp. X2 € .7, resp. X2 € .7’ (R). Je-li vase odpovéd v kterémkoli bodé kladna, vypoctéte F[x?]. P¥i hledani
Fourierova obrazu neni dovoleno uzivat vlastnosti Fourierova desatera. Jediné, co Ize z vlastnosti Fourierovy
transformace uzit kromé definic, je: §[6] = 1 a FF[F(X)] = V2rf(-X).

[ (5 bodu)
Dokazte: _ _
GfeZR) A D f = fixgl fxg.
[ (8 bodu)
Pro parcialni diferencialni operator
N 2
C=0 _ 29 _p9 (@a>0 A b>0)

ot ox2  Tox’

zformulujte prislusnou Cauchyovu alohu, prevedte ji do prostoru zobecnénych funkci a naleznéte fundamen-

talni feSeni. Pro Gcely tohoto prikladu si na zakladé vlastnosti Fourierova desatera odvod'te Fouriertiv obraz
2

funkce g(x) = e~<-9)°,
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Opravna zapoctova pisemna prace z predmetu 01RMF
pondéli 19/01/2015, 13:00-15:00

L] (7 boda)

Uzitim Laplaceovy transformace vypoctéte konvoluci
O(X)xe ™ x O(X)xe™  (a>0)
a dokazte alespon jeden pouzity vztah z Laplaceova desatera.

[] (8 bodil) Necht f,ge 2’ jsou zobecnéné funkce definované predpisy

. : 0%
(f. (%)) = (@(x) sin) ® yO(y). W)

(G, ¢(x.)) := ¢(0,0).

Cemu se rovna g — f? Vysledek maximalné zjednoduste.

[ (10 bodu)
Definujte klasickou Cauchyovu tlohu pro vinovou rovnici v R™!, prevedte ji do prostoru zobecnénych funkci
a naleznéte fundamentalni fedeni pislusného operatoru v R+,

L] (7 boda)
Necht

X+y

XYy _xy
fe(Xy) = O(X,y) e
Necht f, je zobecnéna funkce, jejimz generatorem je funkce f.(XY). Vypoctéte limitu lim.—o, f, ve tride

2'(R?).

(] (10 boda)
Metodou iterovanych jader feSte integralni rovnici

(%) = 1 fo yp(y) dy + X3

Tvar £—tého jadra provérte detailné matematickou indukci! Odlisnd metoda FeSeni je nepfipustnal

Pro udéleni zapoctu je nutno ziskat alespon 21 bodi.



