
CELKEM1Příjmení a jméno 2 3 4 5 BONUS6

Zkou²ková písemná práce £. 1 z p°edm¥tu 01MAB3
17/01/2017, 9:30–11:30

Ê (12 bod·)
Pro diferenciální rovnici

x2(1 − x2)y′′ + x(4x2 − 5)y′ + (8 − 6x2)y = 0.

existuje monom, který leºí v jejím fundamentálním systému. Rovnici vy°e²te.

Ë (10 bod·)
Nalezn¥te st°ed formálního °e²ení rovnice

y′(4x + 17y − 50) + x + 4y − 12 = 0.

Co je tímto formálním °e²ením? Která z formálních °e²ení procházejí bodem (x0, y0) = (6, 2)?

Ì (5 bod·)
Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci funk£ní °ady

∞∑
n=1

ln(nx)
√

x4 + n2

na mnoºin¥ v²ech kladných reálných £ísel.

Í (6 bod·)
Nech´ je dána mnoºina X = {(x, y) ∈ R2 : |x| + |y| 6 1} v metrickém prostoru R2 s metrikou

ϱ(x⃗, z⃗) = |x1 − z1| + ⌈|x2 − z2|⌉ .

Rozhodn¥te (a °ádn¥ zd·vodn¥te), zda jsou body a⃗ = (0, 1), b⃗ = (1, 0) hromadnými nebo izolovanými body
mnoºiny X. Nep°ehlédn¥te horní celou £ást ve druhém s£ítanci!

Î (9 bod·)
Hledejte analytickou funkci y(x), pro kterou platí, ºe

∀n ∈ N0 : y(n)(0) =
3n+2

n + 2
.

Ï (8 bod·)
Pro kvadriku

x2 − 2xy + u2 − 2uv + 2v2 − 2z = 2

stanovte ob¥ signatury, normální tvar a p°íslu²nou normalizující transformaci. Je zadaná kvadrika regulární
nebo singulární? Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.



CELKEM1Příjmení a jméno 2 3 4 5 BONUS6

Zkou²ková písemná práce £. 2 z p°edm¥tu 01MAB3
24/01/2017, 9:30–11:30

Ê (13 bod·)
Nalezn¥te °e²ení diferenciální rovnice

(25 − x2)y′′ − xy′ + y = 0

procházející bodem (x0, y0) = (4, 13) a mající v bod¥ x1 =
√

5/2 lokální maximum.

Ë (5 bod·)
Rozhodn¥te, zda v Hilbertov¥ prostoru se skalárním sou£inem

⟨
f |g⟩ := 35

∫ 1

0
f (x)g(x)x2 dx

platí, ºe x2 ∈ U 1
2
(x).

Ì (9 bod·)
V prostoru R3 sestrojte polární bázi B, která je generována kvadratickou formou

q(x, y, z) = −2x2 − y2 − 20z2 − 4xy − 14xz − 10yz,

a spl¬ující následující poºadavky:

• (1, 3,−1)ᵀ ∈ B
• ∃u⃗ ∈ B : ⟨(0, 0, 1)ᵀ |⃗u⟩ = 0.

Na základ¥ znalosti polární báze sestavte transforma£ní vztahy x⃗ = Dy⃗, které zadanou kvadratickou formu
p°evád¥jí na její normální tvar. Tento zapi²te. Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Í (9 bod·)
Ukaºte, ºe z dvojice Abelovo/Dirichletovo kritérium lze pro vy²et°ení stejnom¥rné konvergence °ady

∞∑
n=2

(−1)n

ln(n)
n

√
8n2 + x2

; M = R

uºít pouze jediné. Detailn¥ zd·vodn¥te!

Î (6 bod·)
Zkompletujte fundamentální systém diferenciální rovnice t°etího °ádu, víte-li, ºe se v n¥m jist¥ nachází funkce
e2x, ºe nultý koe�cient ℘0(x) v p°íslu²ném diferenciálním operátoru je nulový a ºe hodnota wronskiánu hle-
daného fundamentálního systému je 4e2x(2x − 1). Výsledek upravte do nejjednodu²²ího moºného tvaru.

Ï (8 bod·)
Sestavte £íselnou °adu reprezentující hodnotu integrálu∫ π

4

0

1 − cos(x)
x2 dx.



CELKEM1Příjmení a jméno 2 3 4 5 BONUS6

Zkou²ková písemná práce £. 3 z p°edm¥tu 01MAB3
07/02/2017, 9:30–11:30

Ê (11 bod·)
Formálním °e²ením diferenciální rovnice

y′ =
y2

x2 − 2 y
x − 1

y2

x2 + 2 y
x − 1

je kruºnice o polom¥ru R = 4
√

2. Do p°iloºeného obrázku (vloºeného do sloºky ur£ené k °e²ení) dokreslete
sou°adnicový systém tak, aby korespondoval se zadáním úlohy.

Ë (7 bod·)
Nech´ je v R3 dána báze {u⃗, v⃗, w⃗} polárn¥ sdruºená s kvadratickou formou q(x⃗), jejíº matice má následující
minory ∆1 = −8, ∆2 = 4 a ∆3 = −2. �emu se rovná q(u⃗ + 2v⃗ + 4w⃗) ?

Í (7 bod·)
Nalezn¥te úplné °e²ení diferenciální rovnice

(1 − x2)y′′ − xy′ + y = 0

víte-li, ºe funkce v(x) =
√

x2 − 1 je jedním z jejích °e²ení.

Î (7 bod·)

Na Hilbertov¥ prostoru se standardním funkcionálním skalárním sou£inem
∫ 1

0 f (x)g(x) dx je dána mnoºina

A =
{
ga(x) = x + 2

√
a2x3 + 6(1 − ax2) : a ∈ R

}
.

Vypo£t¥te vzdálenost dist(x, A) funkce x od mnoºiny A.

Ï (10 bod·)
Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci °ady funkcí

∞∑
n=1

(−1)n (4n)!!
(4n + 1)!!

cosh(nx) + sinh(nx)
cosh(nx)

na mnoºin¥ U = ⟨0,∞).

Ì (8 bod·)
Ov¥°te spln¥ní (pop°. prokaºte nespln¥ní) nutné podmínky stejnom¥rné konvergence funk£ní °ady

∞∑
n=1

ln(nx)
√

x4 + n2

na mnoºin¥ v²ech kladných reálných £ísel.





CELKEM1Příjmení a jméno 2 3 4 5 BONUS6

Zkou²ková písemná práce £. 4 z p°edm¥tu 01MAB3
14/02/2017, 9:30–11:30

Ê (9 bod·)
Pro kvadriku

x2 − 4xy − 14xz + 4y2 + 29yz + 49z2 = 0

stanovte ob¥ signatury, normální tvar, polární bázi a p°íslu²nou normalizující transformaci. Je zadaná kvadrika
regulární nebo singulární? Numerické chyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

Ë (10 bod·)
Ur£ete Taylorovu °adu funkce

f (x) =
1

√
x − 3

v bod¥ x0 = 7 a stanovte její obor konvergence. Výsledek upravte do tvaru s vícenásobnými faktoriály.

Ì (5 bod·)
Co nejp°esn¥ji vykreslete okolí U6(0, 0) v metrickém prostoru R2 s metrikou

ϱ(x⃗, z⃗) = 3
√
|x1 − z1| + 2

√
|x2 − z2|.

Í (9 bod·)
Nalezn¥te úplné °e²ení diferenciální rovnice

y′′ + 4y′ + 4y = e−2x
(
1 +

1
x

)
.

Î (9 bod·)
Nalezn¥te sou£et £íselné °ady

∞∑
m=1

m2

5m .

Výsledek upravte do tvaru zlomku v základním tvaru.

Ï (8 bod·)
Nalezn¥te formální °e²ení diferenciální rovnice

y − 2x = y′(y − x)

a rozhodn¥te, co nalezené °e²ení p°edstavuje.



CELKEM1Příjmení a jméno 2 3 4 5 BONUS6

Zkou²ková písemná práce £. 5 z p°edm¥tu 01MAB3
08/03/2017, 9:20–11:20

Ê (5 bod·)
Dokaºte, ºe matice

A =

(
⟨u⃗|⃗u⟩ ⟨w⃗|⃗u⟩
⟨u⃗|w⃗⟩ ⟨w⃗|w⃗⟩

)
je tém¥° za v²ech okolností (tj. skoro pro v²echny volby vektor· u⃗, w⃗ z libovolného prehilbertovského prostoru)
pozitivn¥ de�nitní. Kdy tomu tak není?

Ë (7 bod·)
Následující úloha se odehrává na jistém Hilbertov¥ prostoru funkcí de�novaných na ⟨0,+∞), kde je zaveden
skalární sou£in s Laguerreovou vahou w(x) = e−x. Je-li níºe uvaºováno o £ísle ε, myslí se jeho konkrétní
hodnota, a sice ε =

√
7!

39 . P°i °e²ení lze uºít faktu, ºe∫ ∞

0
xme−βx dx =

(m − 1)!
βm+1 .

Zn¥ní úlohy: Kolik £len· posloupnosti (xne−nx)∞n=1 neleºí v ε−ovém okolí její limitní funkce?

Ì (9 bod·)
Nalezn¥te maximální °e²ení diferenciální rovnice

y′′′ − 3y′ − 2y = 6e−x − 4xex.

Í (8 bod·)
Vy²et°ete obor konvergence °ady

∞∑
m=1

(
7

m2 +
2
m

)
(x + 4)m.

Î (10 bod·)
Sestavte Cauchyovu úlohu pro sou£et mocninné °ady

∞∑
m=0

x4m

(4m)!

a tuto vy°e²te.

Ï (11 bod·)
Nalezn¥te °adu reprezentující funkci

φ(x) =
∫ x

0

∞∑
m=1

2y
m4 + y4 dy

a rozhodn¥te, zda na svém oboru konvergence konverguje stejnom¥rn¥.


