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➊ (8 bod·)

Kde na obrázku leºí bod (6, 3)? Uºijte faktu, ºe zakreslená k°ivka

p°edstavuje formální °e²ení rovni
e

y′(2y − x) + x − y − 1 = 0

a uvedený bod na ní leºí. Poznámka: �tvere£ky v obrázku mají

rozm¥r 1 × 1.

➋ (10 bod·)

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞
∑

n=1

(−1)n (4n)!!

(4n + 1)!!

cosh(nx) + sinh(nx)

cosh(nx)

na mnoºin¥ A = 〈0,∞).

➌ (9 bod·)

Rovni
i

xy′′′ + (3 − 6x)y′′ + 12(x − 1)y′ + (12 − 8x)y = −8x2
+ 24x − 12

°e²í funk
e w1(x) = x(e2x
+ 1) a w2(x) = x. Nalezn¥te v²e
hna její °e²ení.

➍ (8 bod·)

Ne
h´ a > 0 je zvoleno pevn¥. P°ímou metodu (tj. dosazením do de�ni£ního vztahu a bez pouºití rozvoj·

elementární
h funk
í) sestavte Ma
laurinovu °adu funk
e

g(x) = ln(1 + ax),

nalezn¥te její obor konvergen
e a prokaºte, ºe sou£tem získané °ady je skute£n¥ funk
e g(x).

➎ (6 bod·)

Která z funk
í x2, x6
svírá s funk
í x4

v¥t²í úhel? Úlohu °e²te pro Hilbert·v prostor spojitý
h funk
í de�nova-

ný
h na intervalu 〈−1, 1〉. Skalární sou£in zave¤te jako standardní.

➏ (9 bod·)

Nalezn¥te sou£et mo
ninné °ady

∞
∑

n=0

x4n

(4n)!
.

Návod: �adu £ty°ikrát derivujte a sestavte Cau
hyovu úlohu pro její sou£et. Tuto vhodnými metodami °e²te.
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➊ (10 bod·)

Sestavte Taylorovu °adu funk
e

f (x) =
1

4
√

7 + x

v bod¥ x = 9. Nalezenou °adu upravte do tvaru s ví
enásobnými faktoriály a poté ur£ete obor konvergen
e

vypo£tené °ady.

➋ (5 bod·)

Pro která α ∈ R má kvadrati
ká plo
ha

x2 − 2αxy + αy2
+ 2αx = α2

hlavní signaturu rovnou troji
i (1, 1, 1)? Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

➌ (10 bod·)

Nalezn¥te alespo¬ jedno expli
itní a poté i v²e
hna impli
itní °e²ení (tj. °e²ení ve formálním tvaru) rovni
e

y′ =
−x + 3y − 10

x + y + 2
.

Nalezená °e²ení upravte do tvaru, který neobsahuje logaritmy.

➍ (10 bod·)

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞
∑

n=1

(−1)n n!

(2n + 1)!!

2n · n2

n2
+ x2

na mnoºin¥ A = 〈0,∞).

➎ (10 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y =
10

x
e

2x.

➏ (5 bod·)

Vykreslete okolí U6(0, 0) v metri
kém prostoru R
2
s metrikou

̺(~x, ~y) = 2 ⌈|x1 − y1|⌉ + |x2 − y2|.

Nep°ehlédn¥te horní 
elou £ást v prvním s£ítan
i!
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➊ (5 bod·)

Pro dv¥ funk
e f (x), g(x) z Hilbertova prostoru platí rovnosti:

〈g|g〉 = 5, 〈 f | f 〉 = 3, ̺( f , g) = 2, ̺( f , ig) =
√

2.

Vypo£ítejte, jakou hodnotu má skalární sou£in 〈g| f 〉.

➋ (9 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

x2 − 4xy + 2xz + 3y2 − 6yz + 9z + 9 = 0

stanovte hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar, název a st°ed. Stanovte také normalizují
í transforma
i a

její tvar upravte do mati
ové podoby. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

➌ (10 bod·)

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞
∑

n=1

(−1)n+1 nx
√

1 + 3n4 x2

na mnoºin¥ A = 〈0,∞).

➍ (9 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

y′′ − 2
y

x2
= 54 ln(x).

➎ (6 bod·)

V metri
kém prostoru R
2
je zadána metrika

κ(~x, ~y) = a|x1 − y1| + b|x2 − y2|,

kde a, b > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Na£rtn¥te okolí Uε(~0) a vypo£ítejte jeho obsah.

➏ (11 bod·)

Sestavte Taylorovu °adu funk
e

g(x) =

∫ x

3

1
√

y + 1
dy

se st°edem v bod¥ x = 3 a ur£ete její obor konvergen
e. Výsledek upravte do tvaru s ví
enásobnými faktoriály.

Návod: °e²ení zahajte hledáním Taylorovy °ady integrandu v bod¥ y0 = 3.
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➊ (9 bod·)

Nalezn¥te sou£tovou funk
i pro °adu

∞
∑

n=0

(−1)n x3n

(3n)!

a její de�ni£ní obor.

➋ (8 bod·)

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞
∑

n=1

n32nx

en(n2
+ x2)

na mnoºin¥ v²e
h reálný
h £ísel.

➌ (6 bod·)

Nalezn¥te pr·nik jader operátor·

L̂ =
d

2

dx2
+

(

2 − 2

x

)

d

dx
+

2 + x(x − 2)

x2
, K̂ =

d
3

dx3
+ 2
d

2

dx2
+

d

dx
.

➍ (11 bod·)

Nalezn¥te v²e
hna °e²ení oby£ejné diferen
iální rovni
e

x3y′′′ − 2x2y′′ − 8xy′ + 20y =

(

28

x

)2

.

Neopome¬te hledat také °e²ení s de�ni£ním oborem rovným intervalu (−∞, 0).

➎ (8 bod·)

Ne
h´ je v prostoru R
2
zadána metrika ̺(~x, ~y) := max

{

3|x1 − y1|, |x2 − y2|
}

. Rozhodn¥te, zda existuje bod

~a ∈ R
2, který

1. sou£asn¥ leºí v okolí
h U6(0, 0) a U3(3, 9);

2. sou£asn¥ leºí v uzáv¥re
h okolí U6(0, 0) a U3(3, 9).

Ob¥ okolí podrobn¥ na£rtn¥te! Dále rozhodn¥te, zda má posloupnost se £leny

~xn =

(

n + 3

n + 2
;

(n + 3)2

(n + 2)2

)

v takovém metri
kém prostoru limitu £i ne.

➏ (8 bod·)

V závislosti na hodnot¥ µ ∈ R ur£ete hlavní signaturu kvadriky

Q(x, y, z) = µ2
+ x2
+ 2µx(1 + y) − z2 − 9 = 0

a její st°ed.
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➊ (4 body)

Ze které Eulerovy diferen
iální rovni
e vznikne substitu
í x = et
rovni
e ÿ − 5ẏ + 4y = 0?

➋ (9 bod·) Vypo£t¥te

∫ ∞

0

∞
∑

n=1

xe−n4x2

dx.

Uºijte faktu, ºe

∑∞
n=1

1

n4 =
π4

90
. Neopome¬te diskutovat oprávn¥nost v²e
h opera
í.

➌ (8 bod·)

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

(−1)n (4n − 3)!!!!

n!
(x − 1)2n.

Jak se zm¥ní výsledek, pokud ze zadání zmizí faktor (−1)n?

➍ (10 bod·)

Rozhodn¥te, zda je moºno derivovat °adu funk
í

∞
∑

n=1

(−1)n+1

√
x2
+ 8n2

na libovolném intervalu (−c, c), kde (c > 0), £len po £lenu. Korektn¥ a detailn¥ zd·vodn¥te!

➎ (10 bod·)

Formálním °e²ením úlohy

2y′ =
y

x
− 3 − 9x

3x + y
, y

(

2

3

)

= −2

je jistá kuºelose£ka. Jaká? Nalezn¥te její st°ed, existuje-li.

➏ (9 bod·)

Pro která µ ∈ R je kvadrati
ká forma

(x1, x2, x3)





















µ −1 −1

−1 µ −1

−1 −1 µ









































x1

x2

x3





















semide�nitní? Stanovte, zda pozitivn¥ £i negativn¥ a pro nalezená µ zapi²te vektorové spektrum dané formy.

Numeri
ké 
hyby v tomto p°íklad¥ se netolerují!
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➊ (8 bod·)

Rozhodn¥te, zda je moºno derivovat °adu funk
í

∞
∑

n=1

√
1 + n4x2

n4

na R £len po £lenu. Korektn¥ a detailn¥ zd·vodn¥te!

➋ (6 bod·)

Nalezn¥te vektorové spektrum mati
e

A =





















−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1





















a na jeho základ¥ ur£ete ob¥ signatury a název kvadriky ~x⊺A~x = 1.

➌ (6 bod·)

Která z funk
i xα (α > 0) leºí nejblíºe funk
i 4x2
v Hilbertov¥ prostoru, který je zaveden skalárním sou£inem

〈 f |g〉 =
∫ 1

0

f (x)g(x) dx?

➍ (10 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
e

y′′ − 8y′ + 16y = 12xe4x, y′′ − 8y′ + 16y = 12x−1
e

4x.

➎ (10 bod·)

Nalezn¥te formální °e²ení diferen
iální rovni
e

2x · y′ = 2y2 − x2

2y + x

vyhovují
í podmín
e y(4) = 0. Detailn¥ diskutujte, jakou kuºelose£ku vypo£tené °e²ení p°edstavuje a jaký je

její st°ed. Formální °e²ení také na£rtn¥te.

➏ (10 bod·)

Sestavte Taylorovu °adu funk
e

g(x) =

∫ x

0

√

y2
+ 4 dy

se st°edem v bod¥ x = 0 a ur£ete její obor konvergen
e. Výsledek upravte do tvaru s ví
enásobnými faktoriály.


