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➊ (9 bod·) Pro parametry a > 0 a b, c ∈ R vypo£t¥te integrál

∫ ∞

0

e
−ax cos2(cx) − cos2(bx)

x
dx.

➋ (5 bod·) Rozhodn¥te, pro která a ∈ R platí tvrzení Θ(x)Θ(1 − x)xa ∈ L (R, λ).

➌ (11 bod·) Vy²et°ete lokální extrémy funke z, jeº je zadána rovnií

z3
+ 3uz2

+ 4x2
+ 24xy − u3

+ 68y + 2y2
= 37.

Omezte se na p°ípad, kdy z > 0 a sou£asn¥ u > 0.

➍ (6 bod·) Heineovou v¥tou rozhodn¥te, zda má funke

h(x, y) =















y(x+3)

y2+(x+3)2 + 3(x − 1) . . . (x, y) , (−3, 0),

−12 . . . (x, y) = (−3, 0),

limitu v bod¥ (−3, 0). Své tvrzení podrobn¥ komentujte!

➎ (9 bod·) Nalezn¥te obenou rovnii te£né roviny k plo²e

x2y2

a4
+

y2z2

b4
+

x2z2

c4
= 1

v jejím bod¥ (x0, y0, z0). Výsledek maximáln¥ zjednodu²te.

➏ (10 bod·) Vypo£t¥te

∫

bd(Q)

(y3;−3xy2) dµc(x, y),

kde Q =
{

(x, y) ∈ R
2 : x2

+ y2 < 4 ∧ y > 1
}

. Rozvaºte, zda nelze k výpo£tu uºít n¥kterou z integrálníh v¥t.
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➊ (9 bod·) Vypo£ítejte integrál z vektorové funke (6x2y3, x3y2) po k°ive

(

x2

a2
+

y2

b2

)4

=
2xy

ab
.

➋ (12 bod·) Pro funki z(x, y), jeº je impliitn¥ zadána soustavou rovni

x2
+ y2
+ z2
+ 16u = 22,

z3 − 2z2y − 4xyz + 8x2y2
= 0,

ur£ete hodnotu Laplaeova operátoru ∆z v bod¥ ~a = (1, 1).

➌ (9 bod·) Vy²et°ete lokální extrémy funke g(x, y, z) = xy2z(10 − 2x − y − z) na mnoºin¥ (0,+∞)3.

➍ (6 bod·) Neh´ a, b > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Zapi²te parametrizai mnoºiny

A =

{

(x, y) ∈ E
2 :

x4

a4
+

y4

b4
=

x2

a2
∧ x > 0 ∧ y > 0

}

.

➎ (8 bod·) Dvoudimenzionální míra µ(X) je zadána prost°ednitvím dvou vytvo°ujííh funkí:

ψ(y) = y3
& ϕ(x) =

{

x x < 0,

1 + x2 x > 0.
(1)

Ur£ete obsah elipsy

E =

{

(x, y) ∈ R
2 :

x2

a2
+

y2

b2
6 1

}

.

➏ (6 bod·) Pro funki

g(x, y) =















y2 x2

(y2+x2)3/2 + 2x + 3y + 1 . . . (x, y) , (0, 0)

1 . . . (x, y) = (0, 0)

vypo£ítejte sm¥rovou derivai ve sm¥ru ~s = (1, 1) v bod¥ (0, 0) a hodnotu

〈~s | grad g(0, 0)〉

‖~s‖

a diskutujte vztah mezi ob¥ma výsledky. Jaký fakt z n¥ho vyplývá?
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➊ (8 bod·) Nalezn¥te globální extrémy funke f (x, y) = 2x + 6y na mnoºin¥

M =
{

(x, y) ∈ E
2 : x2

+ y2 − 6x + 8y 6 15
}

.

�emu se rovná f (M) a pro£?

➋ (10 bod·) Neh´ je dána mnoºina Z =

{

(x, y, z) ∈ R
3 :

(

x2
+ y2

)2
= x2 − y2 ∧ z = 7 ∧ x > 0

}

. Vypo£ítejte

integrál

∫

Z

z(x3 − xy2) dµc(x, y, z).

➌ (13 bod·) �e²te pariální difereniální rovnii

x2 ∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂

2u

∂y2
− 2u(x, y) = 0

uºitím transformae

(r, s) =

(

y

x
,

x2

y

)

.

Neopome¬te stanovit maximální mnoºinu regularity zadané transformae.

➍ (5 bod·) Nalezn¥te alespo¬ jednu funki, která spl¬uje v²ehny následujíí vlastnosti: V po£átku sou°adné

soustavy má funk£ní hodnotu rovnou nule. Má staionární bod, jehoº v²ehny sou°adnie jsou rovny jedné, a

její Hessova matie v tomto staionárním bod¥ má v²eh svýh dev¥t £len· rovnýh t°em. Nápov¥da: úloha

má jedno- aº dvou°ádkové °e²ení.

➎ (6 bod·) Neh´ a, b > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Zapi²te parametrizai mnoºiny

A =

{

(x, y, z) ∈ E
3 :

x4

a4
+

y4

b4
=

x2

a2
∧ x > 0 ∧ y > 0

}

.

➏ (8 bod·) Vypo£ítejte objem t¥lesa ohrani£eného plohou

x4

a4
+

y2

b2
+

z4

c4
= 1.

Výsledek vyjád°ete pomoí Gamma-funke (viz zadní strana zadání).
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➊ (7 bod·) Vypo£ítejte integrál z funke x2y2
p°es mnoºinu {(x, y) ∈ R

2 : |x| + |y| = 1}.

➋ (9 bod·) Nalezn¥te jednotkový sm¥r, v n¥mº funke z(x, y) (zadaná níºe uvedenou soustavou rovni) v

bod¥ (ax, ay) = (−1, 1) nestoupá ani neklesá.

32(x2
+ y2) = z2

+ 32u3, 4(x + y) = 8 + 4u − z.

➌ (8 bod·) Vy²et°ete lokální extrémy funke f (x, y, z) = xy + xz + yz na vazb¥ 4x + 2y + z = 7.

➍ (9 bod·)

Vy£íslete hodnotu integrálu

H(a) =

∫ ∞

0

e
−x2

cos(ax) dx

v závislosti na hodnot¥ parametru a ∈ R. V²ehny t°i p°edpoklady uºité v¥ty expliitn¥ ov¥°te. Hodnotu

Gaussova integrálu odvo¤te!

➎ (8 bod·) Vypo£ítejte objem a t¥ºi²t¥ koule o polom¥ru R, je-li míra zadána prost°ednitvím vytvo°ujííh

funkí ϕ(x) = x, ψ(y) = Θ(y)y2, ω(z) = z3. Symbol Θ(y) reprezentuje Heavisideovu skokovou funki.

➏ (9 bod·) Pariální difereniální rovnii

x2∂
2 f

∂x2
− y2 ∂

2 f

∂y2
= 40x5y

transformujte substitu£ními vztahy r = xy a s = x2/y2
a vy°e²te ji!
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➊ (5 bod·) Zapi²te v²eh p¥t axiom· míry a ukaºte, ºe jeden z nih lze z de�nie míry vynehat, tedy ºe

uvedená vlastnost m·ºe být dokázána ze zbylýh £ty°.

➋ (9 bod·) Vypo£ítejte:

∫ ∞

0

e
−ax6

− e−bx6

x4
dx.

Tvrzení o integrabilní majorant¥ expliitn¥ (tj. výpo£tem) prokaºte. Dále ukaºte, ºe integrand (a£koli sám

není spojitý v nule) je na 〈0,+∞) ekvivalentní s jistou spojitou funkí. Zapi²te ji.

➌ (9 bod·) Neh´ a, b, c > 0. Vypo£t¥te klasikou t°ídimenzionální míru mnoºiny

B =















(x, y, z) ∈ R
3 :

(

|x|

a
+
|y|

b

)2

+
z2

c2
6

√

|x|

a
−
|y|

b















.

➍ (8 bod·) Ov¥°te, ºe soustava rovni

x2
+ y2
+ z2 − 3xyz = 0, u = xy2z3

zadává na okolí bodu

~λ = (1, 1, 1, 1) funki u(x, y). Poté vypo£ítejte její totální difereniál prvního °ádu v bod¥

~a = (1, 1). Na základ¥ znalosti totálního difereniálu pak sestavte rovnii te£né roviny ke grafu funke u(x, y)

v bod¥ ~a.

➎ (9 bod·) Neh´ a > 0 je parametr. Vypo£ítejte integrál z funke g(x, y) = xy p°es mnoºinu

{

(x, y) ∈ R
2 : x, y > 0 ∧ (x2

+ y2)2
= a2(x2 − y2)

}

.

➏ (10 bod·)

Vy²et°ete lokální extrémy funke

f (x, y, z) = yz + 2x(y + z)

na £ásti elipsoidu

E =
{

(x, y, z) ∈ E
3 : x, y, z > 0 ∧ 4x2

+ y2
+ z2
= 12

}

.

Pozn. Je-li hybn¥ ur£en staionární bod (staionární body), v oprav¥ se dále nepokra£uje.
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➊ (7 bod·) Na elipsoidu

x2
+ 2xy + 2y2 − 2xz + 2yz + 6z2

= 1

nalezn¥te bod s nejvy²²í hodnotou sloºky z. �e²ení zahajte slovním popisem postupu, který k tomu hodláte

vyuºít.

➋ (9 bod·) Aplikaí vhodné integrální v¥ty vypo£ítejte k°ivkový integrál

∫

bd(A)

(

0; x2y
)

dµc(x, y),

kde

A =



















(x, y) ∈ E
2 :

(

x4

a4
+

y4

b4

)
5

12

6
x

a
∧ x > 0 ∧ y > 0



















.

➌ (10 bod·) Neh´ a, b, c > 0 a c < {a, b}. Uºitím v¥ty o derivai integrálu podle parametru vypo£t¥te ur£itý

integrál

∫ ∞

0

x

x2 + c2

(

arctg
x

a
− arctg

x

b

)

dx.

Nepode¬te diskusi formalit °e²ení.

➍ (9 bod·) Jaký je podíl plohy útvaru

B =

{

(x, y) ∈ E
2 : x, y > 0 ∧

x3

a3
+

y3

b3
6 1

}

ku plo²e obdélníku O = 〈0, a〉×〈0, b〉 p°i volb¥ vytvo°ujíí funke ϕ(τ) = τ3? Situai pro p°ehlednost nakreslete

do obrázku.

➎ (6 bod·) Funke

f (x, y) =















3(y+2)2 x4

(y+2)4+5x8 . . . (x, y) , (0,−2),
4
7

. . . (x, y) = (0,−2),

je spojitá v bod¥ (0,−2) vzhledem k jistým mnoºinám Mαβ =
{

(x, y) ∈ E
2 : y = αx2

+β
}

. Kolik °e²ení má daná

úloha?

➏ (9 bod·) �e²te pariální difereniální rovnii

x2 ∂
2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
− x

∂u

∂x
− 2x

∂2u

∂x∂y
+ 2

∂u

∂y
− 3u(x, y) = 0.

Uºijte k tomu zobrazení (r; s) = (y + ln(x); x).
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➊ (10 bod·)

Neh´ a > 0. Uºitím v¥ty o derivai integrálu s parametrem vypo£t¥te ur£itý integrál

∫ ∞

0

x

x2 + 1

(

arctg x − arctg
x

a

)

dx.

➋ (9 bod·)

Vypo£ítejte objem t¥lesa

T =















(x, y, z) ∈ E
3 : x, y, z > 0 ∧

(

(

x

a
+

y

b

)2

+
z2

c2

)7/2

6

(

x

a
+

y

b

)4

−
z4

c4















.

➌ (5 bod·)

Rozhodn¥te, zda má funke

h(x, y) =















2(x + 5) +
y(x+2)

y2+(x+2)2 . . . (x, y) , (−2, 0),

6 . . . (x, y) = (−2, 0),

limitu v bod¥ (−2, 0). Své tvrzení podrobn¥ komentujte!

➍ (10 bod·)

Nalezn¥te lokální extrémy funke g(x, y, z) = xy(z2 − 9) na mnoºin¥

G =
{

(x, y, z) ∈ E
3 : x, y, z > 0 ∧ 3x2

+ 3y2 − z4
= 0

}

.

➎ (7 bod·)

Neh´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Nalezn¥te obenou rovnii te£né roviny k plo²e

x3

a3
+

y3

b3
−

z3

c3
= 1

v jejím bod¥ (x0, y0, z0). Upravte do elegantního tvaru. Diskutujte rozsah platnosti výsledku.

➏ (9 bod·)

Neh´ a > 0 je zvoleno pevn¥. K°ivku

W =
{

(x, y, z) ∈ E
3 : y = a ∧ x2

+ z2
= 4az

}

korektn¥ parametrizujte a poté vypo£t¥te integrál

∫

W

z2y dµc(x, y, z).

Jakou geometrikou p°edstavu o k°ive máte?
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➊ (4 body) Vy²et°ete lokální extrémy funke f (x, y, z) = xy + xz + yz.

➋ (9 bod·) Jaký je podíl plohy (v proenteh) útvaru

B =

{

(x, y) ∈ E
2 :

x3

a3
+

y3

b3
6 1

}

ku plo²e obdélníku O = 〈−a, a〉 × 〈−b, b〉 p°i volb¥ vytvo°ujíí funke ϕ(τ) = τ5|τ|? Neopome¬te teoretiké

aspekty °e²ení (nap°. spln¥ní p°edpoklad· u pouºitýh metod) .

➌ (7 bod·)

Prov¥°te, zda má funke

f (x, y) =















2x + 2x5

x4+y2 + 3y − 8 . . . (x, y) , (0, 0),

−8 . . . (x, y) = (0, 0),

totální difereniál v bod¥ (0, 0). Své tvrzení podrobn¥ komentujte!

➍ (12 bod·) Nalezn¥te Taylor·v polynom prvního stupn¥ funke u = u(x, y, z) v bod¥ ~a = (x0, y0, z0) =

(2, 3,−1). Funke u = u(x, y, z) neh´ je zadána rovnií

u3 − xu2 − 4zu + y − 4u = 3.

Dále vypo£t¥te

∂2u
∂x∂z

(~a).

➎ (9 bod·)

Neh´ a > 0 je zvoleno pevn¥. K°ivku

W =
{

(x, y, z) ∈ E
3 : x2

+ 6ax + y2 − 8ay = 0 ∧ z = a
}

korektn¥ parametrizujte a poté vypo£t¥te integrál

∫

W

x2

z2
dµc(x, y, z).

Jakou geometrikou p°edstavu o k°ive máte?

➏ (9 bod·)

Vypo£ítejte integrál

∫

U

√

x
a
+

y

b
+

z
c
d(x, y, z), kde

U =

{

(x, y, z) ∈ R
3 : x, y, z > 0 ∧

(

x

a
+

y

b
+

z

c

)2

6
x

a
−

y

b

}

.


