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1 Nahodné matice

Néahodné matice v soucasnosti nachazeji své aplikace stéle castéji v oblastech kvan-
tovych ¢ chaotickych systému. Jsou to takové matice, jejichz prvky jsou ndhodna
¢isla, vybrand z néjakého rozdéleni. Z mnoha druhtu ndhodnych matic byly pro
ucely clanku pouzity ¢tvercové hermiteovské matice fadu N, s prvky vybranymi
z Gaussova normalniho rozdéleni. Vlastnosti takovych nahodnych matic, se dale
rametr 3, charakterizujici spektrum vlastnich ¢isel. Z vyse zminénych druhu matic
jsou zde vyuzity tii zakladni t¥idy nahodnych matic, oznacované jako GOE, GUE
a GSE.

e Matice tiidy GOE (Gaussian orthogonal ensemble) jsou realné a symetrické
a spektrum je charakterizovano parametrem 5 = 1.

e Matice tiidy GUE (Gaussian unitary ensemble) jsou matice s prvky vy-
branymi z komplexnich ¢isel, hodnota 5 = 2.

e Matice tiidy GSE (Gaussian symplectic ensemble) jsou pak kvaternionové
matice sudého radu. Pro né plati § = 4.

Zkoum4 se spolecné rozdéleni Q5 (01, ..., 0N) vzdjemnych vzdalenosti vlastnich
Cisel (01, PN ,HN).
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Presné vycisleni hustoty pravdépodobnosti prumérnych vzdéalenosti S sousednich
vlastnich ¢isel, zn. P(S), neni zndmo. Jako jednoduchd aproximace se pouzivé
tzv. Wignerova domnénka

P3(S) = C35” exp(—A435?),

kde Az a Cp predstavuji normaliza¢ni konstanty a zaroven nastavuji stiedni hod-
notu (S) = 1. Odchylka této aproximace od skuteénych P(S) je mensi nez 5%.

V ¢lanku byla navrzena alternativa k Wignerové domnénce, ktera 1épe popisuje
limitni chovéni funkce P(.S). V soucasnosti je oznacovana jako Izrailevova formule:

Ps(S)=A (?)Bexp [—51—7552 - (B - %”) S] : (3)

kde A a B jsou normalizacni konstanty, zavisejici na (.

Dalsimi ze spektralnich vlastnosti ndhodnych matic jsou spektralni rigidita
a Aﬂstatistika. Spektralni rigidita, neboli number variance, popisuje rozptyl poc¢tu
vlastnich ¢isel n(L) na intervalu délky L. Jelikoz pozadujeme (S) = 1, je stfedni
hodnota (n(L)) = L a spektralni rigidita tedy muze byt definovédna predpisem

S3(L) = ((n(L) — L)) .
Podobné A statistika

1 60+27TL/N )
As(L) = 7 max /6 IN(6) — A6 — B> d6, ()

coz je vyraz, ktery se minimalizuje zménou parametri A a B. Mezi spektralni
rigiditou a A statistikou existuje jednoznacny vzajemny vztah
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2 Dysonuv plyn

Jeden ze zpusobu, jak lze modelovat interagujici ¢astice, je vyuziti Dysonova
plynu. Konkrétné mame model N stejné nabitych céastic, které se pohybuji na jed-
notkové kruznici a vzajemné na sebe pusobi Coulombickou silou. Cely systém ma

My ovéem A znaéime pravé spektralni rigiditu.



1
tzv. inverzni termodynamickou teplotu 8 = T (k je Boltzmannova konstanta).
V analogii s chovanim plynu si lze predstavit plyn, ktery proudi z teplotni lazné,
kterd ma pravé termodynamickou teplotu 7. Po dosazeni termodynamické rov-

novahy budou vzdalenosti jednotlivych ¢dstic mezi sebou (6, ...,0y). Celkova
potencialni energie je ddana vztahem
W=— Z ln‘eieﬂ' —ew’“} :
1<j<k<N

Dysonovym zamérem bylo pravé porovnani rozlozeni ¢astic Dysonova plynu
na kruznici s rozlozenim vlastnich ¢isel ndhodnych matic Qng (61, ..., 0N), viz
vztah [I} Pro Coulombicky plyn je partiéni suma, kterd je zaroven normalizacnf
konstantou ()ng, rovna

Zn(B) = (2n) N /0 " e PWdg, ... by . (5)

Porovnanim obou parti¢nich funkci a lze snadno nahlédnout, ze rozlozeni
vlastnich ¢isel ndhodnych matic a rozlozeni vzdalenosti ¢astic Dysonova plynu je
v podstaté stejné.

3 Metropolistv algoritmus

Jednd se vlastné o simulaci Dysonova plynu (zde pro N = 99 ¢éstic, ndhodné
rozlozenych na jednotkové kruznici) metodou Monte Carlo. (y,...,0y) je poca-
tecni vektor vzdalenosti mezi ¢asticemi. Déle se postupuje v jednotlivych krocich
podle nésledujiciho algoritmu:

1. Vypocet potencidlni energie plynu W =W (0y,...,0y).
2. Vygenerovani ndhodného vektoru r = (rq,...,ry) Cisel rovnomérné rozdeé-

lenych na intervalu (—r,r), kde r = 27/N(noise). (V tomto piipadé bylo
pouzito hodnot noise 0,1 a 0, 2.)

3. Posun ¢éstic o r. Pokud by posun mél vést ke zméné poradi ¢astic, nepouzije
se a je vygenerovan novy vektor r.

4. Vypocet nové energie W’. Pokud plati W' < W, piijimaji se nové pozice
¢astic. Jinak je spoc¢itan Boltzmannuv faktor ¢ = e#™~"") a porovnan
s ndhodnym ¢éislem p z intervalu (0, 1). Pro ¢ > p se pfijimaji nové pozice
castic, v opacném piipadé k posunu ¢astic nedojde.

Po dostatecném poctu kroku algoritmu se systém dostane do rovnovéhy.



4 Vysledky simulace

Nejprve bylo tfeba obhajit pouziti Metropolisova algoritmu pro simulaci Dysonova
plynu. Naptiklad lze pouzit porovnani koncové energie ¢astic po dosazeni tepelné
rovnovahy. Teoretickd piedpovéd, ze

U() = 5 [E(3/2) ~m (5/2)] ()

kde L(z) = InT'(1 + 2), je odvozena jako limitni pfipad Dysonova plynu, pficemz
je pouzit Dysonuv odhad parti¢ni funkce ndhodnych matic . Na obrazku (1| je
vidét dobré shoda mezi predpovédi a daty ziskanymi z Metropolisu.
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Obréazek 1: Srovnani zavislosti koncové potencidlni energie
pripadajici na ¢éstici na 8 pii pouziti Metropolisu (¢tverecky
pro noise 0, 2; trojihelniky pro 0, 1) s teoretickou predpoveédi
0]

Na dalsim obrézku [2 jsou experimentalni histogramy porovnavany s Wignero-
vou formuli, resp. Izrailevovou doménkou (3)), nicméné pro celkovych 9900 vzda-
lenosti, pouzitych tvurci clanku, nebyl o¢ekdavan prokazatelny rozdil mezi nimi.
Konecné na obr. [3|1ze vidét, ze A statistika, obzvlasté pro g =2 a 8 = 4, vyborné
odpovida teoretickym predpokladum, odvozenym ze vztahu [4



@) 15

T ] 3 L
€l ] s

Figure 3, Comparison between experimental his-
tograms for the spacing distribution P(S) (9900 spac-
ings, Noise = 0.2) and the Wigner surmise (2.7) (bro-
1 ken curve) and the conjectured Py(S) (4.1) {minimum
] 2 fit: full curve) for: (a) § = 1, x3y = 3430 (Wigner)
] and y3, = 22.27 (our conjecture With fhiyo = LI8);
(b) B =2, x3, = 1987 (Wigner) and x3, = 19.25
(our conjecture with fhiyo = 201); (¢) B = 4,
15: = 22.31 (Wigner) and xgl = 20.03 (our conjecture
with B = 3.71).

Obrazek 2: Porovnani experimentdlnich dat s teoretickymi
predpovédmi — Wignerovou, resp. Izrailevovou domnénkou
pro 5 =1,2,4.

Jako dalsi z cilu si autori ¢lanku vytycili prokazat platnost celé vyse probrané
teorie pro libovolné 5 na intervalu (0,4), kde mé fyzikdlni vyznam. Takové in-
verzni teploty uz neodpovidaji maticim tiid GOE, GUE a GSE. Na obr. {4] je
opét porovnani histogramu se zde navrzenou Izrailevovou formuli , tentokrate
na piikladu § = 0,5 a § = 3,5. Jak je patrné z obr. |5, Izrailevovu formuli Ize
pouzit jako velmi dobrou aproximaci pro vsechna fyzikalné vyznamna . Zde praveée
Binerm je teoreticky pouzita inverzni teplota a ;s je inverzni teplota ziskana z fi-
tovani histogramu. Na obrazku jsou dale patrné dvé hlavni odchylky pro pouziti
predpokladu Bpisto &= Binerm. Jedna se o drobné nadhodnocovani skute¢ného pa-
rametru [ pii pouziti B0 pro mala 8 a naopak podhodnoceni pro velka .
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Figure 4. Comparison between experimental A statis-
tics (9900 values, Noise = 0.2) and the theoretical
, ) ) ) prediction (2.12) for § = 1 (open triangles and dot-
0 5 10 15 20 25 30 ted curve), § = 2 (asterisks and full curve) and § = 4

L (open squares and broken curve).

Obrazek 3: Porovnani A statistiky experimentalnich dat s te-
oretickou piedpoveédi () pro konkrétni 5 = 1,2, 4.

5 Zaveér

V clanku byly porovnavany spektralni vlastnosti nahodnych matic tiid GOE,
GUE a GSE s vlastnostmi termodynamického Dysonova plynu. Partiéni funkce
pro rozlozeni vlastnich ¢isel téchto ndhodnych matic a pro rozlozeni vzdéalenosti
v ustaleném stavu Dysonova plynu jsou shodné. Byl navrzen novy vztah (3| pro
aproximaci rozlozeni vzdalenosti Dysonova plynu na jednotkové kruznici s inverzni
termodynamickou teplotou 3, ktery je nyni oznacovan jako Izrailevova formule.
Déle byla ukazana pouzitelnost Metropolisova algoritmu pro simulaci Dysonova
plynu. Nakonec byla prokazana platnost teorie a Izrailevovy formule pro ruzné
hodnoty § z fyzikdlné zajimavého intervalu (0,4) a zdroven bylo potvrzeno, ze
hodnotu f lze odhadnout z experimentédlnich histogramu s lehkym podhodno-
covanim skutecného [ pro velka  a nadhodnocovanim pro mala 5.
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Figure 5. Comparison between experimental histograms for P(S) for intermediate § (9900
spacings, Noise = 0.1) and the conjectured Pg(S) (4.1) for minimum ¥2 fit (full curve) and
1%-confidence fits (broken curves) for: (a) B = 0.2, B, = 0.35 (xis =44.49); (b) f =05,
Bhisto = 0.68 (x3; = 34.35); (c) B = 0.7, Byisto = 0.79 (33, = 24.99); (d) B = 1.5, Brisio = 1.57
(13 = 31.44); (e) B =25, Bhisto = 2.39 (x3; = 1631); (f) f = 3.5, Bristo = 3.31 (3, = 18.51).

Obrazek 4: Porovnani experimentalnich dat s teoretickou

predpovédi — Izrailevovou formuli pro jinda 5.

[ a1

Binern

fie) 4
/ )
A3
; ]
o 4
o,
mBg
L 2 4
UD
o2
)
.
=
B,
1 2 3 4
ﬂrherm

Figure 6. Dependence of fhis, gained from minimum 2 fit of experimental histograms
using conjectured spacing distribution (4.1), upon f = Berm for: (a) Noise=0.1 with
error bars from 1%-confidence fits; (b) Noise=0.1 (open triangles) and Noise = 0.2 (open

squares).

Obrazek 5: Porovnani parametru (3
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