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1 Náhodné matice

Náhodné matice v současnosti nacházej́ı své aplikace stále častěji v oblastech kvan-
tových či chaotických systémů. Jsou to takové matice, jejichž prvky jsou náhodná
č́ısla, vybraná z nějakého rozděleńı. Z mnoha druh̊u náhodných matic byly pro
účely článku použity čtvercové hermiteovské matice řádu N, s prvky vybranými
z Gaussova normálńıho rozděleńı. Vlastnosti takových náhodných matic, se dále
lǐśı podle druhu uspořádáńı matice; jednou z nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı je pak pa-
rametr β, charakterizuj́ıćı spektrum vlastńıch č́ısel. Z výše zmı́něných druh̊u matic
jsou zde využity tři základńı tř́ıdy náhodných matic, označované jako GOE, GUE
a GSE.

• Matice tř́ıdy GOE (Gaussian orthogonal ensemble) jsou reálné a symetrické
a spektrum je charakterizováno parametrem β = 1.

• Matice tř́ıdy GUE (Gaussian unitary ensemble) jsou matice s prvky vy-
branými z komplexńıch č́ısel, hodnota β = 2.

• Matice tř́ıdy GSE (Gaussian symplectic ensemble) jsou pak kvaternionové
matice sudého řádu. Pro ně plat́ı β = 4.

Zkoumá se společné rozděleńı Qnβ (θ1, . . . , θN) vzájemných vzdálenost́ı vlastńıch
č́ısel (θ1, . . . , θN).

QNβ (θ1, . . . , θN) = Z−1Nβ
∏

1≤j<k≤N

∣∣eiθj − eiθk∣∣β (1)

s normalizačńı konstantou

ZNβ = (2π)−N
∫ 2π

0

∏
1≤j<k≤N

∣∣eiθj − eiθk∣∣β dθ1 . . . dθN . (2)



Přesné vyč́ısleńı hustoty pravděpodobnosti pr̊uměrných vzdálenost́ı S sousedńıch
vlastńıch č́ısel, zn. P (S), neńı známo. Jako jednoduchá aproximace se použ́ıvá
tzv. Wignerova domněnka

Pβ(S) ' CβS
β exp(−AβS2) ,

kde Aβ a Cβ představuj́ı normalizačńı konstanty a zároveň nastavuj́ı středńı hod-
notu 〈S〉 = 1. Odchylka této aproximace od skutečných P (S) je menš́ı než 5%.

V článku byla navržena alternativa k Wignerově domněnce, která lépe popisuje
limitńı chováńı funkce P (S). V současnosti je označována jako Izrailevova formule:

Pβ(S) = A

(
πS

2

)β
exp

[
−βπ

2

16
S2 −

(
B − βπ

4

)
S

]
, (3)

kde A a B jsou normalizačńı konstanty, závisej́ıćı na β.
Daľśımi ze spektrálńıch vlastnost́ı náhodných matic jsou spektrálńı rigidita

a ∆1 statistika. Spektrálńı rigidita, neboli number variance, popisuje rozptyl počtu
vlastńıch č́ısel n(L) na intervalu délky L. Jelikož požadujeme 〈S〉 = 1, je středńı
hodnota 〈n(L)〉 = L a spektrálńı rigidita tedy může být definována předpisem

Σ2
β(L) = 〈(n(L)− L)〉 .

Podobně ∆ statistika

∆β(L) =
1

L
max

∫ θ0+2πL/N

θ0

[N(θ)− Aθ −B]2 dθ , (4)

což je výraz, který se minimalizuje změnou parametr̊u A a B. Mezi spektrálńı
rigiditou a ∆ statistikou existuje jednoznačný vzájemný vztah

∆β(L) =
1

2
Σ2
β(L)− 9

4βπ2
.

2 Dyson̊uv plyn

Jeden ze zp̊usob̊u, jak lze modelovat interaguj́ıćı částice, je využit́ı Dysonova
plynu. Konkrétně máme model N stejně nabitých částic, které se pohybuj́ı na jed-
notkové kružnici a vzájemně na sebe p̊usob́ı Coulombickou silou. Celý systém má

1My ovšem ∆ znač́ıme právě spektrálńı rigiditu.
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tzv. inverzńı termodynamickou teplotu β =
1

kT
(k je Boltzmannova konstanta).

V analogii s chováńım plynu si lze představit plyn, který proud́ı z teplotńı lázně,
která má právě termodynamickou teplotu T . Po dosažeńı termodynamické rov-
nováhy budou vzdálenosti jednotlivých částic mezi sebou (θ1, . . . , θN). Celková
potenciálńı energie je dána vztahem

W = −
∑

1≤j<k≤N

ln
∣∣eiθj − eiθk∣∣ .

Dysonovým záměrem bylo právě porovnáńı rozložeńı částic Dysonova plynu
na kružnici s rozložeńım vlastńıch č́ısel náhodných matic QNβ (θ1, . . . , θN), viz
vztah 1. Pro Coulombický plyn je partičńı suma, která je zároveň normalizačńı
konstantou QNβ, rovna

ZN(β) = (2π)−N
∫ 2π

0

e−βWdθ1 . . . dθN . (5)

Porovnáńım obou partičńıch funkćı (2) a (5) lze snadno nahlédnout, že rozložeńı
vlastńıch č́ısel náhodných matic a rozložeńı vzdálenost́ı částic Dysonova plynu je
v podstatě stejné.

3 Metropolis̊uv algoritmus

Jedná se vlastně o simulaci Dysonova plynu (zde pro N = 99 částic, náhodně
rozložených na jednotkové kružnici) metodou Monte Carlo. (θ1, . . . , θN) je počá-
tečńı vektor vzdálenost́ı mezi částicemi. Dále se postupuje v jednotlivých kroćıch
podle následuj́ıćıho algoritmu:

1. Výpočet potenciálńı energie plynu W = W (θ1, . . . , θN).

2. Vygenerováńı náhodného vektoru r = (r1, . . . , rN) č́ısel rovnoměrně rozdě-
lených na intervalu 〈−r, r〉, kde r = 2π/N(noise). (V tomto př́ıpadě bylo
použito hodnot noise 0, 1 a 0, 2.)

3. Posun částic o r. Pokud by posun měl vést ke změně pořad́ı částic, nepoužije
se a je vygenerován nový vektor r.

4. Výpočet nové energie W ′. Pokud plat́ı W ′ < W , přij́ımaj́ı se nové pozice
částic. Jinak je spoč́ıtán Boltzmann̊uv faktor q = eβ(W−W

′) a porovnán
s náhodným č́ıslem p z intervalu 〈0, 1〉. Pro q > p se přij́ımaj́ı nové pozice
částic, v opačném př́ıpadě k posunu částic nedojde.

Po dostatečném počtu krok̊u algoritmu se systém dostane do rovnováhy.
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4 Výsledky simulace

Nejprve bylo třeba obhájit použit́ı Metropolisova algoritmu pro simulaci Dysonova
plynu. Např́ıklad lze použ́ıt porovnáńı koncové energie částic po dosažeńı tepelné
rovnováhy. Teoretická předpověd’, že

U (β) =
1

2
[L′ (β/2)− ln (β/2)] , (6)

kde L(z) = ln Γ(1 + z), je odvozena jako limitńı př́ıpad Dysonova plynu, přičemž
je použit Dyson̊uv odhad partičńı funkce náhodných matic (2). Na obrázku 1 je
vidět dobrá shoda mezi předpověd́ı a daty źıskanými z Metropolisu.

Obrázek 1: Srovnáńı závislosti koncové potenciálńı energie
připadaj́ıćı na částici na β při použit́ı Metropolisu (čtverečky
pro noise 0, 2; trojúhelńıky pro 0, 1) s teoretickou předpověd́ı
6.

Na daľśım obrázku 2 jsou experimentálńı histogramy porovnávány s Wignero-
vou formuĺı, resp. Izrailevovou doměnkou (3), nicméně pro celkových 9900 vzdá-
lenost́ı, použitých tv̊urci článku, nebyl očekáván prokazatelný rozd́ıl mezi nimi.
Konečně na obr. 3 lze vidět, že ∆ statistika, obzvláště pro β = 2 a β = 4, výborně
odpov́ıdá teoretickým předpoklad̊um, odvozeným ze vztahu 4.
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Obrázek 2: Porovnáńı experimentálńıch dat s teoretickými
předpověd’mi — Wignerovou, resp. Izrailevovou domněnkou
pro β = 1, 2, 4.

Jako daľśı z ćıl̊u si autoři článku vytyčili prokázat platnost celé výše probrané
teorie pro libovolné β na intervalu (0, 4〉, kde má fyzikálńı význam. Takové in-
verzńı teploty už neodpov́ıdaj́ı matićım tř́ıd GOE, GUE a GSE. Na obr. 4 je
opět porovnáńı histogramů se zde navrženou Izrailevovou formuĺı (3), tentokráte
na př́ıkladu β = 0, 5 a β = 3, 5. Jak je patrné z obr. 5, Izrailevovu formuli lze
použ́ıt jako velmi dobrou aproximaci pro všechna fyzikálně vyznamná β. Zde právě
βtherm je teoreticky použitá inverzńı teplota a βhisto je inverzńı teplota źıskaná z fi-
továńı histogramů. Na obrázku jsou dále patrné dvě hlavńı odchylky pro použit́ı
předpokladu βhisto ≈ βtherm. Jedná se o drobné nadhodnocováńı skutečného pa-
rametru β při použit́ı βhisto pro malá β a naopak podhodnoceńı pro velká β.
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Obrázek 3: Porovnáńı ∆ statistiky experimentálńıch dat s te-
oretickou předpověd́ı (4) pro konkrétńı β = 1, 2, 4.

5 Závěr

V článku byly porovnávány spektrálńı vlastnosti náhodných matic tř́ıd GOE,
GUE a GSE s vlastnostmi termodynamického Dysonova plynu. Partičńı funkce
pro rozložeńı vlastńıch č́ısel těchto náhodných matic a pro rozložeńı vzdálenost́ı
v ustáleném stavu Dysonova plynu jsou shodné. Byl navržen nový vztah 3 pro
aproximaci rozložeńı vzdálenost́ı Dysonova plynu na jednotkové kružnici s inverzńı
termodynamickou teplotou β, který je nyńı označován jako Izrailevova formule.
Dále byla ukázána použitelnost Metropolisova algoritmu pro simulaci Dysonova
plynu. Nakonec byla prokázána platnost teorie a Izrailevovy formule pro r̊uzné
hodnoty β z fyzikálně zaj́ımavého intervalu (0, 4〉 a zároveň bylo potvrzeno, že
hodnotu β lze odhadnout z experimentálńıch histogramů s lehkým podhodno-
cováńım skutečného β pro velká β a nadhodnocováńım pro malá β.
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Obrázek 4: Porovnáńı experimentálńıch dat s teoretickou
předpověd́ı — Izrailevovou formuĺı pro jiná β.

Obrázek 5: Porovnáńı parametr̊u β
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