
Dodatky a koreke ke skript·m Matematiká analýza III

V tomto textu p°edkládáme dodatky ke skript·m M. Krbálek, Matematiká analýza III

(t°etí roz²í°ené vydání), �eská tehnika - nakladatelství �VUT, Praha 2010.

1 Koreke hyb

• Na stran¥ 112 d·sledek 4.4.14 °íká, ºe pokud je wronskián alespo¬ pro

jedno x nenulový, pak jsou funke lineárn¥ závislé (zde by m¥lo být nezá-

vislé)

• na stran¥ 112 (v poznáme k existen£ní v¥t¥) má být poslední rovnie ve

tvaru

yn(x) := y(x), yn−1(x) :=
dy1

dx
, yn−2(x) :=

dy2

dx
, . . . , y1(x) :=

dyn−1

dx
.

1.1 De�nie (oprava)

Neh´ je dán prehilbertovský prostor {V, 〈.|.〉} nad t¥lesem C a dva nenulové vektory ~x, ~y ∈ V. Úhlem
vektor· ~x, ~y budeme rozum¥t £íslo

∠(~x, ~y) := arccos

(

|〈~x|~y〉|
√

〈~x|~x〉 〈~y|~y〉

)

. (1)

1.2 Poznámka k p°ede²lé de�nii

Ve vzori (1) musí skute£n¥ být absolutní hodnota, protoºe skalární sou£in je oben¥ de�nován jako

komplexní £íslo, které z pohopitelnýh d·vod· (nebo´ nelze vypo£ítat nap°. arccos(2 + 3i)) nem·ºe

být dosazeno do vzore bez absolutní hodnoty.

2 Dopl¬ky ke skript·m

2.1 De�nie

Neh´ n ∈ N0. Pak funki g(x) = xn nazýváme monomem stupn¥ n. Je-li naví c ∈ R zvoleno pevn¥,

pak funki f(x) = (x− c)n nazýváme monomem stupn¥ n entrovaným do bodu c.

2.2 De�nie

Neh´ L̂ je difereniální operátor °ádu n ∈ N p·sobíí na de�ni£ním oboru C n(I). Pak de�nujeme

Ω0 := {y(x) ∈ Dom(L̂) : L̂(y(x)) = 0}.

Je-li q(x) ∈ C (I) libovolná funke, pak de�nujeme

Ωq := {y(x) ∈ Dom(L̂) : L̂(y(x)) = q(x)}.



2.3 De�nie

Neh´ A,B jsou libovolné mnoºiny. Kartézským sou£inem mnoºin A a B rozumíme mnoºinu

A×B := {(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B}.

2.4 Lemma

Neh´ a, b ∈ R. Neh´ C (〈a, b〉) je vektorový prostor v²eh komplexníh funkí f(x) : R 7→ C spojitýh

na intervalu 〈a, b〉 zavedený nad t¥lesem C. Neh´ je dána reálná funke w(x) ∈ C (〈a, b〉) kladná na

〈a, b〉. Pak formule

〈

f(x)|g(x)
〉

w
:=

∫ b

a

f(x)g⋆(x)w(x) dx (2)

spl¬uje axiomy skalárního sou£inu na C (〈a, b〉).

2.5 Lemma

Neh´ a ∈ R. Neh´ C0(〈a,+∞) je vektorový prostor v²eh komplexníh funkí f(x) : R 7→ C spojitýh

a omezenýh na intervalu 〈a,+∞) zavedený nad t¥lesem C. Neh´ je dále dána kladná reálná funke

w(x) ∈ C (〈a,+∞)), která je na 〈a,+∞) integrabilní. Pak formule

〈

f(x)|g(x)
〉

w
:=

∫

∞

a

f(x)g⋆(x)w(x) dx (3)

spl¬uje axiomy skalárního sou£inu na C0(〈a, b〉).

2.6 Lemma

Neh´ C0(R) je vektorový prostor v²eh komplexníh funkí f(x) : R 7→ C spojitýh a omezenýh

na R zavedený nad t¥lesem C. Neh´ je dále dána kladná reálná funke w(x) ∈ C (R), která je na R

integrabilní. Pak formule

〈

f(x)|g(x)
〉

w
:=

∫

∞

−∞

f(x)g⋆(x)w(x) dx (4)

spl¬uje axiomy skalárního sou£inu na C0(R).

3 Dodatek ke kapitole o bilineárníh a kvadratikýh formáh

3.1 De�nie

Neh´ je dána r−dimenzionální bilineární, pop°. kvadratiká forma s matií A, jeº má hodnost rovnou

£íslu s ∈ r̂. Neh´ jsou vlastní £ísla matie A uspo°ádána následovn¥. Pro i ∈ r̂ \ ŝ neh´ λi = 0 a pro

i ∈ ŝ neh´ λ1 > λ2 > . . . > λs. Pak vektor

~σ(q) ≡ ~σ(A) = (λ1, λ2, . . . , λr)

budeme nazývat (uspo°ádaným) vektorovým spekrem bilineární/kvadratiké formy, resp. matie A.

3.2 De�nie

Neh´ je dána matie A. Neh´ ~σ(A) = (λ1, λ2, . . . , λr) je její vektorové spekrum. Pak matii D =
diag(λ1, λ2, . . . , λr) budeme nazývat kanonikou matií p°idruºenou k matii A.



4 Dodatek ke kapitole o skalárním sou£inu

4.1 De�nie

�ekneme, ºe funke f(x) je komplexní funkí reálné prom¥nné, pokud Dom(f) ⊂ R a Ran(f) ⊂ C.

4.2 Poznámka

Symbol R(M) bude reprezentovat mnoºinu v²eh funkí g(x), pro n¥º existuje Riemann·v integrál

(R)
∫

M
g(x) dx a je kone£ný, tj.

R(M) =
{

g(x) : M 7→ R : (R)

∫

M

g(x) dx ∈ R
}

.

4.3 De�nie

Neh´ f(x) : R 7→ C je komplexní funke reálné prom¥nné a M ⊂ R. Neh´ Re(f(x)), Im(f(x)) ∈
R(M). Pak de�nujeme

∫

M

f(x) dx := (R)

∫

M

Re(f(x)) dx+ i (R)

∫

M

Im(f(x)) dx.

4.4 Lemma

Neh´ f(x) : R 7→ C je komplexní funke reálné prom¥nné a M ⊂ R. Neh´ Re(f(x)), Im(f(x)) ∈
R(M). Pak

∫

M

f⋆(x) dx =

[
∫

M

f(x) dx

]⋆

.

4.5 V¥ta � o funkionálním skalárním sou£inu

Neh´ a, b ∈ R, a < b a

V =
{

f(x) : R 7→ C : Re(f(x)), Im(f(x)) ∈ C
(

〈a, b〉
)

}

je funkionální vektorový prostor nad t¥lesem C. Pak zobrazení

〈f |g〉 :=

∫ b

a

f(x)g⋆(x) dx

de�nované na V reprezentuje skalární sou£in, a dvojie {V, 〈·|·〉} je tudíº prehilbertovským prostorem.

D·kaz:

• nejprve dokáºeme, ºe pro libovolné f(x), g(x) ∈ V de�ni£ní integrál exis-

tuje a je kone£ný

• snadno nahlédneme, ºe

∫ b

a

(

Re(f)+i Im(f)
)(

Re(g)−i Im(g)
)

dx =

∫ b

a

(

Re(f)Re(g)+Im(f)Im(g)
)

dx+

+i

∫ b

a

(

Im(f)Re(g)− Re(f)Im(g)
)

dx



• jelikoº jsou oba integrandy spojitými funkemi na kompaktu 〈a, b〉, oba
integrály existují a jsou kone£né

• tedy 〈f |g〉 ∈ C pro kaºdé f(x), g(x) ∈ V

• levou linearitu, tedy první axiom skalárního sou£inu, prokáºeme sérií ná-

sledujííh úprav

∫ b

a

(f + αh)g⋆dx =

∫ b

a

(f + αh)Re(g) dx − i

∫ b

a

(f + αh)Im(g) dx =

=

∫ b

a

(Re(f) + iIm(f) + αRe(h) + αiIm(h))Re(g) dx−

−i

∫ b

a

(Re(f) + iIm(f) + αRe(h) + αiIm(h))Im(g) dx =

=

∫ b

a

Re(f)Re(g) dx+α

∫ b

a

Re(h)Re(g) dx+i

∫ b

a

Im(f)Re(g) dx+iα

∫ b

a

Im(h)Re(g) dx−

−i

∫ b

a

Re(f)Im(g) dx−iα

∫ b

a

Re(h)Im(g) dx+

∫ b

a

Im(f)Im(g) dx+α

∫ b

a

Im(h)Im(g) dx =

=

∫ b

a

Re(f)g⋆(x) dx+α

∫ b

a

Re(h)g⋆(x) dx+i

∫ b

a

Im(f)g⋆(x) dx+iα

∫ b

a

Im(h)g⋆(x) dx =

=

∫ b

a

f(x)g⋆(x) dx+ α

∫ b

a

h(x)g⋆(x) dx

• jako dal²í hod tohoto d·kazu nabízíme ov¥°ení hermitiity

〈f |g〉 =

∫ b

a

f(x)g⋆(x) dx =

∫ b

a

f(x)Re(g) dx− i

∫ b

a

f(x)Im(g) dx =

∫ b

a

Re(f)Re(g) dx+i

∫ b

a

Im(f)Re(g) dx−i

∫ b

a

Re(f)Im(g) dx+

∫ b

a

Im(f)Im(g) dx =

=

[
∫ b

a

Re(f)Re(g) dx − i

∫ b

a

Im(f)Re(g) dx+ i

∫ b

a

Re(f)Im(g) dx +

∫ b

a

Im(f)Im(g) dx

]⋆

=

=

[
∫ b

a

f⋆(x)Re(g) dx + i

∫ b

a

f⋆(x)Im(g) dx

]⋆

=

[
∫ b

a

f⋆(x)g(x) dx

]⋆

= 〈g|f〉⋆

• pro argumentai, ºe hodnota 〈f |f〉 je nulová práv¥ tehdy, kdyº f(x) je

striktn¥ nulová funke, je t°eba si uv¥domit, ºe

∫ b

a

f(x)f⋆(x) dx =

∫ b

a

(

Re2(f) + Im2(f)
)

dx =

∫ b

a

|f(x)|2dx

• aby integrál

∫ b

a
|f(x)|2dx z reálné funke, která je nezáporná a (vzhledem

k p°edpoklad·m v¥ty) spojitá, byl nulový, musí nutn¥ |f(x)| = 0 pro

v²ehna x ∈ 〈a, b〉

• to ale m·ºe nastat jedin¥ tehdy, kdyº f(x) = 0 na 〈a, b〉

• tím je prokázáno napln¥ní axiomu pozitivní de�nitnosti, a {V, 〈·|·〉} je

tudíº prehilbertovským prostorem



4.6 D·sledek � o funkionálním skalárním sou£inu s vahou

Neh´ a, b ∈ R, a < b a

V =
{

f(x) : R 7→ C : Re(f(x)), Im(f(x)) ∈ C
(

〈a, b〉
)

}

je funkionální vektorový prostor nad t¥lesem C. Neh´ w(x) ∈ C
(

〈a, b〉
)

je kladná funke na 〈a, b〉. Pak
zobrazení

〈f |g〉w :=

∫ b

a

f(x)g⋆(x)w(x) dx

de�nované na V reprezentuje skalární sou£in s vahou w(x), a dvojie {V, 〈·|·〉w} je tudíº prehilbertovským

prostorem.

5 Dodatek k ekvivaleni metrik

V elé seki p°edpokládáme, ºe je dán vektorový prostor V nad C kone£né dimenze dim(V) = n, v n¥mº

je zvolena pevná ale libovolná báze X = (~ε1, ~ε2, . . . , ~εn). Sou°adnie libovolného vektoru ~x ∈ V v bázi

X ozna£me ωk ∈ C, tj. ~x =
∑n

k=1
ωk~εk.

5.1 V¥ta

Zobrazení ‖ · ‖X : V 7→ R
+

0
, které kaºdému vektoru ~x ∈ V p°i°azuje £íslo

‖~x‖X :=

n
∑

k=1

|ωk|

spl¬uje axiomy normy.

D·kaz:

• norma ‖~x‖X je nulová práv¥ tehdy, kdyº v²ehny ω1, ω2, . . . , ωn jsou nu-

lové, oº m·ºe nastat pouze pro nulový vektor, £ímº je napln¥n axiom

nulovosti

• pro kaºdé λ ∈ C a ~x ∈ V platí, ºe

‖λ~x‖X =

∥

∥

∥

∥

∥

λ

n
∑

k=1

ωk~εk

∥

∥

∥

∥

∥

X

=

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

(λωk)~εk

∥

∥

∥

∥

∥

X

=

n
∑

k=1

|λωk| = |λ|

n
∑

k=1

|ωk| = |λ|·‖~x‖X

• proto je spln¥n také axiom homogenity

• axiom trojúhelníkové nerovnosti prokáºeme sérií následujííh úprav

‖~x+~y‖X =

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

ωk~εk +

n
∑

k=1

κk~εk

∥

∥

∥

∥

∥

X

=

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

(ωk + κk)~εk

∥

∥

∥

∥

∥

X

=

n
∑

k=1

|ωk+κk| 6

6
n
∑

k=1

|ωk|+
n
∑

k=1

|κk| = ‖~x‖X + ‖~y‖X ,

kde bylo vyuºitu faktu, ºe nerovnost |a + b| 6 |a| + |b| platí pro kaºdá

komplexní a, b ∈ C



5.2 De�nie

Normu ‖ · ‖X : V 7→ R
+

0
z v¥ty 5.1 nazýváme sou°adniovou normou v bázi X = (~ε1, ~ε2, . . . , ~εn), nebo

kráte sou°adniovou normou.

5.3 Lemma

Relae býti ekvivalentní (ozna£me ji symbolem ,) je ve t°íd¥ v²eh norem zavedenýh nad týmº vekto-

rovým prostorem V

• a) re�exivní, tj. ‖ · ‖1 , ‖ · ‖1,

• b) symetriká, tj. ‖ · ‖1 , ‖ · ‖2 ⇒ ‖ · ‖2 , ‖ · ‖1,

• a) tranzitivní, tj. ‖ · ‖1 , ‖ · ‖2 ∧ ‖ · ‖2 , ‖ · ‖3 ⇒ ‖ · ‖1 , ‖ · ‖3.

5.4 V¥ta

Pro kaºdé ~x z normovaného prostoru {V, ‖ · ‖} s libovolnou normou platí nerovnost

‖~x‖ 6
n
∑

k=1

|ωk| ·
n
∑

k=1

‖~εk‖.

D·kaz:

• snadno:

‖~x‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

ωk~εk

∥

∥

∥

∥

∥

➊
6

n
∑

k=1

‖ωk~εk‖
➋
6

n
∑

k=1

|ωk| · ‖~εk‖
➌
6

n
∑

k=1

|ωk| ·

n
∑

k=1

‖~εk‖

• v odvození bylo vyuºito ➊ axiomu trojúhelníkové nerovnosti, ➋ axiomu

homogenity a nakone také ➌ rovnosti

∑n
k=1

akbk 6
∑n

k=1
ak ·

∑n
k=1

bk
platné pro libovolná nezáporná £ísla

5.5 V¥ta

Pro libovolnou normu v normovaném prostor {V, ‖ · ‖} existuje £íslo µ ∈ R
+
tak, ºe pro v²ehny ~x ∈ V,

pro n¥º ‖~x‖X = 1, je ‖~x‖ > µ.

D·kaz:

• p°edpokládejme naopak, ºe pro v²ehny µ ∈ R
+

existuje vektor takový,

ºe ‖~x‖X = 1 a ‖~x‖ 6 µ

• je-li ale ‖~x‖ men²í neº libovolné kladné £íslo µ, pak zjevn¥ ‖~x‖ = 0, odkud
plyne, ºe ~x = ~0

• to je ale ve sporu s faktem, ºe ‖~x‖X = 1, protoºe podle axiomu nulovosti

nem·ºe nulový vektor mít nenulovou normu



5.6 V¥ta

V²ehny normy zkonstruované nad V jsou ekvivalentní se sou°adniovou normou ‖ · ‖X .

D·kaz:

• podle de�nie ekvivalene norem je t°eba pro libovoln¥ zvolenou normu

‖ · ‖ dokázat, ºe ‖ · ‖ , ‖ · ‖X , tedy, ºe existují £ísla α, β ∈ R
+

tak, ºe pro

v²ehny ~x ∈ V :

‖~x‖ 6 α‖~x‖X ∧ ‖~x‖X 6 β‖~x‖

• z povahy de�nie ekvivalene norem je z°ejmé, ºe není t°eba se zaobírat

vektorem ~x = ~0, proto ho z následujííh odvození vyjmeme

• z v¥ty 5.4 vyplývá, ºe

‖~x‖

‖~x‖X
6

∑n
k=1

|ωk| ·
∑n

k=1
‖~εk‖

∑n
k=1

|ωk|
=

n
∑

k=1

‖~εk‖,

kde £íslo

∑n
k=1

‖~εk‖ je nezávislé na volb¥ ~x, nebo´ se jedná o kone£ný

sou£et norem vektor· pevn¥ zvolené báze ve V

• za hledané α z de�nie ekvivalene norem lze tedy klást α :=
∑n

k=1
‖~εk‖

• pak totiº ‖~x‖ 6 α‖~x‖X

• pro d·kaz druhé nerovnosti nejprve uvaºme, ºe pro kaºdý nenulový vektor

~x ∈ V existují £íslo σ > 0 a vektor ~x0 ∈ V tak, ºe ‖~x0‖X = 1 a ‖~x‖X =
‖σ~x0‖X

• pro libovolné ~x ∈ V \ {~0} tedy nalezneme σ a ~x0 dle p°edhozího a prove-

deme sérii t¥hto úprav záloºenýh na substitui ~x = σ~x0 :

‖~x‖

‖~x‖X
=

‖σ~x0‖

‖σ~x0‖X
=

‖~x0‖

‖~x0‖X
= ‖~x0‖

• hodnota ‖~x0‖ je ale podle v¥ty 5.5 omezena zdola univerzální hodnotou

µ > 0 nezávislou na volb¥ ~x0, a tedy nezávislou na volb¥ ~x

• proto

‖~x‖

‖~x‖X
> µ ⇒ ‖~x‖X 6

‖~x‖

µ
=: β‖~x‖,

oº bylo dokázat

5.7 V¥ta � o ekvivaleni v²eh norem

Je-li dimenze normovaného prostoru V kone£ná, jsou kaºdé dv¥ normy na V ekvivalentní.

D·kaz:



• zvolme tedy dv¥ normy ‖ · ‖1 a ‖ · ‖2 zavedené na týmº vektorovým pro-

storem V

• podle v¥ty 5.6 platí, ºe ‖ · ‖1 , ‖ · ‖X a ‖ · ‖2 , ‖ · ‖X

• jelikoº je ale relae ekvivalene podle lemmatu 5.3 symetriká a tranzitivní,

vyplývá odsud, ºe také ‖ · ‖1 , ‖ · ‖2, oº dokládá platnost tvrzení


