Dodatky a korekce ke skripttim Matematicka analyza III

V tomto textu predkladame dodatky ke skriptam M. Krbalek, Matematickd analyza 111
(tieti rozsirené vydani), Ceskd technika - nakladatelstvi CVUT, Praha 2010.

1 Korekce chyb

o Na strané 112 dusledek 4.4.14 1iki, ze pokud je wronskian alesponr pro
jedno x nenulovy, pak jsou funkce linearné zavislé (zde by mélo byt neza-
vislé)

e na strané 112 (v poznamce k existen¢ni vété) mé byt posledni rovnice ve
tvaru

d d
yn(@) = (@), gar(2) = T, guoa(@) == oo () =

1.1 Definice (oprava)

Necht je dan prehilbertovsky prostor {V, (.|.)} nad télesem C a dva nenulové vektory #, i € V. Uhlem
vektori T, budeme rozumét Cislo

Z(%, ) := arccos (%) . (1)

1.2 Poznamka k predeslé definici

Ve vzorci (1) musi skute¢né byt absolutni hodnota, protoze skalarni soudin je obecné definovén jako
komplexni ¢islo, které z pochopitelnych divodi (nebot nelze vypocitat napi. arccos(2 + 3i)) nemiize
byt dosazeno do vzorce bez absolutni hodnoty.

2 Dopliiky ke skriptim

2.1 Definice

Necht n € Ny. Pak funkci g(x) = 2™ nazyvame monomem stupné n. Je-li navic ¢ € R zvoleno pevné,
pak funkei f(x) = (x — ¢)™ nazyvame monomem stupné n centrovanym do bodu c.

2.2 Definice

Necht L je diferencialni operator fadu n € N pusobici na definiénim oboru 4" (I). Pak definujeme
Qo := {y(z) € Dom(L) : L(y(z)) = 0}.

Je-li g(x) € €(I) libovolna funkce, pak definujeme

Q, = {y() € Dom(L) : Lly(x)) = q(x)}.



2.3 Definice

Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Kartézskym soucdinem mnozin A a B rozumime mnozinu

Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B}

2.4 Lemma

Necht a,b € R. Necht €({a,b)) je vektorovy prostor viech komplexnich funkeci f(z): R+ C spojitych
na intervalu (a,b) zavedeny nad télesem C. Necht je dana realna funkce w(z) € €({a,b)) kladna na
(a,b). Pak formule

b
<ﬂmmmw:/fm¢mwmw 2)

spligje axiomy skalarniho sou¢inu na % ({(a,b)).

2.5 Lemma

Necht a € R. Necht %(({a, +00) je vektorovy prostor vech komplexnich funkci f(x) : R +— C spojitych
a omezenych na intervalu (a,+00) zavedeny nad télesem C. Necht je dale ddna kladné realna funkce
w(z) € €({a,+00)), kteréd je na (a, +00) integrabilni. Pak formule

(f@lg(a), = [ f@)" @tz as ®)
splije axiomy skalarniho sou¢inu na 6y((a,b)).

2.6 Lemma

Necht %5(R) je vektorovy prostor vSech komplexnich funkei f(z) : R +— C spojitych a omezenych
na R zavedeny nad télesem C. Necht je dile dana kladna realné funkce w(z) € €(R), ktera je na R
integrabilni. Pak formule

<ﬂmmu»,=/ff@mwauwx (4)

spligje axiomy skalarniho sou¢inu na %p(R).

3 Dodatek ke kapitole o bilinearnich a kvadratickych formach

3.1 Definice

Necht je dana r—dimenzionalni bilinearni, popi. kvadratickd forma s matici A, jez ma hodnost rovnou
¢islu s € 7. Necht jsou vlastni ¢isla matice A usporadéana néasledovné. Pro ¢ € 7\ § necht \; = 0 a pro
i € § necht Ay > Ay > ... > A;. Pak vektor

5(g) = 3(A) = (M A )

budeme nazyvat (uspofddangm) vektorovym spekrem bilinearni/kvadratické formy, resp. matice A.

3.2 Definice

Necht je ddna matice A. Necht 5(A) = (A1, Ag,..., ) je jeji vektorové spekrum. Pak matici D =
diag(A1, A2, ..., Ar) budeme nazyvat kanonickou matici pfidruzenou k matici A.



4 Dodatek ke kapitole o skalarnim soucinu
4.1 Definice

Rekneme, 7e funkce f(x) je komplexni funket redlné proméenné, pokud Dom(f) C R a Ran(f) C C.

4.2 Poznamka

Symbol Z(M) bude reprezentovat mnozinu vsech funkei g(z), pro néz existuje Riemannuv integral
(%) [,y 9(x) dzx a je konecny, tj.

RA(M)={g(z): M —»R: (%) /Mg(a:) dr € R}.

4.3 Definice

Necht f(z) : R — C je komplexni funkce realné proménné a M C R. Necht Re(f(z)),Im(f(z)) €
H(M). Pak definujeme

/Mf(a:) dx := (%) /M Re(f(x))dz + i (%) /M Im(f(x))dz.

4.4 Lemma

Necht f(z) : R — C je komplexni funkce realné proménné a M C R. Necht Re(f(z)),Im(f(z)) €

%(M). Pak )
/M fH(x)dx = [/M f(z) dm} .

4.5 Véta — o funkciondlnim skaldrnim soucinu

Necht a,be R, a<ba
V={f(z): R C: Re(f(x)), Im(f(2)) € % ((a,b)) }
je funkcionalni vektorovy prostor nad télesem C. Pak zobrazeni
b
(o) = [ f@)g" (@) ez
definované na V reprezentuje skalarni soucin, a dvojice {V, (:|-)} je tudiz prehilbertovskym prostorem.

Diikaz:

e nejprve dokdzeme, ze pro libovolné f(x),g(x) € V defini¢ni integrél exis-
tuje a je kone¢ny

e snadno nahlédneme, Ze

b b
/ (Re(f)+iIm(f))(Re(g)—ilm(g)) dz :/ (Re(f)Re(g)+Im(f)Im(g)) dz+

b
+i/ (Im(f)Re(g) — Re(f)Im(g)) dx



jelikoZ jsou oba integrandy spojitymi funkcemi na kompaktu (a,b), oba
integraly existuji a jsou konecné

tedy (f|g) € C pro kazdé f(x),g(x) €V

levou linearitu, tedy prvni axiom skalarniho soucinu, prokazeme sérii na-
sledujicich uprav

b b b
/ (f + ah)g*dx = / (f + ah)Re(g) dx — i/ (f + ah)Im(g)dz =
b
= / (Re(f) 4+ ilm(f) + aRe(h) + ailm(h))Re(g) dz—

b
i / (Re(f) + ilm(f) + aRe(h) + ailm(h))Im(g) dzx =

= /bRe g) dz+a /abRe(h)Re(g) dz+i abIm(f)Re(g) da:+ia/ab1m(h)Re(g) dz—
/ " Re(f)Im(g) dz—ia / ’ Re(h)Im(g) dot / ’ fmn( f)Im(g) dzto / L)) dz —
_ / Re(f)g* (x) data / " Re(h)g* () ot i / Im(f)g* (z) de+ia / (g () dz =

/ f(z dx+a/abh(a:)g*(x)dx

jako dalgi chod tohoto diikazu nabizime ovéfeni hermiticity

b b b
(flg) = / f(2)g* (z) dz = / f(x)Re(g) dz — 1 / f(x)Im(g) dz =

/a " Re(f)Re(g) dzti / ' Im( f)Re(g) dz—1 / b

a

b
Re(f)Im(g) d:z:—l—/ Im(f)Im(g) dz =

b *
) Im(g) az| =

U F(@)Re(g d:z:—l—l/af* JIm(g d:z:] [/ P dx} — (glF)*

pro argumentaci, ze hodnota (f|f) je nulova pravé tehdy, kdyz f(z) je
striktné nulova funkce, je tieba si uvédomit, ze

/ F@) () ax = / " (R(f) + (1)) dr = / | @)Par

aby integral ff |f(x)|?dz z realné funkce, kterd je nezapornd a (vzhledem
k predpokladiun véty) spojita, byl nulovy, musi nutné |f(z)] = 0 pro
vSechna z € (a, b)

_ MbRe(f)Re(g)d:p—i/blm(f)Re( )d$+i/bRe(f) m(g )dx+/

to ale muzZe nastat jediné tehdy, kdyz f(z) = 0 na (a, b)

tim je prokdzano naplnéni axiomu pozitivni definitnosti, a {V, (-|-)} je
tudiz prehilbertovskym prostorem



4.6 Duisledek — o funkciondlnim skaldrnim soucinu s vahou

Necht a,b e R, a <ba
V={f(@): R C: Re(f(x)), Im(f(x)) € ¢ ((a,1)) }

je funkciondlni vektorovy prostor nad télesem C. Necht w(z) € €' ({(a,b)) je kladna funkce na (a,b). Pak
zobrazeni

b
UMmszmfmwmm

definované na V reprezentuje skalarni sou¢in s vahou w(x), a dvojice {V, (:|)w } je tudiz prehilbertovskym
prostorem.

5 Dodatek k ekvivalenci metrik

V celé sekci predpokladame, Ze je dan vektorovy prostor V nad C kone¢né dimenze dim(V) = n, v némz
je zvolena pevné ale libovolna baze X' = (€1,&3,...,&,). Soufadnice libovolného vektoru & € V v bazi
X oznatme wy € C, tj. T = > _}_| wiék.

5.1 Véta

Zobrazeni || - ||x : V R(J)r, které kazdému vektoru ¥ € V pfitazuje Cislo

n
12 =D o]
k=1

splituje axiomy normy.

Dikaz:
e norma ||Z||x je nulova pravé tehdy, kdyz v8echny wi,ws,...,w, jsou nu-
lové, coz miize nastat pouze pro nulovy vektor, ¢imz je naplnén axiom
nulovosti

e pro kazdée A € C a # € V plati, ze

n
A Z WEE

k=1

n

jzz(Au%)ék

k=1

n

=D Pl = A1) lwkl = IAL1Z]x
k=1

X k=1

IAZ][x =

X
e proto je splnén také axiom homogenity
e axiom trojuhelnikové nerovnosti prokdzeme sérii nasledujicich tprav

n n
E WEEL + E 21,
k=1 k=1

n

2{:(&%'+’%%)§}

k=1

n

Zijzzfauf¥}ﬂJ <

X k=1

[Z+7llx =

X

n n
<D lwil + Y ol = |2l + 113
k=1 k=1

kde bylo vyuzitu faktu, Ze nerovnost |a + b| < |a| + |b| plati pro kazda
komplexni a,b € C



5.2 Definice

Normu || - [|x : V = R z véty 5.1 nazyvame souiadnicovou normou v bdzi X = (£1,&,...,&,), nebo
kratce souradnicovou normou.

5.3 Lemma

Relace byti ekvivalentni (ozna¢me ji symbolem 2) je ve t¥idé viech norem zavedenych nad tymz vekto-
rovym prostorem V

o a) reflexivng, tj. || - |1 2 || - |1,
o b) symetrickd, tj. |- [1 = |-l = [l
o o) tranzitiond, ti. |- [1 = |-z A -2 lls = - =]
5.4 Véta
Pro kazdé Z z normovaného prostoru {V, | - ||} s libovolnou normou plati nerovnost
n n
[ER R A
k=1 k=1
Diikaz:
e snadno:
1] = > wrdr|| < D Mokl <D larl - lEkl <D lwrl - > l1éx]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
e v odvozeni bylo vyuzito [J axiomu trojuhelnikové nerovnosti, [1 axiomu
homogenity a nakonec také O rovnosti > 7 arby < > p_jak - > py bk
platné pro libovolna nezapornéa ¢isla
5.5 Véta
Pro libovolnou normu v normovaném prostor {V, || - ||} existuje &islo u € R™ tak, Ze pro viechny Z € V,

pro néz || 7]|x = 1, je [|7]| > p.
Diikaz:

e piedpoklddejme naopak, Ze pro viechny p € R* existuje vektor takovy,
ze ||Zllx =1 a|Z] < p

e je-li ale ||Z|| mensi nez libovolné kladné &islo p, pak zjevné ||Z|| = 0, odkud
plyne, ze ¥ =0

e to je ale ve sporu s faktem, ze ||Z||x = 1, protoZe podle axiomu nulovosti
nemuze nulovy vektor mit nenulovou normu



5.6 Véta

Vsechny normy zkonstruované nad V jsou ekvivalentni se soufadnicovou normou || - [|x.

Diikaz:

podle definice ekvivalence norem je tieba pro libovolné zvolenou normu
| || dokazat, ze || - || £ | - ||x, tedy, Ze existuji ¢isla a, B € RT tak, ze pro
viechny # € V' :

17 < aflZllxe A 12 < Bl

z povahy definice ekvivalence norem je zfejmé, Ze neni tieba se zaobirat
vektorem ¥ = 0, proto ho z nasledujicich odvozeni vyjmeme

z véty 5.4 vyplyva, ze

T n_ WEk| - n_ gk " -
|| || < Zk—l ‘ ‘ Zk—l H H _ Z Hnga
k=1

|Z]x > het Wkl

kde ¢fslo > 7_; ||€k]| je nezavislé na volbé Z, nebof se jedné o kone¢ny
soucet norem vektorid pevné zvolené baze ve V

za hledané « z definice ekvivalence norem lze tedy klast o := > ") _; ||€k]|
pak totiz ||Z]| < «o||Z||x

pro dikaz druhé nerovnosti nejprve uvazme, ze pro kazdy nenulovy vektor
¥ €V existuji ¢islo o > 0 a vektor &y € V tak, ze [|Zo|lxy = 1 a ||Z]|x =
loZollx

pro libovolné # € V' \ {0} tedy nalezneme o a &, dle predchoziho a prove-
deme sérii téchto uprav zalozenych na substituci & = o :

121 Mool llZoll _
1Z]lx  lloZollx  [Zollx

[|Zo|

hodnota ||Zo|| je ale podle véty 5.5 omezena zdola univerzalni hodnotou
1 > 0 nezavislou na volbé %y, a tedy nezavislou na volbé &

proto

T R R
7S o e <122 gy,
12| v

coz bylo dokazat

S

5.7 Véta — o ekvivalenct v§ech norem

Je-li dimenze normovaného prostoru V konecnd, jsou kazdé dvé normy na )V ekvivalentni.

Diikaz:



e zvolme tedy dvé normy || - |1 a || - ||2 zavedené na tymZz vektorovym pro-
storem V

e podle véty 5.6 plati, ze || - 1 = || - v a |- [l2 = - |lx

o jelikoz je ale relace ekvivalence podle lemmatu 5.3 symetrickd a tranzitivni,
vyplyva odsud, Ze také || - |1 = || - ||2, coz dokldd4 platnost tvrzeni



