Zaznam o astni zkousce z predmetu 01ANB4/01MAB4
(akademicky rok 2022/2023)

Prijmeni a jméno studenta Finalni hodnoceni Datum dstni zkousky

L]
I I I I | 2023 |

vypliite prvni kolonku a pripravu provedte pfimo do tohoto dokumentu

1.

e 1. Definujte pojmy:
— hladka funkce na oblasti G C E”

— matematickym zapisem vystihnéte geometrickou interpretaci abstraktniho Lebesgue-
ova integralu

— skladani funkénich vektort

— Jaky je rozdil mezi symboly A(X) a u(X)?
e 2. Vyslovte a dokazte zakladni vétu teorie Riemannova integralu.
e 3. Vyslovte a dokazte zakladni vétu o méritelnosti.

e 4. Vyslovte a komentujte Lebesgueovu vétu. Porovnejte jeji znéni s vétou o zaméné limity
a integralu, kterd byla probirdna v ramci 01ANB3. Ktera véta je obecnéjsi? Na prikladu
. 1 , . - - .
limy, 4 00 fo 2™ dx své tvrzeni (o srovnani obou vét) demonstrujte.
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vypliite prvni kolonku a pripravu provedte pfimo do tohoto dokumentu

2.

e 1. Definujte pojmy:

— parcialni derivace vyssich rada

— globalni extrémy funkce vice proménnych (Jakym zpisobem se globalni extrémy hle-
daji? Jaké teoretické véty se pfi tom vyuziva?)

— vnéjsi mira vytvofend mirou p,(X) soustava ., a diskuse jejich vlastnosti (okruh,
polookruh, algebra, prezident)

2. Podle definice ukazte, ze funkce g(x) = x je A—méfitelna.

3. Vyslovte Fubiniovu vétu pro Lebesgueiiv integral. V Gem spocCiva extrémni aplikovatel-

nost této véty? Uziti véty demonstrujte na prikladé vypoctu Gaussova integralu. Vypocet
provedte!

4. Vyslovte a dokazte vétu o aditivité Riemannova integralu v mezich.
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3.

e 1. Definujte pojmy:

— p—meéfitelna funkce

hladka regularni plocha
— vicerozmérna Heavisideova funkce O(Z)

— dolni a horni Riemanniiv soucet

2. Vyslovte a komentujte srovnavaci kritérium pro Lebesguetv integral.

3. Vyslovte a komentujte vétu o substituci v Lebesgueové integralu. Na pfikladu integralu

/ P2y2d(z, y) (1)
z2+y2<R2

ukazte propojeni teoretického znéni véty s praktickou strankou vypoctu. Vsech symboly
uzité ve znéni véty specifikujte tak, aby presné popisovaly situaci z integralu (1).

e 4. Dokazte vétu o spojitosti slozené funkce.
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4.

e 1. Definujte pojmy:

— polarni a zobecnény polarni souradny systém

regularni zobrazeni

Lebesguetiv integral z obecné funkce, tj. tfeti konstrukéni krok lebesgueovské inte-
grace

dolni a horni Riemanntv integral

e 2. Vyslovte integralni formuli pro Lebesgueovu miru a dokaZzte alespon prvni dvé Casti
tvrzeni (pro J%. a .%,.).

e 3. Vyslovte a komentujte Stokesovu vétu.

e 4. Vyslovte a dokazte vétu o monotonii Riemannova integralu.

[]
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e 1. Definujte pojmy:

direktni soucet krivek

e 2. Vypocitejte Lebesgueovu miru mnoziny A = Q N (0,4). Detailné komentujte.

5.

mnozinova funkce a nékteré jeji vlastnosti
tridy £*(E, ) a Z(E, p)

déleni intervalu v teorii Riemannova integralu a jeho norma

e 3. Vyslovte a komentujte Greenovu vétu. Na prikladu integralu

11
iz dpte(z,y),

(@)

kde A je kruznice (z — 2)? + (y — 2)? = a? ukazte propojeni teoretického znéni véty
s praktickou strankou vypoctu. Vsech symboly uzité ve znéni véty specifikujte tak, aby

presné popisovaly situaci z integralu (2). Pro kterd a € R |ze Greenovu vétu uzit?

e 4. Vyslovte a dokazte vétu o Taylorové vzorci.
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6.

e 1. Definujte pojmy:

Jacobiho matice

plosny integral prvniho a druhého druhu (a diikaz jejich linearity)

aplna mira (Ukazte, ze F'(X) : 5 — R neni obecné aplna.)

pseudocylindricky souradny systém
e 2. Podle definice ukazte, ze funkce g(x) = O(z)|z| je A—méfFitelna.

e 3. Vyslovte a komentujte vétu o Lebesgueové integralu z ekvivalentnich funkci. Jeji tvrzeni
dokazte pro pripad funkci ze zakladniho systému.

e 4. Vyslovte a dokazte vétu o derivaci slozené funkce.
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/.

e 1. Definujte pojmy:

funkce tridy C™(G), kde G C E" je oblast

axiomaticka definice miry

— o—aditivita mnozinové funkce

— zjemnéni déleni v teorii Riemannova integralu

e 2. Vyslovte a dokazte vétu o Jacobiho matici inverzniho zobrazeni. Vysledek uzijte k od-
vozeni vztahu mezi jacobiany obou zobrazeni.

e 3. Dokazte: Kazda spojita funkce nabyva na neprazdné kompaktni mnoziné svého maxima
i minima.

4. Vyslovte a komentujte Leviho vétu pro rfady. Porovnejte jeji znéni s vétou o zdméné sumy

a integralu, kterd byla probirdna v ramci 01ANB3. Kterad véta je obecnéjsi? Na prikladu
1 ) . - ~ ,

> oney Jo ™ da své tvrzeni (o srovnani obou vét) demonstrujte.
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8.

e 1. Definujte pojmy:

divergence, rotace, Laplacedv operator

zakladni systém Z,,

borelovsky uzavér (minimalni o—okruh generovany soustavou)
— transformace prvniho a druhého druhu

e 2. Necht D(x,y) je dvojrozmérna Dirichletova funkce. Ukazte, ze (%) fol fol D(z,y) dzdy
neexistuje, zatimco D(z,y) € Z((0,1) x (0,1)).

e 3. Komentujte postacujici podminku pro vazany lokalni extrém. Podrobnéji rozeberte, jak
dilezity je predpoklad, ze jista Jacobiho matice ma garantovanou hodnost. Kde se tento
fakt zaroci?

4. Dokazte nékteré z nasledujicich tvrzeni: a) Necht je soustava &7 polookruhem. Pak
spliuje axiomy okruhu. b) Necht je soustava &7 okruhem. Pak spliuje axiomy polookruhu.
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e 1. Definujte pojmy:

jednoducha funkce

— vnitfni a vnéjsi mira

oblast a kompakt v E”

9.

soustava ., a diskuse jejich vlastnosti (okruh, polookruh, algebra, prezident)

e 2. Dokazte, ze za vhodnych predpokladti plati rovnost div rot C_f(f) =0.

e 3. Vyslovte a komentujte véty o zaménnosti smiSenych parcialnich derivacich. Jak tato véta
souvisi s prevodem Taylorovy fady do kompaktniho tvaru?

e 4. Vyslovte a dokazte vétu o monoténii Lebesgueova integralu vcetné pomocné véty.
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e 1. Definujte pojmy:

potence mnoziny

e 2. Vyslovte a dokazte vétu o méritelnosti ekvivalentnich funkci.

argmin f(Z) a argmax f (&)

10.

pseudopolarni souradny systém

soustava 4%, a analyza jejich vlastnosti (okruh, polookruh, algebra, prezident)

e 3. Vyslovte a komentujte vétu o nezavislosti hodnoty krivkového integralu na volbé para-

metrizace.

e 4. Vyslovte a dokaZzte nutnou podminku pro vazané lokalni extrémy (vétu o Lagrangeovych
multiplikatorech.) Dtikaz demonstrujte na pfipadu DVOU vazebnich rovnic.
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11.

e 1. Definujte pojmy:

generujici funkce a generujici bod (pro teorii implicitnich funkci)

konecnost a o—konecnost miry

analyticka funkce

symbol A,
e 2. Dokazte, ze ze zbylych Ctyr axiomil miry lze dokazat splnéni axiomu nezapornosti.
e 3. Vyslovte a dokazte vétu o konecné aditivité v mezich pro Lebesgueilv integral.

e 4. Dokazte:

f(@) e AyANVeeR: {Z € E: f(Z¥) <c} e, = VaeR: {T€FE: f(&)=a} € M.
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o1

vypliite prvni kolonku a pripravu provedte pfimo do tohoto dokumentu

. Definujte pojmy:

12.

— totalni diferencialy vyssich fada (definicni vztah a jeho rozbor) — podrobné vysvétlete
(za pomoci odvozovani) rekurentni povahu této definice

— stacionarni a sedlovy bod

— idealni mira

— Analyzujte pojem implicitni funkce z(x, y) zadané rovnici F(z,y, z) = 0. Jaké predpo-
klady musi F(x,y, z) splhovat? Na zakladé jakych predpokladii Ize odvodit hodnotu

0%z 9
Oxdy

e 2. Na zakladé rekurentni definice odvod'te obecny tvar druhého totalniho diferencidlu pro
funkci f(z,y) € C*(R?). Zapiste obecny tvar d™ fz(h)

e 3. Dokazte, ze je-li funkce f(&) u—méritelna, pak pro kazdé ¢ € R plati

{ZeE": [(Z)=c} e,

(T€E: f(T)<c}e M.

e 4. Vyslovte a dokazte vétu o jedné implicitni funkci y(&). V diikaze vynechte technickou
Cast zabyvajici se existenéni podminkou.

[]
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13.

e 1. Definujte pojmy:

obraz a vzor mnoziny pfi robrazeni f : E" — R

krivkovy integral prvniho a druhého druhu

— rozsiteny systém zakladnich funkci Z/*

ukazte (podle definice), ze Heavisideova funkce ©(z) patfi do Z \ Z,

e 2. Popiste cely postup konstrukce Riemannova integralu. Pozaduje se detailni zavedeni
doprovazené formalné korektnimi zapisy. Dtikazy dilich tvrzeni se nepozaduji.

e 3. Vyslovte a dokazte vétu o limité integralu s parametrem. Dale vyslovte jeji diisledek
tykajici se spojitosti integralu s parametrem.

4. Necht B = {2}. Ukazte, ze B € .#, (podle definice) a poté vypocitejte jeji abstraktni
Lebesgueovu miru. Jak se zméni vysledek, nebude-li ¢(z) v bodé x = 2 spojita zprava?
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14.

e 1. Definujte pojmy:

symbolika: ¢,,(Z) 7 g(Z)
Taylorova fada funkce vice proménnych

— aditivni soustava mnozin, mnozinovy okruh a mnozinové algebra

— Hessova matice a jeji vlastnosti

2. Vyslovte a dokazte Taylorovu vétu (o koeficientech Taylorovy fady).

e 3. Dokazte vétu: Necht A C E” je oteviena mnozina a F'(Z) : E” — E regularni zobrazeni
na A. Potom F(A) je oteviend mnozina v E".

4. Plati néktery z vyrokii 272 € Z*(R), 272 € Z(R)? Pro€ neni nutné uvadét, jakou

hodnotu mé funkce =2 v bodé nula?
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15.

e 1. Definujte pojmy:

cylindricky a zobecnény cylindricky souradny systém

plosna parametrizace a plocha

graf funkce g(Z) : E" — R a jeho vrstevnice

— Taylortv vzorec (a jeho vztah k Taylorové radgé)

e 2. Ucelené vysvétlete motivaci (proc¢), metodiku (jak) a formalni postupy pfi sestavovani
taylorovskych aproximaci funkci vice proménnych. Vysvétlete rozdil mezi Taylorovou vétou
a vétou o Taylorové vzorci.

3. Vyslovte a dokazte vétu o o—aditivité v mezich pro Lebesguetv integral.

4. Vyslovte a komentujte Gaussovu-Ostrogradského vétu.
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° 2.
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16.

. Definujte pojmy:

parcialni derivace (pojem podrobné analyzujte)

lokalni extrémy funkce vice proménnych

jednoducha plocha

sféricky a zobecnény sféricky souradny systém

Dokazte: Necht je dan prostor {E,.#, C 2% u(X)} s idealni a o—kone&nou mirou.

Necht M € ., je zvolena libovolné. Pak jednotkova funkce

() = 1 ... x e M,
EZ0 .. meB\M,

patii do tfidy .Z*(E, pu) a navic u(M) = [, »(x)du(z), resp. p(M) = [, Ldu(z). Kde
se v ditkaze vyuziva vlastnost o—konecénosti miry p(X)?

e 3. Vyslovte postacujici podminku pro lokalni extrém a tvrzeni o lokalnim minimu dokazte.

4. Vyslovte a dokazte vétu o Hessové matici implicitni funkce ve stacionarnim bodé.
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17.

e 1. Definujte pojmy:

totalni diferencial funkce vice proménnych

|
o+
®
N
[%2]
—+
¢
=~
=¢
<
s
<
=
®
[2]
©
=2
o
o
>
<

—skoro vsude

prezident soustavy mnozin

e 2. Dokazte, ze je-li funkce h(Z) € Z, skoro viude nulova, pak integral (2) [, h(Z) du(Z)
vzdy existuje a je nulovy. K diikazu pouzijte prvni konstrukéni krok Lebesgueova integralu.

e 3. Ucelené vysvétlete motivaci (pro¢), metodiku (jak) a formalni postupy pti vySetfovani
vlastnosti funkce y(Z), kterd je zadana implicitné, tj. prostfednictvim rovnice G(#,y) = 0.

4. Vyslovte a dokazte nutnou podminku pro lokalni extrém.
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18.

e 1. Definujte pojmy:

funkce zadané implicitné soustavou rovnic

Riemanniiv integral pres obecnou mnozinu
— nosi€ funkce a pojem finitni funkce

— p—ekvivalentni funkce

e 2. Popiste cely postup konstrukce Lebesgueovy miry. Pozaduje se detailni zavedeni dopro-
vazené formalné korektnimi zapisy. Dikazy diléich tvrzeni se nepozaduiji.

e 3. Vyslovte a dokazte vétu o prevodu abstraktniho Lebesgueova integralu na klasicky.

4. Vyslovte a dokaZte vétu o implicitnich funkcich. V diikaze vynechte technickou €ast
zabyvajici se existencni podminkou.
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19.

e 1. Definujte pojmy:

krivkova parametrizace, krivka a jeji vyznamné body

— o—aditivni soustava, c—okruh a o—algebra

soustava 2 = {X C E" : X = X°} a jeji analyza (okruh, polookruh, algebra,
prezident)

Riemanniv integral pres dvoudimenzionalni interval

2. Popiste zakladni kroky pri konstrukci Lebesgueova integralu. Pozaduje se detailni zave-

deni doprovazené formalné korektnimi zapisy. Ditkazy dilich tvrzeni se nepozaduji. Proc
limita z druhého kroku vzdy existuje?

e 3. Dokazte implikaci: f(Z) € Z(E,u) = |f(Z)] € L (F, ) a diskutujte také platnost
obracené implikace.

4. Vyslovte a dokazte vétu o absolutni hodnoté Lebesgueova integrélu .
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20.

e 1. Definujte pojmy:
— implicitni funkce zadana jedinou rovnici
H(xy,29,. .., Zpy&prg1) =0

(Pojem definujte a podrobné rozeberte podminky nezbytné pro garanci existence
takové implicitni funkce.)

— kriticky generujici bod

— Heavisideova skokova funkce O(z)

— vytvorujici funkce miry

e 2. Proc je funkce

. depr(zr)
U(x) = -
@ =11 =4
k=1
sestavend z derivaci vytvorujicich funkci nezaporna?

e 3. Vyslovte a dokazte vétu o aditivité kiivkového integralu v mezich.

e 4. Dokazte, Ze aditivni a nezaporna redlnd mnozinova funkce na neprazdném okruhu je
mirou.

[]
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21.

e 1. Definujte pojmy:

identita a inverzni zobrazeni

jednoducha krivka

polookruh

— Lebesguedv integral z funkci ze zakladniho systému Z,,
e 2. Dokazte vétu: Necht ﬁ(f) : E" — E" je reguldrni a prosté zobrazeni na mnoziné

M C E". Pak k nému existuje inverzni zobrazeni C_f(f) : E" — E", které je na mnoziné
F (M) regularni a prosté.

e 3. Vyslovte a komentujte vétu o vztahu Riemannova a Lebesgueova integralu. Dale vyslovte
a komentujte vétu o vztahu Newtonova a Lebesgueova integralu.

e 4. Reformulujte postacujici podminku pro lokalni extrém do tvrzeni vyuzivajiciho vlastnosti
spektra Hessovy matice.
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22.

. Definujte pojmy:

hladka regularni krivka

derivace integralu podle parametru (Vysvétlete podrobné uzité symboly a motivaci,
proC je dalezité tuto problematiku zkoumat. Pripravte si jednoduchy ilustracni pri-
klad.)

Lebesguetv integral z funkci z rozsifeného zakladniho systému ZF (Cim je garanto-
vano, ze definiéni vztah funguje formalné spravné?)

Podle definice vypocitejte [ O(x)dA(z).

. Vyslovte a dokazte vétu o elementarni vlastnosti Hessovy matice.
. Vyslovte a dokazte kritérium analyticnosti.

. Dokazte tvrzeni: Necht f(%) : E> — R je funkce definovana a omezen4 na 2D-intervalu
. Necht 2 je déleni intervalu J a 2’ jeho zjemnéni. Pak plati systém nerovnosti

L2, /)<L, [)<UZ.[)<U2.]).
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23.

e 1. Definujte pojmy:

prostota zobrazeni G(Z) : E" — E”

po Castech hladka regularni krivka

klasicka varianta Lebesgueova integralu a tfidy .Z*(E) a Z(E)

Do které ze tiid £*(R), resp. £ (R) patfi funkce g(z) = % a h(z) = 17 Vysvét-
lete!

e 2. Dokazte existencni vétu pro kiivkovy integral.

e 3. Vyslovte a dokazte vétu o derivaci integralu s parametrem.

e 4. Vyslovte vétu o linearité Lebesgueova integralu (pro nasobek dokazte).
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. Definujte pojmy:

zavedeni miry na soustavé 7,

uzavrena krivka

borelovskd mnozina

prostor s idealni mirou a jeho podprostor (jako vychodisko konstrukce integralu)

e 2. Které mnoziny jsou borelovské? Podrobné rozeberte.

e 3. Vyslovte a dokazte vétu o separabilité Lebesgueova integralu.

e 4. Vyslovte a dokazte vétu o polynomické aproximaci funkce vice proménnych.




Neopomente si pripomenout zakladni pojmy z predeslych semestrii. Specielne
prostudujte nize uvedené pojmy, vety a postupy.

1. vektorovy prostor, jeho baze a dimenze

2. ortogonalni doplnék podprostoru V do prostoru W

w

véty o zaménach (pro posloupnosti a fady funkci jedné proménné)

>

typologie bod v mnoziné (vnitfni, hrani¢ni, hromadny, izolovany, ...)
5. typologie mnozin (oteviena, kompaktni, uzaviena, oblast,...)

6. definitnost kvadratickych forem a jejich urovani

7. formalni reseni diferencialni rovnice

8. rozvoj funkce jedné proménné v fadu (a jeji obor konvergence)

9. metrika, norma a skalarni soucin
10. ekvivalentnost norem/metrik

11. feSeni diferencialnich rovnic (separace, integraéni faktor, rovnice s konstantimi koeficienty a
Eulerova rovnice)

12. limita a spojitost funkce vice proménnych
13. parcialni a smérova derivace funkce vice proménnych

14. totalni diferencial funkce vice proménnych




