
Záznam o ústní zkou²
e z p°edm¥tu 01ANB4/01MAB4

(akademi
ký rok 2022/2023)

P°íjmení a jméno studenta Finální hodno
ení Datum ústní zkou²ky

✍
| | | | | 2023 |

vypl¬te první kolonku a p°ípravu prove¤te p°ímo do tohoto dokumentu

1.

• 1. De�nujte pojmy:

� hladká funk
e na oblasti G ⊂ Er

� matemati
kým zápisem vystihn¥te geometri
kou interpreta
i abstraktního Lebesgue-

ova integrálu

� skládání funk£ní
h vektor·

� Jaký je rozdíl mezi symboly λ(X) a µ(X)?

• 2. Vyslovte a dokaºte základní v¥tu teorie Riemannova integrálu.

• 3. Vyslovte a dokaºte základní v¥tu o m¥°itelnosti.

• 4. Vyslovte a komentujte Lebesgueovu v¥tu. Porovnejte její zn¥ní s v¥tou o zám¥n¥ limity

a integrálu, která byla probírána v rám
i 01ANB3. Která v¥ta je obe
n¥j²í? Na p°íkladu

limn→+∞

∫ 1

0 xn
dx své tvrzení (o srovnání obou v¥t) demonstrujte.

✍
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vypl¬te první kolonku a p°ípravu prove¤te p°ímo do tohoto dokumentu

2.

• 1. De�nujte pojmy:

� par
iální deriva
e vy²²í
h °ád·

� globální extrémy funk
e ví
e prom¥nný
h (Jakým zp·sobem se globální extrémy hle-

dají? Jaké teoreti
ké v¥ty se p°i tom vyuºívá?)

� vn¥j²í míra vytvo°ená mírou µσ(X) soustava Mr a diskuse její
h vlastností (okruh,

polookruh, algebra, prezident)

• 2. Podle de�ni
e ukaºte, ºe funk
e g(x) = x je λ−m¥°itelná.

• 3. Vyslovte Fubiniovu v¥tu pro Lebesgue·v integrál. V £em spo£ívá extrémní aplikovatel-

nost této v¥ty? Uºití v¥ty demonstrujte na p°íklad¥ výpo£tu Gaussova integrálu. Výpo£et

prove¤te!

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o aditivit¥ Riemannova integrálu v mezí
h.

✍
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P°íjmení a jméno studenta Finální hodno
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3.

• 1. De�nujte pojmy:

� µ−m¥°itelná funk
e

� hladká regulární plo
ha

� ví
erozm¥rná Heavisideova funk
e Θ(~x)

� dolní a horní Riemann·v sou£et

• 2. Vyslovte a komentujte srovnáva
í kritérium pro Lebesgue·v integrál.

• 3. Vyslovte a komentujte v¥tu o substitu
i v Lebesgueov¥ integrálu. Na p°íkladu integrálu

∫

x2+y26R2

x2y2d(x, y) (1)

ukaºte propojení teoreti
kého zn¥ní v¥ty s prakti
kou stránkou výpo£tu. V²e
h symboly

uºité ve zn¥ní v¥ty spe
i�kujte tak, aby p°esn¥ popisovaly situa
i z integrálu (1).

• 4. Dokaºte v¥tu o spojitosti sloºené funk
e.

✍
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4.

• 1. De�nujte pojmy:

� polární a zobe
n¥ný polární sou°adný systém

� regulární zobrazení

� Lebesgue·v integrál z obe
né funk
e, tj. t°etí konstruk£ní krok lebesgueovské inte-

gra
e

� dolní a horní Riemann·v integrál

• 2. Vyslovte integrální formuli pro Lebesgueovu míru a dokaºte alespo¬ první dv¥ £ásti

tvrzení (pro Hr a Sr).

• 3. Vyslovte a komentujte Stokesovu v¥tu.

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o monotonii Riemannova integrálu.

✍
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5.

• 1. De�nujte pojmy:

� direktní sou£et k°ivek

� mnoºinová funk
e a n¥které její vlastnosti

� t°ídy L ⋆(E, µ) a L (E, µ)

� d¥lení intervalu v teorii Riemannova integrálu a jeho norma

• 2. Vypo£ítejte Lebesgueovu míru mnoºiny A = Q ∩ 〈0, 4). Detailn¥ komentujte.

• 3. Vyslovte a komentujte Greenovu v¥tu. Na p°íkladu integrálu

∫

A

(

1

x2
;
1

y2

)

dµc(x, y), (2)

kde A je kruºni
e (x − 2)2 + (y − 2)2 = a2 ukaºte propojení teoreti
kého zn¥ní v¥ty

s prakti
kou stránkou výpo£tu. V²e
h symboly uºité ve zn¥ní v¥ty spe
i�kujte tak, aby

p°esn¥ popisovaly situa
i z integrálu (2). Pro která a ∈ R lze Greenovu v¥tu uºít?

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o Taylorov¥ vzor
i.

✍
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6.

• 1. De�nujte pojmy:

� Ja
obiho mati
e

� plo²ný integrál prvního a druhého druhu (a d·kaz jeji
h linearity)

� úplná míra (Ukaºte, ºe F (X) : H 7→ R není obe
n¥ úplná.)

� pseudo
ylindri
ký sou°adný systém

• 2. Podle de�ni
e ukaºte, ºe funk
e g(x) = Θ(x)⌊x⌋ je λ−m¥°itelná.

• 3. Vyslovte a komentujte v¥tu o Lebesgueov¥ integrálu z ekvivalentní
h funk
í. Její tvrzení

dokaºte pro p°ípad funk
í ze základního systému.

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o deriva
i sloºené funk
e.

✍
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7.

• 1. De�nujte pojmy:

� funk
e t°ídy Cm(G), kde G ⊂ Er
je oblast

� axiomati
ká de�ni
e míry

� σ−aditivita mnoºinové funk
e

� zjemn¥ní d¥lení v teorii Riemannova integrálu

• 2. Vyslovte a dokaºte v¥tu o Ja
obiho mati
i inverzního zobrazení. Výsledek uºijte k od-

vození vztahu mezi ja
obiány obou zobrazení.

• 3. Dokaºte: Kaºdá spojitá funk
e nabývá na neprázdné kompaktní mnoºin¥ svého maxima

i minima.

• 4. Vyslovte a komentujte Leviho v¥tu pro °ady. Porovnejte její zn¥ní s v¥tou o zám¥n¥ sumy

a integrálu, která byla probírána v rám
i 01ANB3. Která v¥ta je obe
n¥j²í? Na p°íkladu

∑

∞

n=1

∫ 1

0
xn

dx své tvrzení (o srovnání obou v¥t) demonstrujte.

✍
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8.

• 1. De�nujte pojmy:

� divergen
e, rota
e, Lapla
e·v operátor

� základní systém Zµ

� borelovský uzáv¥r (minimální σ−okruh generovaný soustavou)

� transforma
e prvního a druhého druhu

• 2. Ne
h´ D(x, y) je dvojrozm¥rná Diri
hletova funk
e. Ukaºte, ºe (R)
∫ 1

0

∫ 1

0 D(x, y) dxdy
neexistuje, zatím
o D(x, y) ∈ L (〈0, 1〉 × 〈0, 1〉).

• 3. Komentujte posta£ují
í podmínku pro vázaný lokální extrém. Podrobn¥ji rozeberte, jak

d·leºitý je p°edpoklad, ºe jistá Ja
obiho mati
e má garantovanou hodnost. Kde se tento

fakt zúro£í?

• 4. Dokaºte n¥které z následují
í
h tvrzení: a) Ne
h´ je soustava A polookruhem. Pak

spl¬uje axiomy okruhu. b) Ne
h´ je soustava A okruhem. Pak spl¬uje axiomy polookruhu.

✍
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9.

• 1. De�nujte pojmy:

� jednodu
há funk
e

� oblast a kompakt v Er

� soustava Sr a diskuse její
h vlastností (okruh, polookruh, algebra, prezident)

� vnit°ní a vn¥j²í míra

• 2. Dokaºte, ºe za vhodný
h p°edpoklad· platí rovnost div rot ~G(~x) = 0.

• 3. Vyslovte a komentujte v¥ty o zám¥nnosti smí²ený
h par
iální
h deriva
í
h. Jak tato v¥ta

souvisí s p°evodem Taylorovy °ady do kompaktního tvaru?

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o monotónii Lebesgueova integrálu v£etn¥ pomo
né v¥ty.

✍
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10.

• 1. De�nujte pojmy:

� pseudopolární sou°adný systém

� poten
e mnoºiny

� argmin f(~x) a argmax f(~x)

� soustava Hr a analýza její
h vlastností (okruh, polookruh, algebra, prezident)

• 2. Vyslovte a dokaºte v¥tu o m¥°itelnosti ekvivalentní
h funk
í.

• 3. Vyslovte a komentujte v¥tu o nezávislosti hodnoty k°ivkového integrálu na volb¥ para-

metriza
e.

• 4. Vyslovte a dokaºte nutnou podmínku pro vázané lokální extrémy (v¥tu o Lagrangeový
h

multiplikátore
h.) D·kaz demonstrujte na p°ípadu DVOU vazební
h rovni
.

✍
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11.

• 1. De�nujte pojmy:

� generují
í funk
e a generují
í bod (pro teorii impli
itní
h funk
í)

� kone£nost a σ−kone£nost míry

� analyti
ká funk
e

� symbol Λµ

• 2. Dokaºte, ºe ze zbylý
h £ty° axiom· míry lze dokázat spln¥ní axiomu nezápornosti.

• 3. Vyslovte a dokaºte v¥tu o kone£né aditivit¥ v mezí
h pro Lebesgue·v integrál.

• 4. Dokaºte:

f(~x) ∈ Λµ ∧∀c ∈ R : {~x ∈ E : f(~x) 6 c} ∈ Mr ⇒ ∀a ∈ R : {~x ∈ E : f(~x) = a} ∈ Mr.

✍
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12.

• 1. De�nujte pojmy:

� totální diferen
iály vy²²í
h °ád· (de�ni£ní vztah a jeho rozbor) � podrobn¥ vysv¥tlete

(za pomo
í odvozování) rekurentní povahu této de�ni
e

� sta
ionární a sedlový bod

� ideální míra

� Analyzujte pojem impli
itní funk
e z(x, y) zadané rovni
í F (x, y, z) = 0. Jaké p°edpo-
klady musí F (x, y, z) spl¬ovat? Na základ¥ jaký
h p°edpoklad· lze odvodit hodnotu

∂2z

∂x∂y
?

• 2. Na základ¥ rekurentní de�ni
e odvo¤te obe
ný tvar druhého totálního diferen
iálu pro

funk
i f(x, y) ∈ C2(R2). Zapi²te obe
ný tvar d
mf~a(~h)

• 3. Dokaºte, ºe je-li funk
e f(~x) µ−m¥°itelná, pak pro kaºdé c ∈ R platí

• {~x ∈ Er : f(~x) > c} ∈ Mµ,

• {~x ∈ Er : f(~x) 6 c} ∈ Mµ.

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o jedné impli
itní funk
i y(~x). V d·kaze vyne
hte te
hni
kou

£ást zabývají
í se existen£ní podmínkou.

✍
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13.

• 1. De�nujte pojmy:

� obraz a vzor mnoºiny p°i robrazení f : Er 7→ R

� k°ivkový integrál prvního a druhého druhu

� roz²í°ený systém základní
h funk
í Z+
µ

� ukaºte (podle de�ni
e), ºe Heavisideova funk
e Θ(x) pat°í do Z+
λ \ Zλ

• 2. Popi²te 
elý postup konstruk
e Riemannova integrálu. Poºaduje se detailní zavedení

doprovázené formáln¥ korektními zápisy. D·kazy díl£í
h tvrzení se nepoºadují.

• 3. Vyslovte a dokaºte v¥tu o limit¥ integrálu s parametrem. Dále vyslovte její d·sledek

týkají
í se spojitosti integrálu s parametrem.

• 4. Ne
h´ B = {2}. Ukaºte, ºe B ∈ M1 (podle de�ni
e) a poté vypo£ítejte její abstraktní

Lebesgueovu míru. Jak se zm¥ní výsledek, nebude-li ϕ(x) v bod¥ x = 2 spojitá zprava?

✍
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14.

• 1. De�nujte pojmy:

� symbolika: gn(~x) ր g(~x)

� Taylorova °ada funk
e ví
e prom¥nný
h

� aditivní soustava mnoºin, mnoºinový okruh a mnoºinová algebra

� Hessova mati
e a její vlastnosti

• 2. Vyslovte a dokaºte Taylorovu v¥tu (o koe�
iente
h Taylorovy °ady).

• 3. Dokaºte v¥tu: Ne
h´ A ⊂ Er
je otev°ená mnoºina a

~F (~x) : Er 7→ Er
regulární zobrazení

na A. Potom ~F (A) je otev°ená mnoºina v Er.

• 4. Platí n¥který z výrok· x−2 ∈ L ⋆(R), x−2 ∈ L (R)? Pro£ není nutné uvád¥t, jakou

hodnotu má funk
e x−2
v bod¥ nula?

✍
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15.

• 1. De�nujte pojmy:

� 
ylindri
ký a zobe
n¥ný 
ylindri
ký sou°adný systém

� plo²ná parametriza
e a plo
ha

� graf funk
e g(~x) : Er 7→ R a jeho vrstevni
e

� Taylor·v vzore
 (a jeho vztah k Taylorov¥ °ad¥)

• 2. U
elen¥ vysv¥tlete motiva
i (pro£), metodiku (jak) a formální postupy p°i sestavování

taylorovský
h aproxima
í funk
í ví
e prom¥nný
h. Vysv¥tlete rozdíl mezi Taylorovou v¥tou

a v¥tou o Taylorov¥ vzor
i.

• 3. Vyslovte a dokaºte v¥tu o σ−aditivit¥ v mezí
h pro Lebesgue·v integrál.

• 4. Vyslovte a komentujte Gaussovu-Ostrogradského v¥tu.

✍
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16.

• 1. De�nujte pojmy:

� par
iální deriva
e (pojem podrobn¥ analyzujte)

� lokální extrémy funk
e ví
e prom¥nný
h

� jednodu
há plo
ha

� sféri
ký a zobe
n¥ný sféri
ký sou°adný systém

• 2. Dokaºte: Ne
h´ je dán prostor {E,Mr ⊂ 2E , µ(X)} s ideální a σ−kone£nou mírou.

Ne
h´ M ∈ Mr je zvolena libovoln¥. Pak jednotková funk
e

κ(x) =

{

1 . . . x ∈ M,

0 . . . x ∈ E\M,

pat°í do t°ídy L ⋆(E, µ) a naví
 µ(M) =
∫

E
κ(x) dµ(x), resp. µ(M) =

∫

M
1 dµ(x). Kde

se v d·kaze vyuºívá vlastnost σ−kone£nosti míry µ(X)?

• 3. Vyslovte posta£ují
í podmínku pro lokální extrém a tvrzení o lokálním minimu dokaºte.

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o Hessov¥ mati
i impli
itní funk
e ve sta
ionárním bod¥.

✍
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17.

• 1. De�nujte pojmy:

� totální diferen
iál funk
e ví
e prom¥nný
h

� t¥ºi²t¥ k°ivky, resp. plo
hy

� µ−skoro v²ude

� prezident soustavy mnoºin

• 2. Dokaºte, ºe je-li funk
e h(~x) ∈ Zµ skoro v²ude nulová, pak integrál (L )
∫

Er
h(~x) dµ(~x)

vºdy existuje a je nulový. K d·kazu pouºijte první konstruk£ní krok Lebesgueova integrálu.

• 3. U
elen¥ vysv¥tlete motiva
i (pro£), metodiku (jak) a formální postupy p°i vy²et°ování

vlastností funk
e y(~x), která je zadána impli
itn¥, tj. prost°edni
tvím rovni
e G(~x, y) = 0.

• 4. Vyslovte a dokaºte nutnou podmínku pro lokální extrém.

✍
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18.

• 1. De�nujte pojmy:

� funk
e zadané impli
itn¥ soustavou rovni


� Riemann·v integrál p°es obe
nou mnoºinu

� nosi£ funk
e a pojem �nitní funk
e

� µ−ekvivalentní funk
e

• 2. Popi²te 
elý postup konstruk
e Lebesgueovy míry. Poºaduje se detailní zavedení dopro-

vázené formáln¥ korektními zápisy. D·kazy díl£í
h tvrzení se nepoºadují.

• 3. Vyslovte a dokaºte v¥tu o p°evodu abstraktního Lebesgueova integrálu na klasi
ký.

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o impli
itní
h funk
í
h. V d·kaze vyne
hte te
hni
kou £ást

zabývají
í se existen£ní podmínkou.

✍



Záznam o ústní zkou²
e z p°edm¥tu 01ANB4/01MAB4
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19.

• 1. De�nujte pojmy:

� k°ivková parametriza
e, k°ivka a její významné body

� σ−aditivní soustava, σ−okruh a σ−algebra

� soustava D = {X ⊂ Er : X = X◦} a její analýza (okruh, polookruh, algebra,

prezident)

� Riemann·v integrál p°es dvoudimenzionální interval

• 2. Popi²te základní kroky p°i konstruk
i Lebesgueova integrálu. Poºaduje se detailní zave-

dení doprovázené formáln¥ korektními zápisy. D·kazy díl£í
h tvrzení se nepoºadují. Pro£

limita z druhého kroku vºdy existuje?

• 3. Dokaºte implika
i: f(~x) ∈ L (E, µ) ⇒ |f(~x)| ∈ L (E, µ) a diskutujte také platnost

obrá
ené implika
e.

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o absolutní hodnot¥ Lebesgueova integrálu .

✍
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20.

• 1. De�nujte pojmy:

� impli
itní funk
e zadaná jedinou rovni
í

H(x1, x2, . . . , xr, xr+1) = 0

(Pojem de�nujte a podrobn¥ rozeberte podmínky nezbytné pro garan
i existen
e

takové impli
itní funk
e.)

� kriti
ký generují
í bod

� Heavisideova skoková funk
e Θ(x)

� vytvo°ují
í funk
e míry

• 2. Pro£ je funk
e

U(~x) =

r
∏

k=1

dϕk(xk)

dxk

sestavená z deriva
í vytvo°ují
í
h funk
í nezáporná?

• 3. Vyslovte a dokaºte v¥tu o aditivit¥ k°ivkového integrálu v mezí
h.

• 4. Dokaºte, ºe aditivní a nezáporná reálná mnoºinová funk
e na neprázdném okruhu je

mírou.

✍
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21.

• 1. De�nujte pojmy:

� identita a inverzní zobrazení

� jednodu
há k°ivka

� polookruh

� Lebesgue·v integrál z funk
í ze základního systému Zµ

• 2. Dokaºte v¥tu: Ne
h´

~F (~x) : Er 7→ Er
je regulární a prosté zobrazení na mnoºin¥

M ⊂ Er. Pak k n¥mu existuje inverzní zobrazení

~G(~x) : Er 7→ Er, které je na mnoºin¥

~F (M) regulární a prosté.

• 3. Vyslovte a komentujte v¥tu o vztahu Riemannova a Lebesgueova integrálu. Dále vyslovte

a komentujte v¥tu o vztahu Newtonova a Lebesgueova integrálu.

• 4. Reformulujte posta£ují
í podmínku pro lokální extrém do tvrzení vyuºívají
ího vlastností

spektra Hessovy mati
e.

✍



Záznam o ústní zkou²
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22.

• 1. De�nujte pojmy:

� hladká regulární k°ivka

� deriva
e integrálu podle parametru (Vysv¥tlete podrobn¥ uºité symboly a motiva
i,

pro£ je d·leºité tuto problematiku zkoumat. P°ipravte si jednodu
hý ilustra£ní p°í-

klad.)

� Lebesgue·v integrál z funk
í z roz²í°eného základního systému Z+
µ (�ím je garanto-

váno, ºe de�ni£ní vztah funguje formáln¥ správn¥?)

� Podle de�ni
e vypo£ítejte

∫

R
Θ(x) dλ(x).

• 2. Vyslovte a dokaºte v¥tu o elementární vlastnosti Hessovy mati
e.

• 3. Vyslovte a dokaºte kritérium analyti£nosti.

• 4. Dokaºte tvrzení: Ne
h´ f(~x) : E2 7→ R je funk
e de�novaná a omezená na 2D-intervalu

J . Ne
h´ D je d¥lení intervalu J a D ′
jeho zjemn¥ní. Pak platí systém nerovností

L(D , f) 6 L(D ′, f) 6 U(D ′, f) 6 U(D , f).

✍
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23.

• 1. De�nujte pojmy:

� prostota zobrazení

~G(~x) : Er 7→ Er

� po £áste
h hladká regulární k°ivka

� klasi
ká varianta Lebesgueova integrálu a t°ídy L ⋆(E) a L (E)

� Do které ze t°íd L ⋆(R), resp. L (R) pat°í funk
e g(x) = Θ(x)
x

a h(x) = 1
x
? Vysv¥t-

lete!

• 2. Dokaºte existen£ní v¥tu pro k°ivkový integrál.

• 3. Vyslovte a dokaºte v¥tu o deriva
i integrálu s parametrem.

• 4. Vyslovte v¥tu o linearit¥ Lebesgueova integrálu (pro násobek dokaºte).

✍
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24.

• 1. De�nujte pojmy:

� zavedení míry na soustav¥ Hr

� uzav°ená k°ivka

� borelovská mnoºina

� prostor s ideální mírou a jeho podprostor (jako vý
hodisko konstruk
e integrálu)

• 2. Které mnoºiny jsou borelovské? Podrobn¥ rozeberte.

• 3. Vyslovte a dokaºte v¥tu o separabilit¥ Lebesgueova integrálu.

• 4. Vyslovte a dokaºte v¥tu o polynomi
ké aproxima
i funk
e ví
e prom¥nný
h.

✍



Neopome¬te si p°ipomenout základní pojmy z p°ede²lý
h semestr·. Spe
ieln¥

prostudujte níºe uvedené pojmy, v¥ty a postupy.

1. vektorový prostor, jeho báze a dimenze

2. ortogonální dopln¥k podprostoru V do prostoru W

3. v¥ty o zám¥ná
h (pro posloupnosti a °ady funk
í jedné prom¥nné)

4. typologie bod· v mnoºin¥ (vnit°ní, hrani£ní, hromadný, izolovaný, . . . )

5. typologie mnoºin (otev°ená, kompaktní, uzav°ená, oblast,. . . )

6. de�nitnost kvadrati
ký
h forem a jeji
h ur£ování

7. formální °e²ení diferen
iální rovni
e

8. rozvoj funk
e jedné prom¥nné v °adu (a její obor konvergen
e)

9. metrika, norma a skalární sou£in

10. ekvivalentnost norem/metrik

11. °e²ení diferen
iální
h rovni
 (separa
e, integra£ní faktor, rovni
e s konstantími koe�
ienty a

Eulerova rovni
e)

12. limita a spojitost funk
e ví
e prom¥nný
h

13. par
iální a sm¥rová deriva
e funk
e ví
e prom¥nný
h

14. totální diferen
iál funk
e ví
e prom¥nný
h


