Zaznam o astni zkousce z predmetu 01RMF
(akademicky skolni rok 2015/2016)

Prijmeni a jméno

Datum

Hodnoceni

)

&

Pisemka

Celkové hodnoceni

Podpis studenta

L.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— baze v Hilbertové prostoru

fadu pro funkci dvou proménnych)

— fundamentalni reSeni operatoru

e O Dokaste: f(7),9(F) € H(@Q) = [ (@) € A(G).

° @ Z jakého diivodu nemiize byt rovnost

(LlF®](p),e(p))

prohlasena za definici zobecnéné Laplaceovy transformace?

(), L)1)

. 9 O &em pojednava Hellingertiv-Toeplitziiv teorém? K ¢emu ho lze vyuzit?

— obory excentricity parcialni diferencialni rovnice (a metoda jejich detekce pro PDR druhého

° @ Vyslovte a dokazte vétu o omezenosti Volterrova integralniho operatoru a viech jeho mocnin.

. @ Vyslovte a dokazte vétu o vyhlazeni charakteristické funkce omezené oblasti G C E".
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2.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

- % al,

— nasobeni funkci v 2/(E") a afinni transformace (zlistava vysledek téchto operaci skutecné

v 7'(E")?)

— komutujici operatory

— obor nulovosti zobecnéné funkce

0

@ Pro klasické funkce dokazte rovnost

Txk(f(f) * g(7))

0
= 8—;; * g(Z).

Jakeé predpoklady pro f(%) a g(¥) je nutno uvazovat?

@ Vyslovte a dokazte vétu o klasickém Laplaceové obrazu derivace.
@ Vyslovte a dokazte vétu o Fourierové obrazu fundamentalniho feseni.

O Dokazte: f(7) € A(G) ANHCG A pH) < +00 = (&) € A(H).

° @ Dokazte, ze transformacni vztahy odvozené z FeSeni rovnice

Y = —Ai2(z,y)

skute€né prevadéji parabolickou diferencialni rovnici do normalniho tvaru.

&




Zaznam o astni zkousce z predmetu 01RMF
(akademicky skolni rok 2015/2016)
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3.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— hustota
— derivace v 2’

— geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla operatoru (jaké vlastnosti ma geometricka nasobnost
u operatoru s Cisté bodovym spektrem a jak to souvisi s poctem vlastnich ¢isel?)

e O Dokaste: Necht 5 — {f1(x), f2(x),...} je maximalni ortonormalni mnozina na Hilbertové
prostoru S a g(x) € H. Necht pro kazdé k € N : <g|fk> = 0. Pak ¢g(Z) = 0.

9 Vyslovte a dokazte vétu o derivaci klasického Laplaceova obrazu.

@ Vyslovte a dokazte zakladni vétu o reSeni diferencialni rovnice v 9.

. @ Dokazte:

o0

S fulw)=s@) A g@ et = S (fulg) = (slg).

n=1 n=1

. @ Dokazte, ze Fourierova transformace je zobrazeni z . (E") do “(E"). Dtkaz demonstrujte
na pfipadé r = 1.

Ia
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4.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

skalarni soucin na prostoru funkci (a nékteré priklady)

2(G) a 7'(G)

Volterrova integrélni rovnice a Volterrovo jadro

separabilni Hilbertiv prostor

e D Dokate: £(e(t) fot f(r)dr] =

F(p)
P

Y 3 Dokazte, ze pro libovolnou testovaci funkci p(z) € Z(R) existuje K € R tak, ze pro kazdé
z,y € R (z #y) plati

‘w(z) —¢(y)
x—y

<

. G Vyslovte a dokazte vétu o hermiticité slozeného operatoru KL.

° @ Z jakého diivodu nelze prijmout rovnost

za definici konvoluce v 2?7 Podrobné vysvétlete na prikladé.

(7% dg.0@) = (F@ 30,

(T+79))

. @ Prezentujte detailné konstrukci Legendreovych polynoma.
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5.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

!/ !
= 9" a Dyey

— Cauchyova aloha pro vinovou rovnici a jeji pfevod do 2’

— rezolventa integralni rovnice

e O Odvodte obrazy F[0;] a Flsin(ax)].

9 Vyslovte a dokazte vétu o posunuti tenzorového soucinu.

. 0 Diskutujte pojem unfoldované spektrum operatoru. Jakym zptsobem se konstruuje prislusna

operatorova baze v J7

@ Vyslovte a dokazte vétu o omezenosti Fredholmova integralniho operatoru na Banachové

prostoru €, (G) i na prostoru kvadraticky integrabilnich funkci Lo (G).

. @ Prezentujte detailné konstrukci Hermiteovych polynoma.

#9
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6.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— konvergence na prostoru zobecnénych funkci

— Cauchyova aloha pro Schrédingerovu rovnici a jeji pfevod do 2’

— nosi¢ zobecnéné funkce a zobecnéna funkce s pozitivnim nosicem

. @ Vyslovte a dokaZte vétu o nasobeni tenzorového soucinu funkci

(f(@) @ 9()-

a(g) -

° @ Jak souvisi hodnota funkcionalniho diskriminantu d(z, y) s typem excentricity parcialni dife-

rencialni rovnice? Dokazte.

.0 Dokazte nasledujici tvrzeni (tzv. lemma o kruhovém spektru): NechtL : A — A je operator

~

s ¢isté bodovym spektrem, pro ktery plati, ze o(L) lezi na jednotkové kruznici v Gaussové roviné.
Dokazte, ze vzdalenost obrazii dvou funkci z 77 se aplikaci operatoru L neméni.

° @ Dokazte komutativitu tenzorového soucinu.

@ Vyslovte a dokazte vétu o reSeni Fredholmovy integralni rovnice se separabilnim jadrem.
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/.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— operace rovnosti, s¢itani a nasobeni na prostoru 2'(E") (z jakého dtvodu zastavaji vysledky
téchto operaci v 2'(E")?)

— Diracova prosta vrstva

— Co je faktorova funkce a faktorovy prostor funkci?

° @ Dokazte rovnost
DD O(7) = 03(2).

. @ Dokazte, Ze jsou-li f,g regularni distribuce s generatory f(Z),g(Z) € L1(E"), pak f * g
existuje a je také regularni. Co je jejim generatorem?

. 0 Dokazte, ze je-li Fredholmtiv operator zadan spojitym jadrem, pak Ize volit Dom(f() =%,(G)

~

i Dom(K) = La(G).

.0 Dokazte, ze konverguje-li ()72, k jedni¢ce, pak
o\~
(o2
0xj )y

. @ Vyslovte a dokazte vétu o vlastnich Cislech integrélniho operatoru se separabilnim jadrem.

také.
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8.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

Hilberttiv prostor funkci a konvergence podle normy

tenzorovy souéin v 9’

spojitost operatoru
tiida funci Zsep(E"1°) a jeji zdsadni vztah k Z(E" 1)

@ Necht () € (E"). Za jakych predpokladii plati a(#)p(Z) € Z(E")? Své tvrzeni dokaste.
Jaka je alternativa tohoto tvrzeni pro ¢(Z) € 7 (E")?

@ Vyslovte a dokaZte vétu o limité obrazu pro klasickou Laplaceovu transformaci.

0 Vyslovte a dokazte vétu o redlnosti kvadratické formy hermiteovského operatoru. Obé impli-
kace dokazte. Co Ize z tohoto tvrzeni odvodit pro vlastni Cisla hermiteovského operatoru?

@ Dokazte, ze je-li Volterrv operator zadan spojitym jadrem, pak lze volit

Dom(K) = %, ((0,a)).

@ Vyslovte a dokaZte vétu o derivaci konvoluce zobecnénych funkei.
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9.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— hlavni hodnota integralu

— konvoluce v 2’

— omezenost operétoru

. @ Vyslovte a dokazte véty o vztahu klasického a zobecnéného feSeni parcidlni diferencialni

rovnice L(u) = f(Z).

maci.

0 Vyslovte a dokazte vétu o ortogonalité vlastnich funkci.

@ Vyslovte a dokaZte vétu o obrazu konvoluce pro klasickou Laplaceovu transformaci.

@ Vyslovte a dokazte vétu o feSeni Volterrovy integralni rovnice metodou postupnych aproxi-

. @ Dokazte vétu: Necht f,g € 2’ a g je finitni. Pak existuje konvoluce f x g a pro kazdou
testovaci funkci ¢(%) € 2 plati

(f * g,9(@) = (f(@) @ 9(), 1D (T + 7)),

kde 7(%) je libovolna testovaci funkce, ktera je na okoli nosi¢e supp(g) rovna jedné.
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10.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— lokalné integrabilni funkce (kde se tento pojem uplatiuje v teorii zobecnénych funkci?)
— Diracova d—funkce a centrovana d—funkce

— operator s Cisté bodovym spektrem

~

.0 Uvazujme integralni rovnici 1K () + f(Z) = ¢(Z) a mnoziny Wy := {¢(Z) € Dom(K) :
uK (p) = o(2)} a Wy := {p(Z) € Dom(K) : uK (p)+ f(Z) = ¢(Z)}. Diskutujte, jaké vlastnosti
obé mnoziny splhuji a jaka je mezi nimi vazba. Jak tyto vlastnosti souviseji s potem feSeni rovnice
s pravou stranou a bez pravé strany?

. 9 Dokazte spojitost tenzorového soucinu.

9 Podle definice ukazte, 7e 6 * f=f * 6 = f.

. @ Dokazte, Ze Volterrtiv operator se spojitym jadrem je linearni, spojity a omezeny na definicnim
oboru Dom(K) = €, ((0,a)).

@ Zodpovézte a vaSe tvrzeni podporte korektnim vypoctem: Necht

u(z,t) € €1 (R?)\ €*(R?).

Necht 1(z,t) je zobecnéna funkce generovana klasickou funkci ©(t)u(z,t). Cemu je v 2'(R?)
roven vyraz
ow

gw ?
Y (x,t) 1
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11.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— konena ¢ast (partie finie)

— superstejnomérna konvergence ve Schwartzové prostoru

— kvadraticka a bilinearni forma indukovana operatorem

° @ Diskutujte vztah mezi .Z, £, % a Hoc- Jednotliva tvrzeni zdivodnéte.

° 9 Vyslovte a dokaZte vétu o vztahu stejnomérné konvergence a konvergence podle normy na

ZN@G), kde u(G) < .

4 Vyslovte a dokazte vétu o asociativité konvoluce v 2/ (R.).

. @ Formulujte Cauchyovu dlohu pro dopravni rovnici a prevedte ji do feci zobecnénych funkci.

. @ Odvodte metodu pro hledani transformacnich vztaha pro hyperbolickou PDR druhého fadu

pro funkci dvou proménnych.

fa
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12.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— superstejnomérna konvergence v prostoru testovacich funkci

— Cauchyova aloha pro rovnici vedeni tepla a jeji prevod do &’

— Neumannova fada integralni rovnice (dokazte jeji regularni konvergenci pro Fredholmav i
Volterriiv integralni operator)

o O Lei Heavisideova, resp. Diracova funkce (v€etné centrovanych variant) v 2, (E")? Podrobné

komentujte.

° @ Dokazte, ze zobrazeni § : .¥" — .’ je spojité.

0 Vyslovte a dokazte vétu o derivaci tenzorového soucinu.

5 Dokazte, ze je-li f(Z) € L4 (E"), pak F[f(Z)] existuje.

e @ Dokaste vétu: Necht S = {f1(2), fo(2), ...

, fe(Z),...} je baze v separabilnim Hilbertové

o~

prostoru ¢ tvorena vlastnimi funkcemi operatoru L s Cisté bodovym spektrem. Qznaéme iy

vlastni Cislo prislusné viastni funkci fi.(Z). Necht U = {u1, pa, . . .

ks - .-} Pak o(L) =

U.

fa
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13.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

hermiticita operatoru

— okoli mnoziny

funkcional (jeho spojitost a linearita)

Heavisideova a centrovana Heavisideova funkce (klasicka a zobecnéna)

. @ Z definice hermiticity operatoru odvodte podminku pro jadro JZ (%, %) integralniho operatoru
K definovaného na % (G) postacujici pro to, aby K byl hermiteovsky.

.©® Dokazte, ze je-li f(Z) € .7, pak §[f(Z)] existuje.

0 Vyslovte a dokaZte vétu o existenci konvoluce pro klasické funkce.

@ Vyslovte a dokazte vétu o feseni Fredholmovy integralni rovnice metodou iterovanych jader.

@ Jak vypada obecny vztah pro laplaceovskou inverzi? Vztah dakladné rozeberte a jeho aplikaci
odvodte Laplacetv vzor k obrazu F(s) = ©(s)/s.
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14.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— spojitost skalarniho soucinu

— Sochockého distribuce

— typy definitnosti operatoru

— finitni distribuce

. @ Vyslovte v&tu o zjednoduseni definice zobecnéné konvoluce za predpokladu, Ze obé& funkce
[, g budou ze tiidy 2’ (R). K cemu Ize takové zjednoduseni dale vyuzit?

.©® Dokazte, ze je-li f(t) € Z(R), pak L[f(¢)] existuje.

ximaci.

@ Co zajimavého Ize demonstrovat na konvoluci © x §' x 17

0 Vyslovte a dokazte vétu o feseni Fredholmovy integralni rovnice metodou postupnych apro-

@ Odvodte metodu detekce normalizacnich transformacnich vztaht pro diferencialni rovnici s
konstantnimi koeficienty.
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15.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:
— Fourierova fada funkce f € J#, Fourierovy koeficienty
— prostory .Z(E") a .7/ (E")
— posloupnost konvergujici k jednicce (+ priklad konstrukce)

g Vyslovte a dokaZte vétu o vektorovém prostoru vlastnich funkci. Jak souvisi tato véta s
pojmem geometrickd nasobnost?

@ Rozhodnéte o platnosti nasledujici implikace:

f(z) e Z(R) A Dom(f) C (0,+00) = L[f] existuje.

9 Vyslovte a dokazte vétu o zaméné klasického laplaceovského obrazu a vzoru v urCitém inte-
gralu.

° @ Dokazte Sochockého vzorce a vSechny kroky ditkazu korektné zdtvodnéte.

. @ DokaZte vétu: Konvoluce zobecnénych funkci je na 2/ (R) spojita v obou argumentech,
tj. pro libovolnou zobecnénou funkci g € Z/ (R) a libovolnou posloupnost zobecnénych funkei
Ir € 7' (R), ktera v 2'(R) konverguje k funkci f € 2/ (R), plati rovnosti

. 2' . 2'
i (fe % 9) = f % g, lim (g » fi) =g * f.
c— 00 k—oco




Zaznam o astni zkousce z predmetu 01RMF
(akademicky skolni rok 2015/2016)

Prijmeni a jméno

Datum

Hodnoceni

)

Pisemka | Celkové hodnoceni Podpis studenta

16.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— Parsevaldv vzorec, Parsevalova rovnost a Besselova nerovnost (diskuse jejich vztah)

— klasicka Laplaceova transformace

— funkcionalni c—norma (diskutujte, proc jde o normu a na co je treba dat pfi definici funk-
cionalni o—normy pozor)

° @ Dokazte, ze centrovana Diracova d—funkce je singularni.

e © Dokaste: Necht o(Z),(Z) € L (E") a ¢, jsou regularni distribuce generované funkcemi

o(Z), (%) € L (E"). Pak v .'(E") plati rovnost

(51el. (@) = (5@

Proc se tato véta dokazuje jesté pred zavedenim Fourierovy transformace na prostoru tempero-

vanych distribuci?

. 0 Dokazte, ze kazdy skalarni soucin na Hilbertové prostoru 7 je spojity. Jaky je disledek této

vlastnosti?

. @ Odvod'te tvar jadra integralniho operatoru K? pro Volterrav integralni operator. Je operator

K2 také Volterrova typu?

@ Vyslovte a dokazte vétu o harmonickém feSeni vinové rovnice a rovnice vedeni tepla.
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17.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

parcialni diferencialni operator druhého fadu a jeho vlastnosti (zapiste tvar operdtoru v

multiindexové notaci)

klasickd Fourieova transformace

tridy Wo a Wy pro parcialni diferencialni operator La jejich vztah

konvergence ve tiidé temperovanych distribuci

limnorm f,, (%) = f(¥) € € =

n—oo

limnorm f,,(¥) = f(¥) € 7 =

n— 00

Dokazte a srovnejte.

@ Za jakych podminek plati implikace

limnormf(fn(f)) = Z(f(f)) ?

n—oo

Jim (L(fa)lg) = (L(f)lo).

e © Dokaste komutativitu konvoluce vAiv).

0 Vyslovte a dokazte vétu o derivaci obrazu ve Fourierové transformaci (v .77 i %').

@ Vyslovte a dokazte vétu o feSeni Volterrovy integralni rovnice metodou iterovanych jader.

. @ Reste rovnici 2™ f(x) = 0 v .#’(R) a znalosti jejiho Feseni uzijte pfi odvozeni Fourierova
obrazu jednotkové funkce.
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18.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— klasifikace parcialnich diferencilnich rovnic druhého fadu

— Fourierova transformace v ./ (E")

— integralni rovnice (typologie integrélnich rovnic)

o O Dokazte rovnost 67 = 8(Z — ji). Cemu se rovna supp(6z)? Své tvrzeni dokazte.

9 Vyslovte a dokazte vétu o substituci ve vzoru ve Fourierové transformaci (v .7 i ).

9 Vyslovte a dokazte vétu o omezenosti spojitého operatoru.

. @ Vyslovte a dokazte vétu o Parsevalové vzorci a Parsevalové rovnosti.

. @ Dokazte vétu: Operdtor s Cisté bodovym spektrem, pro ktery o(f) C R, je hermiteovsky.

Ia
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. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— zobecnéna alternativa pro klasickou funkci —1—

T—

— diferencialni operator v 2’ a reseni diferencialni rovnice v 2’

— jadro integralniho operatoru a jeho spojitost, resp. separabilita

9 Vyslovte a dokazte vétu o parcialni derivaci soucinu zobecnénych funkci.

9 Vyslovte a dokazte vétu o Fourierové obrazu konvoluce v .%7.

. 9 Vyslovte a dokazte vétu o harmonickém fesSeni dopravni rovnice.

(5] Jak |ze rozepsat §(Z) € 2'(E") za pomoci tenzorového soucinu? Dokazte.

@ Dokazte vétu: Necht je dan Fredholmiiv integralni operator K s cisté bodovym spektrem,

Jjehoz definiénim oborem je 15(G). Necht soubor ouni(K) = (A, A2, A3...) je unfoldovanym
spektrem tohoto operétoru a B = {¢1(Z), p2(Z), ¢3(Z) ...} prislusnd operatorovd baze. Necht
fada Y ;- | |\x| konverguje. Pak integralni jadro takového operatoru muze byt prepsano do tvaru
H(EF) = S5 Mgt @03 ).
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20.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

— prostor testovacich funkci a priklady

— Cauchyova aloha pro obycejnou diferencialni rovnici a jeji pfevod do 2’

— mez integralniho jadra a diikaz jeji konecCnosti

. @ Vyslovte a dokaZte vétu o zobecnéné derivaci skokové funkce.

e © Cemu se rovns £l

f(@)

47| a za jakych predpokladi? Dokazte.

. G Dokazte Besselovu nerovnost.

. @ Proc v 2’ neexistuje %‘7 Jak se absence této distribuce resi?

ze 3[1] = (2m)76(E).

@ Vyslovte a dokazte tvrzeni o tvaru Fourierovy inverzni transformace v . i .. Uzijte faktu,
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21.

. 0 Definujte nize uvedené pojmy, zafad'te je do probirané teorie a diskutujte jejich uziti:

.0 Dokazte, 7e 0; € 2'(E") a ©; € 2'(E").

— Cimrmanovy bufinky
— linearita a spojitost funkcionalu nad Z(E") - definici demonstrujte na prikladé

(f,(p(a?)):/Om/om.../ooow(ﬁ—%?)da? (i c E).

— Banachav prostor €, (J)

3 Vyslovte a dokaZzte vétu o obrazu derivace ve Fourierové transformaci (v .7 i .%").

° 0 Vyslovte vétu o Fourierové rozvoji a diskutujte, jakym zptisobem lze dokazat.

.0 Za jakych podminek plati vlastnost [ f(z)G(x)dz = [; F(z)g(x)dz z Fourierova desa-
tera? Dokazte.

.0 Dokazte: Necht S = {f1(z), f2(x),...} je ortonormalni mnozina na Hilbertové prostoru ¢
a g(z) € . Oznaime ay, := (g|fi). Pak existuje limita

limnorm
n—o0

D arfu(w) =D axfu(x) € A
k=1 k=1

Oznacime-li tuto limitu h(z), pak navic pro kazdé k € N plati: (g — hlfy) = 0.




