1 Prvni prednaska

1.

2.

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

18.

Heavisideova funkce a centrovana Heavisideova funkce

Prostor s taplnou mirou {E", A(X), 4}

G bude vzdy znacit oblast a J bude znamenat kompakt

funkce: f(¥):R > C

Pfipomenout symboly €(M) = €°(M), €"(M)

definice symbolt %) : (tfida vSech spojitych funkci s kompaktnim nosicem)

definice symboli € : (tfida vsech funkci, které maji kompaktni nosic a spojité
derivace az do fadu n véetné)

Z(G), £*(G), Lioc(G)
pfipomenout, Ze:

feZE W & |fleZE w Afx)eAE).

VETA: o ekvivalentni definici tiidy Aoc(G)

snaha o prehilbertovsky prostor €' ({a, b))

snaha o prehilbertovsky prostor .Z(G) a protipfiklad 4= € £(0, 1), ale 1= -

L Vx Vx
7}:;6.,%(0,1)

Zy(G)

snaha o prehilbertovsky prostor .Z1(G) a protipfiklad \/L} € A4(0,1), ale \/L} :
v% =iez00

VETA: f, g€ £(G) = fg* e Z(G)

ale ani %(G) neni prehilbertovsky

Co jsou faktorové funkce

znaéeni I,(G) a IL(ZW)(G) : vaha musi byt spojita a kladna na G



2 Druha prednaska

1

2.

10.
11.
12.
13.

14,

15.

16.
17.
18.
19.

20.

CVETA: fe G) A HcCG A uH) <o = fe AH)
DUSLEDEK: u(H) < oo = %(H) c Z(H)

snaha o Hilbertiiv prostor €' ({a, b)) se standardnim skalarnim soucinem (neni
aplny)

snaha o Hilbertdv prostor IL,(G)

VETA: Ly(G) a LY(G) jsou Hilbertovy prostory

Skalarni souciny na funkcionalnich vektorovych prostorech jednorozmérnych
funkci

e Legendre O(x — a)OM — x), G = (a,b)
o Laguerre O(x)e™, G = (0, +0)
e Hermite e‘xz, G=R

Typy konvergence na funkcionalnich vektorovych prostorech (bodova, stejno-
mérna, podle normy)

VETA: 0 vztahu stejnomérné konvergence a konvergence podle normy na
€' ({a, b)) pro (flg)w. [Nezminoval jsem. Dokazano v MAB3.]

VETA: 0 vztahu stejnomérné konvergence a konvergence podle normy na
,Zz(w)(G), kde u(G) < c0. Vaha musi byt omezena na G.

VETA: o spojitosti skalarniho soucinu
Konvergence fad podle normy
VETA: o souctu podle normy

Uzavfeni tématu o konstrukci funkcionalnich Hilbertovych prostort.

Domaci tkol: Je ||flle := maXye(upy |f| normou na €' ({a,b))? A je €(a,b)) s
touto normou aplny?

NOVA KAPITOLA: Operace konvoluce na prostoru klasickych funkci — definice
na Loc(E")

VETA: o existenci konvoluce v .2 (E")

Bilinearita konvoluce v .Z1(E") (ve cviceni)
Komutativita konvoluce v .Z(E")

o konvoluci funkci tvaru O(x)F(x), kde F(x) € Loc(R)

definice pojmii hustota a hustota pravdépodobnosti



3 Treti prednaska
1. VETA: 0 zachovani vlastnosti hustoty pravdépodobnosti

2. VETA: f, g jsou hustoty pravdépodobnosti a fof(x) dx=pu; a fRyg(y) dy =
p2, pak fo 2(f * 9)(2) dz = p1 + o

3. VETA: 0 posunuti v konvoluci v .Z(E")
4. VETA: o derivaci v konvoluci: f(¥) € .Z(E") a g(¥) € L (E)NE,

5. ortonormalni mnozina: Rekneme, ze mnozina S z Hilbertova prostoru JZ je
ortonormalni, pokud pro kazdou funkci f(¥) € S je |[f(X)|l = 1 a zaroven pro
kazdé dvé funkce f(X),g(%) € S takové, ze f(X) # g(X) plati rovnost (f|g) = 0.

6. LEMMA: prvky kazdé ortonormalni mnoziny jsou LN

7. zminka o Grammové-Schmidtové procedure vyrabéjici ON mnozinu z mnoziny
LN funkci

8. VETA: o Besselové nerovnosti: Necht S = {£1(®), 2(2), ..., (D)} je (konecna)
ortonormalni mnozina v Hilbertové prostoru 57°. Necht g(X) € S je zvolen
libovolné. Oznaéme ay; := (g|fi). Pak plati

D lad? < g@IP. (1)
k=1

9. Definice maximalni ortonormalni mnoziny: S je maximalni ortonormalni mno-
zina v #Z, pokud pro jakoukoli ortonorméalni mnozinu S’ > S plati, ze S’ = S.

10. Pripravna véta k vété o Fourierové rozvoji

Necht S = {fi(X), 2(X),..., fu(X),...} je (spoetnad) ortonormalni mnozina v Hilbertové
prostoru 7. Necht je funkce g(X¥) € 57 zvolena libovolné. Oznaéme a; = (g|fi). Pak
existuje limita

(o9

limnorm ) agfi(®) = ) axfu® = h(@) € A
k=1 F=1

k=1
Navic pro kazdé k € N plati (g — hlfy) = 0.




4 Ctvrta prednaska

1.

2.

10.
11.
12.
13.

14,

15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

22.

Definice baze v Hilbertové prostoru
Definice separability Hilbertova prostoru

VETA:Necht S = {£i(®), (D), ..., fu(D),...} je (spocetnd) maximalni orto-
norméalni mnozina v separabilnim Hilbertové prostoru 7. Necht je funkce
g(X¥) € S zvolena libovolné. Necht pro kazdé k € N je (glfiy) = 0. Pak
g(¥) = o(%).

VETA: o Fourierové rozvoji

VETA: o Parsevalové vzorci [Zapomnél jsem. Dodéla se ve cviceni.]
VETA: o Parsevalové rovnosti [Zapomnél jsem. Dodéla se ve cviceni.
Trigonometricka baze v 1L(0, 2x)

Legendreovy polynomy — pokus o pfimou konstrukci

Legendreovy polynomy jako baze v ILy(—1,1)

Rodriguesova formule pro Legendreovy polynomy

Legendreova diferencialni rovnice

Laguerreovy polynomy - komentaf

Hermiteovy polynomy - odkaz do cviceni

NOVA KAPITOLA: Linearni operatory na separabilnich Hilbertovych prosto-
rech

linearni operator, jeho definicni obor a obor hodnot

priklad operatoru, jehoz defininim oborem neni cely Hilbertiiv prostor: napf.
L = xna . # = LyR).

Umluva: v dalsim textu budeme predpokladat, ze Dom(L) = #
bilinearni forma ptidruzena k L

kvadraticka forma ptidruzena k L

typy definitnosti operatori

hermiteovsky operator (= hermiteovsky sdruzeny operator, popf. samosdru-
Zeny operator)

VETA: 0 konvergenci &iselné posloupnosti ((I:fnlg));f’:1 — pro hermiteovsky
operator



5 Pata prednaska

1.

2.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

VETA: o0 konvergenci &iselné fady Z;’;l(ifnlg) — pro hermiteovsky operator

VETA: L je hermiteovsky pravé tehdy, kdyz pro viechny funkce f(%) € #
plati, ze (Lf|f) € R.

Je-li L jakkoli definitni, pak je hermiteovsky.

gkol_: rozmyslet, za jakych podminek kladenych na spojitou funkci J# (x,y) :
GxG + C je integralni operator K := fG J (x,y)edy hermiteovsky na IL,(G)?
Uvazujte, ze G je omezena oblast.

komutujici operatory

VETA: K, L hermiteovské operatory, které komutuji. Pak KL i LK jsou her-
miteovské.

Definice spektra operatoru (pro acely RMF se jedna o zlzeny pojem)
VETA: L hermiteovsky, pak (L) c R

VETA: L pozitivné definitni, pak o"(L) ¢ R* (+ analogicka tvrzeni)
VETA: o kolmosti vlastnich funkci

VETA: o vektorovém prostoru generovaném vsemi vlastnimi funkcemi prislus-
nymi k témuz vlastnimu Cislu

geometrickd nasobnost/prosté vlastni Eislo/nedegenerovany vs. degenerovany
operator

Definice spojitého operadtoru a jeji ekvivalentni alternativa

VETA: o prenosu konvergence (podle normy) vzorii na konvergenci (podle
normy) operatorovych obrazi

VETA: o prenosu souctu (podle normy) vzori na soucet (podle normy) ope-
ratorovych obrazi

priklad nespojitého operatoru: L = d% na I,,(0, 1)



6 Sesta prednaska
1. Definice omezenosti operatoru
2. VETA: o ekvivalenci omezenosti a spojitosti operatoru
3. priklad neomezeného operatoru: L. = x na ILy(R)
4. Hellingerav-Toeplitzlv teorém

5. Definice omezeného operatoru s Cisté bodovym spektrem: Rekneme, Ze ope-
rator L : 5 +— J je operatorem s Cisté bodovym spektrem, je-li omezeny a
v J existuje baze tvorena pouze vlastnimi funkcemi tohoto operatoru.

6. VETA: o spektru operatoru s Cisté bodovym spektrem: Necht S = {fi(X), /2(%), ..., fi(D),...}
je baze v separabilnim Hilbertové prostoru .77 tvofena vlastnimi funkcemi ope-
ratoru L s Cisté bodovym spektrem. Oznacme py vlastni &islo prislusné vlastni
funkci fi(%). Necht U = {u1, o, . . ., e, - . .}. Pak o(L) = U.

7. Kolik vlastnich hodnot tedy miize mit operator s Cisté bodovym spektrem? A
jak to souvisi s geometrickou nasobnosti vlastnich Cisel.

8. Definice unfoldovaného spektra a prislusné operatorové baze

9. VETA: 0 hermiteovskosti operatoru s Eisté bodovym spektrem: Operator s
Cisté bodovym spektrem, pro ktery oo(L) C R, je hermiteovsky.

10. Poznadmka k Fourierovu rozvoji podle operatorové baze operatoru s Cisté bo-
dovym spektrem

11. VETA: o separabilité jadra integralniho operatoru s ¢isté bodovym spektrem:
Necht je dan Fredholmav integralni operator K s Cisté bodovym spektrem,
jehoz definicnim oborem je IL2(G). Necht soubor ounf(K) = (11,12, 43...) je
unfoldovanym spektrem tohoto operatoru a B = {¢1(X), p2(X), p3(X)...} pri-
slusné operatorova baze. Necht rada ;7 | |4x| konverguje. Pak integralni jadro
takového operatoru miize byt pfepsano do tvaru ¢ (X,y) = Py Aepe(X)e7 ().

12. Diskuse k predeslé vété, zejména k pozadavku, Ze fada 3,7, |4kl konverguje.

13. Shrnuti: V dalsim vykladu budeme pracovat s Hilbertovymi prostory ]L(zw)(G)
(nejcastéji ve varianté ILy(G)) nebo s Banachovym prostorem %,-(J) funkci spo-
jitych na kompaktu J, kde je norma definovana predpisem ||f]l,- := maxge; |f(2)|.

14. NOVA KAPITOLA: Integralni rovnice
15. Definice Fredholmovy integralni rovnice
16. spojité jadro

17. LEMMA: o dvou defini¢nich oborech Fredholmova integralniho operatoru se
spojitym jadrem (bude dokazano ve cviceni)



7 Sedma prednaska

1.

2.

10.

komentaf k %,(G)
Mez jadra
Separabilni jadro

VETA: 0 omezenosti Fredholmova integralniho operatoru se spojitym jadrem
v Banachové prostoru €,(G).

VETA: 0 omezenosti Fredholmova integralniho operatoru se spojitym jadrem
v Hilbertové prostoru IL>(G).

VETA: o shrnuti zakladnich vlastnosti Fredholmova integralniho operatoru se
spojitym jadrem

VETA: 0 omezenosti spektra Fredholmova integralniho operatoru se spojitym
jadrem

VETA: o spektru Fredholmova integralniho operatoru se separabilnim jadrem
navod na feSeni rovnice se separabilnim jadrem

VETA: - pfipravna véta na metodu postupnych aproximaci



8 Osma prednaska

1.

2.

10.

11.

VETA: — metoda postupnych aproximaci

Definice Neumannovy fady

Odvozeni tvaru jadra pro slozeny integralni operator
Definice posloupnosti iterovanych jader

VETA: - metoda iterovanych jader

Definice rezolventy

Definice Volterrovy integralni rovnice

spojité jadro

VETA: o0 shrnuti zakladnich vlastnosti Volterrova integralniho operatoru se
spojitym jadrem (vcetné defini¢niho oboru a oboru hodnot)

VETA: - pfipravna véta na metodu postupnych aproximaci pro Volterrovu
rovnici (o omezenosti o—normy {—té operatorové mocniny Volterrova opera-
toru)

VETA: - metoda postupnych aproximaci pro Volterrovu rovnici



9 Devata prednaska

1. shrnuti metody postupnych aproximaci pro Volterrovu integralni rovnici (dis-
kuse o normé feseni)

2. Odvozeni tvaru jadra pro slozeny Volterriv integralni operator

3. VETA: - metoda iterovanych jader pro Volterrovu rovnici

4. NOVA KAPITOLA: Normalizace parcialnich diferencialnich rovnic

5. Parcialni diferencialni operator, jeho koeficienty a jeho defini¢ni obor
6. PDE druhého radu

7. Wy a W, a jejich vlastnosti

8. kvadraticka forma pridruzena k PDE

9. typy excentricity PDE
10. obory excentricity PDE
11. PDE v normalnim tvaru

12. Obecny prevod PDE do normalniho tvaru



10 Desata prednaska

1. Alternativni normalni tvar PDE

2. Aplikace na PDE s konstatnimi koeficienty

3. PDE druhého radu pro funkci dvou proménnych

4. nalezeni obori excentricity podle hodnot funkcionalniho diskriminantu

5. odvozeni metody pro nalezeni vztaht pfevadéjicich PDE do normalniho tvaru
pro rovnici hyperbolického typu

6. o prevodu parabolické PDE do normalniho tvaru
7. o prevodu eliptické PDE do normalniho tvaru
8. multiindex, jeho absolutni hodnota a sumace, multiindexova derivace

9. PDE vyssich radt — diferencialni operator v multiindexovém formalizmu



11 Jedenacta prednaska

1.

10.

Reste parcialni diferencialni rovnici

NOVA KAPITOLA: Teorie zobecnénych funkci

okoli mnoziny a uzaviena koule

Definice tfidy Z(E")

Leibnizova formule pro derivaci soucinu funkci z Z(E")
Cimrmanovy bufinky

diskuse o konstrukci dal3ich zastupci ve tfidé Z(E")

VETA: Pro libovolnou testovaci funkci ¢(x) € Z(R) existuje K € R] tak, ze
pro kazdé x,y € R (x # y) plati

‘w()c) —¢(y)
x-y

<K

VETA: o vyhlazeni charakteristické funkce: Pro libovolnou oblast G c E” a
libovolné & > 0 existuje funkce n(¥) € Z(E") takova, ze

e 0<n(® <1,
e pro véechna Y€ G je n(¥) =1,

e pro véechna X € E"\ G3, je n(¥) = 0.

VETA: Vektorovy prostor Z(E") je hustou mnozinou v L,E".



12 Dvanacta prednaska
1. superstejnomérna konvergence ¢ (¥) = ¢(X) ve tridé Z(E")
2. Definice tridy 2’(E")
3. priklady zobecnénych funkci
o (flp(@):=0
o (h,p(®) := ¢(0)
o (2,¢(x) = [ dx
o (W,p(x)) := fR @ dx
o (i, (1) = fp e e(x)dx
o G =" [ fy e@Ddr
4. VETA: o regularni distribuci
5. definice regularni distribuce
6. nulova distribuce
7. rovnost distribuci
8. VETA: 0 centrované Diracové funkci
9. definice Diracovy funkce (vCetné centrované varianty)

10. VETA: o Heavisideové distribuci

11. definice Heavisideovy distribuce (vEetné centrované varianty)



13 Trinacta prednaska
1. proc i v 2’'(R) neexistuje?

2. o dvou alternativach pro nahradu )lc - definice Sochockého distribuce a kone¢né
Casti

3. VETA: o kone&né &asti — dtikaz ve cviceni

(7) 1 ;¢(x)) _ f T (=)
X 0

X

4. Sochockého vzorce:

1
1110 = Fimd(x) + 7’;.

5. operace v Z'(E") : souCet & nasobek & nasobeni regularni distribuci & deri-
vace & afinni transformace

6. priklad na derivaci Heavisideovy distribuce

7. priklad na afinni transformaci Diracovy distribuce

8. VETA: o parcialni derivaci soucinu

9. VETA: o derivaci skokové funkce

10. dvoji konvergence v Z'(E") : a) limie fx = f; b) limﬂ_wﬁl =1
11. priklad na konvergenci Gausse k Diracovi

12. definice prosté Diracovy vrstvy



14 Ctrnacta prednaska
1. NOVA KAPITOLA: Nosi¢ zobecnéné funkce
2. 2(G)
3. f je nulova na oteviené mnoziné H c E”
4. Obor nulovosti distribuce f € 2'(E")
5. supp(f) a pojem finitni distribuce
6. VETA: 0 nosici Diracovy funkce a centrované Diracovy funkce
7. 7:(E")
8. poznamka, ze 6 ¢ Z.(E")
9. NOVA KAPITOLA: Tenzorovy soucin
10. definice tenzorového soucinu

11. Komentaf o korektnosti definice tenzorového soucinu (odkaz na dalezitou te-
oretickou vétu)

12. VETA: o bilinearité tenzorového souéinu
13. VETA: 0 husté mnoziné v Z(E"**)

14. VETA: o komutativité tenzorového souinu
15. VETA: o asociativité tenzorového souéinu
16. VETA: o spojitosti tenzorového soucinu
17. VETA: o derivaci tenzorového soucinu

18. VETA: 0 posunuti tenzorového soucinu

19. VETA: o nasobeni tenzorového soucinu regularni distribuci



15

Patnacta prednaska

1.

10.
11.

12.

pokus o preneseni konvoluce z prostoru klasickych funkci do 2’(E") a diskuse
problému takového pokusu o definici

Konvergence k jednicce

Definice konvoluce v 2’(E")
Podminéna bilinearita konvoluce
Podminéna komutativita konvoluce

VETA: Necht /.2 € 2/,(E") s generatory f(¥),g(X) € L (E"). Pak f x g
existuje, je z Z}.,(E”) a jejim generatorem je f(X) * g(X) € L1 (E").

Priklad: 6 x 3 =g %6 =32

VETA: Necht f,5 € Z’(E’) a f * § existuje. Pak

DUSLEDEK: 0 D%(f * 3).
VETA:0 [f*2l(R+ @) = f(X+ D) * 3= f % 3(X+ ).
diskuse asociativy konvoluce: (@ % 8") % 1 # @ % (5’ * 1).

nékteré konvoluce neexistuji ani v 2/(E"): 1 x 1.



16 Sestnacta prednaska

1. Necht £,z € 2'(E") a g je finitni. Pak f % g existuje ma navic pro kazdou
testovaci funkci ¢(¥) € 2 plati

(f * g9(@) = (f(D) g, n(Ne(X + 7)),

kde 1n(?) je libovolna testovaci funkce, kterd je na okoli nosi¢e supp(g) rovna
jedné.

2. Necht f,g € Z,(R). Pak existuje konvoluce f x g € Z/(R) a pro kazdou
testovaci funkci ¢(x) € Z(R) plati

(f * g ¢x) = (f(x) ® gy, mX)Mm)e(x +y)), (2)

kde n1(x), resp. 12(y) jsou libovolné funkce tridy ¥ (R), které jsou na okoli
intervalu (0, o) rovny jedné a existuje pro né K < 0 tak, ze plati implikace

x<KAy<K = ) =m@)=0. (3)

3. VETA: 0 spojitosti konvoluce na Z;(R)

4. VETA: o asociativité konvoluce na 7, (R)

5. NOVA KAPITOLA: Laplaceova transformace

6. o tvaru budouci definice

7. funkce exponencialniho riistu

8. Laplaceiiv prostor

9. VETA: o zobrazitelnosti funkce z Laplaceova prostoru
10. Které funkce patfi do Laplaceova prostoru?
11. definice Laplaceovy transformace
12. rozsifeny Laplacetiv prostor

13. linearita



17 Sedmnacta prednaska — 7/12

1.
2.

3.

10.

L[ f(cx)]
L ()]

Lo ()]

LO®) [ f(£)dé]

L) = [ Fg)dg

Le™f(x)] = F(p - a)

o~ f@) dx = Tim,0, F(p)
VETA: 0 obrazu konvoluce

B 0G0 dx = [ Flx)g(x) dx

inverzni Laplaceova transformace



18 Osmnacta prednaska — 8/12

1. NOVA KAPITOLA: Klasicka Fourierova transformace

2. Schwartzav prostor .7(E")

3. vazba mezi S (E") a Z(E") a P(R) a L (E")
4. tii zptisoby zavedeni: a) .7; a) .4; a) &;
5. pokud f(X) € 24, pak Ff(D)] existuje

6. pokud f(®) € .7, pak F[f(D)] existuje

7. pokud f(?) € ., pak FLf(D)] € .7 (ve cvicen)
8. linearita

9. FLf(cH)] (c R\ {0}

10. FLOF(R)]

11. D*FLf(R)]

12. Fe' T f(R)] = F(€ + i)

13. FlF@- D] = e¥F @

14. VETA: o obrazu konvoluce

15. fo SAGED AT = [, F(D)g(X)d¥

16. Trida temperovanych distribuci .#’(E")

17. VETA: Necht ¢(®),¥(%) € Z(E") a &, jsou regularni distribuce generované
funkcemi ¢(2), ¥(%) € .Z(E"). Pak v .#’(E") plati rovnost

(Blel,w(®) = (&, Fw (1)

18. Definice Fourierovy transformace v .%#’(E")



19 Devatenacta prednaska — 14/12

1. VETA: o fourierovské inverzi: FF* = (271)' Iy

2. Formulace vztahu o inverzni Fourierové transformaci
3. Riemannovo-Lebesgueovo lemma

4. ZOBECNENE DESATERO

5. VETA: o fourierovské inverzi v .’ (E")

6. VETA: o spojitosti Fourierovy transformace

7. fourierovské obrazy Diracovych funkci a jejich derivaci

8. feseni rovnice X" f(x) =0 v " (E")



20 Dvacata prednaska — 15/12
1. FlehP] =2

2. F[1] =2
3. NOVA KAPITOLA: Regeni PDE

4. VETA: o vztahu klasického a zobecnéného Feseni (2x)
5. operator s konstantnimi koeficienty
6. Fundamentalni feSeni operatoru

7. priklady



21 Dvacataprvni prednaska — 21/12

1. VETA: o fourierovském obrazu fundamentalniho feseni operatoru
2. Formulace aloh matematické fyziky

3. LEMMA: o zobecnéné derivaci

Ow(X, 1)
ot

kde W(Z 1) = O(N)u(X. 1)

i

prevody aloh do prostoru zobecnénych funkci



22 Dvacatadruha prednaska — 22/12

1.

2.

fundamentalni fe3eni dopravniho operatoru
prevody aloh do prostoru zobecnénych funkci
zakladni véta o FeSeni diferencialni rovnice v 2’
véty o harmonickém Feseni

sestavovani vzorcl pro reSeni



