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(10 bodů)
Mezi formálními řešeními diferenciální rovnice

y′ =
3 y

2

x2 − 6 yx − 3

3 y
2

x2 + 6 yx − 3

je i kružnice o poloměru R = 5. Nalezněte její střed.

Řešení:
• Zadaná diferenciální rovnice je homogenní stupně nula a její řešení budeme hledat rovnou pomocí

obecné substituce
y (x) = xz (x) ,

protože lineární řešení nemůže být kružnice.
• Dosadíme do rovnice y = zx, y′ = z′x + z.

z′x + z =
3z2 − 6z − 3
3z2 + 6z − 3

=
z2 − 2z − 1
z2 + 2z − 1

• Separujeme proměnné

z′x =
z2 − 2z − 1 − z

(
z2 + 2z − 1

)
z2 + 2z − 1

=
−z3 − z2 − z − 1

z2 + 2z − 1
,

z2 + 2z − 1
z3 + z2 + z + 1

z′= −1
x
.

• Před integrací provedeme rozklad na parciální zlomky. Polynom ve jmenovateli má kořen z = −1
(uhodneme: jediní kandidáti na celočíselné kořeny jsou dělitelé absolutního členu 1, tj. ±1). Po
vydělení zjišt’ujeme z3 + z2 + z + 1 = (z + 1)

(
z2 + 1

)
a platí tedy

z2 + 2z − 1
z3 + z2 + z + 1

=
A

z + 1
+

Bz +C
z2 + 1

.

• Najdeme A, B,C:
Az2 + A + Bz2 + Bz +Cz +C = z2 + 2z − 1,

z čehož vychází soustava

A + B = 1, B +C = 2, A +C = −1,
jejímž řešením je (A, B,C) = (−1, 2, 0).

• Nyní integrujeme ∫ −1
z + 1

dz +
∫

2z
z2 + 1

dz = −
∫

1
x
dx,

ln

∣∣∣∣∣∣
z2 + 1
z + 1

∣∣∣∣∣∣ = ln
C
|x| kde C > 0,

z2 + 1
z + 1

=
C
x

kde C ∈ R\ {0} .
• Přejdeme k původním proměnným a dostaneme formální řešení

y2

x2 + 1 =
C
x

(
y

x
+ 1
)
,

x2 + y2 = C (x + y) ,
=⇒

(
x − C

2

)2
+

(
y − C

2

)2
=

C2

2
,

což je kružnice se středem
(

C
2 ,

C
2

)
a poloměrem C√

2
.

• Kružnice s poloměrem C√
2
= 5 má tedy střed

(
5√
2
, 5√

2

)
.
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