Posledni termin zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)

Jméno a prijmeni studenta Hodnoceni Datum a Cas testu

L]

10. zari 2020, 11:30 — 13:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sedm z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméne
spravne). Mezi spravné vyresenymi alohami museji byt alohy ¢. 1, 2 a 3.

1. Vyslovte podminky pro zaménu

b b
Iimf gk(x)dx:f lim ge(X) dx
k— oo a a k— oo

a své tvrzeni dokazte.

. Vyslovte a dokazte vétu o feSeni homogenni diferencialni rovnice. V ramci dikazu také vyslovte

definici homogenni funkce, aby bylo jasné, o co sviij ditkaz opirate.

. Vyslovte a dokazte Taylorovu vétu (o koeficientech Taylorovy Fady). Odkud mate opravnéni deri-

vovat Elen po Elenu, tj. zaménit derivaci a sumu?

Necht g(X) : R™ > R je kvadraticka forma. Co predstavuje symbol q(X) < 0? Definujte. Ktery z
indexi setrvacnosti je v daném pripadé jisté nulovy? Maze byt néktery z indexi setrvacnosti roven
¢islu m?

. Pro rovnici y”" + 6y” + 9y’ = 27 urcete, co je Qo, Qq, a co je fundamentalni systém.
. Rozhodnéte, zda zobrazeni ||X|| ;= [X] spliuje axiomy normy na vektorovém prostoru (0, +c0).

. Vyslovte definici konvergence podle normy v Hilbertové prostoru a tuto definici prepiste pomoci

symboliky skalarniho soucinu.

. Vyslovte Weierstrassovo kritérium pro funkéni Fady a vysvétlete, zda lze pomoci néj rozhodnout o

stejnomérné konvergenci fady

Z(—l)nF na intervalu (0, 1).
n=1

. Minimalistickym zapisem pfepiste nasledujici vyrok:

(Ve>0)Ang eN): n>ng A Xe(-2,2) = |ga(X) + Go(X) + ...+ Gn(X) — X < &.




Posledni termin zkousky z predméetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum a cas testu

L]
24. srpna 2020, 11:30 — 13:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sedm z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméne
spravne). Mezi spravné vyresenymi ilohami museji byt alohy ¢. 1, 2 a 3.

1. Vyslovte definici konvergence v metrickém prostoru a podle ni rozhodnéte o konvergenci posloup-
nosti

-
(525

n°  n?

v metrickém prostoru {R?, o(X, )} se sitovou metrikou
0(&,b) = la — byl + lag — byl

2. Vyslovte a dokazte vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni Cauchyovy dlohy pro diferencialni
rovnici s nulovou pravou stranou. Pro€ je pro tento diikaz nezbytné, aby funkce ve fundamentalnim
systému byly linearné nezavislé?

3. Vyslovte a dokazte Taylorovu vétu (o koeficientech Taylorovy fady).
4. Jaka je hlavni signatura kvadratické funkce Q(X,Y,2) = X° — 4xz+ Z% — 5y + 1?
5. Pro rovnici Y’ + 6y’ + 9y = 27 urCete, co je Qo, Qq, a co je fundamentalni systém.
6. Jaky je integracni faktor rovnice y
y, + ? = )<4 ?

7. Vysvétlete (pomoci presné definice) vyznam symbolu Us(2).

8. Vyslovte Weierstrassovo kritérium pro funkéni Fady a vysvétlete, zda Ize pomoci néj rozhodnout o
stejnomérné konvergenci fady

) n
Z(_l)”xF na intervalu (0, 1).
n=1

9. Minimalistickym zapisem prepiste nasledujici vyrok:

(Ve > 0)(Yxe(-L1))Ag e N): N> = |ga(¥) +Go(X) + ...+ Gn(X) — X < &.



Rozstrel zkousky z predmétu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)
Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum

L]

7. cervence 2020

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol

Vyberte 6 Gloh a spravne je vyreste. Mezi vybranymi museji byt aGlohy ¢. 1 a 2. V zahlavi vyrazne
preskrtnete policka tech aloh, které nemaji byt opravovany.

1. Vyslovte definici konvergence v metrickém prostoru a podle ni rozhodnéte o konvergenci posloup-
nosti

1 3+4n?\\”
N EE)
n=1 n n2 el

v metrickém prostoru {R?, o(X,y)} se c—metrikou.

2. Vyslovte a dokazte vétu o existenci a jednoznacnosti feseni Cauchyovy alohy pro diferencialni
rovnici s nulovou pravou stranou. Pro¢ je pro tento ditkaz nezbytné, aby funkce ve fundamentalnim
systému byly linearné nezavislé?

3. Co je vektorové spektrum kvadratické formy? A jak vypada pro q(X,y,2) = X% — 4xz + 72 — 5y??
4. Pro rovnici Y’ + 6y’ + 9y = 27 urcete, co je Qo, Qq, a co je fundamentalni systém.

5. Definujte pojmy homogenni diferencialni rovnice a exaktni diferencialni rovnice. Spliuje rovnice
3y +(C+y)y =0
nékterou z téchto definic?

6. Vysvétlete (pomoci presné definice) vyznam symbolu Us(2).

7. Vyslovte Weierstrassovo kritérium pro funkéni fFady a vysvétlete, zda lze pomoci néj rozhodnout o
stejnomérné konvergenci fady

oo n
Z(_l)”xF na intervalu (0, 1).
n=1

8. V metrickém prostoru {R?, o} je dana mnozina
A={(xy)eR?:Ix-3<2Aly-3<2

(viz obrazek). Okoli vybraného bodu (o poloméru &) ma tvar polokruhu z obrazku o polométu &.
Urcete (a do obrazku vyznacte), zda ma mnozina A néjaké hrani¢ni body. Vyslovte také definici
pojmu hrani¢ni bod, aby bylo zfejmé, Ze uvedeny pojem spravné chapete.
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Rozstrel zkousky z predmétu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)
Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum

L]

29. cervna 2020

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol

Vyberte 6 Gloh a spravne je vyreste. Mezi vybranymi museji byt aGlohy ¢. 1 a 2. V zahlavi vyrazne
preskrtnete policka tech aloh, které nemaji byt opravovany.

1. Vyslovte a dokazte vétu o integracnim faktoru.

2. Vyslovte a dokazte Taylorovu vétu (o tvaru Taylorovych koeficientil). Ukazte, ze bez zamény poradi
dvou matematickych operaci nelze diikaz provést a diskutujte, pro¢ lze tuto zaménu provést.

3. Jakou vlastnost predstavuje tzv. cauchyovskost posloupnosti ((1/n, 1/n2));]";1 v metrickém prostoru

{R?, o(X Y)} se c—metrikou? Defini¢ni vztah prepiste s vyuzitim zadanych konkrétnich adaja.

4. Rozhodnéte o konvergenci posloupnosti ((1/n, 1/n2));°:1 v metrickém prostoru {R?, (X Y)} se
o—metrikou.

5. Co je fundamentalni systém? A kolik prvki ma pro diferencialni rovnici y® — X’y + xy”’ = 0?
6. Kdy fekneme, ze kvadrika Q(X) : R" — R je regularni?
7. Vyslovte srovnavaci kritérium pro funkéni fady a vysvétlete, zda lze pomoci néj rozhodnout o
stejnomérné konvergenci fady
DD
n=1

na intervalu (0, 1).

8. V metrickém prostoru {R?, o} je dana mnozina (viz také obrazek)
A={(xy)eR?:|x-3+|y-3 <3

Okoli vybraného bodu ma tvar zeleného polokruhu. Urcete (a do obrazku vyznacte), zda ma
mnozina A néjaké izolované body. Vyslovte také definici pojmu izolovany bod, aby bylo zfejmé, ze
uvedeny pojem spravné chapete.
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Rozstrel zkousky z predmétu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)
Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum

L]

27. anora 2020

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol

Vyberte 6 Gloh a spravne je vyreste. Mezi vybranymi museji byt alohy ¢. 1 a 2.

1. Dokazte:
M) =39 = () = 9(x)
Zadani také vhodné upresnéte.

2. Vyslovte a dokazte vétu o limité Lagrangeova zbytku v Taylorové vzorci (tzv. kritérium analytic-
nosti).

3. Definujte pojem oblast a oba pomocné pojmy vysvétlete.

4. Vysvétlete vyznam symbolu XTAX < 0. Co z tohoto zapisu vyplyva pro vektorové spektrum matice
A?

5. Na stfedni skole se bézné pracuje s faktem, ze velikost skalarniho soucinu |ze vypocitat jako soucin
velikosti obou vektor(i a cosinu Ghlu, ktery sviraji. Je toto tvrzeni platné také v obecném Hilbertové
prostoru? Své tvrzeni fadné zddvodnéte.

6. Jednoduse vysvétlete, jaké vlastnosti jsou skryty ve formalnich zapisech:

(Vn e N)(Vc € R*)(Ye > 0)(36 > 0) : x € Us(C) = |gn(X) — gn(C)| < &,

2,600-%

i=1

(Ve > 0)@Am> 0)(Vx € R*)(Yne N\ M) : <e.

Lze s témito indiciemi vycislit vyraz
e 3
>, [ s
n=1v1

7. Vykrestele okoli bodu (0, 0) pfi metrice o(X,¥) = 4(X1 — Y1)? + |%2 — Yal.
8. Co je fundamentalni systém? A kolik ma prvka?



Rozstrel zkousky z predmétu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum

L]

12. uUnora 2020

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol

Vyberte 6 Gloh a spravne je vyreste. Mezi vybranymi museji byt alohy ¢. 1 a 2.

. Vyslovte definici Cauchyovy alohy a predvedte ditkaz existence jejiho reeni.

. Vyslovte podminky pro zdménu

b b
Iimf gk(x)dx:f lim gk(x) dx
k—)oo a a k—>oo

a své tvrzeni dokazte.

. Vyslovte definici ekvivalentnich norem.

Opravte tvrzeni:

l=@b) A g®eC) AGM= X = a®=dx) A F(X) =g

. Jak se definuje ahel mezi funkcemi f(X) a g(X) v Hilbertové prostoru C({a, b))? Viechny pouzité

symboly vysvétlete (definujte).

. Rada ¥* , a,x" ma polomér konvergence Ra. Jaky polomér konvergence ma fada ¥, (an)3x"?

. Zapiste tvar formalniho FeSeni exaktni diferencialni rovnice a dokazte, Ze se o hledané feseni sku-

te¢né jedna.

. 'V metrickém prostoru {R?, 0} je dana mnozina

A={(xY)eR?:|x-3[<2A|ly-3 <2

(viz obrazek). Okoli vybraného bodu (o poloméru &) ma tvar polokruhu z obrazku o polométu &.
Urcete (a do obrazku vyznacte), zda ma mnozina A néjaké hrani¢ni body. Vyslovte také definici
pojmu hrani¢ni bod, aby bylo zfejmé, Ze uvedeny pojem spravné chapete.
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Rozstrel zkousky z predmétu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum

L]

6. Unora 2020

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol

Vyberte 6 Gloh a spravne je vyreste. Mezi vybranymi museji byt alohy ¢. 1 a 2.

1.

©® N oo

Dokazte, ze je-li y1(X),¥2(X),...,¥n+1(X) N+ 1 FeSeni rovnice I:(y) = 0, pak jsou nutné linearné
zavisla. Operator L povazujte za operator fadu n.

. Vyslovte a dokazte zakladni vétu teorie mocninnych fad (o stejnomérné konvergenci).

. Rozhodnéte, zda predpis

1K == [IX1[T + [IX2l1
zadava normu na R2.

Zapiste tvar Lagrangeova zbytku v Taylorové vzorci a vysvétlete vyznam vsech pouzitych symboli.
Specifikujte tvar zbytku ve vzorci pro maclaurinovsky rozvoj funkce g(x) = e®*.

Urcete obé signatury tfidimenzionalni kvadriky xy + yz = 1.
Co se rozumi pojmem Gplnost metrického prostoru {E, 0}? Pouzité pojmy také definujte.
Zapiste, jaka vlastnost se rozumi pod spojitosti skaldrniho soucinu.

Vyslovte srovnavaci a Weierstrassovo kritérium pro fady funkci.



Rozstrel zkousky z predmétu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum

L]

28. ledna 2020

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol

1. Ukazte, ze homogenni diferencialni rovnici Ize jistou substituci vzdy pfevést na rovnici se separo-
vanymi proménnymi. V diikaze zvyraznéte tu Cast, ktera by prestala platit, kdyby funkce byly sice
homogenni, ale ne stejného stupné.

2. Co je jadrem operatoru L = dd—xzz +47?

3. Jak je v prehilbertovském prostoru definovan Ghel mezi vektory? Vyslovte presnou definici a vy-
svétlete, pro¢ zlomek vystupujici v definici nabyva pouze "spravnych"hodnot. Pro¢ je potfeba se
zamyslet nad tim, jakych hodnot tento zlomek nabyva?

4. V metrickém prostoru {R?, e} s euklidovskou metrikou je dana mnozina
A={(xy) eR?:|x=3/+ly-3 <3}

(viz obrazek), ktera neni kompaktni. Vyslovte definici kompaktni mnoziny a podle ni ukazte, ze A
skutecné v {R?, e} kompaktni nen.
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5. Definujte pojem majorantni rada k radé 3, ; ha(X).
6. Za jakych minimalnich predpokladi Ize v zapise limy_a 3.1 ; 9n(X) zaménit poradi operaci?

7. Ktery bod je stfedem Etyfdimenzionalni kvadriky X2 — y? + 22 — U? — 2x — 4y — 62— 8u = 0 ? Nebo
je tato kvadrika necentralni?

8. Ktera z nize uvedenych variant nemiize nikdy nastat?

(a) fa(¥) = 900 A 9X) ¢ C(1)

(b) fa(X) € C(1) A liMnoe f2(X) = g(X) A g(¥) ¢ C(1)
(©)

()

000 2 90 A F) B g
d) fa(¥) 2 900 A T2 € C(1) A g(¥) & C(1)

C



Rozstrel zkousky z predmétu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum

L]

20. ledna 2020

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol

[

Necht y(x), z(X) a V(X) jsou tFi Feseni téze rovnice L(y(x)) = 0. Necht L je diferencialni operator
druhého fadu. Jaka vlastnost pak jisté plati mezi funkcemi y(X), z(X), V(X)?

. Kvantifikatorovym zapisem (pouze pomoci symboli bez jediného slova) zapiste tvrzeni oznacované

jako nutna podminka stejnomérné konvergence pro fady funkci.

. Jakeé signatury ma kvadraticka funkce

XV +Z - -2X+2y—2z+2u-2w=07?

Neprehlédnéte, ze uvedena funkce zobrazuje z R®.

. Za jakych predpokladil lze v zapise limp_ fab On(X) dX zaménit poradi operaci?
. Ukazte, ze v Hilbertové prostoru funkci Ize na zakladé znamych hodnot (f|f), <g|g), a (f|g) jedno-

znacné urcit vzdalenost funkci f(X) a g(X). Tuto vzdalenost vypocitejte pro hodnoty

(fifh =1, (dg) =3, (flg) =-1+2i.

. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni. Vyberte platnou odpovéd.

(a) Pokud fada 27 ; On(X) konverguje stejnomérné na Ai na B, pak konverguje stejnomérné i na
AU B. [Plati/Neplati]

(b) Pokud rada Y. ; gn(X) konverguje stejnomérné na Ai na B, pak konverguje stejnomérné i na
AN B. [Plati/Neplati]

(c) Pokud rada }7°; On(X) konverguje stejnomérné na A a pro mnozinu B plati, ze B > A, pak
Y1 9n(X) konverguje stejnomérné i na B. [Plati/Neplati]

(d) Pokud fada X7, 9n(X) konverguje stejnomérné na A a pro mnozinu B plati, Ze B c A, pak
Y1 On(X) konverguje stejnomérné i na B. [Plati/Neplati]

. Definujte linearni zavislost funkci y1(X),y2(X),...,Ym(X) na intervalu | = (2,8). Plyne z této vasi
definice linearni zavislost stejnych funkci na intervalu | = (1,9) nebo na | = (3,7)? Vasi volbu
vysvétlete!

.V metrickém prostoru {R?, o} je dana mnozina A = {(X,y) € R?: [x— 3| + |y — 3| < 3} (viz obrazek).

Okoli vybraného bodu (o poloméru &) ma tvar Sipky z obrazku o délce 2¢. UrCete, zda ma mnozina
A né&jaké hranicni body. Vyslovte také definici pojmu hranicni bod, aby bylo zfejmé, ze uvedeny
pojem spravné chapete.
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Rozstrel zkousky z predmétu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2019/2020)

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni Datum

L]

13. ledna 2020

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol

. Jakeé signatury ma kvadrika

-2 0 0)(x
xy,2] O 22 [y]zl?
0v2 1)\z

. Necht q(X) : R™ — R je kvadraticka forma. Co predstavuje symbol q(X) < 0? Definujte. Cemu se

v daném pripadé rovna zaporny index setrvacnosti?

. Vyslovte definici pojmu fundamentalni systém a urcete, jak vypada fundamentalni systém rovnice

y’+8y + 16y =0.

. Jaky tvar ma operator rovnice y’ + 8y’ + 16y = 0?
.V metrickém prostoru {R?, o} je dana mnozina A = {(X,y) € R?: [x— 3| + |y — 3| < 3} (viz obrazek).

Okoli vybraného bodu (o poloméru &) ma tvar Gsecky z obrazku o délce 2¢. Urcete, zda ma mnozina
A néjaké izolované body. Vyslovte také definici pojmu izolovany bod, aby bylo zfejmé, Zze uvedeny
pojem spravné chapete.
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. Rada Y1 §—2 ma obor konvergence O = (—1,1). Které z nasledujicich tvrzeni je spravné?

(a) Rada stejnomérné konverguje na (—1,1) i na kazdém (-a,a), kde 0 <a < 1.
(b) Rada na (—1, 1) stejnomérné nekonverguje, ale na kazdém (—a, a), ano.
(c) Rada stejnomérné konverguje na (~1,1), ale na (—a, a) stejnomérné nekonverguije,

(d) Rada nekonverguje stejnomérné ani na (—1, 1) ani na (—a, a).

. Pro€ vyraz f_ll f(X)g(X)dx nespliuje axiomy skalarniho soucinu na prostoru vsech funkci definova-

nych na intervalu (-1,1)?

. Za jakych predpokladi jisté plati rovnost

d - - 4
= [2; gn(x)] : 2‘1 Ak



