
Rozst°el zkou²ky z p°edm¥tu 01MAB3

(akademiký ²kolní rok 2020/2021

Jméno a p°íjmení studenta Hodnoení rozst°elu Datum a £as testu

✍
12. ledna 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15.

1. Dokon£ete tvrzení a poté ho dokaºte:

q(~x) = ~x⊺A~x ∧ q(~x) ⊳ 0 ⇒ ∀λ ∈ σ(A) :

Symbol ⊳ p°edstavuje negativní de�nitnost.

2. Dokaºte, ºe kaºdá Cauhyova úloha pro lineární difereniální rovnii má °e²ení. Pro d·kaz jiº

p°edpokládejte, ºe máte k dispozii fundamentální systém dané rovnie. V rámi d·kazu vyslovte

de�nii Cauhyovy úlohy.

3. Je zobrazení

̺(~a, ~b) = |a1 − 2b1| + |a2 − 2b2|

metrikou v R2?

4. Kdy °ekneme, ºe kvadratiká ploha Q(~x) = ~x⊺A~x − 2~b⊺~x + c je regulární?

5. Pro£ není p°edpis

∫ 4

0
x f (x)g(x) dx

skalárním sou£inem na prostoru v²eh (tedy i nespojitýh) funkí de�novanýh alespo¬ na intervalu

〈0, 4〉?

6. Minimalistikým zápisem (pouze za pomoí symbol· beze slov) p°epi²te následujíí výrok:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N) : n > n0, p ∈ N, x ∈ 〈−π, π〉 ⇒

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

k=0

sin(nx + kx)

(n + k)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ε.

7. Jaké tvrzení se skrývá za ozna£ením V¥ta o superpozii?

8. Vyslovte Weierstrassovo kritérium pro funk£ní °ady a jeho aplikai demonstrujte na °ad¥

∞
∑

n=1

e
−nx

n2

a mnoºin¥ A = 〈0,+∞)

9. Najd¥te funki, pro níº

g(k)(0) = (2k + 2)!!, (k = 0, 1, 2, 3, . . .),

nebo alespo¬ nazna£te postup, jak hledanou funki najít.
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✍
19. ledna 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15.

1. Vyslovte a dokaºte základní v¥tu o stejnom¥rné konvergeni moninné °ady

∑∞
n=1 anxn. V d·kaze

neopome¬te, ºe koe�ienty an mohou být i záporná £ísla.

2. Dokaºte jedno vámi vybrané tvrzení. Bu¤

fn(x)
〈a,b〉
⇒ f (x) ⇒ fn(x)

Ω

_ f (x),

nebo

fn(x)
Ω

_ f (x) ⇒ fn(x)
〈a,b〉
⇒ f (x).

Na záv¥r je²t¥ dopl¬te, o p°edstavuje symbol Ω, tj. o konvergeni na jaké mnoºin¥/prostoru se

jedná.

3. P°edve¤te aplikai metody variae konstant na °e²ení rovnie

y′′ − 2y′ + y =
e

x

x
.

4. Nalezn¥te st°ed kvadriky

−4xy + 4xz + 4x + 4y2 − 4yz + 4y + z2 − 12z − 5 = 0.

5. Co je jádrem operátoru L̂ = d
2

dx2 + 9 ?

6. Jaký je integra£ní faktor rovnie

xy′ + (3− x)y = x4 ?

Jeho tvar maximáln¥ zjednodu²te!

7. Co je sou£tovou funkí °ady

∑∞
n=1 xn

a jaký je její de�ni£ní obor?

8. Vykreslete okolí bodu (0, 0) o polom¥ru ε = 2 p°i metrie

̺(~x, ~y) =
√

|x1 − y1| +
√

|x2 − y2|.

Nalezn¥te alespo¬ jeden hrani£ní bod okolí Uε(0, 0) z ob¥ma elo£íselnými a nenulovými sou°ad-

niemi. P°i ná£rtu obrázku dob°e uvaºte, zda je uvedené okolí konvexní nebo konkávní mnoºinou.

9. Vyslovte de�nii hrani£ního bodu v metrikém prostoru {E, ̺}.
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✍
25. ledna 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15.

1. Vyslovte a dokaºte v¥tu o tvaru formálního °e²ení exaktní difereniální rovnie. Tuto rovnii také

správn¥ de�nujte.

2. Dokaºte v¥tu o zám¥n¥ integrálu a limity pro funk£ní posloupnosti. Zn¥ní v¥ty preizn¥ zformulujte!

3. Krok za krokem sestavte Malaurinovu °adu funke g(x) = e−ax (a > 0). Nevyuºívejte ºádnýh

známýh rozvoj·. Uºijte pouze de�nie Taylorovy °ady a v¥ty o koe�ienteh Taylorovy °ady. Jaký

je obor konvergene nalezené °ady?

4. V Hilbertov¥ prostoru funkí H = [1, x2]λ nalezn¥te alespo¬ jednu nenulovou funki kolmou k

funki y(x) = x2.

5. Dopl¬te tvrzení tak, aby bylo pravdivé

x2
e
−3x ∈ Ω0 ∧ operátor L̂ je ⇒ xe−3x ∈ Ω0.

6. Je dán metriký prostor {Rr, ̺} s metrikou generovanou pomoí normy a v n¥m mnoºina D ⊂ Rr

a bod ~a ∈ Rr. Jakou vlastnost bodu ~a popisuje následujíí výrok?

(∃δ > 0)(∀~x ∈ Rr) : ‖~x − ~a‖ < δ ⇒ ~x ∈ D.

7. Co je Shwarzova-Cauhyova-Bu¬akovského nerovnost?

8. Podle de�nie ukaºte, ºe £ty°dimenzionální kvadratiká forma

q(~x) = −4x2
1 − x2

3 − 9x2
4

je negativn¥ semide�nitní.

9. Rozhodn¥te, zda °ada

∞
∑

n=1

xn

n

spl¬uje nutnou podmínku stejnom¥rné konvergene na mnoºin¥ A = (0, 1).
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✍
2. února 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15.

1. Vyslovte a dokaºte Shwarzovu-Cauhyovu-Bu¬akovského nerovnost.

2. Vyslovte a dokaºte v¥tu o st°edu kvadriky. V rámi d·kazu také vyslovte de�nii st°edu, aby bylo

jasné, z £eho d·kaz vyhází.

3. Neh´ ǫ = 1/5. Leºí funke x v ǫ−okolí funke x2 ?Uvaºujte Hilbert·v prostor funkíH = [1, x, x2]λ
se skalárním sou£inem

∫ 1
0 f (x)g(x) dx.

4. Je difereniální rovnie

y′(xy2
+ x2y) =

√

x6 + y6

homogenní? Rozhodn¥te podle de�nie a svoje rozhodnutí zd·vodn¥te.

5. Jednoduhým zp·sobem ukaºte, ºe °ada

∞
∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(4n)!!

nekonverguje na (0,+∞) stejnom¥rn¥.

6. Krok za krokem sestavte Taylorovu °adu funke g(x) = ln(1 + 2x) se st°edem v bod¥ x0 = 1.
Nevyuºívejte ºádnýh známýh rozvoj·. Uºijte pouze de�nie Taylorovy °ady a v¥ty o koe�ienteh

Taylorovy °ady. Jaký je obor konvergene nalezené °ady?

7. Pro rovnii y′′′ + 6y′′ + 9y′ = 27 ur£ete, o je Ω0, Ωq, a o je fundamentální systém.

8. Za jakýh podmínek lze ve výrazu















∞
∑

n=1

fn(x)















′

zam¥nit po°adí operaí? A na jaké mnoºin¥ se tak m·ºe stát?

9. Kdy °ekneme, ºe je posloupnost auhyovská? A na jakém typu prostoru se tento pojem zavádí?
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✍
10. února 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15.

1. Vyslovte a dokaºte v¥tu o norm¥ generované skalárním sou£inem.

2. Dokaºte v¥tu o tvaru partikulárního °e²ení difereniální rovnie s konstantními koe�ienty s pravou

stranou rovnou výrazu P(x)eαx, kde P(x) je polynom. V d·kaze vyuºijte platnosti analogiké v¥ty,

v níº je pravou stranou pouze polynom. Tuto druhou v¥tu nedokazujte.

3. Ur£ete ob¥ signatury 4-dimenzionální kvadriky x2 − 2xy − 4yz − w2
= −1.

4. Zapi²te, jaká vlastnost se skrývá pod pojmem spojitost skalárního sou£inu.

5. �ada

∑∞
n=1 bnxn

má polom¥r konvergene R = 12. Jaký polom¥r konvergene má °ada

∞
∑

n=1

bn

bn+1
xn?

6. Jaký tvar má Bernoulliho difereniální rovnie? A jak se °e²í? Ukaºte podrobný návod.

7. Ukaºte, ºe v Hilbertov¥ prostoru funkí lze na základ¥ známýh hodnot 〈 f | f 〉, 〈g|g〉, a 〈 f |g〉 jedno-
zna£n¥ ur£it vzdálenost funkí f (x) a g(x). Tuto vzdálenost vypo£ítejte pro hodnoty

〈 f | f 〉 = 1, 〈g|g〉 = 3, 〈 f |g〉 = −1+ 2i.

8. Minimalistikým zápisem (pouze za pomoí symbol· beze slov) p°epi²te následujíí výrok:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N) : p > n0, x ∈ 〈−13, 13〉 ⇒

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

k=0

hk(x) − xe−x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ε.

9. Vyslovte Weierstrassovo kritérium pro funk£ní °ady a vysv¥tlete, zda lze pomoí n¥j rozhodnout o

stejnom¥rné konvergeni °ady

∞
∑

n=1

(−1)n
xn

n · 2n na intervalu 〈0, 2〉.
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✍
18. února 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15.

1. Vyslovte podmínky pro zám¥nu

lim
k→∞

∫ b

a
gk(x) dx =

∫ b

a
lim
k→∞

gk(x) dx

a své tvrzení dokaºte.

2. Vyslovte a dokaºte v¥tu o integra£ním faktoru. Z výsledného °e²ení odvo¤te, o je fundamentálním

systémem zkoumané rovnie.

3. Jak zní de�nie kompaktní mnoºiny?

4. Ur£ete ob¥ signatury 4-dimenzionální kvadriky Q(x, y, z,w) = x2 − 4xy + 5y2 − 2w = 0.

5. Pokud mají výroky

(∀ε > 0)(∃m > 0)(∀x ∈ A)(∀n ∈ N \ m̂) :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

gi(x) − x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ε.

(∀ε > 0)(∃ℓ > 0)(∀x ∈ A)(∀n ∈ N \ ℓ̂) : |gn(x)−?| < ε.

platit sou£asn¥, o se nutn¥ musí skrývat místo otazníku a pro£?

6. Vyslovte a dokaºte v¥tu o prinipu superpozie.

7. Ur£ete vektorové spektrum kvadratiké formy

q(x, y, z,w) = x2
+ 4xy + y2 − 2z2

+ 2w2.

8. De�nujte Taylor·v vzore, Taylor·v polynom a Lagrange·v zbytek. Co musí spl¬ovat Lagrange·v

zbytek, heme-li aby daná funke byla analytiká?

9. V metrikém prostoru {R2, ̺} je dána mnoºina

A = {(x, y) ∈ R2 : |x − 3| < 2 ∧ |y − 3| < 2}

(viz obrázek na zadní stran¥ zadání). Okolí vybraného bodu (o polom¥ru ε) má tvar polokruhu z

obrázku o polom¥tu ε. Ur£ete (a do obrázku vyzna£te), zda má mnoºina A n¥jaké hrani£ní body.

Vyslovte také de�nii pojmu hrani£ní bod, aby bylo z°ejmé, ºe uvedený pojem správn¥ hápete.



2 4 6 8

2

4

6

8

okolí bodu

o poloměru ε

A

ε

y

x
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✍
25. b°ezna 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15.

1. Dokaºte, ºe p°edpis

∫ b

a
f (x)g(x)w(x) dx

zadává na prostoru spojitýh funkí na intervalu 〈a, b〉 skalární sou£in. Jaké p°edpoklady je nutno

klást na váhu w(x)? Z d·kazu by m¥lo být jasné, pro£ by pro nespojité funke nefungoval.

2. Vyslovte a dokaºte v¥tu o podprostoru

[

e
αx, xeαx, x2

e
αx, . . . , xk−2

e
αx, xk−1

e
αx]
λ ⊂⊂ Ω0.

P°edpokládejte, ºe v¥ta o podprostoru

[

1, x, x2, . . . , xk−2, xk−1]
λ je jiº dokázána. Jakého typu musí

být zkoumaná rovnie?

3. V metrikém prostoru R3
je zadána metrika

̺(~x, ~y) =
√

(x1 − y1)2 + 4(x2 − y2)2 + 9(x3 − y3)2.

Jakého tvaru je okolí bodu (0, 0, 0) o polom¥ru ε = 6?Tvar o nejp°esn¥ji pojmenujte!

4. Za jakýh podmínek lze ve výrazu

∫ β

α

∞
∑

n=1

fn(x) dx

zam¥nit po°adí operaí?

5. Neh´ je dána mnoºina G ⊂ Rr. Co p°edstavuje mnoºina

{

~x ∈ Rr : ∀ε > 0platí, ºeUε(~x) ∩G , ∅ ∧ Uε(~x) \G , ∅
}

?

6. Nalezn¥te jádro operátoru L̂ = d
3

dx3 − 4 d
2

dx2 + 13 d
dx .

7. Krok za krokem sestavte Malaurinovu °adu funke g(x) = arctg(ax), kde a > 0. Nevyuºívejte
ºádnýh známýh rozvoj·. Uºijte pouze de�nie Taylorovy °ady a v¥ty o koe�ienteh Taylorovy

°ady. Jaký je obor konvergene nalezené °ady?

8. Co musejí spl¬ovat koe�ienty a, b, c, r, s, t ∈ R, aby difereniální rovnie

y′(ax2
+ bxy + cy2) = rx2

+ sxy + ty2

byla exaktní?

9. Jaký je st°ed kuºelose£ky x2 − 6xy + 2x + 8y2 − 12y − 9 = 0 ?
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✍
1. dubna 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15. �e²te je proto na samostatném

papí°e.

1. Vyslovte a dokaºte základní v¥tu o stejnom¥rné konvergeni moninné °ady

∑∞
n=1 anxn.

2. Dokaºte, ºe kaºdá Cauhyova úloha pro lineární difereniální rovnii má °e²ení. Pro d·kaz jiº

p°edpokládejte, ºe máte k dispozii fundamentální systém dané rovnie. V rámi d·kazu vyslovte

de�nii Cauhyovy úlohy a fundamentálního systému.

3. Jaký tvar má Lagrange·v zbytek v Taylorov¥ vzori? Vysv¥tlete význam v²eh symbol·, které se v

n¥m vyskytují.

4. Vyslovte supremální kritérium pro posloupnosti funkí.

5. O posloupnosti (hn(x))∞n=1 je známo, ºe

(∀ε > 0)(∃m > 0)(∀x ∈ R)(∀n ∈ N \ m̂) : |h1(x) + h2(x) + . . . + hn(x) − x + 1| < ε.

(∀n ∈ N)(∀a ∈ R)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Uδ(a)) : |hn(x) − hn(a)| < ε.

Který z výraz·

lim
n→∞

∫ 6

0
hn(x) dx,

∞
∑

n=1

∫ 6

0
hn(x) dx

lze s vý²e uvedenými indiiemi vy£íslit? Vy£íslete a vysv¥tlete.

6. S pomoí de�nie rozhodn¥te, zda m·ºe vektor ~u = (1, 1, 0) leºet v polární bázi kvadratiké formy

q(x, y, z) = x2 − 4xy + 2xz + 2y2 − 8yz.

Jaká je signatura této formy?

7. Neh´ V je vektorový prostor v²eh integrabilníh funkí (ne nutn¥ spojitýh) na intervalu 〈a, b〉,

kde −∞ < a < b < ∞. P°edstavuje na n¥m p°edpis

∫ b

a
f (x)g(x) dx skalární sou£in nebo ne?

8. Nalezn¥te fundamentální systém a alespo¬ jedno partikulární °e²ení difereniální rovnie

y′′′′ − 6y′′′ + 10y′′ = 60.

9. Vyslovte de�nii pojmu konvergene podle normy. Na jakém prostoru ho lze zavést?
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10. kv¥tna 2021, 9:30 � 11:00

1. úkol 2. úkol 3. úkol 4. úkol 5. úkol 6. úkol 7. úkol 8. úkol 9. úkol

Vy°e²te v²ehny úlohy. Alespo¬ ²est z nih by m¥lo být vy°e²eno správn¥ (nebo víemén¥ správn¥).

Mezi správn¥ vy°e²enými úlohami musejí být úlohy £. 1 a 2.

�e²ení úloh £. 1 a 2 budete odevzdávat s p°edstihem v 10:15. �e²te je proto na samostatném

papí°e.

1. Dokaºte, ºe kaºdá Cauhyova úloha pro lineární difereniální rovnii má °e²ení. Pro d·kaz jiº

p°edpokládejte, ºe máte k dispozii fundamentální systém dané rovnie. V rámi d·kazu vyslovte

de�nii Cauhyovy úlohy, aby bylo z°ejmé, ºe víte, o dokazujete.

2. Vyslovte a dokaºte Shwarzovu-Cauhyovu-Bu¬akovského nerovnost.

3. Jaký fundamentální systém má rovnie

xy′ + 2(1+ x2)y = x2 ?

Jeho tvar maximáln¥ zjednodu²te!

4. Vyslovte Dirihletovo kritérium pro stejnom¥rnou konvergeni °ad funkí.

5. Vyslovte de�nii pojmu negativní semide�nitnost kvadratiké formy. Nezam¥¬te ji s v¥tou!

6. Neh´ je dána mnoºina G ⊂ Rr. Co lze °íi o mnoºin¥ G, pro kterou je spln¥na rovnost

{

~x ∈ Rr : ∃ε > 0tak, ºe platíUε(~x) ⊂ G
}

= G ?

7. Krok za krokem sestavte Malaurinovu °adu funke

g(x) =
1

1+ ax
,

kde (a > 0). Nevyuºívejte ºádnýh známýh rozvoj·. Uºijte pouze de�nie Taylorovy °ady a v¥ty o

koe�ienteh Taylorovy °ady. Jaký je obor konvergene nalezené °ady?

8. Vykreslete okolí bodu (0, 0) o polom¥ru ε = 6, je-li zadán metriký prostor

{

R2; ̺(~x, ~y) = 3|x1 − y1| + 2|x2 − y2|
}

.

9. Vyslovte supremální kritérium pro posloupnosti funkí a aplikujte ho na posloupnost

(

xn

n2

)∞

n=1
, M = 〈−1, 1〉.


