Rozstrel zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021

Jméno a prijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a cas testu

L]
12. ledna 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.
Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15.

1. Dokoncete tvrzeni a poté ho dokazte:
gxX)=X"AX A g(X)<0 = Vieo(A):

Symbol < pfedstavuje negativni definitnost.

2. Dokazte, ze kazda Cauchyova aloha pro linearni diferencialni rovnici ma feseni. Pro dukaz jiz
predpokladejte, ze mate k dispozici fundamentalni systém dané rovnice. V ramci diikazu vyslovte
definici Cauchyovy alohy.

3. Je zobrazeni
o(@b) = |a; — 2by| + |ap — 2Dy
metrikou v R%?

4. Kdy rekneme, ze kvadraticka plocha Q(X) = XTAX — 267 + C je regularni?

5. ProcC neni predpis
fxf(x)g(x) dx
0

skalarnim soucinem na prostoru vsech (tedy i nespojitych) funkci definovanych alespon na intervalu
(0,4)?

6. Minimalistickym zapisem (pouze za pomoci symbolii beze slov) prepiste nasledujici vyrok:

p

Z sin(hx + kx) -
—_— &

(Ve>0)EnoeN): n>no, peN, xe(-m,x) = N+ K2

k=0

7. Jaké tvrzeni se skryva za oznaCenim Véta o superpozici?

8. Vyslovte Weierstrassovo kritérium pro funkéni rady a jeho aplikaci demonstrujte na fadé

e e X
P
n=1 n

a mnoziné A = (0, +c0)

9. Najdéte funkci, pro niz
g¥0)= (2k+2)!, (k=0,1,23,...),

nebo alespon naznacte postup, jak hledanou funkci najit.



Rozstrel zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a cas testu

L]
19. ledna 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.
Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15.

1. Vyslovte a dokazte zakladni vétu o stejnomérné konvergenci mocninné fady >, a,x". V diikaze
neopomente, ze koeficienty a, mohou byt i zaporna Cisla.

2. Dokazte jedno vami vybrané tvrzeni. Bud

(a,b) Q
fax =3 () = () — f(X),

nebo
Q (a,b)
fa¥) = f(x) = () =3 f(%.
Na zavér jesté doplate, co predstavuje symbol Q, tj. o konvergenci na jaké mnozing/prostoru se
jedna.
3. Predved'te aplikaci metody variace konstant na reseni rovnice

eX

' -2y +y=—.
4. Naleznéte stred kvadriky

—4Xy + AXZ+ AX+ AP —dyz+ Ay + 2 - 122-5=0.

5. Co je jadrem operatoru L = dd—X22 +97?
6. Jaky je integracni faktor rovnice
¥ +B-xy=x* ?
Jeho tvar maximalné zjednoduste!
7. Co je souctovou funkei fady Y., X" a jaky je jeji definicni obor?

8. Vykreslete okoli bodu (0,0) o poloméru & = 2 pfi metrice

o(XY) = VIxe —yal + VIxe — yal.

Naleznéte alespon jeden hrani¢ni bod okoli U(0,0) z obéma celociselnymi a nenulovymi soufad-
nicemi. Pfi nacrtu obrazku dobre uvazte, zda je uvedené okoli konvexni nebo konkavni mnozinou.

9. Vyslovte definici hrani¢niho bodu v metrickém prostoru {E, o}.



Rozstrel zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a cas testu

L]
25. ledna 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.
Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15.

1. Vyslovte a dokazte vétu o tvaru formalniho feSeni exaktni diferencialni rovnice. Tuto rovnici také
spravné definujte.

2. Dokazte vétu o zaméné integralu a limity pro funkéni posloupnosti. Znéni véty precizné zformulujte!

3. Krok za krokem sestavte Maclaurinovu fadu funkce g(X) = e™® (a > 0). Nevyuzivejte zadnych
znamych rozvoji. Uzijte pouze definice Taylorovy fady a véty o koeficientech Taylorovy fady. Jaky
je obor konvergence nalezené fady?

4. V Hilbertové prostoru funkci H = [1,%?]; naleznéte alespon jednu nenulovou funkci kolmou k
funkci y(X) = X2.

5. Doplite tvrzeni tak, aby bylo pravdivé

x2e™¥ € Qg A operator L je = xe XeQq.

6. Je dan metricky prostor {R", 0} s metrikou generovanou pomoci normy a v ném mnozina D c R"
a bod d€ R". Jakou vlastnost bodu & popisuje nasledujici vyrok?

(35 >0)(YyXeR"): |X-&|<6 = XeD.

7. Co je Schwarzova-Cauchyova-Buhakovského nerovnost?

8. Podle definice ukazte, ze ¢tyfdimenzionalni kvadraticka forma
A(X) = —4x5 — x5 - 9%

je negativné semidefinitni.
9. Rozhodnéte, zda rada
n=1 n

spliuje nutnou podminku stejnomérné konvergence na mnoziné A = (0, 1).



Rozstrel zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021
Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a cas testu

L]
2. Gnora 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.
Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15.

1. Vyslovte a dokazte Schwarzovu-Cauchyovu-Bunakovského nerovnost.

2. Vyslovte a dokazte vétu o stfedu kvadriky. V ramci dikazu také vyslovte definici stfedu, aby bylo
jasné, z ¢eho ditkaz vychazi.

3. Necht € = 1/5. Lezi funkce X v e—okoli funkce x? ? Uvazujte Hilbertiiv prostor funkei H = [1, X, X2],
se skalarnim soucinem fol f(X)g(x) dx.

YOy +x%y) = X6 +yP

homogenni? Rozhodnéte podle definice a svoje rozhodnuti zdavodnéte.

4. Je diferencialni rovnice

5. Jednoduchym zpiisobem ukazte, ze rada

sl N X2n+1
;(—1) i

nekonverguje na (0, +co) stejnomérné.

6. Krok za krokem sestavte Taylorovu fadu funkce g(X) = In(1 + 2x) se stfedem v bodé xp = 1.
Nevyuzivejte zadnych znamych rozvoji. Uzijte pouze definice Taylorovy rady a véty o koeficientech
Taylorovy rady. Jaky je obor konvergence nalezené fady?

7. Pro rovnici Y + 6y” + 9y’ = 27 urCete, co je Qo, Qq, a co je fundamentalni systém.

[i fn(x))
n=1

zaménit poradi operaci? A na jaké mnoziné se tak mize stat?

8. Za jakych podminek |ze ve vyrazu

9. Kdy fekneme, Ze je posloupnost cauchyovska? A na jakém typu prostoru se tento pojem zavadi?



Rozstrel zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a cas testu

L]
10. Gnora 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.
Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15.

1. Vyslovte a dokazte vétu o normé generované skalarnim soucinem.

2. Dokazte vétu o tvaru partikularniho feseni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty s pravou
stranou rovnou vyrazu P(X)e®*, kde P(X) je polynom. V dikaze vyuzijte platnosti analogické véty,
v niz je pravou stranou pouze polynom. Tuto druhou vétu nedokazujte.

3. Urcete obé signatury 4-dimenzionalni kvadriky X% — 2xy — dyz —w? = —1.
4. Zapiste, jaka vlastnost se skryva pod pojmem spojitost skalarniho soucinu.

5. Rada Yimeq BnX" ma polomér konvergence R = 12. Jaky polomér konvergence ma fada

(e8]
>
=1 bn+l

6. Jaky tvar ma Bernoulliho diferencialni rovnice? A jak se fesi? Ukazte podrobny navod.

7. Ukazte, ze v Hilbertové prostoru funkci Ize na zakladé znamych hodnot (f|f), (g|g), a (f|g) jedno-
znacné urcit vzdalenost funkci f(X) a g(X). Tuto vzdalenost vypoditejte pro hodnoty

(fifh =1, (dg) =3, (flg) =-1+2i.

8. Minimalistickym zapisem (pouze za pomoci symbolii beze slov) prepiste nasledujici vyrok:

Zpl hi(X) — xe™

k=0

(Ve>0)@ngeN): p>ng xe(-1313) = <e.

9. Vyslovte Weierstrassovo kritérium pro funkéni Fady a vysvétlete, zda Ize pomoci néj rozhodnout o
stejnomérné konvergenci fady

Z(_l)nﬂ na intervalu (0, 2).
n=1



Rozstrel zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a cas testu

L]
18. Gnora 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.
Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15.

1. Vyslovte podminky pro zaménu

b b
Iimf gk(x)dx:f lim gk(x) dx
k—)oo a a k—>oo

a své tvrzeni dokazte.

2. Vyslovte a dokazte vétu o integracnim faktoru. Z vysledného feseni odvodte, co je fundamentalnim
systémem zkoumané rovnice.

3. Jak zni definice kompaktni mnoziny?
4. UrCete obé signatury 4-dimenzionalni kvadriky Q(X,y, z W) = X2 — 4xy + 5y? — 2w = 0.
5. Pokud maji vyroky

igi(x) - x| <e.

i=1

(Ve > 0)@m > 0)(¥x e A)(Yne N\ M) :

(Ve > 0)@A¢ > 0)(¥x € A)(Yn e N\ £) : [gn(X)-2 < &.
platit soucasné, co se nutné musi skryvat misto otazniku a pro¢?
6. Vyslovte a dokazte vétu o principu superpozice.

7. Urcete vektorové spektrum kvadratické formy
A(X, Y, Z W) = X2 + 4xy + y* — 22 + 202,

8. Definujte Taylorilv vzorec, Tayloriiv polynom a Lagrangeiv zbytek. Co musi spliovat Lagrangetv
zbytek, chceme-li aby dana funkce byla analyticka?

9. V metrickém prostoru {R?, 0} je dana mnozina
A={(xy)eR?:Ix-3 <2 A|ly-3 <2

(viz obrazek na zadni strané zadani). Okoli vybraného bodu (o poloméru &) ma tvar polokruhu z
obrazku o polométu &. UrCete (a do obrazku vyznacte), zda ma mnozina A néjaké hraniéni body.
Vyslovte také definici pojmu hrani¢ni bod, aby bylo zfejmé, Ze uvedeny pojem spravné chapete.



okoli bodu
0 poloméru €

\/




Rozstrel zkousky z predmeéetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a cas testu

L]
25. brezna 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.
Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15.

1. Dokazte, ze predpis
b
f f(x)g(x)w(x) dx
a

zadava na prostoru spojitych funkci na intervalu (a, by skalarni soucin. Jaké predpoklady je nutno
klast na vahu w(X)? Z ditkazu by mélo byt jasné, proC by pro nespojité funkce nefungoval.

2. Vyslovte a dokazte vétu o podprostoru
[e™, xe®, x2e™, ..., X< 2, xk_le‘”‘]l cc Qo.

Predpokladejte, Ze véta o podprostoru [1,%, X2, ..., X2, x€71], je jiz dokazana. Jakého typu musi
byt zkoumana rovnice?

3. V metrickém prostoru R3 je zadana metrika

o(X.y) = \/ (1 = y1)? + 4(x2 = ¥2)* + 9(x3 — y3)*.

Jakého tvaru je okoli bodu (0,0, 0) o poloméru & = 6? Tvar co nejpfesnéji pojmenujte!

ﬂ [se]
f fa(X) dx
¢ n=1

5. Necht je ddna mnozina G c R". Co predstavuje mnozina

4. Za jakych podminek Ize ve vyrazu

zaménit poradi operaci?

{XeR": Ve > Oplati, 22U NG #0 A UX)\G # 0} ?

., ., o 3 2
6. Naleznéte jadro operatoru L = % - 4& + 13%.

7. Krok za krokem sestavte Maclaurinovu fadu funkce g(X) = arctg@x), kde a > 0. Nevyuzivejte
zadnych znamych rozvojii. Uzijte pouze definice Taylorovy fady a véty o koeficientech Taylorovy
fady. Jaky je obor konvergence nalezené fady?

8. Co museji splhovat koeficienty a,b,c,r, st € R, aby diferencialni rovnice

Y (@ + bxy + cy?) = rx% + sxy + ty?

byla exaktni?
9. Jaky je stied kuzelosecky X2 — 6xy + 2x+ 8y — 12y —-9=07



Rozstrel zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021
Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a Cas testu

L]
1. dubna 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.

Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15. Reste je proto na samostatném
papire.

1. Vyslovte a dokazte zakladni vétu o stejnomérné konvergenci mocninné fady X, ; anX".

2. Dokazte, ze kazda Cauchyova aloha pro linearni diferencialni rovnici ma feseni. Pro dukaz jiz
predpokladejte, ze mate k dispozici fundamentalni systém dané rovnice. V ramci ditkazu vyslovte
definici Cauchyovy alohy a fundamentalniho systému.

3. Jaky tvar ma Lagrangelv zbytek v Taylorové vzorci? Vysvétlete vyznam vsech symboli, které se v
ném vyskytuji.

4. Vyslovte supremalni kritérium pro posloupnosti funkci.

5. O posloupnosti (hy(X)),”; je znamo, ze
Ve >0)@Am> 0)(¥xe R)(Yne N\ M) : |hi(X) + hao(X) +... + hy(X) - x+ 1| < &.

(vn € N)(Ya € R)(Ye > 0)(35 > 0)(¥x € Us(@)) : |ha(X) = hn(a)| < .

6 © 6
lim f hn(X) dx, f hn(X) dx
n—oo 0 n ; 0 n

Ize s vySe uvedenymi indiciemi vycislit? Vycislete a vysvétlete.

Ktery z vyrazi

6. S pomoci definice rozhodnéte, zda muaze vektor U = (1,1, 0) lezet v polarni bazi kvadratické formy

q(x Y2 = X — 4xy + 2x2 + 2y° - 8yz

Jaka je signatura této formy?

7. Necht V je vektorovy prostor vSech integrabilnich funkci (ne nutné spojitych) na intervalu (&, b),
kde —oco < a < b < oo, Pfedstavuje na ném predpis fab f(X)g(X) dx skalarni soucin nebo ne?

8. Naleznéte fundamentalni systém a alespon jedno partikularni feseni diferencialni rovnice

y/l/ _ 6y/l + 1W/ - 60

9. Vyslovte definici pojmu konvergence podle normy. Na jakém prostoru ho Ize zavést?



Rozstrel zkousky z predmetu 01MAB3
(akademicky skolni rok 2020/2021

Jméno a pfijmeni studenta Hodnoceni rozstrelu Datum a Cas testu

L]
10. kvétna 2021, 9:30 — 11:00

1. akol 2. kol 3. akol 4. (kol 5. tkol 6. akol 7. kol 8. kol 9. kol

Vyreste vsechny alohy. Alespon sest z nich by mélo byt vyreseno spravné (nebo viceméné spravne).
Mezi spravne vyresenymi Glohami museji byt Glohy ¢. 1 a 2.

Reseni Gloh ¢. 1 a 2 budete odevzdavat s predstihem v 10:15. Reste je proto na samostatném
papire.

1. Dokazte, ze kazda Cauchyova uloha pro linearni diferencialni rovnici ma feSeni. Pro dikaz jiz
predpokladejte, ze mate k dispozici fundamentalni systém dané rovnice. V ramci diikazu vyslovte
definici Cauchyovy alohy, aby bylo zfejmé, Ze vite, co dokazujete.

2. Vyslovte a dokazte Schwarzovu-Cauchyovu-Buniakovského nerovnost.

3. Jaky fundamentalni systém ma rovnice
xy +2(1+x)y=x ?

Jeho tvar maximalné zjednoduste!
4. Vyslovte Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci rad funkci.
5. Vyslovte definici pojmu negativni semidefinitnost kvadratické formy. Nezaménte ji s vétou!

6. Necht je dana mnozina G c R". Co lze fici o mnoziné G, pro kterou je splnéna rovnost
{Xe R": Je > Otak, ze platiU(X) cG} =G?

7. Krok za krokem sestavte Maclaurinovu radu funkce

kde (a > 0). Nevyuzivejte zadnych znamych rozvoji. Uzijte pouze definice Taylorovy fady a véty o
koeficientech Taylorovy fady. Jaky je obor konvergence nalezené rady?

8. Vykreslete okoli bodu (0,0) o poloméru & = 6, je-li zadan metricky prostor
{RZ; o(X.Y) = 3x1 — yal + 2z — Y2|} :

9. Vyslovte supremalni kritérium pro posloupnosti funkci a aplikujte ho na posloupnost

(Xn) . M= (=11

2
n n=1



