KAPITOLA 4. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

4.4.18 Poznamka

Véimnéme si, Ze funkce y1(z) = = a y2(x) = In(x) jsou zcela zjevné linedrné nezavislé, presto ale existuje bod z¢ = e,
v némz je prislusny wronskian nulovy, tj.

z In(z)

1zt

Wi (@) = () =1 —In(x)|,_, =0.

r=e

Z predchozi véty tedy plyne, Ze obé funkce nemohou byt na intervalu RT Fesenim Zadné linearni diferencialni rovnice
druhého radu y"(x) + p1(z)y' (x) + po(z)y(z) = 0.

4419 Komentar

Jednou z nejzasadnéjsich otazek celé teorie diferencidlnich rovnic je otazka existence feSeni kazdé linearni diferenci-
alni rovnice tvaru L(y(z)) = 0.. Pro rozfeSeni této otdzky je acelné reformulovat prislusnou Glohu do tvaru soustavy
diferencialnich rovnic prvniho radu.

4.4.20 Definice

Sadu n diferencialnich rovnic tvaru

Y1 = (@) y1 + pr2(x) y2 + . 4 P1a(T) Yn

Yo = ©21(x) y1 + 22(T) y2 + ... + P2n(T) Yn

: (4.44)
!

Yn-1= Pn—11 () Y1 + 9n-1)2(@) y2 + ... + P(n=1),n(T) Yn-

Yp, = ©n1(2) Y1 + Pn2(2) Y2 + - - . + Pnn () Yn,

kde p;;(x) jsou spojitymi funkcemi na otevieném intervalu I, nazyvame soustavou n diferencialnich rovnic prvniho radu.
Resenim soustavy (4.44) rozumime ntici spojité diferencovatelnych funkci yy (), y2(2), ..., yn(z) € C1(I), které Fesi
soustavu (4.44). Cauchyovou tlohou pro soustavu diferencialnich rovnic pak rozumime soustavu (4.44) zadanou spole¢né
s pocatecnimi podminkami

yr(zo) =0 €R, (k=1,2,...,n).

4.4.21 Poznamka
Nejprve si uvédomme, ze linearni diferencialni rovnice L(y(z)) = 0 splyne po substituci
yi(2) = y(@), ya(z) = y'(2), ys(2) = "), yn(2) = 4"V (@), yh(2) = 4™ (@)
se soustavou (4.44), pokud pio(x) = p23(z) = E3u(r) = ... = Pu-1)a(r) = 1 a pj(x) = 0proi # j— 1.
Soubézné s tim se Cauchyovy podminky 3 (o) = dj rovnice L(y(z)) = 0 transformuji na Cauchyovy podminky

yr(wo) = ok = dr_1 soustavy (4.44). Potvrdit existenci feseni rovnice L(y(z)) = 0 tedy de facto znamena garantovat
feseni kazdé soustavy tvaru (4.44). Na této Gvaze je také zalozena zikladni véta teorie diferencialnich rovnic 4.4.24.

4.4.22 \eta — existencni veta pro soustavu diferencialnich rovnic 1. radu

Necht pro viechny indexy i,j € n jsou funkce p;;(x) spojitymi funkcemi na otevieném intervalu I. Necht zy € T a
& = (01,09,...,0,) € R". Pak soustava (4.44) ma na I feSeni g(z) vyhovujici podmince y(zo) = .

Dijkaz:

e (loha nalézt feSeni soustavy rovnic (4.44) s pocatecni podminkou ¢/(z) = & v Cauchyové tvaru (viz definice 4.4.9)
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4.4, LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE VYSSICH RADU

je ekvivalentni s Glohou nalézt vektor funkci g(x) s definicnim oborem I tak, aby

@ = [ S ouu ] a+o
yg(x):/m Zpgj y;(t) | dt + o

(4.45)
T n
@) = [ L on0u) ) at+a,
Zxo j=1
tuto Glohu feSime tzv. metodou postupnych aproximaci, tj. konstruujeme posloupnost funkci
¢ ¢
70 (@) = (1" (@), 9" @), (@)
tak, ze i (2) o y(x), kde y(x) je hledané feseni soustavy (4.45) na I
takovou posloupnost definujeme rekurentné predpisem
7Ox) = (01,00,...00)7, () / Zm(t Dy at + o (4.46)

10J 1

nyni dokazeme, ze na kazdém uzavieném intervalu J C I, pro nejz xy € J, konverguje posloupnost (37“)(95));1
stejnomérné k funkci (), ktera alohu (4.45) resi

ozna¢me délku intervalu J symbolem L
ozna¢me Y := max{|o1|, |o2],. .., |on|}

dale ze spojitosti funkci g;;(x) na kompaktnim intervalu J vime, Ze existuje K € R tak, ze pro véechna i,j € 7l a
vsechna x € J plati nerovnost |p;;(z)] <K

ze vztahu (4.46) vyplyva, Ze pro kazdé i € n plati:
ui (@) — 4 (@)| = |0 (@) — o] < kY| —

analogicky pro kazdé i € n (jak Ize dokazat matematickou indukci) plati:

41 041 CH1glt1y 041

(z+1) _® < ny” K |z — @] nmKTL 447

o @) @) < <Y, (4.47)

pro i € . nyni oznalme
01
. ¢ : k k k k
yi(x) :ggoyf (@) = Jim v @)+ Y (@) - P (@) | = o +Z Y (@) — P ()

) k=0

uvedend limita skutecné existuje, nebot plati vztah (4.47), ktery garantuje, Ze konvergentni Ciselna rada
00 bHIglH1] (1

G Y

k=0
je majorantni fadou k fadé Y% (y B () — y®) (x))
podle Weierstrassova kritétia 2.2.14 navic konverguje zkoumana rada na J stejnomérné

tudiz i prava strana ve vztahu (4.46) konverguje, a plati tedy (po zdméné limity a integralu))

z n

yi(I):/ > ity (t)dt + o5, (i € ),

0 j=1
coz prokazuje fakt, ze takto zkonstruovany vektor (z) fesi soustavu (4.45) na J

protoze kazdé x € I lezi v nékterém uzavieném intervalu J C I, je §(x) feSenim soustavy (4.45) na celém I
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KAPITOLA 4. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

4.4.23 Poznamka

Nasledujici text se bude zabyvat dvéma fundamentalni otazkami celé teorie diferencialnich rovnic. A sice, kolik existuje
linedrné nezavislych reSeni dané rovnice a kolik reseni ma Cauchyova dloha pro rovnici s nulovou pravou stranou.

4.4.24 \eta — zakladni veta teorie diferencialnich rovnic
Vektorovy prostor vSech feseni diferenciélni rovnice E(y(x)) = 0 radu n ma dimenzi n, tj. dim(y) = n.
Dikaz:

e podle existenéni véty 4.4.22 |ze ke kazdé ntici podminek yy(zo) = ok (k € i) nalézt feSeni soustavy (4.44)

to tedy znaci, ze po preznaceni (viz pozndmka 4.4.21)

() = y(@), ya(z) =y (), ys(@) = 9" (@), ..., yn(2) =y (@), Yh(z) =y (2),

|ze fesit kazdou Cauchyovu tlohu 4.4.9 s podminkami y*)(zo) = dj. pro k =0,1,...,n — 1

formalné navic: o, = di_1

zvolme nyni n feseni Cauchyovy tlohy 4.4.9 takovych, ze prvni z nich m& vektor pocatecnich podminek (stanovenych
v bodé xg € I) rovny (1,0,0,...,0), druhy rovny (0,1,0,...,0), treti (0,0,1,0,...,0), atd.

e oznaCme tato feSeni z,(x), m =1,2,...,n a ukazme, Ze jsou lineadrné nezavisla

e protoze Wronského determinant téchto funkci vycisleny v bodé z = xy ma hodnotu jedna (nebot Wronského
matice je jednotkovou matici), jsou podle disledku 4.4.16 funkce z,,(x), kde m = 1,...,n, linedrné nezavislé

zbyva ukazat, ze priddme-li do linedrné nezavislého souboru funkci z1(z), z2(x), . .., zn(x) dalsi funkci w(zx), pro
kterou také plati, ze L(w(z)) = 0, pak je takto vznikly soubor linearné zavisly

pro funkci w(z) oznaéme 3; = w' (x¢) a ukazme, ze w(x) Ize nakombinovat z funkci souboru z; (), z2(2), . . . , 2 (2)

hledejme tedy konstanty c1,ca,...,c, € R tak, ze 3" | cmzm(z) = w(z)

e protoze odtud plyne, ze w¥(z) = >0 | cmz,(,?(a:), Ize celé FeSeni s vyhodou (po dosazeni & = x) prevést do
tvaru soustavy

z1(xo) zo(xo) ... zZn—1(70) Zn(20) c1 Bo
21 (o) z3(vo) ... zp_q(x0) 2 (o) o | | A
z§n_1) (20) zén_l) (x9) ... zfl"__ll)(xo) z,gn_l)(xo) Cn Br_1
pro neznamé ci, ca, €3,...,Cp

e jeji determinant je ale totozny s wronskianem W, ., . . (zg), o némz jiz vime, Ze neni nulovy
e proto mé uvedend soustava feseni, a w(x) je tedy skutecné linearni kombinaci funkci z1(2), 22 (), . .., 2, (2)

e uzavirdme proto, ze dim(Qp) =n

4.4.25 Definice

Kazdd mnozina n lineamé nezavislych feseni {yi(z), y2(2), ..., yn(x)} rovnice L(y(z)) = 0, jez podle véty 4.4.24
generuje bazi vektorového prostoru €y vSech reseni rovnice f(y(x)) =
diferencialni rovnice L(y(z)) = 0, resp. L(y(x)) = q(x).

0, se nazyva fundamentalnim systémem fesSeni
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