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PREDMLUVA

Toto skriptum pojednava o zakladnich oblastech matematické analyzy funkci (a vektorovych funkci) vice proménnych.
Jen v ném provedena systematicka vystavba celé teorie (ve formatu definic a vét s ditkazy) od pocatecnich definic, pres
analyzu topologickych vlastnosti, diferencialni a integralni pocet az k vySetfovani extrémi a provadéni zamén proménnych
v parcialnich diferencialnich vyrazech. Vedle studia funkci zadanych ve standardnim, tj. explicitnim formatu, je ve skriptech
probrano i studium vlastnosti funkci, jez jsou zadany implicitné prostrednictvim jedné nebo vice generujicich rovnic. Z
dtivodu kompletnosti jsou ve skriptu diskutovany i okrajovéjsi oblasti teorie, jakymi jsou napf. posloupnosti a rady
funkci vice proménnych, taylorovské rozvoje Ci krivkové a plosné integrace. Samostatnou kapitolou skript je avod do
teorie parcialnich diferencialnich rovnic vyuzivajici metodiku tzv. kanonickych transformaci. V zavéru skript je nabidnuto
znacné mnozstvi prikladti k samostatnému procvicovani aplikaci probrané teorie. Formalnéjsi ¢ast textu je doplnéna
0 znacné mnozstvi komentari, vysvétleni, obrazka i reSenych prikladti s cilem usnadnit Ctenafi porozuméni zkoumané
problematice.




/naceni

Symbol Vyznam
N mnozina prirozenych Cisel
Q mnozina racionalnich Cisel
Z mnozina celych Cisel
R mnozina realnych Cisel
C mnozina komplexnich Cisel
R’ mnozina usporadanych r—tic redlnych Cisel
R* mnozina kladnych realnych Cisel
R® R® = R* U {0, +co}
R~ mnozina zapornych realnych Cisel
Xo X U {0}, kde X je libovolna Ciselnd mnozina (viz vyse)
R* R U {—00, o0}
E’ r—rozmérny euklidovsky prostor
i fmeN : m<n}
i {me Ny : m<n}
A,B,C mnoziny
A,B,C matice
A, B,C vektorové prostory
A, B, ¢ operatory
o, B, soustavy mnozin
C"(G) trida vSech funkci, jez maji na oblasti G spojité derivace az do radu n
C*(G) trida vsech funkci, jez maji na oblasti G spojité derivace vsech rada
1), f"(x), " (x) prvni, druhd, treti derivace funkce f(x) podle proménné x
£ (x) n—ta derivace funkce f(x) podle proménné x
f(t), ft) prvni, druha derivace funkce f(t) podle proménné ¢
%{ n—ta derivace funkce f(e) podle proménné ¢
;—{k parcialni derivace funkce f(X) podle proménné x;
’;—Js: smérova parcidlni derivace funkce f(X) ve sméru
d" f,(h) n—ty totalni diferenciél funkce f(x): R+— R v bodé s € R
d" f(h) n—ty totalni diferencial funkce f(X): R” — R v bodé 7€ R
U(x), U (x) okoli bodu x
U*(x), UK (x) redukované okoli bodu x
u,nN sjednoceni a priinik mnozin
c, % podmnozina a vlastni podmnozina mnoziny
A symetricky doplnék mnozin
Dom(f) definicni obor funkce f(X)
Ran(f) obor hodnot funkce f(%)
f(A) obraz mnoziny A pri zobrazeni f(%)
1A vzor mnoziny A pfi zobrazeni f(¥)
fHa) vzor jednoprvkové mnoziny {a} pfi zobrazeni f(X)
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Symbol Vyznam
= priblizné
o« mérné
~ ekvivalence mnozin ¢i funkci
A% A vnitrek, resp. uzavér mnoziny A
bd(A) hranice mnoziny A
der(A) derivace mnoziny A

51- = (blleI" -/br)

radkovy vektor nebo bod prostoru R’

l;): (bl/bZ/* '*/bV)T

sloupcovy vektor nebo bod prostoru R”

by k—ty vektor posloupnosti (l;’n)f:1
by, {—ta slozka vektoru l;k
A prvek matice A v i—tém radku a j—tém sloupci
A, j—ty sloupec matice A
Aje i—ty radek matice A
AT matice transponovana k matici A
A komplexné sdruzend matice k matici A
Af = (A*)T hermitovsky sdruzena matice k matici A
I jednotkovéa (Croneckerova) matice
Oij prvek Croneckerovy matice
det(A) determinant matice A
h(A) hodnost matice A

diag(x1, x2,...,%y)

diagonalni matice s prvky x1, Xy, ..., x, na hlavni diagonale

& =(d,..8)

standardni baze v R, tj. ei; = 0ij

*

komplexné sdruzené Cislo k Cislu a

a

Lx] dolni cela ¢ast Cisla x

[x] horni celd ¢ast cisla x

0] symbol vymezeny pro obor konvergence

R symbol vymezeny pro polomér konvergence

C symbol vymezeny pro libovolnou redlnou konstantu (zejména integracni)
X f(3B) funkce proménné ¥'s parametrem f3

kartézsky soucin mnozin A a B

AXB:={(@a,b): acA A be B}

sgn(x) funkce signum
) vicerozmérna Heavisideova funkce
[%1, %, ..., %], linearni obal souboru vektori

deg(p) stupen polynomu ¢

g(x) >0 pozitivni definitnost kvadratické formy
q(X) =0 pozitivni semidefinitnost kvadratické formy
g(x) < 0 negativni definitnost kvadratické formy
q(x) <0 negativni semidefinitnost kvadratické formy
g(x) <> 0 indefinitnost kvadratické formy
card(X) kardinalni Cislo, resp. mohutnost mnoziny




Symbol Vyznam
No mohutnost mnoziny prirozenych Cisel
Ny mohutnost mnoziny realnych Cisel
Fu(X) R f(X) bodova konvergence funkéni posloupnosti na mnoziné M
Fu(X) % §i69) stejnomérna konvergence funkéni posloupnosti na mnoziné M
fu(@) — f(X) konvergence podle normy
limnormy e fi(%) limita vzhledem ke konvergenci podle normy
(12| norma vektoru ¥
e skalarni soucin vektorti ¥ a i/
l//ly, resp. ), abstraktni, resp. klasicka Lebesgueova g—algebra
Ur(X), resp. A(X) abstraktni, resp. klasicka Lebesgueova r—dimenzionalni mira
Ay trida vSech p—meéfitelnych funkci
ZL*(E, ) trida vSech funkci, jez maji integral (%) ng(x) du(x)
Z(E, ) trida vSech lebesgueovsky integrabilnich funkci pfes mnozinu E pfi mife p(x)
Zu zakladni systém funkci
Z, rozsireny systém funkci
2(G) trida kvadraticky integrabilnich funkci
Z,(G) trida funkci, pro néz je integral (&) fG |f(X)P dX konecny
L(G) trida faktorovych funkci, jez jsou lebesgueovsky integrovatelné na mnoziné G
L(G) trida kvadraticky integrabilnich faktorovych funkci
L,(G) trida faktorovych funkci, pro néz je integral (&) fG |f(X)IP dX konecny
Xc(®) charakteristicka funkce mnoziny G C E’
fe(x) inverzni funkce
o) inverzni zobrazeni
supp(f) nosi¢ (support) funkce f(X)




Kapitola 1

Zakladni topologické pojmy a vztahy
mezi nimi

Podobné jako je tomu u funkce jedné proménné, budou také v Gvodnich partiich teorie vice proménnych diskutovany
zakladni topologické pojmy (limita, spojitost, resp. jejich alternativy) a vzajemné vazby mezi nimi. Prednosti spojitych
funkci budou poté demonstrovany na sérii tzv. zakladnich topologickych vét, které diskutuji prenos jistych vlastnosti
mnozin z obrazu na vzor, resp. naopak.

1.1 Elementarni charakteristiky funkce vice promennych

Na Gvod kapitoly bude nutné definovat Gstredni pojmy, se kterymi budeme operovat prakticky v celém skriptu.

1.1.1 Umluva a komentar

V celé kapilole je symbol  vymezen prirozenému Cislu vétsimu nebo rovnému dvéma. Mnohd z vyslovenych tvrzeni ale
zistavaji v platnosti i pro variantu, kdy 7 = 1. DoporuCujeme Ctenéri, aby se nad timto zobecnénim samostatné zamyslel.
Detekce odlisnosti mezi funkcemi jedné a vice proménnych jsou jednim z kli€ovych tkonil vedoucich k pochopeni celé
problematiky funkce vice proménnych.

1.1.2 Umluva
Symbolem E" budeme rozumét prostor R" usporadanych r—tic redlnych Cisel se standardnim skalarnim soucinem

r

A)s == in]/i =Xy,

=1
euklidovskou normou ||l := V{(¥X)s = /X7, x7 a euklidovskou metrikou .(¥, ) = [|X — lI. Prostor

E" =R (1)s/ Ll e( )Y,

ktery se nazyva euklidovskym prostorem, |ze tedy povazovat za prostor metricky, normovany i prehilbertovsky. Navic se
zjevné jednd i o tzv. Hilbertiv prostor, nebot je aplny vzhledem k metrice generované popsanym (tedy standardnim)
skalarnim soucinem. Nebude-li explicitné uvedeno jinak, budeme vzdy uvazovat skalarni soucin jako standardni a normu,
resp. metriku jako euklidovské.

1.1.3 Komentar

Na tomto misté si pfipomeneme dvé dilezité véty z predchzich partii matematické analyzy. Jedna tvrdi, Ze je-li dimenze
normovaného prostoru konecnd, pak jsou kazdé dvé normy na ném zavedené ekvivalentni. Druha tvrdi, Ze jsou-li dva
Hilbertovy prostoru H; a H, zkonstruovany nad stejnym vektorovym prostorem V, jez je konecnédimenzionalni, pak
. - \oco o . L 1. - - . - - . L
pro libovolnou posloupnost (X,,);, vektort zV jsou tvrzeni limy, e X, =4 v Hi a limy,_e X, = @ v H> ekvivalentni.



KAPITOLA 1. ZAKLADNI TOPOLOGICKE POJMY A VZTAHY MEZI NIMI

Tyto véty nam umoznuji nékterd z nasledujicich tvrzeni preformulovat pro obecnéjsi metrické prostory {R’, g} s
obecnou metrikou g (jez je ovsem generovana né&jakou normou). Navic ndm platnost téchto pozndmek umoznuje provadét
nékteré dikazy vét uzitim jednodussich metrik, nez je sama metrika euklidovska. Vime totiz, ze ekvivalence metrik v R”
automaticky prenasi jistd (samoziejmé, Ze ne vsechna) tvrzeni o metrickém prostoru {R”, g1} na metricky prostor {R”, g>}.

1.1.4 Definice

Necht jsou déna Cisla xy, yx € R* tak, ze —oo < x < yx < +00 pro k € 7. Mnozinu I = (x1, y1) X (X2, y2) X -+ X (xy, Yy)
nazyvame otevienym intervalem v E". Pro Gspornost zapisti budeme také zapisovat I = X_; (X, V).

1.1.5 Definice

Necht jsou dana Cisla xi, yx € R tak, ze —co < x; < yx < 400 pro k € 7. Mnozinu | = (x1, y1) X (X2, Y2) X -+ X {Xr, Y)
nazyvame uzavrenym intervalem v E’. MnozZinu H = (x1, y1) X (X2, y2) X - - - X {X;, i) nazyvame polouzavienym intervalem
v E’. Pro Gspornost zapisti budeme také zapisovat | = X} _;(x, yi), resp. H = X_ Xk, Vi)

1.1.6 Komentar

Polouzavrenost intervalu chapeme na rozdil od predchozich partii matematické analyzy striktnéji. Pro polouzavrenost
pozadujeme, aby do intervalu patfil vzdy levy krajni bod kazdého z jednodimenzionalnich intervalii {xi, yx) a pravy aby
do né&j naopak nepatril.

1.1.7 Definice

Mnozinu M C E’ nazveme zvrhlym intervalem v E’, existuje-li uzavieny interval | € E" tak, ze M° = J°, M = | a
JPEME]

1.1.8 Priklad

Ukazkou zvrhlého intervalu je napfiklad mnozina M = (0,2)? (0,2) N Q) x {2}, kde symbolika (a, b)" zjednodusuje zapis
kartézského soucinu X _;(a, b).

1.1.9 Komentar

Na tomto misté pripominame (pro Gplnost) nékteré definice z predeslych partii matematické analyzy. Rekneme, ze
mnozina G C E’ je oblasti v metrickém prostoru E’, je-li v E" oteviend a souvisla. Uzavér oblasti pak nazyvame
uzavienou oblasti. Rekneme, ze mnozina K je kompaktni v metrickém prostoru E’, jestlize z kazdé posloupnosti (JE’,I)Z":1
prvkil ¥, € K lze vybrat konvergentni posloupnost, jejiz limita lezi v K. Navic také (podle véty 6.7.28 ze skript [8]) v
pripadé Hilbertova prostoru plati, ze mnozina je kompaktni, pravé kdyz je omezena a uzaviena. Rekneme, ze mnozina
M je souvisla v metrickém prostoru {E, g}, jestlize neexistuji zddné dvé neprazdné oddélené mnoziny My, M, C E takové,
ze M1 UM, = M.

1.1.10 Komentar

Prostor R? byva obcas zvykem rozdélovat na tzv. kvadranty. Prvnim kvadrantem rozumime mnozinu Q; := {(x,y) € R*:
x>0 A y >0}, druhym pak mnozinu Qp := {(x,y) € R*: x <0 A y > 0}. Tretim, resp. ctvrtym kvadrantem rozumime
oblasti Quy = {(x,y) e R?>: x <0 A y <0}, resp. Qiv = {(x,y) e R*: x>0 A y < 0}. Zcela analogicky je oblast

Q1:={(x,y,z)€R3:x>0/\y>0/\z>0}
prvnim oktantem prostoru R® a oblast
Qr={(x,y,zu)eR*: x>0 Ay>0Az>0 A u>0)

prvnim hexadekantem prostoru R*.

1.1.11 Definice

Zobrazeni f(¥) : E — R, které prvku ¥ z r—rozmérného euklidovského prostoru E” prifazuje nejvyse jedno realné &islo
f(%), nazyvame funkci r proménnych.
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1.1. ELEMENTARNI CHARAKTERISTIKY FUNKCE VICE PROMENNYCH

1.1.12 Komentar

Symbol f(¥) tedy znaci bud' funkci r proménnych (chapanou jako jediny objekt) nebo jeji funkéni hodnotu ve specifickém
bod& ¥. Konkrétni interpretaci je nutno stanovit podle kontextu. V nékterych zdrojich se pro funkci uziva pouze symbolu
f, ale my se v téchto skriptech pridrzime varianty f(¥). Argument ¥ funkce f(¥) alternativné nazyvdme téz nezvisle
proménnou, zatimco funkci f(X) oznacujeme obcas za zivisle proménnou. Obecnéji se pojem zavisle proménna chape
jako proménnd, u které ocekdvame zmény v dasledku zmén hodnot nezavisle proménné. Nezavisle proménna se obecné
chape jako veli¢ina, jejiz hodnotu miizeme acelové ménit.

1.1.13 Komentar

Jednou z nejelementarnéjsich funkci je tzv. Heavisideova funkce [Cti hevisajd]. Jeji jednorozmérna verze O(x) : R —» R

je zavedena predpisem
0 x<0;
O(x) =

1 x> 0.

Pro libovolnou funkci h(x) : R +— R definujeme soucin ©(x) h(x) jako nulovy pro vsechna x € I, kde I = (—o0,0), a to
bez ohledu na to, zda je funkce na mnoziné I definovana ¢i zda v nékterych bodech intervalu I nema limity, pripadné
ma limity rovné co. Vicerozmérnou Heavisideovou funkci rozumime funkci

0 x<0Vx<0V...Ax <0
@(aa:{ 1 i

1 x1>0Ax>0A ... Ax,>0.
Pravidlo pro nasobeni Heavisideovy funkce libovolnou funci 1(X) je vysloveno analogicky jako v pripadé soucinu ©(x) h(x).

1.1.14 Definice

Necht B1,Ba, ..., Br je r—tice redlnych cisel a y € R.. Pak funkci ¢(¥) : E" - R definovanou predpisem

§(®) =Zﬁkxk+)/ (1.1)
=

budeme nazyvat linedrni funkci.
1.1.15 Definice
Necht jsou dany funkce f(¥): E" — R, mnoziny A C E’, BC R a &islo b € R. Pak definujeme

Dom(f) := {fe E: f(¥) e R}}

f(A)={yeR: @¥e A): y = f@D);
FB) = {FeE: (D) €B);
Ran(f) := f(Dom(f));

FHO) = £ (b))

a nazyvame po radé definicnim oborem funkce f(X), resp. obrazem mnoziny A pri zobrazeni f(X), resp. vzorem mnoziny
B pri zobrazeni f(X), resp. oborem hodnot funkce f(X), resp. vzorem prvku b pfi zobrazeni f(X).
1.1.16 Komentar

Poznamka ke znaceni: Zkratky Dom, resp. Ran jsou odvozeny z anglickych ekvivalentti domain, range. Také dodavame,
ze specialné pro A c Dom(f) Ize pro obraz mnoziny A psat f(A) = {f(¥): ¥ € A}.
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI TOPOLOGICKE POJMY A VZTAHY MEZI NIMI

1.1.17 Definice
Necht je dana funkce f(¥) : E" — R. Mnozinu
I(f):= {(xl,xz,...,xr, y) e E*: ¥e Dom(f) A y = f(f)} (1.2)

budeme nazyvat grafem funkce f(¥). Pro libovolnou podmnozinu defini¢niho oboru, tj. pro M € Dom(f), pak oznacujeme
symbolem

FM(f) = {(x1/x2/”'/x7‘/y) eEr+1 : JE)GM A ]/zf(f)}

graf funkce f(¥) zazeny na mnozinu M. Vrstevnici funkce f(¥) o vySce a € Ran(f) rozumime mnozinu bodti

V, = {(xl,xz,...,x,) € Dom(f): f(%) = a}.

1.1.18 Priklad

Obrazek 1.1

2y
Graf funkce f(x,y) =3+ 5¢~%9 na mnozing M a jeji restrikce (Seda krivka)
na kruznici A = {(x,y) € R? : 2% + y* = 4} (fialova kfivka).

Pro ilustraci zde vykreslujeme graf funkce

1/2

flx,y)=3 +5e %
na mnoziné M = {(x,y) € E2: x*+y* < 16} a pripomindme, ze graf Ty(f) funkce f(¥) : E' — R je jakousi

zobecnénou nadplochou v prostoru E'*!. Kromé& samotného grafu zde miizeme upozornit také na jistou zajimavost
hodnou zapamatovani. Oznacime-li totiz

2 2
A:{(x,y)eEz: xz+%<l/\x>0/\y>0},

dostavame f(A) = (3 + 5e1,8). Zajimavé ovsem je, ze pro B = (3 + 5e~!,8) vychazi
2 2
') = {(x,y) €E*: XZ + % < 1},

a tedy f1(f(A)) # A.
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1.2. LIMITA FUNKCE VICE PROMENNYCH

1.1.19 Komentar

Pri analyze vlastnosti funkci vice proménnych velice Casto narazime na pojmy plocha, nadplocha a zobecnéna nadplocha.
Pro spojitou funkci dvou proménnych ¢(%) : E* - R reprezentuje jeji graf

T(f) := {(x1,x2,9) € B : ¥€ Dom(f) A y = f()]

tridimenzionalni plochu popsanou rovnici y = f(X). Analogicky pro spojité funkce ¢(¥) : E" — R s vicedimenzionalnimi
definicnimi obory reprezentuje mnozina

I(f) = {(x1,x2,..., %, y) € E': ¥€ Dom(f) A y = f()]

(r + 1)—dimenzionalni nadplochu popsanou rovnici y = f(¥). Je-li zadana funkce linearni, tj. je-li tvaru (1.1), pak je
uvedenou plochou rovina, resp. nadrovina. Nespliuje-li funkce definici spojitosti (viz oddil 1.3), pak hovotime o plochéch,
resp. nadplochach zobecnénych.

1.1.20 Definice

Necht f(¥) : E' — R je funkce r proménnych a Dom(f) jeji definicni obor. Necht A C Dom(f). Restrikci funkce f(%)
na mnozinu A budeme rozumét funkci fa(X) : A — R definovanou na Dom(f4) = A predpisem f4(X) := f(X).

1.1.21 Komentar

Restrikci funkce de facto rozumime zazeni definicniho oboru funkce f(X) na mnozinu A. Z naseho hlediska bude nejzaji-
mavéjsim prikladem restrikce omezeni definicniho oboru funkce f(¥) na jednorozmérnou mnozinu. Konkrétné: je-li funkce
f(X) : E" > R definovana na jistém okoli U(2) bodu @' € E’, pak funkce

f(t) = f(al/ az,...,qi-1, t/ Ait1, Ait2, - - - /a}’)

predstavuje restrikci funkce f(X) na jednorozmérnou mnozinu A; = {(a1,az, ..., ai-1,t, i1, dix2, - . ., 4,) € U@)}. Viditelné
také vzdy plati nasledujici vztah mezi grafy obou funkci: I'(fa) C I'(f).

1.1.22 Definice

Rekneme, ze funkce f(X) : E" > R je omezend na mnoziné M C E’, je-li mnozina f(M) omezen4, tj. existuje-li €islo
K > 0 takové, ze pro vSechna ¥ € M plati |f(¥)| < K.

1.1.23 Definice

Necht je dano s funkci fi(¥), 2(%), ..., fs(X) : B + R s definicnimi obory Hy := Dom(f;) C E". Oznacme H = N;_, Hy.
Necht je dana funkce ¢(i)) : E° > R s definiénim oborem G := Dom(g) C E°. Necht je mnozina B := fil(G) NH
neprazdna. Slozenou funkci (g of_j(f) : E" > R rozumime zobrazeni, které prvku ¥ € B prifazuje funkéni hodnotu

(g © f)(F) danou predpisem (g o /)(F) := (@), L), ..., (D).

1.2 Limita funkce vice promennych

V této sekci predstavime zavedeni pojmu limity pro funkci vice proménnych a také jisté zobecnéné alternativy k pojmtim
limita zleva, resp. zprava, jez byly uzivany v teorii funkce jedné proménné.

1.2.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" = R definovana na jistém redukovaném okoli U/*(@) bodu @ € E". Rekneme, ze funkce f(%)
ma v bodé @ (vlastni) limitu rovnou Cislu ¢ € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro viechna X € U (d)
plati |f(X) — ¢| < €. Zapisujeme

lim f(x) = c.

Uvedeny typ limity se obCasné oznacuje jako limita bez privlastku.
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1.2.2 Komentar

K demonstraci definice limity funkce vice proménnych poslouzi nejlépe nazorny obrazek. Uvazme funkci

flan,32) = oo+ e

dvou proménnych a bod @ = (a1, a5). Na obrazku nize klademe @ = (=1/2,-1/2). Je zjevné, ze prislusnou hodnotou limity
je

. 7 _1 7 3 .

L}_I}}f(xl,xz) =0 +e 172 = 20 +e 1 =0,8224=:c.

[T

To plyne z faktu, 7e zkoumana funkce je spojita, a to dokonce vsude v E?. Podle definice tedy ke kazdému okoli U.(c)
(na obrazku vyznacenému modrou svislou carou) existuje redukované 6—okoli U} (@) bodu @ (na obrazku vyznacené
fialové) tak, ze pro jakékoli ¥ € U¥ (@) padne funkéni hodnota f(¥) pravé do U.(c). Pro aplnost dodavame, ze Seda
oblast vyznacend na zelené plose grafu T'(f) funkce f(X) predstavuje graf restrikce funkce fuy@-

ue)

Obrazek 1.2
K demonstraci pojmu limita funkce vice proménnych.

1.2.3 Komentar

Cetné uzivanymi pojmy v teorii funkci jedné proménné byly limita zleva, resp. zprava. S ohledem na skuteénost, ze definiéni
obory diskutované v té&chto skriptech jsou vicerozmérné, je moznosti, jak se bliZit do vybraného bodu @, podstatné vic.
V nasledujici definici tedy vyslovime zajimavé zobecnéni obou vyse uvedenych pojmf.

1.2.4 Definice

Necht funkce f(¥) : E” - R je definovana na mnoziné M \ {d}, kde M C E" a @ € der(M). Rekneme, 7e funkce f(X) ma
v bodé @ (vlastni) limitu vzhledem k mnoziné M rovnou &islu ¢ € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro
vsechna X € U} (@) N M plati |f(X) - c| < e. Zapisujeme

lim f(X) =c.

YeM,X—d

1.2.5 Komentar

To, ze je bod & hromadnym bodem mnoZiny M, mimo jiné znamena, ze M je nutné& nekonena, nebot v kazdém
redukovaném okoli bodu @ musi lezet alespon jeden dalsi bod mnoziny M.
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1.2.6 Komentar

Podobné jako v poznamce 1.2.2 uzijeme k vysvétleni pojmu limita funkce vice proménnych vzhledem k mnoziné obrazek.

Obrazek 1.3
K demonstraci pojmu limita funkce vice proménnych vzhledem k mnoziné.

Uvazujeme stejnou funkci i bod jako v pozndmce 1.2.2. Za mnozinu M, vzhledem k niz budeme limitu vySetfovat,
polozime primku

M= {(Xl,x;g) S E2 L Xy = X1}
(Cerna prerusovana cara na obrazku). Oznacime X pranik 6—okoli U} (a) bodu @’ a mnoziny M (na obrazku je mnozina
X vyznacCena raizové). Graf restrikce funkce fx na mnozinu X je v obrazku vyznacen modrou krivkou lezici na grafu I'(f).
Zkoumame-li limitu funkce f(x1,x;) vzhledem k mnoziné M, vysetfujeme de facto pouze chovani funkce f(x1,x2) na

defini¢nim oboru X. Pak pro kazdé okoli U, (c) bodu c lezici v obraze f(X) mnoziny X existuje 0 > 0 tak, ze pro jakékoliv
X z mnoziny X = U (@) N M lezi pislusna hodnota pravé v U.(c).

1.2.7 Veta

Funkce f(¥) : E" = R ma v bodé 7 € E" nejvyse jednu limitu bez privlastku, resp. nejvyse jednu limitu vzhledem k mnoziné.
e necht limg_; f(X) = ¢1 a limy,; f(X) = 2
e pokud pro spor predpokladame, ze ¢ # cp, existuje jisté ¢ > 0 tak, ze

U.(c1) NUe(c2) = 0 (1.3)

e pro toto ¢ existuje 61 > 0 tak, Ze pro viechna ¥ € uz (@) plati |[f(X)—c1| < €, coz je ekvivalentni zapisu f(X) € U.(c1)
e pro ono zmifované ¢ existuje ale také 6, > 0 tak, ze pro vsechna ¥ € 7/{6*2(5) plati £(¥) € U.(c2)
e pro 6 := min{dy, 0y} tedy existuje ¥ € U} (a) tak, ze f(X) € U:(c1) N U:(co)

e nalezli jsme tudiz prvek praniku U.(c1) N U.(c2), prestoze vime, ze plati disjunkce (1.3), coz zavrSuje ocekavany
spor

e druha verze véty se dokazuje obdobné
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1.2.8 Definice

Necht funkce f(¥) : E" = R je definovana na jistém redukovaném okoli U*(@) bodu @ € E’. Rekneme, Ze funkce f(¥)
ma v bodé & nevlastni limitu rovnou o, resp. —co, jestlize pro kazdé K > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro viechna ¥ € U} (d)
plati f(¥) > K, resp. f(¥) < —K. Zapisujeme

lim f(xX) = co, resp. lim f(¥) = —co.

1.2.9 Definice

Necht funkce f(¥) : E" = R je definovana na mnoziné M \ {d}, kde M C E" a @ € der(M). Rekneme, Ze funkce f(¥) ma
v bodé 7 nevlastni limitu vzhledem k mnoziné M rovnou oo, resp. —oo, jestlize pro kazdé K > 0 existuje & > 0 tak, ze pro
vsechna ¥ € U} (@) N M plati f(X) > K, resp. f(X) < —K. Zapisujeme

lim f(¥) =co, resp. lLim f(¥) = —oo.
€

XeM,X—ad XeM,X—d

1.2.10 Veta — o dedicnosti limity

Necht f(X) : E" — R je funkce definovani na mnoziné M \ {a}, kde M C E". Necht N ¢ M a 4 € der(N). Existuje-li v
bodé @ vlastni, resp. nevlastni limita funkce f(X) vzhledem k mnoziné M, pak také existuje vlastni, resp. nevlastni limita
funkce f(x) vzhledem k mnoziné N a plati

lim f(D)=_lim f00)

YeN,X—d YeM,X—d
Diikaz:
o jelikoz 7 € der(N) a také N C M, plati zfejmé vztah 4 € der(M)
e Pripad vlastni limity:
— vezméme ¢ > 0
— predpokladem je, ze existuje 6 > 0 tak, ze pro vsechna X € UX (@) N M plati |[f(X) — | < ¢, kde ¢ :=
limgep ¢z £(%)

— jelikoz U¥ (@ NN je podmnozinou U} (@) NM, plyne odsud, Ze pro vyse zvolené ¢ existuje 6 > 0 (ono zminéné)
tak, ze pro véechna X¥'€ U} (@) N N plati [f(¥) —c| < &

— tim je dokazano tvrzeni

e Pripad nevlastni limity:

ditkaz provedeme pro nevlastni limitu co, pro pfipad —oo je ditkaz analogicky

zvolme K> 0

predpokladem je, ze existuje 6 > 0 tak, ze pro véechna X € U} (@) N M plati f(¥) > K

jelikoz stale U} (@) NN je podmnozinou U (@) N M, plyne odsud, Ze pro vy3e zvolené K existuje 6 > 0 (ono
zmihované) tak, ze pro viechna X' € U} (@) NN plati f(¥) > K

tim je diikaz zkompletovan

1.2.11 Dasledek

Existuje-li limita funkce f(¥) : E" = R v bodé @ € E" a je-li rovna &islu ¢, pak pro libovolnou mnozinu M c E’, pro kterou
@ € der(M), plati limg ¢,z f(X) = c.

1.2.12 Dausledek

Ma-li funkce f(¥) : E" — R v bodé 7 € E’ nevlastni limitu oo, resp. —co, pak pro libovolnou mnozinu M C E’, pro kterou
@ € der(M), plati limgep ez f(X) = 0o, resp. limgepy ez f(X) = —oo.
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1.2.13 Komentar

Véta 1.2.10 se svymi dtisledky se hojné uzivé pfi vyvraceni existence limity funkce f(X) v daném bodé 7 € E’. Pokud jsou
totiz nalezeny dvé mnoziny M, N, pro které je @ hromadnym bodem, a pokud plati, ze limycy; 2,7 f(X) # limgey 2oz f(X),
pak limita bez privlastku existovat nemiize. Ukazeme si v nasledujicim prikladé, jakym zpiisobem lze tuto metodu
aplikovat v praxi.

1.2.14 Priklad

Ukazme, ze realna funkce
Xy
X%+ 12

flx,y) =

s definicnim oborem R2 \ {0} nem4 v bodé 0 = (0, 0) limitu. Pro k € R definujme mnoziny My = {(x, y) eR?: y=kx}.
Tyto mnoziny tedy predstavuji pfimky v roviné R? prochézejici bodem 0. Funkce f(x,y) se na mnozinach Mk\{a} redukuji

na konstantni funkce '

f(x, kX) = m
Tedy jisté

k
li =1i kx) = lim —— = ——.
(X/y)ﬁ(O,lOI)I,}X,y)eMk f(x’ ]/) xlg(} f(x’ %) xlg(} 1+k2 1+ k2

Protoze pro riizna k (tj. pro riizné pfimky prochazejici pocatkem) jsou tyto limity riizné, nema funkce f(x, y) podle véty
1.2.10 v bodé 0 = (0,0) limitu. Pro ilustraci zde vykreslujeme graf studované funkce.

Obrazek 1.4
Graf funkce f(x, 1) = 5

x24y2 "

1.2.15 Veta
Vyrok limg_,; f(X) = ¢ je ekvivalentni vyroku limyz_z_0 f(X) = ¢, jenz chapeme takto:

(Ve >0)(F6>0): [[R—all € U O0) = |f(D) —cl <.

Diikaz:
e kvantifikatorova podoba prvniho z vyroki je (Ve > 0)(36 > 0): Xe U@ = |f(X) —cl <¢;
e kvantifikatorova podoba druhého vyroku je uvedena ve znéni véty

e pritom ale plati (pfi aplikaci axiomii metriky a definice metriky indukované normou) sada ekvivalenci ¥ € U} (d) &
O<oXd) <o 0<|¥-dl<d

e proto jsou uvedend tvrzeni ekvivalentni
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1.2.16 Komentar

Nabizi se nyni otdzka, zda nelze hledat limity funkce vice proménnych za pomoci pravidel pro limity funkce jedné
proménné. Jak budeme ilustrovat v nasledujicich vétach, za jistych predpokladd to mozné bude. Nejprve to ukazeme pro
funkci dvou proménnych, kde je diikaz nejprehlednéjsi.

1.2.17 Veta — o vztahu dvojrozmerné limity a limit parcialnich

Necht je ddna funkce f(x1,x2): E?> — R a existuje U*(a1,a2) C Dom(f). Necht A > 0. Oznacme
A= —Aa+A), B=(am—-Aa+A).

Necht existuje vlastni limita

lim )f(xl,xz) =c. (1.4)

(x1,x2) > (a1 a2
Necht pro kazdé x; € A existuje
Jim f(x1, x2) = p(x1). (1.5)
202

Potom existuje limita limy, 4, @(x1) a plati limy, 4 @(x1) = c.
Dikaz:
e necht je pevné zvoleno ¢ > 0

e 7 predpokladu existence limity (1.4) tedy jisté existuje 0 > 0 takové, ze pro vsechna (x1, x3) € 7/16*(&’) plati nerovnost

&

|f(x1,x2) - C) < 5

0
V2

o)

o dfky |X1 - a1| < a |X2 - a2| < v potom (Xl,XQ) € 7/(5(@)), protoze (Xl - al)z + (XQ - az)z < 62

5
V2

o)

V5 nerovnost

e tedy plati pro vSechna (x1,x7) takova, ze 0 < |x; — 11| < al<|x—mm <

|f(x1,x2) - C) < g

e necht n:= min{-%, A}

O
3’
e zvolme nyni x; takové, ze 0 < |x; —a| <7

e potom podle pravé dokazaného plati implikace 0 < |[x; —a| < = )f(xl,xz) - c| <3
e limitnim prechodem x, — a, pak ziskdme nerovnost |p(x1) —c| < § < ¢

e pro libovolné x; takové, ze 0 < |x; —a1| < 1, tudiz plati, Ze |p(x1) —c| < ¢

e plati tedy limy, ., @(x1) =¢

1.2.18 Dusledek

Necht je dana funkce f(x1,x2) : E2 - R a existuje U*(a1,a2) € Dom(f). Necht A > 0. Oznaéme
A:(al—A,al +A), B=(612—A,612+A).

Necht existuje vlastni limita

lim  f(x,x) =c.
(x1,%2)— (a1 ,42)

Necht pro kazdé x; € B existuje

lim f(xl,xz) = l/)(Xz). (1.6)

X1—a1

Potom existuje limita limy,,,, 1(x2) a plati lim,, ., P(x2) = c.
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1.2.19 Komentar

Uvedené dvé véty tedy diskutuji vztah mezi "dvojrozmérnou limitou"a tzv. parcialnimi limitami. Existuje-li totiz dvoj-
rozmérna limita (1.4) i vnitini limity (1.5) a (1.6), je dvojrozmérna limita rovna &islu

lim )f(xl,xz) = lim ( lim f(xl,xz)) = lim ( lim f(xl,xz)).

(x1,%2)— (a1,a2 X101 N0 Xp =0 \X1 =

Takové tvrzeni lze jisté zobecnit i pro funkce vice nez dvou proménnych. To bude ndmétem nasledujici definice a véty.

1.2.20 Definice

Necht je dana funkce f(X) : E" — R a k bodu @ € E" existuje U* (@) ¢ Dom(f). Libovolnou permutaci (ki,k, ..., k)
Cisel z mnoziny 7 budeme (pro acely této definice) nazyvat kédem parcialni limity. Cislo

lim (lim ( lim f(f))),
Xy Dy \ Xy >y E—

1

které bylo vypocteno postupnou aplikaci r jednorozmérnych limit, budeme nazyvat (pokud existuje) parcidlni limitou
funkce f(¥X) : E" — R v bodé @ asociovanou s kédem (ki, ko, ..., k).

1.2.21 Veta — o parcialnich limitach

Necht f(X) : E" R je funkce, @ € E" a existuje vlastni limita limy_,z f(X) = c. Necht (ki, k2, ..., k;) je libovolny kéd.
Potom plati

lim { lim ...[ lim f(®)|]=c
Xy 2k \Xky = ky Xy —>Aky
za predpokladu, Ze je vyraz na levé strané definovan.

Diikaz:

e je proveden opakovanou aplikaci véty 1.2.17

1.2.22 Komentar

Predchazejici véta vlastné rika, ze existuji-li vSechny parcialni limity i limita bez privlastku, pak hodnoty parcialnich limit
nezaviseji na jejich kédu. Existuji-li naopak dva rtizné kédy, vzhledem k nimz jsou parciélni limity rozdilné, pak limita bez
privlastku existovat nemize. Véta 1.2.21 ma tudiz dvé zakladni vyuziti. Jednak detekuje moznou hodnotu limity v daném
bodé a jednak také muaze podobné jako véta 1.2.10 slouzit k vyvraceni existence limity. Druhy z bod demonstrujeme
na nasledujicim jednoduchém prikladé.

1.2.23 Priklad

Pomoci véty 1.2.21 ukazme, ze limita

2., .2
XY

m
(,1)—(0,0) Yy yt

neexistuje. Snadno nahlédneme, ze

Y e ~ } S e ~
limlim y*——— =0, kdezto limlim y*—— =1
x—0 y—0 xXc+y y—0x—0 Xc+y

Podle uvedené véty tedy vysetrovana limita neexistuje, nebot hodnoty parcialnich limit jsou zavislé na kédech. | zde bude
jisté acelné nahlédnout do pritbéhu funkce f(x, y).
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Obrazek 1.5
Graf funkce f(x,y) =y

2 24y
x24y4”

Povsimnéme si, ze blizime-li se k bodu (0, 0) podle kédu (1,2), je parciélni limitou nula, kdezto blizime-li se k nule podle
kédu (2,1), je parcialni limitou jednicka.

1.2.24 Komentar

V této fazi tvodnich Gvah o topologii funkce vice proménnych je namisté shrnout mozné pristupy k limitovani. Pro odliseni
tfi zakladnich pristupd (limita bez privlastku/limita vzhledem k mnoziné/parcialni limita) bude acelné demonstrovat

odlisnosti téchto pristupil na obrazku.

Obrazek 1.6
K ilustraci existujicich pristupid k limitovani.
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Na prvnim obrazku je symbolicky naznacena konstrukce limity bez privlastku, kdy se do bodu @ = (1,3,2) blizime
"ze vsech sméri,"tj. zmensovanim poloméru euklidovského okoli bodu @. Druhy a treti obrazek demonstruji pristup
pfi vycCislovani limity vzhledem k mnoziné. V prvém pripadé (obrazek vpravo nahore) jde o limitu vzhledem ke kruhu
lezicimu v rovin& z = 2, pro né&jz je bod & stfedem. Obrazek vlevo dole demonstruje limitu vzhledem k obecné kfivce ve
tridimenzionalnim prostoru, na niz bod @ lezi (jako jeji hromadny bod). Posledni obrazek symbolicky nastifiuje zptisob,
jakym je vypocitavana limita parcialni.

1.2.25 Komentar

Zajimavou otazkou, jez se dotyka existence limity funkce vice proménnych, je otdzka konvergence Ciselné posloupnosti
funkénich hodnot (f(fn)):;y kde (JE’”)Z":1 je posloupnost bodii z definicniho oboru Dom(f) funkce f(¥) : E"  R. Pritom
nas budou zajimat pouze takové posloupnosti (J?n)Z":l, jez konverguji k bodu @, ale zaroven jej neprotinaji (v bodé 4 totiz
funkce f(¥) nemusi byt obecné definovana). Intuitivné Ize ocekavat, ze bude-li mit funkce f(¥) v bodé & limitu rovnou

c € R, pak kazda takova posloupnost (f(¥,))>,, kde

(o)
n=1’
> N0 5 - -
X, —a AN (YneN): x, #4d,
bude konvergentni a jeji limitou bude pravé cislo c¢. Ocekavame tudiz implikaci

limf(X)=c = lim f(¥,) =c.
Y—ad n—o0

Rozeberme tuto situaci s pomoci nazorného obrazku 1.7. Modre je na ném vyobrazena posloupnost bodii (¥,)52, z
dvojrozmérného definicniho oboru funkce f(X) takova, jez konverguje k bodu @ (na obrazku Eerng), v némz vysetfujeme
limitu, popt. spojitost funkce f(x1,x;). Pfitom zelena plocha reprezentuje graf I'(f). Sedé body na zelené plose grafu
odpovidaji bodiim (xy,, Xu,, f(Xn,, Xn,)) @ pro n rostouci nade vSechny meze konverguji k bodu (a1, ay, ¢), jez je na obrazku
vyobrazen fialové. Je-li funkce f(X) v bodé @ spojita, pak navic

T (o, 2, fon 20,)) = (1,02, f@1, )

Citované poznatky budeme nyni sumarizovat v nasledujich vétach.

Obrazek 1.7
llustracni obrazek k Heineho vété o limité, resp. spojitosti.

1.2.26 Veta — Heineho pro limitu
Necht je dana funkce f(¥) : E" — R a k bodu 7 € E’ existuje U* (@) C Dom(f).
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e Necht limg_,; f(¥) = c. Potom pro kazdou posloupnost (¥,)> ; konvergujici k bodu @' € E" takovou, ze X;, # @ pro
vsechna 1 € N, plati lim,,o f(X,;) = c.

e Jestlize pro kazdou posloupnost (¥;)%,, kde X, # @ pro vsechna n € N, konvergujici k bodu @ € E’ existuje
lim,—,e f(X), pak je pro kazdé dvé takové posloupnosti stejna a funkce f(¥) méa v bodé @ limitu rovnou této jejich
spolecné hodnoté.

Dikaz:

e Prvni tvrzeni:

necht tedy existuje limy_,; f(¥) = ¢
potom pro vsechna & > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro viechna X' € U} (a) je |f(¥) —c| < ¢

vezméme nyni libovolnou posloupnost (¥,)%, konvergujici k pevnému bodu @ € E’ takovou, Ze X, # & pro
vSechna n e N

tedy pro viechna 6 > 0 existuje 19 € N tak, Ze pro prirozena n > ng plati o(¥,, 4) < 6

dohromady tedy plati: pro jakékoliv ¢ > 0 existuje index 19 € N tak, ze pro prirozena n > ny plati |f(X,)—c| < ¢,
coz dokazuje tvrzeni, ze lim, e f(¥,) = ¢

e Druhé tvrzeni:

1.2.27

necht je dana libovolna posloupnost (¥,)° . kde ¥, # @ pro viechna 1 € N, konvergujici k bodu @ € E’

necht je dale dana posloupnost (i/,) ,, kde 1, # @ pro viechna n € N, konvergujici rovnéz k bodu 7 € E’

n=1’
také posloupnost X1, 1, X2, 2, X3, /3, - . . konverguje k bodu @ a zadny jeji prvek se nerovna @
tedy podle predpokladu ma posloupnost f(x1), f(i/1), f(%2), f(i/2), - - - limitu, oznaéme ji ¢
kazda vybrana posloupnost musi ale nevyhnutelné mit tutéz limitu

zbyva dokazat, ze limy_; f(X) = ¢

kdyby toto nebylo pravda, existovalo by ¢ > 0 takové, Ze pro zadné 6 > 0 by neplatila implikace ¥ € Ug(d’) =
If(X) —cl<e

to jest, ke kazdé hodnoté 6 = 1/n by existoval bod ¥, tak, ze by sice bylo X, # @ a 0(X,,d) < 1/n, ale
soucasné by bylo |f(¥,) —c| > ¢

takze by ale zcela jisté neplatilo, ze lim,_, f(¥,) = ¢, coz je zamysleny spor

Veta

Ma-li funkce f(¥) v bodé @ € der(M) vlastni limitu vzhledem k mnoziné M, pak je pro néjaké 6 > 0 omezena na mnoziné
Us(@) N M.

Dikaz:

e postaci vysetiovat omezenost funkce f(¥) : E” > R na redukovaném okoli U} (@), nebot zcela jisté plati, ze
f(@) < oo, pokud @ € Dom(f)

necht limy 2 f(X) = ¢
zvolime pevné ¢ > 0

jelikoz ma zminovana funkce v bodé & vlastni limitu c, existuje 6 > 0 takové, ze pro viechna ¥ € U (@) N M plati

If()—cl<e

dale |[f(?)] < |f(X) —c| + el < & + |c| =: K, &imZ je hledané K z definice 1.1.22 nalezeno
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1.2.28 Veta

Necht jsou dany funkce f(¥) : E" — R, ¢(X) : E' — R, bod @ € E’, pro ktery existuje U*(d) tak, ze U*(@) C
Dom(f) N Dom(g). Necht déle existuji ob& vlastni limity limg_,; f(¥) = ¢1 a limy_,7(¥) = co. Pak plati rovnosti

o limy i (f +9)(®) =c1+ca,
. hmf—ﬁ(fg)(f) = (102,
o lime;(£)(®) = 2,
jsou-li vyrazy na pravych stranach definovany.
e Soucet funkei:

— vezméme ¢ >0

z predpokladu vime, Ze k nému existuji 51 > 0 a 6, > 0 tak, ze pro vsechna ¥ € ‘L(g‘l(d) jelf@—cal<e/2a
pro viechna ¥ € ‘L{gz(d) jelg(®) —cal < ¢/2

necht 6 = min{61, O}

pak pro viechna ¥ € U (@) plati |f(X) + g(X) — (c1 + c2)| < [f(X) —c1] +[g(X) — 2| < €

odtud lime_(f + )(X) =1 + 2

e Soucin funkei:

— uvazujme pripad ¢; # 0
— pro ¢z =0 je ditkaz jednoduchy

— podle véty 1.2.27 je funkce f(¥) na jistém okoli Us, (@) bodu @ omezena, tedy existuje K > 0 tak, ze pro
viechna ¥ € 7/[6*1(5) plati [f(¥)] <K

— vezméme ¢ >0

— k nému existuje 5, > 0 takové, ze pro viechna ¥ € (L{g‘z(d’) plati |g(¥) — c2f < 5
— existuje také 63 > 0 takové, 7e pro vsechna ¥ € (L{g‘a(d’) plati |f(X) — c1l < 55
— necht 0 := min{01, 6>, 63}

— pro kazdé ¥ € U} (d) pak plati

[f@g(@) = c1ca] = |[f@@) — F@cz + f(F)er — cr69] <

< |f@Ng@ - oo + |eo| [f@) — 1| < K;—K + |C2|ﬁ =¢
— tedy limg_(f8)(%) = c1c2
e Podil funkei:
— pozadujeme, aby limg_,;g(X) =c # 0
— ukazeme, ze
¢! (1.7)

lim — =
i @

zbytek ditkazu je pouha aplikace jiz dokdzaného bodu 2 této véty

jelikoz ¢ # 0, existuje jist& 61 > 0 tak, Ze pro viechna ¥ € uz (@) je 2|g(@)] > |l

a pro libovolné ¢ > 0 existuje &, > 0 tak, ze pro vsechna ¥ € (L{g‘z(d’) je 2|g(®) —c| < ec?

polozme O := min{dy, 05}
pro kazdé ¥ € U} (a) pak plati

1 1

8@ |

tim je dokazana platnost vztahu (1.7)

2 _
2 2

g(¥) —c
cg(x)
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1.2.29 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka pro limitu funkce vzhledem k mnoziné
Funkce f(¥) : E' — R ma v bodé 4 € der(M) vlastni limitu vzhledem k mnoziné M pravé tehdy, kdyz plati tvrzeni
(Ve > 0) (5> 0) (Y& 7 e Uy @ NM):  |f(@ - f@)l <e. (1.8)
Dikaz:
e Prvni implikace:

— necht limgey vz f(X) = ¢
— zvolme pevné ¢ >0
— z predpokladu vime, Ze existuje 6 > 0 takové, ze

(VEiew@nm): If@-cd<5 A If(-d<;

— odsud tedy pro zvolené ¢ existuje zminované kladné ¢ tak, ze pro kazda X, i € U} (@) "M plati série nerovnosti
If(D) = fFDI < If@) =l +1f(i) —cl < ¢

e Druhda implikace:

— zvolme pevné ¢ > 0

dale zvolme 6 > 0 tak, aby tvrzeni (1.8) platilo

(o)
n=1

vezméme libovolnou posloupnost (¥,) . prvkii z M, kde X, # @ pro viechna n € N, konvergujici k bodu

@ € der(M)

tedy existuje 19 € N tak, ze pro ptirozena n > ng plati o(¥X,,d) < 6

— pro m,n >ng a pro Xy, X, € Ur (@) N M podle podminky (1.8) plati |f(x,) — f(Xu) < &

posloupnost f(¥1), f(¥2), . .. tedy spliuje Bolzano-Cauchyovu podminku pro Ciselné posloupnosti (viz [8], véta
1.1.8), tudiz existuje jeji vlastni limita lim,_,c f(X,)

jelikoz jsme oveérili, ze limita lim,—, (X)) existuje pro jakoukoli posloupnost (JE’H)Z":1 s vySe uvedenou vlast-
nosti, plati podle Heineho véty 1.2.26, ze se jeji hodnota rovna limité limg_,zzcp f(¥)

1.2.30 Disledek — Bolzanova-Cauchyova podminka pro limitu funkce bez priviastku

Funkce f(¥) : E" — R definovana na jistém redukovaném okoli bodu @ ma v bodé & limitu pravé tehdy, kdyz plati tvrzeni

(Ve >0) (3> 0) (Y2 7 e UF@):  If@ - f@)l <e. (1.9)

1.2.31 Veta — o limite slozené funkce
Necht funkce fi(¥) : E" + R pro i € § maji v bodé @ € der(M) limity ¢; € R vzhledem k mnoziné M. Necht funkce
(i) : B > R ma v bodé ¢ = (c1,cz,...,¢s) limitu vzhledem k mnoziné P C E°, pro niz ¢ € der(P). Jestlize existuje
takové okoli U} (@) bodu a, ze pro viechna X' € UX (d@) N M plati (fl(a?), f(%),.. .,fs(f)) € P\ {c}, pak
lim (go f)@) = lim g(y).
XeM,x—a yePy—c
Diikaz:
e podle predpokladu existuje pro funkci f;(¥) limita limgey .z fi(¥) = ¢;

e tedy pro pevné zvolené n > 0 existuji 6; > 0 tak, ze pro vSechna ¥ € ‘L(g‘_(d’) N M plati
fi(®) —cl <1 (i€9)

e vezméme jesté takové okoli U} (), ze viechna X € U} (@) N M se zobrazuji prostrednictvim véech funkci f;(¥) mimo
bod (o]
e dale z predpokladu vime, ze pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 existuje 17 > 0 tak, ze pro vSechna 7/ € ‘L{;(E) np
plati |g(1) — bl < ¢, kde b = limep 7,2 3()
o celkem tedy: pro € > 0 existuje 6 := min{A, 01,0y, ..., 0s} zprostredkované prechodem pres 1 tak, ze pro vSechna
¥ € UL (@) N M plati
|g(fl(f)/f2(f)/ .. /fS(J?)) - bl = |g(}7) - b| <g,

coz bylo dokazat
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1.3. SPOJITOST FUNKCE VICE PROMENNYCH

1.3 Spojitost funkce vice promennych

Druhym ze zakladnich topologickych pojmii teorie funkci vice proménnych je spojitost. | tento pojem mé svého predchiidce
v teorii funkci jedné proménné a nebude proto obtizné jednodimenzionalni pojeti tohoto terminu transformovat do
vicerozmérné alternativy.

1.3.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" = R definovana na jistém okoli U(a) bodu @' € E". Rekneme, ze funkce f(X) je spojita v bodé
a, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro vsechna ¥ € Us(d@) plati |f(¥) — f(@)| < e. Rekneme, ze funkce
f(X) je spojita na mnoziné N, je-li spojita v kazdém bodé mnoziny N. Uvedeny typ spojitosti se ob&asné oznacuje jako
spojitost bez privlastku.

1.3.2 Priklad

Chceme dokazat, 7e funkce f(x,y) = 2xy je spojitd v bodé (0,0). Ukolem je tedy prokazat, ze pro vechna ¢ > 0
existuje 0 > 0 tak, Ze pro vSechna (x,v) € ‘L{5(6) splhuji vSechny pfislusné funkéni hodnoty nerovnost |f(x, v) — f(0,0)| =
If(x, y)| < &. Tvrzeni (x,y) € Us(0) je pritom ekvivalentni nerovnosti x2 + y2 < &2. Prokazeme nyni, ze polozime-li
6 := /e pro libovolné ¢ > 0, bude defini¢ni vztah splnén. UZijeme pfitom trividlni nerovnosti [2xy| < x* + 2, o jejiz
platnosti se Ize snadno presvédcit. Pak tedy, je-li (x,1) € Us(0), je zfejmé splnéna nerovnost x2 + y2 < &2. Tehdy
If(x, )| = [2xy| < x* + y? < €. To zavriuje diikaz spojitosti funkce f(x, y) = 2xy.

1.3.3 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" = R definovana na mnoziné M C E" a @ € der(M) N M. Rekneme, 7e funkce f(X) je spojita
v bodé @ vzhledem k mnoziné M, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro viechna ¥ € Us(@) N M plati

f(@) - f@)] < e.

1.3.4 Komentar

Doporucujeme Ctenari, aby rozvazil, ze ani v pripadg, kdy je mnozinou, vzhledem k niz se spojitost zkouma, cely definiéni
obor, pojmy z definic 1.3.1 a 1.3.3 nesplyvaji. Ztotoznéni obou pojmii nastane, pokud M = Dom(f) a bod @ je vnitfnim
bodem mnoziny M, tj. @ € M°. Tehdy je totiz splnéno, ze funkce f(X) je skutecné definovana na jistém okoli U(2) bodu
a.

1.3.5 Veta

Necht f(¥) : E" — R je funkce definovana na mnoziné M C E" a @ € der(M) N M. Pak f(¥) je v bodé & spojita vzhledem
k mnoziné M pravé tehdy, kdyz existuje limita limgey; 7,7 f(X) a jeji hodnota se rovna Cislu f(a).

Dikaz:

e plyne primo z definic 1.3.3a 1.2.4

1.3.6 Dasledek

Funkce f(X) : E" - R je v bodé @ spojita pravé tehdy, kdyz limg_,; f(X) = f(a).

1.3.7 Veta — Heineho pro spojitost

Funkce f(X) : E" > R je spojita v bodé @ € E’ pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost (¥;)*, konvergujici k bodu @
plati lim, e f(¥) = f().

Diikaz:

e plyne z Heineho véty pro limitu 1.2.26 a diisledku 1.3.6
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1.3.8 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka pro spojitost vzhledem k mnozine
Funkce f(¥) : E — R je spojita v bodé @ € der(M) C E" vzhledem k mnoziné M pravé tehdy, kdyz pro jakékoli ¢ > 0
existuje kladné 6 tak, ze pro vsechna ¥, ij € Uy (@) N M plati nerovnost |£(X) — f()| < e.

Diikaz:

e plyne z Bolzano-Cauchyovy podminky pro limitu 1.2.29 a dasledku 1.3.6

1.3.9 Duasledek — Bolzanova-Cauchyova podminka pro spojitost bez privlastku

Funkce f(X) : E" — R je spojitd v bodé @ € Dom(f) pravé tehdy, kdyz pro jakékoli ¢ > 0 existuje kladné 6 tak, ze pro
vsechna X, if € Us(a) plati nerovnost |f(X) — f(1))] < ¢.

1.3.10 Veta — o spaojitosti slozené funkce
Necht jsou funkce fi(X) : E" = R prok =1,2,...,s spojité v bodé @ € N?_ Dom(f;) a funkce g(¥) : E° - R je spojita v
bodé ¢'= (f1(d), f2(a), ..., fs(2)), pak funkce (gOf_))(J?) je spojita v bodé @. Navic plati, ze

lim(g 0 () = limg(3) = 5@

Diikaz:
e podle predpokladu existuje pro vsechny funkce fi(¥) limita limg_; fi(¥) =: ¢ a navic ¢x = fi(d)
e tedy pro pevné zvolené 1 > 0 existuji &, > 0 tak, ze pro vSechna ¥ € Us (a) plati
i@ —al<n  (ked)
e dale z predpokladu vime, ze pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 existuje 17 > 0 tak, ze pro vsechna i € U, () plati
18(7) - 8@ <€
e podotykame, ze g(¢) = limy_,zg(¥) diky platnosti véty 1.3.5

o celkem tedy: pro € > 0 existuje 6 := min{01,02,...,0} zprostredkované prechodem pres 1 tak, ze pro vSechna

X € Us(@) plati Ig(f1(R), fo(X), ..., fs(2) — O] = Ig(#) — (O < &, coz bylo dokazat
e z vyrazu [¢(f1(%), (%), ..., (X)) — g@)| = |g(7) — g(O)] < ¢ navic také plyne, ze

lim(g o () = lim g(7) = (0

1.3.11 Priklad

Necht je dana funkce
8x2(y+2)

i, y) = { B (722 (e, y) #(0,-2),
1 .. (x,y)=(0,-2).
Naleznéme alespon dvé mnoziny, vzhledem k nimz je f(x, y) spojitd v bodé (0, —2). Zvolme nejprve sit mnozin, pro které
je bod (0, —2) bodem hromadnym. S ohledem na povahu funkce f(x, y) volime mnoziny
My ={(x,y) €eR*: y=-2+kd?,
kde k € R je parametr. Vypocet limity vzhledem k mnoziné M

8x%(y +2) ) 8x2 - kx? 8k

im — 2 = —lim =
(yeM—0,-2) 15x* + (Y +2)> x>0 15x* + K2x* 15+ k2

ukazuje, Ze funkce je zcela zjevné nespojita v bodé (0, —2), protoze tyto limity nabyvaji riznych hodnot pro riizna k. Pravé
prokazana nespojitost zkoumané funkce bez priviastku ale jesté nezabranuje spojitosti vzhledem k nékteré z mnozin M.
Podle definice 1.3.3 by pro pripadnou spojitost vzhledem k mnoziné My muselo platit, ze
. 8x%(y +2) 8k 1
lim = =
(yeMi-0-2) 15x* + (y +2)> 15+ k2

£(0,-2)=1.
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Jelikoz rovnice
8k

15+k2
feseni mé, a sice k = 3 a k = 5, uzavirdme teseni Glohy sdélenim, Ze zadana funkce je spojitd vzhledem k parabole
y+2—3x2 =0, pripadné y + 2 — 5x% = 0.

1.3.12 Priklad

Heineovou vétou rozhodnéme, zda ma funkce

(x+3)
Mgy =] T F3ED e ) # (3,0,
-12 coo (x,y)=(-3,0),

limitu v bodé (=3, 0). Nejprve proved me pomocny vypocet. Pro sit mnozin
My ={(x,y) €R*:y =k(x +3); k€ R},
jejimiz hromadnymi body je bod @ = (=3, 0), vychazi, ze

k(x + 3)2

-12.
k2(x + 3)2 + (x + 3)?

+3(x-1)|=

lim  h(x,y) lim[

(x,y)EKX>d x—-3

K+1

Tento vypocet uz fakticky prokazuje, ze zadana funkce limitu v bodé @ mit nemiize. Uvazte proc. Jelikoz ale zadani
pozaduje vyvraceni existence limity vyhradné pomoci Heineovy véty, je nyni tieba najit posloupnost vektorti @, = (xy, ¥n),
ktera sice konverguje k bodu @ = (=3,0), aniz by ho protinala, ale neplati pro ni, Ze lim, . h(a,) = 12. Na zakladé
pomocného vypoctu zvolme
1 k
xn:—3+; & y,=kx,+3)= e

Pak tedy zjevné plati:
(X, yn) = (=3,0)

VneN: (—3+l,k)¢ (-3,0)
n'n

Tim /(@) = kzi C-12.

Tedy napriklad pro k = 1 je lim, . h(c3,) = —23/2 # —12, coz zavriuje nasi snahu vyvratit existenci limity v bodé 7.

1.3.13 Priklad

Pokusme se rozhodnout, zda je mozno funkci

Xy
x2+el—y—1

fly = (1.10)

dodefinovat v bodé (0, 0) tak, aby byla spojita v E2. Takovou dodefinovanou hodnotou by mohla byt jediné limita

lim a

_. 1.11
(x,y)—>6 x2 + eV — U 1 ( )

Rozhodnéme, zda existuje. Nejprve budeme studovat parcialni limity zadané funkce. Snadno urcime, zZe
Xy Xy

N e g1 e rer -y -1
Tento vysledek tedy Glohu neresi. Zkoumejme proto limity vzhledem k mnozindm
M = {(x,y) €E*: y= kx}.
Pro né plati
xy ke 2kx 2k 2k

lim ——2—— =lim————— = lim = lim =
y)—Oxem, X2 +eV —y—1 x50x2+e—fkx—1 x-02x+kek* —k x-02+k%ekx  2+k

Jelikoz jsou prislusné hodnoty zavislé na hodnoté parametru k, limita bez priviastku (1.11) neexistuje. A proto nemuze
byt funkce (1.10) dodefinovana zadnou hodnotou tak, aby byla spojita.
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1.3.14 Veta

Necht je funkce f(¥) : E" +— R spojitd na oteviené mnoziné G C E’. Pak graf (1.2) funkce f(¥) z definice 1.1.17
reprezentuje r—dimenzionalni nadplochu v prostoru E'.

Diikaz:
e v tomto ditkaze s predstihem uplatnime definici plochy 11.1.1

e podle ni mruze byt spojité zobrazeni ﬁ(xl,xz) : G — E2 definované predpisem ﬁ(xl,xz) = (1, x2, f(¥)) chapano
jako plosna parametrizace tfidimenzionalni plochy I'(f) := {(xl,xz, y)€E3: ¥e Dom(f) A y = f(JE’)}

e analogicky mruze byt spojité zobrazeni ﬁ(xl,xz,...,xy) : G — E™! definované predpisem ﬁ(xl,xz,...,xy) =
(x1,%2,...,%, f(X)) chapano jako nadplosnd parametrizace r—dimenzionalni plochy T'(f) := {(xl,xz,...,xr, Y) €
E*!: ¥eDom(f) Ay = ()]

° Ran(ﬁ) je totiz podle definice 11.1.1 prislusnym geometrickym obrazem

e protoze I'(f) := {(xl,xz,...,xr, YeEET: ¥eGAy= f(a?)} = Ran(Q), spliiuje I'(f) definici r—dimenzionalni
nadplochy v prostoru E”

e pro plné pochopeni ditkazu doporucujeme Ctenari redukci tvrzeni na variantu 7 = 2 a nasledné napojeni na definice
plosné parametrizace, geometrického obrazu plosné parametrizace a dvoudimenzionalni plochy v prostoru 3D (viz
kapitola ¢. 11)

1.4 Zakladni topologické vety

Jedny z prvnich otazek, které je tfeba na Gvod teorie funkci vice proménnych fesit, jsou otazky prenosil jistych topo-
logickych vlastnosti z obrazi na vzory Ci v obraceném sméru. Budeme se tedy napr. ptat, zda otevienost definicniho
oboru ziistane po aplikaci zobrazeni f(¥) nezménéna. To znamena, formalnéji receno, ze budeme rozhodovat o platnosti
nasledujicich tvrzeni: Necht A = A° C E’ je mnozina, na niz je definovana funkce f(¥). Za jakych podminek (kladenych
na funkci f(¥)) bude také obraz f(A) otevienou mnozinou? Lze tuto vlastnost vilbec garantovat? Podobné vzneseme
dotaz: Necht B = B° C R je podmnozina oboru hodnot funkce f(¥). Za jakych podminek bude také vzor f~!(B) otevienou
mnozinou? Tyto a mnohé dalsi dotazy zodpovi nésledujici série vét.

1.4.1 Komentar

Mezi tzv. topologické vlastnosti mnozin radime otevrenost, omezenost, kompaktnost, uzavrenost, souvislost, ¢i oddéle-
nost. Pro pripomenuti definic téchto pojm@ doporucujeme nahlédnout do skript [8], popf. do komentare 1.1.9.

1.4.2 \Veta — o otevrené mnozine

Vzor oteviené mnoziny pfi spojitém zobrazeni je oteviend mnozina, presnéji: je-li B C Ran(f), B=B° a f(X) : E' — B
je spojitym zobrazenim na Dom(f), pak f~!(B) je otevienou mnozinou v E'.

Dikaz:

e oznacme A := f~1(B), kde tedy B = B° C Ran(f) je zvolena libovolné

e chceme ukazat, ze i mnozina A je oteviena

tedy chceme ukazat, Ze pro libovolné pevné zvolené 7 € A existuje U(A) tak, ze U@) C A

ke zvolenému 7 jisté existuje c € B tak, ze (@) = ¢

jelikoz B je otevrena, existuje ¢ > 0 tak, ze U.(c) C B
e pro toto ¢ ale ze spojitosti funkce f(¥) existuje 6 > 0 takové, ze pro viechna ¥ € Us(d) je
|f(f) - Cl <g,

coz je ekvivalentni zapisu f(¥) € U.(c)
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e ze vztahu f(¥) € U.(c) C B tudiz vyplyva, ze ¥ € Us(@) c A
e nalezli jsme tedy okoli Us(a) bodu @, které celé lezi v A

e a protoze byl bod 7 zvolen v A libovolné, dokazuje to, 7e A = A°

1.4.3 Veta — o souvislé mnozine

Necht funkce f(X) : E" - R je spojitd na souvislé mnoziné M C E’. Necht pro dvé razna dy,d> € M plati f(@1) =¢1 a
f(@) = c2 > 1. Pak funkce f(¥) na mnoziné M nabyva viech hodnot z intervalu {cy, c2).

Didkaz:

e necht M C E’ je souvisla mnozina

e necht dle predpokladii existuji a1, @, € M tak, ze f(@1) = ¢1 a sou€asné f(@2) = c2 > 1
e zvolme ¢ € (c1,¢2) a predpokladejme, ze neexistuje zadné beM takové, ze f(l_l)) =c

e definujme mnoziny M; = {fe M: f(¥) < c}, M, = {fe M: f(@) > c}

e ob& mnoziny jsou neprazdné, nebot 41 € My a @» € M»

e diky predpokladu pro spor také vidime, ze M1 U M, = M a navic M1 "M, =0

e dokazujme nyni, ze My "M, = 0

e protoze jisté M1 N My = 0, jak plyne z definice mnozin M; a My, je dokazovana rovnost ekvivalentni rovnosti
bd(Mi) N M, =0

e postaci tedy dokazat, ze hranice mnoziny M; nemé s M, zadny pranik
e zvolme 4 € bd(M;) libovolné

e podle jisté véty teorie metrickych prostorii Ize ale zcela jisté do kazdého hranicnimu bodu dokonvergovat po bodech
dané mnoziny (to souvisi s definici hrani¢niho bodu, nebot v kazdém jeho okoli o poloméru ¢ = %, kde n € N,
totiz jisté lezi néjaky prvek dané mnoziny)

e v nasem piipadé to znaci, ze existuje posloupnost (X,)%_, prvkii X, € M takova, ze limy, e X = @
e protoze je funkce f(X) podle predpokladii véty spojita, Ize uzit Heineovy véty

e podle ni: limy,e f(X) = (@)

e jelikoz ale (na zakladé zavedeni mnoziny M) jisté f(X,) < ¢ pro viechna m, plyne odtud, ze f(a) < c
e odtud jiz pfimo plyne, ze @ ¢ My, coz bylo dokazat

e analogicky se prokaze, ze Mo "M = 0

e tim jsme ovsem nalezli dvé oddélené a z&roven neprazdné mnoziny v mnoziné M, které ji pokryvaji, coz je zretelny
spor se souvislosti mnoziny M

N
e ze vzniklého sporu vyplyva, ze zminované b existuje

1.4.4 Veta — o kompaktni mnozine

Necht f(xX): E" — R je spojita funkce a A ¢ Dom(f) kompaktni mnozina. Pak f(A) je kompaktni.

Diikaz:

e jelikoz A je dle predpokladii kompaktni mnozinou, Ize z kazdé posloupnosti (Z,)% | jejich prvkii vybrat konvergentni
posloupnost, jez ma limitu v A

e zvolme libovolnou posloupnost (y,):7; bodii z f(A)

e zamyslime dokazat, ze z ni |ze vybrat podposloupnost, jez ma limitu z f(A)
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pro kazdé n € N zvolme ¥, € A tak, ze y, = f(¥,)

e z posloupnosti (JE’,,)Z":1 vyberme konvergentni podposloupnost (fnk);:’:l, coz lze diky kompaktnosti mnoziny A a
oznaéme @ := limy_,co ¥y,

jelikoz A je kompaktni, je zaruceno, ze 7€ A

z Heineho véty pro spojité funkce (viz 1.3.7) plyne, Ze limy_c f(X,) = f(4)
jelikoz ale 7€ A, je f(@) € f(A)

tim je dtikaz zavrsen, nebot jsme ukazali, ze z libovolné posloupnosti (y,);”, bodii z f(A) Ize vybrat konvergentni
podposloupnost (f(x;,,))>, majici limitu v f(A)

1.4.5 Priklad

Naleznéme obor hodnot funkce f(x,y) = x* + y? definované na elipse E = {(x,y) € R? : 9x* + 4y* < 36.} Jelikoz je
zadana funkce na E spojitd a mnozina E je uzaviend a omezend, a tudiz kompaktni, je jasné, ze hledany obraz f(E)
bude také kompaktni mnozinou. Nalezneme-li navic v mnoziné f(E) nejmensi a nejvétsi hodnotu, bude podle véty 1.4.3
f(E) rovno uzavienému intervalu ohranicenému pravé témito dvéma hodnotami. K nalezeni Cisel min e f(x,y) a
maxy, ek f(x, y) bude treba s predstihem vyuzit teorie o lokalnich a globalnich extrémech. Doporucujeme proto ctenari,
aby se k tomu prikladu vratil, az po prostudovani osmé kapitoly. Podle ni nastanou globalni extrémy bud' ve stacionarnich
bodech funkce f(x,y), které ale lezi v E, nebo v bodech, kde neexistuje gradient, coz ovsem neni pripad nasi funkce,
popf. na hranici, bd(E) = {(x, y) € R? : 9x? + 4y? = 36}, tj. ve stacionarnich bodech Lagrangeovy funkce

L(x, ylA) = f(x,y) + Ag(x, y) = ¥* + v + A(9x* + 4y* — 36),
kde g(x,y) = 9x* + 4y> — 36 je vazba, na niz vazané extrémy hleddme. Rovnice

o” _ o 5,

ax—2x=0; ay-ZyzO

resi zjevné jediny bod (0,0), ktery v E lezi. Rovnice pro stacionarni bod Lagrangeovy funkce

9L _igrrs2vLo;

L !
E — =8Ay+2y=0

d
9y
fesi (po dosazeni do rovnice vazby) body @ = (0, -3), b= 0,3), ¢ = (=2,0) a d = (2,0). Maximum a minimum pak
snadno nalezneme tak, ze v podezrelych bodech, tj. v téch detekovanych, vycislime funkéni hodnoty:

f0,00=0; f(0,-3)=9; f(0,-3)=9; f(-2,00=4 f(2,0)=4

Minimem funkce f(x,y) na E je tedy nula a maximem (ve smyslu funkéni hodnoty) je hodnota 9. Podle véty 1.4.3 tedy
plati, ze f(E) =(0,9).
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Kapitola 2
Diferencialni pocet

Po zevrubném zkoumani topologickych vlastnosti funkce vice proménnych pristoupime v nové kapitole k budovani di-
ferencialniho poctu. Budeme se tedy zabyvat definicemi parcialnich derivaci (obycejnych i smérovych), ale vystavime
také robustni pojem totalniho diferencialu pro funkci vice proménnych. V ramci tohoto oddilu probereme také zaklady
vektorové analyzy pro vektory funkci vice proménnych.

2.1 Parcialni derivace a jejich alternativy

2.1.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" > R definovana na jistém okoli bodu @ = (a1, 4z, ...,a,) € E". Potom parciélni derivaci funkce
f(X) podle proménné xi (k € 7) v bodé @ nazyvame limitu (pokud existuje a je vlastni)
of . flay,a,. .. g, 0+ 1y, - a0) — f(@)
——(a) := lim )

Xy h—0 h (2.1)

2.1.2 Komentar

Na tomto misté radéji upresiujeme, ze v nékterych jinych zdrojich mize byt pojem parciélni derivace zaveden nepatrné
obecnéji. Na rozdil o pozadavku z definice 2.1.1, aby zkoumana funkce byla definovana na jistém okoli Uy(7) bodu 7,
pozaduji nékteré definice slabsi predpoklad, a sice aby byla funkce definovana pfinejmensim na mnoziné Uy (@) N Ex, kde
Er ={(m,a0,...,a8r-1,&, k41, .. .,a,) € E": & € R} je pfimka rovnobé&zna s k—tou souradnou osou prochazejici bodem 4.

2.1.3 Komentar

Parcialni derivace funkce f(¥) podle proménné x v bodé 7 je tedy podle definice 2.1.1 rovna obycejné derivaci funkce
jedné proménné Y(t) = f(ay,az,...,a5-1,t, k41, - - ., 4;) v bodé t = ai. Tedy

aof . dp
a—xk(ff) = E(ak)‘

Vzhledem k tomuto faktu predstavuje parcidlni derivovani fakticky obycejné derivovani podle vybrané proménné xj, kdy
na zbylé proménné x; (j # k) je nahlizeno jako na parametry. Dale poznamenavame, ze definicni vztah (2.1) je ekvivalentni
vztahu

0 ai,02, ..., 01, Xk, Aks1, - - -, 4y) — f(@

—f(d’)zlimf(l 2 k-1, Xk, A+1 ) f(_)).

&xk X0k X — Ay

Této rovnosti bylo dosazeno substituci i = x; — ax v rovnosti (2.1).

2.1.4 Priklad

Uvazme funkci f(x,y) = cos(\/x2 + yz) definovanou na mnoziné M = (-7, 1) X (—7t, t). Graf funkce je vyobrazen na
nasledujicim obrazku.
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Obrazek 2.8
K demonstraci parcialni derivace.

Pokusme se nyni demonstrovat geometricky vyznam parcialni derivace %({f) v bodé 7 = (11/4,— V3m/4). V obrazku je
tucnou Carou vyznacen fez grafu funkce rovinou y = — V37/4. Timto fezem je kfivka vyobrazena na obrazku nize.

Obrazek 2.9
K demonstraci parcialni derivace.

Hodnotou parcialni derivace %({f) v bodé @ = (1/4,—\31/4) je tangens orientovaného ahlu a, ktery svira tecna k
citované kfivce sestrojena v bodé @' s osou x.

2.1.5 Priklad

Uvazme funkci f(x, y) = 8x%y a vypoctéme podle definice obé parcialni derivace v bodé & = (1,3). Podle definice 2.1.1
plati rovnost

af . 24(1+h)?—-24 . 24h*+48h
22 = lim 7 =l =48
Analogicky
af . 8B3+h)-24 . 8h
2y @=im =y =hmy =8
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2.1.6 Definice

Necht f(¥) : E" - R je definovana na jistém okoli bodu @ € E". Necht pro viechna k € # existuji parcialni derivace %(@.
(Totalni) derivaci funkce f(X) v bodé @ rozumime vektor

Df o _ Df _(2f f of
D_a?@_ﬂ(xl,xz,...,xr)@' 70 D 9@ 5 @)

Rekneme, ze derivace %{i m4 urCitou vlastnost (typicky: spojitost, hladkost, prislusnost ke tride C"(G) apod.), maji-li

tuto vlastnost vsechny jeji slozky.

2.1.7 Definice

Bod 7 € E" nazveme stacionarnim bodem funkce f(X) : E" — R, jestlize grad (@) = 0.

2.1.8 Komentar

Stacionarni bod ma mezi ostatnimi body defini¢niho oboru, jak uvidime v kapitole 8, jakési privilegované postaveni. Pro
typické zastupce funkci vice proménnych spociva stacionarita bodu ve faktu, ze funkce v tomto bodé ani neroste ani
neklesa. To ze stacionarniho bodu cini bod podezrely z lokalniho extrému.

2.1.9 \Veta — o elementarnich vlastnostech parcialni derivace

Necht f(X),g(x) : E" — R jsou funkce definované na jistém okoli U(7) bodu @ € E’. Necht f(¥) a g(¥) maji parcialni
derivace podle proménné x; a necht A € R. Potom plati rovnosti

a(”g)(*) f(*) %@,
WA, af
axk (3
V0= Lwsa + 10 Lo,

9(5)

axk

L@ 3(@) - £@) F@
£@ ’

@) = pokud g(a) # 0.
Diikaz:
e diky poznamce 2.1.3 plyne ditkaz z analogickych vét pro funkci jedné proménné

2.1.10 Veta

Ma-li funkce f(X) v bodé @ € E" parcialni derivaci %, pak je v tomto bodé spojitd vzhledem k mnoziné

M= {(all az,...,0k-1, 5/ A1y - - '/af‘) € Dom(f) : 5 € R}
Dikaz:

e na zadkladé skutecnosti diskutované v komentéari 2.1.3 |ze uvedenou vétu prevést na odpovidajici tvrzeni pro funkci
V(&) = f(a,az, ..., a1, &, aks1, - - -, ar) jedné proménné &

e a protoze pro funkci jedné proménné plati tvrzeni, Ze z existence derivace v bodé a; plyne spojitost v tomto bodg,
pak to znadi, ze f(¥) je spojita vzhledem k M

33



KAPITOLA 2. DIFERENCIALNI POCET

2.1.11 Priklad

Zatimco pro funkci jedné proménné f(x) : R = R vyplyvala z existence derivace f’(x) v bodé a spojitost funkce f(x) v
bodé a, u funkci vice proménnych je situace znaéné odlisna. Maze napriklad nastat situace, kdy funkce f(¥) : E" - R
ma v bodé& 7 vsechny parcialni derivace, ale presto neni v bodé @ spojita. Takovou funkci je napfriklad funkce

Xy ~
poww (x,y) #0;
feyy =1 (2.2)
0 ... (xy=0
Pro jeji parcialni derivaci podle prvni proménné z definice plati
0+1)0
af . (0+hp+0 .
5100 = lim B2 — - imo o
Podobné také
of 0(0+/;l)2 B
20,0) = 1im Z¢"— _jimo =o0.
ady h—0 h h—0

Prestoze funkce (2.2) ma v bodé (0, 0) derivaci, neni v ném spojita, jak bylo ukazano v prikladé 1.2.14.

2.1.12 Veta — o derivaci slozené funkce
Necht jsou dany funkce f1(%), f2(%),..., fs(¥) : E" — R, jez jsou spojité v bodé @ € E" a maji v bodé ' derivaci, tj. parcialni
derivace podle viech proménnych. Necht je dana funkce g(¥) : E¥ — R, jez je spojitd v bodé b= (fl(d’),fz(ﬁ),...,ﬁ({f))

a ma v bodé l;derivaci, tj. parcialni derivace podle vsech proménnych. Necht je funkce (g o f_i(f) : E" — R definovana
na jistém okoli bodu . Pak pro libovolné i € # plati

g f)
@ = Z o (b) (2.3)

Dikaz:

e ditkaz demonstrujeme na prikladu r = s = 2, tedy pro slozenou funkci

(g0 f(x1,x2) = g(fi(x1, x2), folxr, 2)) : B2 > R

hleddme parcialni derivaci funkce (gOfS(xl,xz) v bodé 7= (a,a,) € E?

polozme podle predpokladi b= (fl(al,az),fz(al,az)) = (b1, by)

z definice parcialni derivace vyplyva

Igo f) . (A, @), folx1,82)) - (fi(@1, 02), fo(r, 1))
0 1 X1—a1

ai,az) =
(1/ 2) x| —a

do Ccitatele limitniho zlomku pficteme a zaroven od néj odecteme vyraz g(fi(a1,a2), f2(x1,a2)), Cimz se posledné
uvedend limita rozpadne na soucet dvou limit

(fl(xl,ﬂz fz(xl,ﬂz) (fl(ﬂl,ﬂz) fz(xl,ﬂz))

‘Bl = x]iig%l X1 —
. (fl(ﬂ1,ﬂ2 ), fa(x1,a2) ) (fl(ﬂl,ﬂz) fz(ﬂl,ﬂz))
‘62 o Xllllgl X1 —

e pro prvni z nich plati (po rozsifeni jednickou)

8(fitx1,82), o, @) = g(fi(ar, @), fo(x1,82)) fi(x1, a0) — filar, a)

1 =
B X1—a fi(x1,a2) = fi(a1,a2) X1 —m
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e zatimco ve druhé Casti této limity snadno rozpoznavame parcialni derivaci

lim fi(x1,a2) — fi(a1, a2) 5f1(3

X1y X1 — a1
pri vypoctu druhé Casti vyuzijeme nejprve faktu, ze funkce f(x1,x2) je z predpokladi véty spojitd, a poté jiz
snadnou substituci uréime, ze

8(fie,a2), falxr, ) = g frlan, a2), oy, )

X1 a1 fi(x1,a2) = fi(a1, az)

$(filxr,a2), flan, ) - gfulay, ), folar,ap) | 13 S1E002) = filan )

= FiGera2) — fulan, a2) =| = Al -
by = fola1,a2)

gbr+hb) —g(b) dg

= Jim [ =350
o tedy
&g —» &fl
p1= o axl(ﬁ
e analogicky pro f, plati

(f1(611,ﬂ2 ), fa(x1, a2) ) (fl(ﬂl,az) falay, a2) ) folx1,a2) — faa1,az)

po:= xlligf}l fa(x1,a2) —fz(ﬂl,ﬂz) x1—m -
8f2
8f &X1(4))
e odtud tedy
3(8 f » df  0f2
=) = f(% @+ f(b)a @
e podobné by se dokazala rovnost
a(g f) dfi afr
,a b b
(a1,a2) = f() (@) + f() == (d)

2.1.13 Komentar

Predchazejici véta je zobecnénim véty o derivaci slozené funkce pro funkci jedné proménné. Ta rikd, ze mame-li zadanu
funkci f(u) s nezavisle proménnou u a tato zavisi na jiné nezavisle proménné x podle predpisu 1 = u(x), pak pro derivaci
funkce f(x) podle nové proménné x plati (v ponékud neformalnim zépise)

4 _af au
dy ~ dudx’

Uvazme nyni vicerozmérnou analogii. M&me funkci f(u, v, w) tii nezavisle proménnych u, v, w a tyto necht zaviseji kazda
na dvou dalSich nezavislych proménnych x, y podle predpist u = u(x, y), v = v(x, y) a w = w(x, y). Pak napf. pro parcialni
derivaci funkce f(x, y) podle nové proménné y plati podle predchozi véty vztah

of dfdu Ifdv If dw

dy 8u8y+ 82}8y+8w8y

2.1.14 Definice

Necht je funkce f(¥) : E” — R definovana na jistém okoli bodu 7€ E" a k € N\ {1}. Pak k-tou parcialni derivaci funkce
f(¥) v bodé @ podle proménnych x;, x;,, ..., x; (v uvedeném poradi) rozumime nasledujici hodnotu (je-li definovana)

ok f ( J1f

0xi,0xi, . . . OXi, @ = 0xi,0%i, . .. OXi_, ) @

axi,

. I - . . ., >
kde je na symbol Fr T nahlizeno jako na funkci proménné x.
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2.1.15 Definice

Necht je dana funkce f(¥) : E" — R a necht existuji viechny jeji parcialni derivace druhého Fadu %({f) v bodé
@ € Dom(f). Pak matici
*f '
i (52 0)
a ax]‘an jk=1

budeme nazyvat Hessovou matici funkce f(X) v bodé 4. Tj. prvkem Hessovy matice vyskytujicim se na j—tém radku a

, . e ? . . ., o
k—tém sloupci je parcialni derivace 8x-8ka (@). Determinant Hessovy matice budeme nazyvat hessidnem.
]

2.1.16 Definice

Necht G C E’ je otevienou mnozinou a f(¥) : E" — R je funkci  proménnych definovanou na mnoziné G. Rekneme, ze
funkce f(¥) je tridy C" na mnoziné G a oznacime f(¥X) € C"(G), jestlize pro libovolnou kombinaci indext 71,1, ..., i, z
mnoziny 71 je parcialni derivace

a"f

8x,~18xi2 e ax,-n

spojita v kazdém bodé mnoziny G. Rekneme, ze funkce f(X) je tridy C* na mnoziné G a oznacime f(X) € C*(G), jestlize
vsechny parcidlni derivace (tj. derivace vsech rada) funkce f(X) jsou spojité v kazdém bodé mnoziny G. Funkce tridy
C*(G) nazyvame také hladkymi funkcemi na G.

2.1.17 Komentar

Mnozina G C E" z predeslé definice je volena jako oteviend kvili tvaru definice 2.1.1, kde je pozadovano, aby (ma-li
existovat alespon teoretickd moznost, ze v daném bodé existuje parcialni derivace) s danym bodem patfilo do definicniho
oboru funkce také néjaké okoli tohoto bodu. To Ize ale zarucit pouze u oteviené mnoziny.

2.1.18 Komentar
Byva zvykem napft. parcialni derivaci
Pf

&X48X48X4
Pf
ox3’

Derivace takového typu nazyvame casto nesmisenymi. Zajimava vlastnost smiSenych derivaci je demonstrovana na
nasledujicim prikladé. Uvazme napt. funkci

oznacovat souhrnnym symbolem

fx,y) = y* + arctg(xy?).

Jelikoz 5 , 5
2x
gz_iﬂ, o oye BV
x 1422y dy 1+ x%y
je snadné ukazat, ze
Pf 9 (of s 1-x2y* *f 9 (df _, 1 -2y
axdy  ay\ax) = a2y ayax _ ax\ay) ~ VAt

Tato shoda mezi odpovidajicimi smiSenymi parcialnimi derivacemi neni nahodila, nybrz za jistych okolnosti zakonita.
Vyslovime a dokdzeme nyni vétu o této shodé.

2.1.19 Veta — o zamene smisenych parcialnich derivaci druhého radu

Necht pro i, j € 7 existuji na jistém okoli bodu @ € E" parciélni derivace g—fi, g—;] funkce f(¥) : E" — R. Necht je parcialni

2 2
derivace ai,aj;, spojita v bodé @. Potom existuje také % v bodé& @ a navic plati
P’ f I*f
Q) = ).
8xi&xj( &x,‘&x,‘(ﬁ)
Diikaz:

36



2.1. PARCIALNI DERIVACE A JEJICH ALTERNATIVY

e dtikaz véty predvedeme pro variantu funkce dvou proménnych

e oznacme pro prehlednost zapist

_df _df
f@ = a—xl(f)/ f() = &_xz(f)
072f azf

9x19x3 0x20x1

fr2(¥) = ()

), fa@@)=

e méli bychom nejprve ukazat, ze existuje limita

ha) — fola,
f21(ﬁ) = },IES fZ(Ill + azlz fz(al az)

a ze jeji hodnota je rovna fi»(2)
e 7 existence parcialni derivace f,() vyplyva, ze

fz(ﬂl + ]’l, Clz) - fz(ﬂl,ﬂz) — lim f(a1 + h, ap + k) - f(a1 + ]’l, Clz) - f(al,ﬂz + k) + f(al,az)

h k—0 kh

® oznaCcme
flar +h,ar + k) = f(a1 + h,a2) — f(a1, a2 + k) + f(a1,a2)
kh

F(h, k) :=
e mame tedy dokazat, ze
lim(lim F(, k) = f12(@)
e 7z predpokladd véty plyne, ze limita limy_,o F(h, k) existuje pro jakékoliv i vyhovujici pro jisté 6 > 0 nerovnosti
0<|h<d

e podle véty 1.2.21 tudiz staci dokazat, ze existuje dvojnd limita

F(h, k) = fi2(a) (2.4)

lim
(k,1)=(0,0),k+0,h#0
e zvolme tedy k € UF(0) a h € U(0) a polozme ¢(x1) = f(x1,a2 + k) — f(x1,42)

e pak podle Lagrangeovy véty o prirdistku funkce jedné proménné existuje ©; € (0,1) tak, ze plati

plar+h) —p@)  ¢'(a1+01h)  filar + O1h,a; + k) — fi(ar + ©1h,a0)
hk B k B k

F(h, k) =

e oznacme Y (x2) := fi(a1 + O1h, x2)
e jelikoz funkce fi»(¥) existuje na okoli bodu 4, plati podle Lagrangeovy véty o prirtistku také
F(h, k) = /(a2 + ©2k) = fia(a1 + ©1h, a3 + ©sk),
kde ©, € (0,1)
e ze spojitosti funkce f12(X) plyne, ze

lim F(h, k) = lim a1 + O1h,a, + Ok) = a
(k,1)—(0,0),k0, 10 (%) (k,h)ﬁ(0,0),kth,hthf 12 15 k) = fi2@)

tim je vztah (2.4) dokazan, a tedy fo1(2) = f12()

2.1.20 Dasledek — o zamene smisenych parcialnich derivaci vyssich radii

Necht funkce f(¥) : E" — R ma na jistém okoli U(@) bodu @ € E’ spojité vsechny parcialni derivace az do Fadu k € N\ {1}
véetné. Potom tyto derivace nezaviseji na poradi derivovani.

37



KAPITOLA 2. DIFERENCIALNI POCET

2.1.21 Veta — o Hessové matici

Necht je dana funkce f(¥) € C*(G), kde G C E’ je oblast. Pak pro kazdy bod @ € G je Hessova matice H; realna,
symetrickd, a ma tudiz realné spektrum, tj o(IH;) C R.

Diikaz:
e symetrie Hessovy matice je snadnym dasledkem tvrzeni 2.1.20

e realnost spektra o(IH;) pak plyne z uciva linearni algebry

2.1.22 Definice

Necht § je nenulovy vektor z vektorového prostoru E’. Necht je funkce f(¥) : E" > R definovana na jistém okoli bodu
@ € E'. Pak parciélni derivaci funkce f(X) v bodé @ ve sméru § rozumime limitu (pokud existuje a je vlastni)

of 1, f@+hs) - f@
FOTFIN T

Uvedenou derivaci obCasné nazyvame téz smérovou derivaci.

2.1.23 Komentar

Na tomto misté radéji upfeshujeme, ze v nékterych jinych zdrojich maze byt také pojem smérové (parcialni) derivace
zaveden obecnéji. Na rozdil od pozadavku z definice 2.1.22, aby zkoumana funkce byla definovana na jistém okoli
Us(d) bodu @, pozaduji nékteré definice slabsi predpoklad, a sice aby byla funkce definovana pfinejmensim na mnoziné
Us(@) NEg, kde Ez = {(ay +s1&,a + 52&,...,a, +5,&) € B+ & € R} je pfimka rovnob&zna s vektorem § a prochazejici
bodem 4.

2.1.24 Lemma

Necht § je nenulovy vektor z vektorového prostoru E" a ¢ # 0. Necht pro funkci f(¥) : E" - R existuje v bodé @ parcialni
derivace ve sméru §. Pak plati
af af

d(cs) @

——() = gn(C)

2.1.25 Lemma — o vztahu smeérové a parcialni derivace

Necht je dana funkce f(¥) : E" — R a bod @' € E". Potom pro libovolné k € 7 a libovolné ¢ > 0 plati

af 8f(

a),

kde & je k—ty vektor standardni baze v R’, pokud alespon jedna z uvedenych parcialnich derivaci existuje.

2.1.26 Komentar

Diskutujme nyni geometricky vyznam smérové parcialni derivace v bodé @. Graf funkce
T(f) = {(c1, %, %, y) € B2 £ e Dom(f) A y = f(F)) (2.5)

predstavuje podle véty 1.3.14 zobecnénou plochu (nadplochu) v prostoru E*! nad definiénim oborem Dom(f) C E'.
Provedeme-li v bodé (@, (@) € T'(f) fez této plochy rovinou, jez je kolma k roving, v niz lezi Dom(f) C E’, a rovnobézna

s vektorem s, obdrzime k¥ivku prochazejici bodem (al,az, oo, Ay, f(d’)) € I'(f). Hodnota smérové parcialni derivace v bodé

@ pak predstavuje tangentu orientovaného ahlu, ktery svira tecéna v bodé (ay,a, ..., a,, f(@)) ke zminéné kFivce s rovinou,
v niz lezi definicni obor. Popularné feceno: stojime-li na grafu funkce f(¥) nad bodem & definicniho oboru a zamyslime-li

. ~ E) L - - o
jit smérem s, pak hodnota ()—J;(d’) je mirou pro stoupani Ci klesani zamyslené trasy.
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_ AENENRNREEN

Obrazek 2.10
K demonstraci smérové parcialni derivace.

Pokusme se vyse uvedené poznatky demonstrovat na konkrétnim pripadé. Budeme tedy hledat smérovou parcialni derivaci
funkce

f(x, y) = cos(+/x% + y?)

v bodé @ = (V2m/36, V211/36) ve sméru § = (1,1). Na grafu funkce z = f(x, y) vyznaéme Fez rovinou x — i = 0. Jde
o rovinu, jez prochazi bodem &, je kolma k roving z = 0 a jeji fez v roviné z = 0 je pfimka se smérovym vektorem §.
Zminény fez je vyobrazen na obrazku nize. Pripomindme, ze vodorovnou osou je vzhledem ke zpiisobu provedeni fezu
primka {(x,x) : x € R} se smérovym vektorem § = (1,1). Hodnota hledané smérové parcialni derivace je na obrazku
predstavovana tangentou orientovaného ahlu a, ktery svira tecna ke grafu funkce sestrojend v bodé (ay,ay, f(a1,a2))
uvedeného Fezu a smér s.

(5,:8)=(1.1)

s(X\//'
.

~
Y

Obrazek 2.11
K demonstraci smérové parcialni derivace.

2.1.27 Priklad

Necht je dana funkce

x2e?

f(x/ Y Z) = ’
y
smér§=(2,2,1)a bod @=(1,1,0). Vypoctéme smérovou parcidlni derivaci funkce f(x, y,z) v bodé @ ve sméru . Zrejmé
plati @+ hs'= (1 + 2h,1 + 2h,h), a tedy podle definice 2.1.22 dostavame

of 1 1@ +2n)2et . (1+2h)e"-1
= —lim- | ——— -1 =lm——F— =
ds V22 yo2 41 ho0h| 1+2h

(1,1,0):= 1.

h—0 3h
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Graf funkce f(x,y,z) tedy stoupa v bodé (1,1,0) ve sméru §=(2,2,1) po Ghlem 45°.

2.2 Zaklady vektorové analyzy

V mnoha praktickych aplikacich je nanejvys vyhodné pracovat s tzv. s—dimenzionalnimi funkcionalnimi vektory, tj. s
vektory, které méni svoji podobu v zavislosti na poloze bodu v r—dimenzionalnim definiénim oboru. Miazeme je proto s
vyhodou reprezentovat usporadanou s-tici funkci # proménnych. Hodnoté& argumentu ¥ € E’, pak Ize prifadit konkrétni

hodnotu vektoru f_zf) = (1), (D), ..., fs(X)), podobné jako u bézné funkce. V takovém pripadé hovorime o vektorovych
funkcich, popr. funkénich (funkcionalnich) vektorech, a znacime f_fa?) :E'— B

2.2.1 Definice

Necht jsou dany funkce f1(X), f2(%), ..., fs(X) : E" > R. Funkénim vektorem (vektorem funkci) f_fa?) nazyvame zobrazeni

z E’ do E° definované predpisem f_zf) = (@), (@), ..., fs(¥). Rekneme, ze funkéni vektor f_fa?) mé jistou vlastnost
(typicky: existenci limity, spojitost, existenci parcialni derivace, existenci totalniho diferencidlu, hladkost, prislusnost ke
tridé C"(G) apod.), maji-li tuto vlastnost vsechny jeho slozky.

2.2.2 Definice

.
Jacobiho matici funkéniho vektoru (%) : E"  E° v bodé 7 € E" rozumime matici

DA 9h o oh
DX oxq dx; T Ox
Df ok o o8

f(—») D(flffZ/" fS (») Z)J? ({/‘T)Z 37.61 37‘62 Bj(r ({,‘T)

B D(x1/x2/ . x?‘)

DF. . If It
DX Jxq dx; T Oxy

Determinant Jacobiho matice (pokud je definovan, tj. pokud s = r) nazyvame Jacobiho determinantem (jacobianem)

funkéniho vektoru f_ff) Rekneme, 7e Jacobiho matice ma jistou vlastnost (typicky: spojitost, hladkost, pfislusnost ke
tride C"™(G)), maji-li tuto vlastnost vsechny jeji prvky.

2.2.3 Definice

Hamiltonovym operatorem (nabla operatorem) rozumime zobrazeni z mnoziny vSech funkci f(¥) : E" — R, jez maji na
oblasti G C E" vsechny parcialni derivace prvniho fadu, do mnoziny vsech funkcnich vektor definované symbolickym

predpisem
(2 92 9
T\ oxy  dxy” T ax, )

2.2.4 Definice

Necht jsou dany funkce f(¥) : E" R a funkéni vektor F(®) : B — E’, pro néz v oblasti G C E" existuji véechny nize
zminéné parcidlni derivace. Gradientem funkce f(X) na mnoziné G rozumime funkéni vektor

f &fﬁ) of

grad /00 = 20,5 L)

S
Divergenci funkéniho vektoru F(X) na mnoziné G rozumime funkci

divE(®) := Z 8Fk

Laplacidnem rozumime zobrazeni, které funkci f(%) prirazuje funkci Af(¥) := Y14 327{ a funkcnimu vektoru ﬁ()?) vektor
k

AF(@) = (AF1(3), AFy(D), . .., AF,(3).
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2.2.5 Definice

.

Necht je dan funkéni vektor G(%) : E3 — E3, pro néjz v oblasti G C E® existuji véechny nize zminéné parcialni derivace.
-

Rotaci funkéniho vektoru G(¥) na mnoziné G rozumime funkéni vektor

Pravé zavedené zakladni operace vektorové analyzy mohou byt symbolickou aplikaci nabla operatoru zjednoduseny do
formata grad f(¥) := Vf(X), divF(X) := (V| F(X)), resp.

- - -
€1 € €3
2(7) = 2 P) 9 P)
rot G(¥) := Vx G(¥) = det| ;- = = |

Gi(¥) Ga(¥) Gs3(¥)
kde € = (1,0,0),&; = (0,1,0) a & = (0,0,1) jsou jednotkové vektory standardni baze prostoru E3. Podobné také
(symbolicky): Af(%) := (VF(X)|Vf (X)), nebo vyrazné neformalng A = V2.

2.2.7 Definice

Rekneme, Ze funkce f(¥) : E' — R je harmonicks na mnoziné G C E', jestlize f(¥) € C?(G) a pro viechna ¥ € G plati
rovnost Af (%) = 0.

2.2.8 Definice

Rekneme, Ze funkce f(¥) : E' R je superharmonicka na mnoziné G C E’, jestlize f(¥) € C*(G) a pro véechna ¥ € G
plati nerovnost Af(¥) < 0. Rekneme, Ze funkce f(X) : E" R je subharmonicka na mnoziné G C E', jestlize f(¥) € C*(G)
a pro viechna X € G plati nerovnost Af(¥) >0

2.2.9 Veta — o zakladnich rovnostech vektorové analyzy

Necht jsou dany funkce f(¥) € C3(G) a vektory funkei F(%), G(¥) € CX(G), kde G C E2 je libovolna oblast. Pak na mnoziné
G plati rovnosti

. grad /) = 2L
rotgradf(¥) = 0;

divrot £(®) = 0;

div grad f(x) = Af(%);

rotrot F(%) = grad divE(®) — AE®);

div(F(d) x G()) = (@ | rot F®@)) - (F@ | 1ot 6(®));
o div(f() F(®) = £(7) divF(®) + (F(D) | grad f(7)).
Dikaz:

e prokazani platnosti uvedenych rovnosti vektorové analyzy budeme demonstrovat na ditkazu druhého bodu

e snadno nahlédneme, ze

& & &
rotgradf(¥) := V X grad f(¥) = det 8%1 (9%2 a% —
of  of  of

o dx;  Ins

N A S S SN SR B W
- 8X3&XQ &XQ8X3/8X1&X3 &X38X1/8X2&X1 &X18X2 _( T )

e posledni rovnost plyne z prislusnosti funkce f(¥) do tridy C%(G), kde je podle daisledku 2.1.20 zaru€ena zdménnost
odpovidajicich si parcialnich derivaci
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2.3

Totalni diferencial

V nasledujici sekci se budeme snazit dat zminované zakladni pojmy diferencidlniho poctu do souvislosti s topologickymi
vlastnostmi z prvni kapitoly. Budeme pritom mit na zreteli vysledek prikladu 2.1.11, ktery zjevné prokazal, Ze ani existence
totalni derivace neni garantem spojitosti funkce vice proménnych. Bude tedy treba nalézt silngjsi alternativu k pojmu
parcialni derivace. Takovou alternativou bude pojem totalniho diferencialu, o jehoz sile se presvédc¢ime za malou chvili.

2.3.1 Veta — o pririistku

Necht funkce f(¥) : E” = R ma na otevieném intervalu I = Xj_; (o, i) totalni derivaci. Potom pro vsechna ¥, i/ € I
existuji body 51,52, .. .,5_; € I tak, ze plati

L of o
f) - f@) = Z &_){(éi) (xi = yi)-
i=1 !

Dikaz:

dokaz budeme demonstrovat (bez Gjmy na obecnosti) na pfipadu r =2, kdy I = (a1, $1) X (@2, B2)
necht ¥ = (x1,x2) a ¥ = (y1, ¥2)

zcela bez jakychkoliv pochybnosti plati formalni rovnost
f&@) = (@) = flx1,x2) = f(y1,x2) + f(y1,%2) = f(y1, )
definujme pro t € (x1, y1) funkci Y1(t) = f(t,x2) a pro t € (xp, y2) funkci Ya(t) = f(y1,t)

pak 1(t), Pa(t) jsou na svych definicnich oborech spojité (viz véta 2.1.10) a maji tam derivace g—i(t,xz), resp.
9
L b,

podle Lagrangeovy véty o prirGstku (aplikované oddélené na funkce ¢1(f) a ¢(t)) tedy existuji Cisla m1 € (x1, y1)
a 1 € (x2,12) takova, ze

Y1(x1) = Pa(yr) = Pi(m) (1 — 1), Pa(xa) — ¥a(y2) = ¥5(2) (x2 — y2)
dostavame proto
f@) = f@) = Y1) = Y1(y1) + Pa(x2) = Ya(y2) = Y1) (v1 = y1) + P5(12) (x2 = y2) =
_df Jf
= a—xl(m,xz) (x1—y1) + &—)Cz(yhnz) (x2 = 12),

tj. za body 51,52 z tvrzeni véty staci volit body 51 =(n1,x2) a 52 = (y1, 1), které ziejmé patii do |

2.3.2 Veta

Necht je pro funkci f(X) : E” — R splnén alespon jeden z predpokladi: 1) f(¥) ma na jistém okoli U(a) bodu @ totalni
derivaci, kterd je na U(@) omezena; 2) f(¥) mé na jistém okoli U() spojitou totalni derivaci. Pak f(X) je v bodé @ spojita.

Diikaz:

nejprve prokazeme prvni z obou tvrzeni

funkce f(¥) : E" — R ma podle predpokladii na okoli U(a) bodu & vlastni parcialni derivace prvniho fadu podle
vsech proménnych

v okoli U(d) jisté lezi néjaky otevreny interval tvaru I = X}_; (o, i), a lze tudiz uzit véty o prirtistku 2.3.1
v ni polozme i =&

pro ¥ € U(d) tedy existuji & € I (i € 7) tak, 7e

S If o
@ - @ =Y, L@ wi-a
i=1
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e z omezenosti derivace na U(d) plyne existence &isla K > 0, pro né&jz a vsechna ¥ € U(a) a i € 7 plati

of -
‘a—xi(éi) <K

tedy

f@ - F@I <K ) i —ail =K o1(Z,d),
i=1

kde g je sitova metrika

e pro viechna X, pro nez p1(X,a) < £, tedy pfi 6 = £, je |f(¥) — f(@)| < ¢, coz diky ekvivalentnosti metrik v R" (viz
poznamka 1.1.3) dokazuje pozadovanou spojitost funkce f(¥X) v bodé @

druhé z dokazovanych tvrzeni plyne po aplikaci véty 1.2.27 z faktu, ze funkce spojita v 7 (a definovana na n&jakém
okoli bodu ) je jistém U(d) nutné omezena, a ditkaz se proto prevadi na bod €. 1

2.3.3 Definice

Necht funkce f(¥) : E" — R je definovana na jistém okoli bodu @ € E". Totalnim diferencidlem funkce f(¥X) v bodé &
nazyvame linearni funkci dfu{i_z)) tvaru

dfi(ﬁ) = Zr: aih,
i=1

kde 11 = (h1,ha, ... h,) € UO) C E" a a; € R (i € ), pro niz plati

T

f@+h) - f@ = Z aih; + (1), (2.6)
i=1
pricemz
lim @ = 0. (2.7)
=0 ]|

Jestlize takové funkce s vlastnostmi uvedenymi vyse existuje, fikime, ze funkce f(X) md v bodé @ totalni diferencial

nebo Ze je v bodé 7 diferencovatelns. Nezavisle proménnou /iy (k € ) vystupujici ve funkci dfﬁ(ﬁ) budeme nazyvat k—tou
diferenci.

2.3.4 Komentar

Nezévisle proménnou Il z definice totalniho diferencialu byva zvykem oznacovat také di¥ a jeji slozky (diference) iy
symboly dxx. Z kontextu definice vyplyva, ze hodnota dx; predstavuje odchylku (smérové orientovanou) k—té souradnice
libovolného bodu ¥ od k—té soutradnice bodu @, v némz totalni diferencial vySetfujeme, tedy dxy = xx—ax. Dale povazujeme
za duilezité pripomenout ekvivalenci rovnosti

I I
im 1 _ o o gim 1O

lim = im —== = 0.
h=0 ||| h=0||hl|

2.3.5 Komentar

V nésledujicim textu vyslovime jednu ze zakladnich vét diferencidlniho poctu funkce vice proménnych. Dokazeme, Ze roli
garanta spojitosti prevezme pro funkci vice proménnych pravé totalni diferencial. A navic také prokazeme, ze kazda funkce
ma ve vybraném bodé @ nejvyse jeden totalni diferencial, tj. Ze koeficienty ay v definici 2.3.3 jsou uréeny jednoznaéné.
Toto sdéleni je obsahem nadchazejici véty.
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2.3.6 Veéta — o koeficientech totalniho diferencialu

Necht funkce f(¥X) : E" — R ma v bodé 7 € E’ totalni diferencial Y;_; axlii. Pak pro koeficienty oy totalniho diferencialu
2.3.3 plati
f

J R
= S@), (ked).

Dikaz:

e v definici 2.3.3 volme pro Gcely tohoto dtikazu h= t &, kde € reprezentuje k—ty vektor standardni baze v R’

e dostavame tak sadu rovnosti

f(@+te) - f(a) _iaiéik

t t

f@+t&) - (@ ‘_
farte) = J@ |-

CIn(té)l  In(té)l
BT I TE (28)

f@+té) - f@ 1y
f

ajte
¥ il€k;

i=1
e poznamenavame pro Gplnost, Ze v predeslych Gvahach bylo vyuzito kromé jiného také definice normy

e pravéa strana rovnosti (2.8) méa podle definice 2.3.3, resp. podle vztahu (2.7) pro f — 0 limitu nula

proto tedy
f@+18) - @ _
t

t& S i
lim i UL o2 i 1L
t=0 =0 [|f €l -0 |||

kde bylo vyuzito véty o vztahu limity bez privlastku a limity vzhledem k mnoziné

jelikoz limita bez privlastku lim; |7\]|g;|)‘ existuje, musi podle véty 1.2.11 existovat i limita vzhledem k (secce

{(0,0,...,0,t,0,...,0,0): t € Us(0)} C ‘L{5(6) lezici v jistém okoli 1{5(6) a obé limity se museji rovnat

. . In(7)!
* protoze je rovnost lim;_; —

i [@+ 160 ~ f@ Ca i LOH )~ f@)
t—0 t t—0 t

= 0 garantovana primo v definici totalniho diferencialu, ditkaz se tim uzavira, nebot
A = 0

e odtud ay = g—i(ﬁ)

2.3.7 \Veta

Necht ma funkce f(¥): E' — R v bodé 7 € E’ totalni diferencial. Pak je v bodé 7 spojitd a m4 v ném derivaci.
Diikaz:

e podle definice totalniho diferencialu plati pro h—0

f@+ ) - f@) = | aihi + (i
i=1

<l max |yl + ()| — 0

- -
pritom |[1ll; = Y.I_; || je sitova norma vektoru h

tedy pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro viechna ¥ € U () plati pro funkéni hodnoty nerovnost )f(f) —f(d’)) <
€

to dokazuje spojitost funkce f(X) v bodé @

existence derivace plyne primo z véty 2.3.6
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2.3.8 Komentar — o geometrickém vyznamu totalniho diferencialu

Necht je funkce f(¥) : E* — R definovana na okoli bodu (xo, yo). Potom ma jeji totalni diferencial nasledujici vyznam.
Necht g, 4(¥) : E* — R je linearni funkce definovana predpisem

8ap(x, ¥) = f(x0,y0) + alx — x0) + B(y — yo),

kde a, B € R. Grafem této funkce je rovina prochazejici bodem (xo, yo, f(x0, Y0)) € E3. Potom funkce f(x,y) ma v bodé
(0, Yo) totalni diferencial pravé tehdy, kdyz existuji takova a, § € R, Ze pro funkci

N = xo0, ¥ = Yo) == f(x,y) = §ap(x, y)

plati

n(h, ha)
7]

-0

pro h— 0, tj. odchylka roviny z = 8ap(x, ) od grafu funkce f(x, y) je veliCina nekonecné mala vzhledem ke vzdalenosti

V(x — x0)2 + (y — yo)?. Takova rovina se pak (podle nize uvedené definice) nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce
f(x,y) v bodé (xo, yo). Je tedy mozné fici, ze f(x,y) ma v bodé (xo, yo) totalni diferencial pravé tehdy, kdyz v bodé
(x0, Yo, f(x0, y0)) € E® existuje tecna rovina ke grafu funkce f(x,y). Zvyse uvedeného proto vyplyva, ze normalovym
vektorem tecné nadroviny ke grafu (1.2) obecné funkce f(¥) : E" — R v bodé (a1,az,...,a,, f(@) € E™*! je vektor

d d J
a—i@,a—é@,...,&—i@,—l). (2.9)

2.3.9 Definice
Necht ma funkce f(X): E" +— R v bodé 7 € E" totalni diferencial Y ;_, axhk. Pak nadrovinu popsanou rovnici
r
y-f@= Zak(xk—ﬂk)

k=1

budeme nazyvat tecnou nadrovinou ke grafu T's v jeho bodé (@, £(a)).

2.3.10 Priklad

Naleznéme rovnici tecné roviny k funkci z(x, y) = /50 — x2 — y2 v bodé @ = (3,4). Funkéni hodnotou je z(3,4) = 5. Dale

—X

0z
Z@-=

A S -
Ay [50 -2 — 12 5

Pak rovnici tecné roviny ziskdme z predpisu totalniho diferencialu
3 4
—5=—-2(x=3)= =(y—4
2-5=-2(c-3)- Y4,

ktera nakonec vede k finalnimu tvaru 3x + 4y + 5z = 50. Vysledek alohy je vyobrazen na nasledujicim obrazku.
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KAPITOLA 2. DIFERENCIALNI POCET

Obrazek 2.12
Tecna rovina ke grafu funkce.

2.3.11 Priklad

Zkoumejme totalni diferencial funkce (2.2) z prikladu 2.1.11. Podle jiz zjisténych skutecnosti by totalni diferencial této
funkce v bodé 0 nemél existovat. Kdyby existoval, pak by ale jisté mél podle véty 2.3.6 tvar

af s af 4
dfs(dx, dy) = 5(0) dx + 8_]/(0) dy=0dx+0dy =0.
Pro zbytkovou funkci by tudiz platilo
hk
R = e
Ovsem limita
nk) . hk

lim = lim ——
-0 NI gjg-d (h? +Kk2)3/2
neexistuje, jak se Ize presvédcit, hledame-li limitu vzhledem k primkam M, = {(k, h) € E2: k = yh}. Snadno nahlédneme,
Ze limita
lim lim v = Y lim 1
(h,k)—>6,(h,k)EMy B h—0 ]’13(1 + )/2)3/2 h (1 + )/2)3/2 h—0 h

neexistuje, a tedy neni splnéna podminka (2.7) z definice totélniho diferencialu 2.3.3. Zkoumana funkce proto skutecné
v bodé 0 totalni diferencial nema.

2.3.12 Priklad

V tomto prikladé ukazeme, ze funkce

2[xyl

29 % (0,0)
() = | T
fey { 0 (1Y =00

mé obé parcialni derivace v bodé 0 = (0,0) nulové, je v tomto bodé spojita, ale nema v ném totalni diferencial. Kdyby
totalni diferencial existoval, pak by mél podle véty 2.3.6 tvar

(2.10)

af - af 5
dfs(dx, dy) = 5(0) dx + 8_]/(0) dy=0dx+0dy =0.
Pro zbytkovou funkci by pak platilo
_ 2|hk|
nh, k) = I+ K
Limita » ”
lim TI(,)_I. 2|hk]

= lum
-0 1L B jo—0 VRZ + K2(1h| + |K])
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ale opét neexistuje, nebot hledame-li limitu vzhledem k primkam M, = {(k, h) € E?: k = yh}, zjistujeme, ze limita

b = lim 2> 1 2yl 1
h-Gmbem, h=0 2 \T+y2 L+l T2 1+

zavisi na volbé konstanty y € R, a tedy na zakladé platnosti véty 1.2.11 limita bez privlastku neexistuje. Zkoumana

funkce proto nema v bodé (0, 0) totalni diferencial, a tudiz neexistuje tecna rovina ke grafu této funkce v bodé grafu
(0,0,0) — viz také obrazek.

Obrazek 2.13
Graf funkce f(x,y) = 2lxy]

[+l

Snadno nahlédneme (ostatné jiz jsme tohoto faktu uzili), ze funkce (2.10) ma v bodé 0 obé& parcialni derivace a navic
je v tomto bodé také spojitd. O tom se presvédcime z definice. Madme dokazat, ze pro vsechna ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak,
ze pro vsechna (x,y) € '7/[6(6) splhuji vSechny prislusné funkéni hodnoty nerovnost |f(x, v)| < €. Tvrzeni (x,y) € '7/[6(6)
je pritom ekvivalentni nerovnosti x> + > < 6%. Prokazeme nyni, ze jestlize pro libovolné & > 0 polozime § := =
definiéni vztah splnén. Uzijeme pritom trividlnich nerovnosti

2xy
x| + 1yl

< lxl + [yl (x, y) #(0,0),

IX| + [yl < 7/2x2 + 22,

o jejichz platnosti se Ize presvédcit snadnymi Gpravami. Pak tedy, je-li (x,y) € 1[5(6), je zfejmé splnéna nerovnost

€
N2+ <—.
V2

&
S+ 1yl < 222 +212 < V2—— = ¢
| <+ vV

Tehdy ale

lf(x, )l = '

To zavr3uje dakaz spojitosti funkce (2.10).

x| + [yl

2.3.13 Komentar

Uzus znaceni totélniho diferencialu byva ponékud riiznorody. Existuje totiz nékolik vseobecné uznavanych variant. Ma-li
funkce f(¥): E" — R v bodé @ € E’ totélni diferencial, Ize kromé tvaru z definice 2.3.3 uzit i alternativy

dfdry, dxy, ..., dxy) = Z (cT)dxk,
resp.

dfa(%) = Z @(xk — ).
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2.3.14 Definice

Necht m € N. Necht mé funkce f(¥) : E" — R m—ty totalni diferencial dmf,?(l_z)) ve viech bodech ¥ okoli Us(a) bodu

7 € E'. Oznaéme ¢(%) := dmff(ﬁ) funkci chapanou jako zobrazeni z okoli Up(@) do mnoziny véech realnych &isel, kde se /i
pro cely této definice chape jako vektor parametrii. Totalnim diferencidlem radu m + 1 funkce f(¥X) v bodé @ rozumime

funkci d’””fae(l_z}) definovanou predpisem d’””fae(l_z}) = dg[;(ﬁ), pokud je prava strana dobfe definovana (v souladu s definici
2.3.3).

2.3.15 Komentar

Tvar definice 2.3.14 byva oznacovan jako rekurentni, nebot k urceni diferencidlu m—tého fadu je nezbytné znat diferencial
fadu m — 1. Jak definice funguje si ozfejmime na nasledujicim prikladé. Pro funkci f(%) : E — R oznaéme v souladu s

definici 2.3.3 symbolem df,?(ﬁ) jeji totalni diferencial vypocteny v bodé ¥ a polozme g(%) := df,?(ﬁ). Funkce ¢(¥) je tedy
definovéna vSude tam, kde mé funkce f(¥) totalni diferencial. Odtud tedy

r af
X) = —— (%) hy.
(%) kz_; &xk(7 K
Podle definice 2.3.14 je nyni tfeba vypocitat (prvni) totalni diferencial této funkce. Pokud v bodé 7 existuje, nutné plati
2,7 - L ag ! 0 r af r Zf
& i) = dge(h) = kz; Ie @i = ; o [; 7@ he] = kz Y S @ e

Analogickym postupem Ize ziskat také tvar diferenciald vyssich rada

d" fh) = ZZ Z;f%@hklhkz...hkm. (2.11)

oxy, x
k=1 ko=l @k

Povsimnéte si, ze se ve vyrazu (2.11) vyskytuji vSechny pfipustné varianty m—té parcialni derivace. Zapis (2.11) ovsem
nevyuziva diisledku 2.1.20 o zdménnosti smiSenych parcidlnich derivaci. Uzijeme-li ho, tedy predpokladame-li, ze f(X) €
C"(Us(a)), zjistime, ze parcialni derivace

a"f

8xkl &xkz e 8xk

m

@ (212)

m!
060! ... 6!
shodnych alternativ, kde (x(k € 7) je pocCet vyskytd proménné xjx v derivaci (2.12). Vzorec (2.13) predstavuje pocet
permutaci 7 prvkdi s opakovanim prvku €. 1 £3-krat, prvku €. 2 €-krat atd. Pritom Y, & =m

(2.13)

2.3.16 Veta
Necht funkce f(¥) : E" — R ma na jistém okoli bodu @' € E’ derivaci, ktera je spojitad. Pak m& v bodé @ totélni diferencial.
Diikaz:

e dle predpokladti véty ma funkce f(¥) : E" — R na jistém okoli bodu @ € E" spojité prvni parcialni derivace podle
vsech proménnych, tj. existuje 6 > 0 tak, ze f(¥) € CY(Us(a))

e v tom okoli Ujy(a) jisté existuje otevieny interval I C Us(a), jehoz je @ soucasti

e podle véty o priristku 2.3.1 proto existuji pro pevné zvoleny (dostatecné maly) vektor h vektory 51,52, . ..,5_; el,
pro které plati o(&;(h), @) < ], tak, ze plati rovnost

- L & >
fa+i-f@ =Y, L@m
=1
e odtud

) = £+ 1 - 5@ - Za—rm Z(%)— )
1

=
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e a tedy

r

af 2
&x,

9f |
L

af &) - f
8x1 &)

(3

—=(&) -

()|
7l Zl‘

kde [kl = Yi_, |l je sitova metrika vektoru f

Il
Wil

i=

e v konecnédimenzionalnim prostoru jsou ale podle véty 6.3.5 ze skript [8] vSechny metriky ekvivalentni

e existuje tudiz a > 0 tak, ze pro viechny vektory ¥ € E’ plati: ||X]]; < /4|

e protoze jsou parcialni derivace % na okoli bodu @ spojité, existuje ke kazdému ¢ > 0 takové & > 0, Ze z nerovnosti

o(%,d@) < 6 plyne
Lo-Lal<S  wen

e pro IIﬁII < 0 plati také nerovnost Q(é(ﬁ),d) <0

e tedy pro IIﬁII < 0 dostavame konecné

) _ e
e
o tedy
h)| h
im In@®) - m b _,
Sl g ]

e tim je existence hledaného totalniho diferencialu prokazana

2.3.17 Komentar

Na zakladé platnosti predeslé véty ziskava symbol C*(G) novou (podstatné siln&jsi) interpretaci. Doposud jsme zapisem
(@) € CK(G) rozuméli skutecnost, ze funkce f(¥) ma na oblasti G spojité vsechny parcialni derivace fadu k € N. Nyni
ale byla de facto dokazana implikace

f(R) € C(G) = f(R) € C1(G).

Tento pravdivy vyrok nevyplyva pouze z véty 2.3.16, ale také z véty 2.3.7. Symbol C¥(G) lze tedy nové interpretovat
jako mnozinu funkci, které maji na mnoziné G spojité parcialni derivace az do radu k véetné.

2.3.18 Veta — o kvadratické forme druhého totalniho diferencialu

Necht je dana funkce f(¥) : E" > R, ktera je na oblasti G C E’ tfidy C*(G). Pak m4 tato funkce na G druhy totalni
diferencial d?f;(dx), ktery predstavuje r—dimenzionalni kvadratickou formu, jejiz matici je matice Hessova (viz definice
2.1.15), tj. pro kazdé @ € G plati rovnost

d? f(d¥) = d¥THdx. (2.14)
e za danych okolnosti je Hessova matice jisté matici symetrickou, coz je pro ditkaz tvrzeni nezbytné prokazat
e predpis dx¥TIH;dx tudiz skutecné reprezentuje kvadratickou formu
e navic pfislusnost funkce ke tfidé C?(G) garantuje podle véty 2.3.16 existenci druhého totalniho diferencialu

e zbyva tudiz pouze prokazat rovnost (2.14), coz je ale banalni
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2.3.19 Veta — o vzorci pro vypocet smerové parcialni derivace

Necht ma funkce f(¥) : E' — R v bodé @ € E’ totalni diferencial. Potom méa v bodé @ parciélni derivaci v kazdém sméru
§+#0 a plati
of

0 = (grad f@)19). (2.15)

5]
Diikaz:

e 7 definice smérové derivace a totalniho diferencialu dostavame

f@+1t3) - f(d)) Li 1ax(d)ts,+n(t§) i - 9f@5,+17(f§)
s tlsl| [Is1] & Oxi C sl
e podle vlastnosti funkce n(ﬁ) z definice totélniho diferencialu plati
el _ . ||| h= L nan_
ETTET ) ITET O N A Rk )
e poznamenavame také, ze i zde bylo uzito véty 1.2.15
e 7z predeslého mezivypoctu vyplyva, ze
n(tf’*)
=0 tlsl|
e odsud
of 1 v of
S i = ( rad f(a)|s)
PR PA &xl(H’ @
2.3.20 Priklad
Pro funkci
(=Dy? .
f(x,y)z{ My 0y # (L0
5 (x,y) = (1,0);

uréeme smérovou parcialni derivaci ve sméru §'= (2, -1) v bodé 7 = (1,0), existuje-li. Neni tézké ukazat, ze gradf(1,0) =
(5,0). Odtud

L (grad (@) 15) = —=((5,0)I2,~1)y =2 V5.

Il V5

Ale podle definice

af 1 f(l+2h,—h)—f(1,0) 1 I 14
(_)) \/_hﬁO 2 _$1~>Oh|:5+10h 1—5]—%1,

coz jasné ukazuje, ze predpoklad ve vété 2.3.19 neni splnén, a tedy totalni diferencial v bodé (1,0) jisté neexistuje.

2.3.21 \Veta

Necht je dana funkce f(¥): E" — R a bod @ € Dom(f). Necht pro kazdy bod b z jisteho okoli U, (@) bodu @ ma funkce
f(X) totalni diferencial df;(x), pro néjz plati df(¥) = 0. Pak existuje C € R tak, Ze pro viechna X € U.(a) plati rovnost

@ =c.
Dikaz:

e zvolme bod b € U,(d) libovoln&

e z predpokladii véty plyne, ze dfy(¥) = 0

podle vztahu (2.15) jsou tedy viechny smérové derivace %(5) v bodé b nulové

e navic z existence totalniho diferencialu v kazdém bodé mnoziny U.(7) vyplyva, ze funkce je na U, (@) spojita

shrnuto tedy: v kazdém sméru §’ a v kazdém bod& mnoziny U, (@) jsou smérové derivace nulové, tudiz funkce
(@) : E" > R je konstantni na U.(a)
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2.3.22 Komentar

Pravé dokazanou vétu lze jednoduse shrnout nasledujicim zpasobem. Ma-li funkce na okoli vybraného bodu nulovy totalni
diferencial, pak je na tomto okoli konstantni. Radéji upozorinujeme Ctenére, ze podobné tvrzeni vyslovené pro jediny bod
neni platné. Tedy existuji funkce, jez maji v bodé nulovy totalni diferencial, a presto nejsou konstantni. To je doufejme
oCividné. Stejné je tomu pro derivaci funkce jedné proménné.

2.3.23 Dasledek

Necht jsou dany funkce f(¥): E" — R, ¢(¥) : E' = R a bod 4@ € Dom(f). Necht pro kazdy bod bz jistého okoli U, (a)
bodu @ maji funkce f(x) a g(¥) totalni diferencialy df;(¥), resp. dg;(¥), pro néz plati df;(¥) = dg;(¥). Pak existuje C € R
tak, ze pro viechna ¥ € U, (d) plati rovnost f(¥) = g(¥) + C.

2.3.24 Veta — o derivaci slozené vektorové funkce

Necht vektorova funkce f(¥) : E — E° ma totalni diferencial v bodé @ € E" a dale vektorova funkce (7)) : E* > EP m
totalni diferencial v bodé b = f_(d’) € E°. Potom také slozena vektorova funkce F(%) := (§o f3(9?) : E" > EP ma totalni
diferencial v bod& 7 a plati nasledujici tvrzeni. Je-li A Jacobiho matici vektorové funkce f_fa?) v bod& 7 a B Jacobiho matici
vektorové funkce (/) v bodé b, pak Jacobiho matice C slozené vektorové funkce E(¥) v bod& 7 je dana vzorcem C = B-A.

Diikaz:

e v3echny z(cCastnéné funkce maji odpovidajici totalni diferencial, tudiz podle véty 2.3.6 maji téz prislusné parcialni
derivace (a jsou navic i spojité)

e véta 2.1.12 aplikovana oddélen& na slozky Fx(¥) : E" — R vede pfimo ke vztahu

&F"(*) Z&gk(b) kepieh) (2.16)

e 7z predpokladid véty také vime, ze

oh 9fi oh 981 981 981

ox; dx; ' ox, dyp  dyy T dys

9h 9k of 982 9% 982

ox;  dx; U ox, dyi dya T dys e
A=l 0 T @, B=| T T T ()

o 9 ok 9% 98 9

oxpy  dxy Tt dx dyr dy, T dys

e pak tedy podle jiz dokazané rovnosti (2.16) plati pro prvek Cy; (k € p,i € #) Jacobiho matice vektorové funkce
@) = (§o f_))(a?) : E' — F? v bodé& @ rovnost

o= 2@ = Zagkw) = ZIBk]

e odtudtedy C=B- A

2.3.25 Priklad

Ukazme, jak se zméni vyraz

*u %u du du
2% 27 " e hiad
Vop Y am Yo Ty,

prechodem do proménnych a = xy a b = % Pred samotnym vypoctem nejprve stanovime, na jaké mnoziné je zadana
transformace reguldrni. Protoze transformacni vztahy jsou spojité diferencovatelné vsude kromé roviny x = 0, plyne z

nerovnosti
D(a,b) )
det| ——=| =
(D(x, Y)

¥
y

l:zz;eo,
X

=
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7e mnozinou regularity je cely prostor R? s vyjimkou rovin x =0 a y = 0, tj.

G={(r,y) eR*: x#0 A y#0}.

Podle obecného tvrzeni véty 2.1.12 pak pro parciélni derivace funkce u(a, b) plati:

du_ ou_you
ox Yoa o
du _ xa_u N 1du
dy “da xdb
Opakovanou aplikaci téze véty pak obdrzime tvary transformovanych druhych parcialnich derivaci. Jsou to

Pu _ ,0%u _Zy_z Pu Yy Pu

ru_, du _ydu Yy du
ox2 a2 x2 dadb  x* Jb?

x3 b’
u  ,Pu _Pu 1 u

— =X A2+ 5.

dy? da®> " dadb  x2 Ib?
Dosadime-li tyto vztahy do pavodniho vyrazu, mame

47 u  _yau

—-8=—.
Y a0k~ " x b
V tomto tvaru se ale stale jesté misi pivodni a nové proménné. Protoze ab = 12, Ize tento vyraz velice jednoduse prevést
na finalni tvar

%u du
4ab—8a8b — Sb%
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Kapitola 3

Posloupnosti a rady funkci vice
proménnych

Protoze nas ve Ctvrté kapitole ¢eka studium polynomialnich aproximaci funkci vice proménnych, kdy se budeme snazit
nahrazovat komplikovanéjsi funkce polynomialnimi ekvivalenty tvaru

(o) (o) (9]
Y)Y Bukk, (e —e) (=)
k=0

k1=0 kz =0

(podobné jako jsme to predvedli pro funkce jediné proménné ve skriptech [8]), bude nezbytné nejprve probadat vlastnosti
funkcionalnich rad funkci vice proménnych.

3.1 Posloupnosti funkci vice promennych

Jelikoz jsou vlastnosti funkcionalnich rad silné propojeny s vlastnostmi posloupnosti, budeme se v ivodu kapitoly zaobirat
praveé jimi.
3.1.1 Definice

Necht @ # M C E". Potom kazdé zobrazeni mnoziny N do mnoziny vsech funkci definovanych na M nazyvame posloup-
nosti funkci na M. Je-li Cislu n € N timto zplisobem prirazena funkce f,(¥), zapisujeme funkéni posloupnost

A@, o@D, nebo  (£(D). (3.1)

Prirozené Cislo n pritom nazyvame indexem a funkci f,,(¥) n—tym €lenem posloupnosti (3.1).

3.1.2 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (3.1) definovana na neprazdné mnoziné M C E’. Rekneme, ze posloupnost funkci (3.1)
konverguje v bodé ¢ € M, jestlize konverguje Ciselnd posloupnost (fn(c_));o:y tj. existuje-li y € R takové, ze pro kazdé
¢ > 0 existuje prirozené ny tak, ze pro vSechna n > ng plati nerovnost |f,(¢) — y| < e. Rekneme, ze posloupnost funkci
(3.1) konverguje (bodové) na mnoziné N C M, jestlize konverguje v kazdém bodé mnoziny N.

3.1.3 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (3.1) definovana na neprazdné mnoziné M C E’. Necht pro kazdé ¢ € N, kde N c M,
posloupnost (f,(¢)):, konverguje. Oznacme f(C) hodnotu limity posloupnosti (f,,(c))>2,. Timto zpiisobem je na mnoziné
N definovana funkce ¥ — f(¥), kterou nazyvame limitou posloupnosti funkci (3.1) (nebo alternativné limitni funkcr)
a znacime f(¥) = lim,—,o f4(¥). Oborem konvergence O posloupnosti (3.1), ktery je zaroven definicnim oborem limitni
funkce, nazyvame mnozinu viech bodi ¢ € M, ve kterych tato posloupnost konverguje.

3.1.4 Definice

Necht (3.1) je posloupnost funkci definovanych na neprazdné mnoziné M C E’. Rekneme, Ze tato posloupnost stejno-
mérné konverguje na M k funkci f(%), jestlize pro viechna ¢ > 0 existuje ng tak, ze pro vsechna n > 1y a pro vsechna
¥ € M plati nerovnost |f,,(¥) — f(X)| < e.
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3.1.5 Komentar

Bodovou konvergenci znacime obyéejné symbolem f,(¥) — f(X), stejnomérnou pak f,(¥) = f(¥). Rozdil mezi bodovou
a stejnomérnou konvergenci je dobre patrny z kvantifikdtorového zapisu definic obou pojmi:

e bodova konvergence

(Ve > 0) (Y¥ € M) (Ang € N) : neN A n>ny= |fu(®) - f@| <e (3.2)
e stejnomérna konvergence

(Ve > 0)(Ing € N) : neNAn>ny A¥eM=|f(@) - fD)|<e. (3.3)
Stejnomérna konvergence tedy pozaduje existenci "univerzalniho"ng, které plni svoji roli pro viechna ¥ € M.

3.1.6 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomernou konvergenci

Posloupnost funkei (3.1) je stejnomérné konvergentni na M C E" pravé tehdy, kdyz spliuje tzv. Bolzanovu-Cauchyovu
podminku tvaru
(Ve > 0)(Ing € N) : mnzng A XeEM= |fu(X) — fu(X)| < e. (3.4)

Diikaz:
e Prvni implikace:

— necht (fn(y?));’l":1 stejnomérné konverguje na M k jisté funkci f(X)

— pak pro kazdé ¢ > 0 existuje 19 € N takové, ze pro libovolna m,n € N takova, ze m,n > ng, a pro vsechna
N
X € M plati

L@ - @< A U@ - f@I <3
= a tedy |fu(¥) — fu ()| < 1fa(@) = fFQ)] + |fu(@) - fD)I < €
e Druhda implikace:

— necht posloupnost funkci spliuje vztah (3.4)

— pak podle Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro ¢iselné posloupnosti posloupnost (3.1) konverguje bodové k
jisté funkci na mnoziné M (oznacme ji f(¥))

— chceme dokazat, ze f,(¥) = f(X) na M

— zvolme ¢ > 0 a k ¢islu § vyberme podle (3.4) ng tak, aby pro viechna m, n > ng platilo

(D) = £l < 3

— pro libovolné pevné zvolené n > ny a pro m rostouci nade vsechny meze pak odsud dostaneme nerovnost
|fn(%) — f(X)| < €/2 < € platnou pro kazdé ¥ € M

e tim je ditkaz zkompletovan

3.1.7 Veta — supremalni kritérium

Necht f(¥) a fu(¥) pro vSechna n jsou funkce definované na neprazdné mnoziné M C E". Oznaime

oy := sup | fu(¥X) — f(X)]

XeM

pro kazdé n. Pak posloupnost funkci (fn(f));’l":1 konverguje na mnoziné M stejnomérné k funkci f(¥) pravé tehdy, kdyz
lim, 0 0, = 0.

Dikaz:

e pro vsechna X¥ € M a viechna n € N ziejmé plati nerovnost |f,(¥) — f(¥)| < 0y,

e Prvni implikace:
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— predpokladejme, ze lim,, 0o 0, =0

— z definice limity Ciselné posloupnosti (0,);, plyne, ze pro libovolné & > 0 existuje 1 takové, Ze |0, = 0, < €
pro vsechna n > ng

— to znadi (jak vyplyva z definice suprema), ze pro vSechna n > ng a vSechna X € M plati také |f,,(X) — f(X)| < ¢,
a tedy £,(1) 3 £(2) na M

Druha implikace:
— predpokladejme, ze f,(¥) =3 f(¥) na M
— zvolme libovolné ¢ > 0, k némuz jist& existuje 1y takové, ze pro viechna n > ny a viechna ¥ € M plati
nerovnost |f,(X) — f(¥)| < &/2

— odtud a z vlastnosti suprema plyne, ze pro n > ny plati 0, < €/2 < ¢, a tedy lim, ;oo 6, =0

3.1.8 Veta

Necht posloupnost (3.1) funkci spojitych na mnoziné M C E” stejnomérné konverguje na M k funkci f(¥). Potom je
funkce f(¥) na M spojita.

Diikaz:

abychom dokazali spojitost funkce f(¥) na M, musime dokézat spojitost pro kazdé ¢ € M
zvolme libovolné ¢ > 0
ze stejnomérné konvergence posloupnosti (ﬁ,()?)):":1 plyne, ze k Cislu ¢ existuje index 1 tak, ze

(VneN)(VEeM): n>ny = |fu(@-f@< g (3.5)

ze spojitosti funkce f,,(¥) v bodé ¢ plyne, ze k Cislu ¢ existuje okoli U(¢) takové, ze

(Feu@nm):  Ifu@-fu@l<3 (36)

zvolime-li index n tak, aby platilo (3.5), a okoli U(C) tak, aby platilo (3.6), dostavame celkem, Ze k &islu ¢ > 0
existuje () tak, ze pro vsechna ¥ € U() N M plati

) = F@ < U@ = Fuo@I+ o) = fuo( @1+ 1@ = F@ < 5+ 5 +

&

3

=&

tim je dtikaz dokoncen

3.1.9 Komentar

Nasledujici véta ponékud predbiha probranou latku. Budeme se v ni zaobirat moznosti zamény limity a vicerozmérného
integralu. Teorie vicerozmérnych integraci ale nebyla dosud v téchto skriptech probrana. DoporucCujeme proto Ctenéari
bud' nastudovat zaklady Lebesgueova integralu ze skript [9] nebo nasledujici vétu v této chvili preskocit a vratit se k ni
az po nastudovani posledni kapitoly téchto skript, v niz budou probrany riemannovské integracni postupy.

3.1.10 Veta

Necht je dana posloupnost (f,(X))®, funkci spojitych na neprazdné kompaktni (tj. omezené a uzaviené) mnoziné K C E'.
Necht zadana posloupnost stejnomérné konverguje na mnoziné K k funkci f(¥). Potom plati

f f(&)d = lim f £ az. (3.7)
K n—e Jk

Dikaz:

oznacme nejprve symbolem p(K) klasickou r—dimenzionalni miru (objem) mnoziny K

e je-li u(K) =0, je tvrzeni véty trivialni, nebot vztah (3.7) se za tohoto predpokladu redukuje na limitovani nulové

posloupnosti
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e predpokladejme tedy, ze K neni u—nulova, tj. Ze nema nulovou miru

e funkce f1(X), f2(¥), ... jsou na mnoziné K spojité, a proto viechny integraly fon(J?) dx’ existuji (jak v riemannovském
tak v lebesgueovském smyslu) a jsou konecné

e podle véty 3.1.8 je viak spojita také funkce f(¥) a leva strana rovnosti (3.7) tedy rovnéz existuje
e oznaCime-li

Vu = fon(f) dx,

je nasim akolem prokazat, ze posloupnost (y,)5>, konverguje k hodnoté y := fo(J?) dx, tj. ze pro kazdé ¢ > 0
existuje index ng € N takovy, ze pro vSechna n > ng je splnéna nerovnost

[ pwar- [ e <

e 7 definice stejnomérné konvergence 3.1.4 plyne, ze k pevné zvolenému Cislu € > 0 existuje 1y tak, ze

[Vu =yl =

&

(meN)(RER): nxm = 10~ @< 1o

e odtud a z vlastnosti vicerozmérného integralu plyne

[ r@ar- [ road=|[(h0- r0)ed < [1560-rorar<

&

i u(K) = ¢,

< p(K) - sup | fu(¥) = f(¥)] = u(K) - max fu(@) = f@)] <

XeK

coz podle definice limity dokazuje platnost vztahu (3.7)

3.1.11 Komentar

Obsah predeslé véty lze vyjadrit také jednoduchou vétou: "Pro stejnomérné konvergentni posloupnost vicerozmérnych
spojitych funkci lze na kompaktni mnoziné zaménit limitu a integral,"tedy

f lim £,(¥)d¥ = lim f F(D)dE

3.1.12 Komentar

Zde nabadame cCtenare, aby v teorii Lebesgueova integralu vyhledal véty, které reSi stejnou problematiku jako prave
probrand véta, ale za podstatné slabsich predpokladidi. Jedna se zejména o slavnou Lebesgueovu vétu o integrabilni
majoranté (viz véta 5.3.52 ve skriptech [9]). Ta prokazuje, ze za jistych okolnosti [ze zdménu limity a integralu provést i
bez splnéni vlastnosti stejnomérné konvergence.

3.1.13 Veta
9fn

Necht je dana posloupnost (3.1) funkci, pro kterou existuji na oblasti G C E" vsechny parcialni derivace Fr Necht
posloupnost (3.1) konverguje bodové v G k limitni funkci f(¥). Necht navic posloupnost

(7).

stejnomérné konverguje na G. Pak mé funkce f(¥) parcidlni derivaci podle x; vsude v G a pro kazdé ¥ € G plati rovnost

L) = 1im 2@, (39)

n—co JXy
Diikaz:

e zvolme 7 € G libovolné a prokazme, ze rovnost (3.8) skutecné plati
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e zaved me v souladu s komentarem 2.1.3 nové funkce v, (t) = fu(a1,4a2, ..., ak-1,t,dk+1, - - ., ar) @ NOVOU MNoZinu

Gy={teR: XeGAXxi=a1 Axa2=a3 A ... AXp1 =051 A Xgp1 = Tgq1 A oo Xp = a4y}

e pro vsechna n € N je Dom(y,(t)) = Gz

e zjevné g—ﬁ(d’) = %(uk) pro vsechna n € N

e diky dédicnosti bodové konvergence konverguje posloupnost (Y, (t));” , alespon v jednom bodé

(o)

e diky dédicnosti stejnomérné konvergence konverguje posloupnost (%)n:1

stejnomérné na G;

e tim jsou pro posloupnost (1,,(t)): , splnény predpoklady véty 1.3.12 ze skript [8], podle niz existuji limity lim,, 0 ¢,(t) :=

P(t) a limy e % := o(t) a plati pro né rovnost o(tf) = %

e ta je ale po dosazeni bodu 4 ekvivalentni rovnosti

Ifn . dipy d J J .
tim 2@ = tim S = ota) = G = @ = 2 im0

n—co Jxj

e jelikoz byl bod @ volen v G libovolné, je tvrzeni dokazano

3.1.14 Komentar

Také tato véta by mohla byt podobné jako véta 3.1.10 vyslovena v silngjsich verzich. Pro nase Gcely ale postaci toto
znéni.

3.2 Rady funkci vice proménnych

Dalsim zcela prirozenym krokem v teorii funkci vice proménnych je zavedeni a analyza funkcnich rad, tj. fad, jejichz cleny
jsou funkce vice proménnych.

3.2.1 Definice

Necht je ddna posloupnost funkci (3.1) definovana na neprazdné mnoziné M C E’. Potom nekonecny soucet f;(X) +
@) + ...+ fu(X) + ... nazyvame radou funkci na M a znacime symbolem

Y i@ (3.9)
n=1

3.2.2 Definice

Necht je dana funkéni Fada (3.9) definovana na neprazdné mnoziné M. Funkci s,(¥) = Y/, fi(¥) pron e NaxXe M
budeme nazyvat n—tym ¢astecnym souctem tady (3.9) a posloupnost (sn(a?));l”zl pak posloupnosti castecnych soucti
dané rady asociovanou se zadanou funkéni radou.

3.2.3 Definice

Necht je dana funkéni fada (3.9) definovana na neprazdné mnoziné M. Necht (s, (%))

n=1
castecnych souctii. Rekneme, ze fada (3.9) konverguje v bodé ¢ € M, jestlize konverguje iselna posloupnost (sn(c_’))le.
Rekneme, 7e fada (3.9) konverguje (bodové) na mnoziné N C M, jestlize konverguje v kazdém bodé mnoziny N. Vlastni
limitu s(¥) := lim,—w 5,(¥) posloupnosti €astecnych souctti pak nazyvame souctem rady (souctovou funkci) (3.9) a
zapisujeme

je prislusna posloupnost jejich

S0 = ) fuld). (3.10)
n=1

Defini¢ni obor Dom(s), tj. mnozinu vsech ¢ € M, pro néz posloupnost (sn(c_’)):":1 konverguje, budeme dale nazyvat oborem
konvergence rady (3.9) a znacit symbolem O.
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3.2.4 Definice

Rekneme, 7e fada funkci Y02, f,(¥) konverguje na neprazdné mnoziné M C E’ stejnomérné ke svému souctu s(¥) a

00 M . . C L s e v . . L .
oznacime Y., fu(¥) = s(%), jestlize posloupnost jejich €aste€nych soucti konverguje na M stejnomérné k funkci s(%).

3.2.6 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomernou konvergenci rad

Rada funkci (3.9) konverguje na neprazdné mnoziné M C E’ stejnomérné pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje
index 1y € N takovy, Ze pro jakékoli dva indexy m,n € N takové, 7e m > n > ngy a pro jakékoliv ¥ € M je splnéna
nerovnost

@) + frr (@) + ..+ fu (D] < e.

Dikaz:
e tvrzeni této véty bezprostredné plyne z véty 3.1.6

e oznaCime-li totiz (sn(JE’)):f:1 prislusnou posloupnost castecnych souctil, ziskdvame rovnosti
n-1 m
@ =) A®,  s@=) @
k=1 k=1

e podle véty 3.1.6 (v nepatrné obméné) konverguje posloupnost (sn(JE’)):f:1 na M stejnomérné pravé tehdy, kdyz pro
kazdé ¢ > 0 existuje index 1y € N takovy, ze pro jakékoli dva indexy m,n € N takové, ze m > n > ny a pro
jakékoliv X € M je splnéna nerovnost |s,,(¥) — s,-1(X)| < €

e 7z této nerovnosti ovsem vyplyva, ze

Y @Y 4@
k=1

k=1

= |fn(f) +fn+1(f) +... +fm(f)| <é¢

3.2.6 Definice

Rekneme, 7e fada funkci Yo, f,(¥) konverguje na neprazdné mnoziné M C E’ regulirné, jestlize fada Y oo, |fu(¥)|
konverguje na M stejnomérné.

3.2.7 Veta — nutna podminka stejnomerné konvergence

Jestlize fada funkci Y, fu(¥) konverguje na neprazdné mnoziné M C E’ stejnomérné, potom posloupnost funkci
(fu(®))2, konverguje na této mnoziné stejnomérné k nulové funkci.

Diikaz:
e 7z predpokladi véty plyne, ze

(Ve > 0)(Fny € N)(¥m,n € N)(m > n > no)(Y¥ €M) : (D + fua @) + ... + fu@)| < &

e jelikoz toto tvrzeni plati pro jakakoli m > n > ng, plati také pri specialni volbé, kdy m = n

e pak ale (Ye > 0)(dng € N)(¥n € N)(n > no)(\v’f eM): |fu(@| = |fu(®) — 0o(X)| < &, kde o(X) je symbol pro
nulovou funkci

e tento vyrok je ale ekvivalentni tvrzeni, ze posloupnost funkci (fn(a?))Z":1 konverguje na mnoziné M stejnomérné k
nulové funkci

3.2.8 Definice

Necht jsou dany funkéni rady Y., q fu(¥) a X5y gn(X) definované na neprazdné mnoziné M. Necht existuje 1y € N tak,
ze pro vSechna n > ng a véechna ¥ € M plati |£,,(¥)| < ¢u(X). Pak fadu Y., ¢u(¥) nazyvame fadou majorantni k fadé

Z;z.ozl fn(f)
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3.2.9 Veéta — srovnavaci kritérium

Necht fada }.,~; gu(¥) je na neprazdné mnoziné M C E" majorantni kradé )", f,(¥) a necht rada Y, ¢x(X) je stejno-
mérné konvergentni na M. Pak jsou fady Y~ fu(X) @ Y.;vq |fu(¥)| stejnomérné konvergentni na M, tj. fada Y, fu(%)
konverguje na M regularné.

Diikaz:

e uzijeme Bolzanovu-Cauchyovu podminku 3.2.5

z predpokladu vime, ze fada ), ; ¢u(¥) stejnomérné konverguje na M, tedy pro jakékoli ¢ > 0 existuje 71y takové,
7e pro viechna pfirozena m > n > ngy a pro viechna ¥ € M plati

0<gn(f)+gn+l(f)+~-+gm(f)<€

déle vime, Ze existuje my tak, ze pro viechna X € M a viechny indexy n > my plati |f,(¥)| < gu(%)

pro zvolené ¢ a vsechna n > max{ng, my} pak plati

|fn(3?) +fn+1(f) +... +fm(f)| < |fn(f)| + |fn+1(f)| t+...+ |fm(3?)| < gn(f) +gn+1(3?) +... +gm(3?) <¢

to dokazuje obé tvrzeni véty

3.2.10 Dasledek

Konverguje-li fada na neprazdné mnoziné M reguldrné, konverguje na M také stejnomérné.

3.2.11 Veta — Weierstrassovo kritérium

Necht Y.”; a, je konvergentni Ciselnd Fada, f,(X) jsou funkce a pro vechna ¥ € M C E" a viechna n € N \ 7g je
Ifn(X)] < a,. Pak fady Yoy fu(X) a Yooq |fu(¥)] stejnomérné konverguji na M, tj. fada Y.~ f,(X) konverguje na M
regularné.

Diikaz:

e v predchozi vété polozime ¢,(¥) := a, pro viechna ¥ € M a uvédomime si, ze pojmy bodové a stejnomérné
konvergence u fady konstantnich funkci splyvaji

3.2.12 Priklad

Vysetfeme nyni stejnomérnou konvergenci funkéni rady

i (] +x3)"
‘= n- In*(n)

na jejim oboru konvergence. Z limitniho podilového kritéria

2 1 2y In2
im o 22) n2 n (Zn) = lim(x%+x§)
o0 (g + 1) - In(n + 1) (x] +x3)" noe n+1

n ( In(n)

2
_ 2, .2
1n(n+1)) Xty <1

vychézi, ze zadana fada jisté konverguje na otevieném kruhu x7 + x3 < 1. Na kruznici x7 + x3 = 1 ale konverguje tato
rada také, jak uvidime za maly okamzik. Proto je oborem konvergence uzavreny kruh
2. .2, .2
K={(x1,x) € R : x7 + x5 < 1}.
Protoze ale zjevné pro viechny usporadané dvojice z mnoziny K plati nerovnost

2 2\n
(x1 + xz)

n - In*(n)

1

T lnz(n),
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upird se nas zrak na &iselnou fadu Y., #Z(n) O jeji konvergenci se presvédCime integralnim kritériem. Protoze je
(o8]

[ oo 22 |- L e[
2 x-In’(x) In@) Y Yl @)

podle nastinéného vypoctu integrabilni, konverguje podle integralniho kritéria také fada ).,

integral
y = In(x)
dy = dx/x

1

RS Z Weierstrassova

kritéria 3.2.11 pak odtud primo plyne, Ze zadana rada
i (¥ +x3)"
— n - In?(n)

konverguje na kruhu K = {(x1,x2) € R? : x? + x3 < 1} stejnomérné.

3.2.13 Veéta — supremalni kritérium pro rady funkci
Necht je dana fada Y.,”; gu(¥) na neprazdné mnoziné M C E". Oznacme o, := supy.,, |g,(¥)|. Konverguje-li Ciselna rada
Y10y, pak fada Y7, gu(¥) konverguje na M regularné.

Dikaz:

e plyne ihned z Weierstrassova kritéria 3.2.11

3.2.14 \Veta
Necht rada (3.9) spojitych funkci stejnomérné konverguje na neprazdné mnoziné M C E’. Potom souctem této rady je
funkce spojita na M.

Diikaz:

e tvrzeni této véty plyne bezprostiedné z véty 3.1.8

je-li funkénirada Y, f,(X) fadou spojitych funkci, pak jisté také prislusna posloupnost castecnych soucti (sn(y?));":1
je posloupnosti spojitych funkci

z predpokladii véty ale vyplyva, ze s,(X) = s(%)

e tim je zaruceno splnéni predpokladii véty 3.1.8 a limita s(¥) posloupnosti astecnych souct je tudiz spojitou funkci

souctem rady Y.»”; fu(¥) je tedy za danych okolnosti spojita funkce

3.2.15 Veta

Predpokladejme, ze rada (3.9) spojitych funkci stejnomérné konverguje na neprazdné kompaktni mnoziné K C E" a ze
jejim souctem na K je funkce s(x). Potom ciselna rada Y., fon(f) dx konverguje a pro jeji soucet plati

ilfkfn@dths@dthi]fn(mz

e aplikujeme vétu 3.1.10 na posloupnost (s,(x));; Castecnych souct
e oznacme tedy s,(X) = Y.0_; fv(¥)
jelikoz vsechny funkce f£,(%) jsou podle predpokladii spojité, je také kazda funkce s,(¥) na K spojita

dale na K plati, Ze s,(X) =3 s(¥), €¢imz jsou naplnény predpoklady véty 3.1.10, a z jejiho tvrzeni tudiz vyplyva, Ze

f lim s5,(¥) d¥ = lim fsn(f) dx
K n—0o0 n—-0oo K

dale snadno
fs(f)dfzflimsn(f)dy?zlimfok(f)da?z 1im2ffk(f)df=2ffk(x)df
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3.2.16 Komentar

Na tomto misté je vhodné upozornit, ze také pravé dokazana véta ma (podobné jako to bylo probréano v komentéari 3.1.12
o posloupnostech) své kvalitngjsi verze, tzn. verze s podstatné slabsimi predpoklady. Jedna se zejména o tzv. Leviho vétu
o fadach uvedenou napf. v [9].

3.2.17 Veta

Necht je dana rada ), f4(¥) funkci, pro kterou existuji na oblasti G C E’ vSechny parciélni derivace g—f’k’. Necht ma

0 &fn
25 ®
n=1 k
stejnomérné konverguje na G k souctové funkci o(¥). Pak ma funkce s(¥) parcialni derivaci podle x; vsude v G a pro
kazdé @ € G plati rovnost

tato fada na G soucet s(¥). Necht navic fada

@)= Z 5 @ = 0@
Diikaz:

e aplikujeme vétu 3.1.13 na posloupnost (sn(JE’)):f:1 castecnych soucti

z predpokladii véty vime, ze posloupnost (s,(x)): , konverguje k funkci s(x)

dale vime, Ze posloupnost Castecnych souctd (0,(X))2, fady Y2, g—i}t(:?’) konverguje na G stejnomérné, tedy

on(¥) 3 0(%)
e tim jsou naplnény predpoklady véty 3.1.13, a plati proto g—;k(f) =lim;, e 5 5 (J?)
odtud

n—00

@ = lim - [Z ﬁm] = lim Z —(aa = lim 0,(%) = o(?)

3.3 Mocninné rady vice promennych
V tomto oddile probereme néktera specifika funkcnich rad, jejichz ¢leny jsou mocninné funkce tvaru
g(®) = a1 — )" (x2 =)™ ... (x, — )™, (3.11)

kdea e R, € E amy,my,..., m, € Ny. Jelikoz se za danych okolnosti jedna o specialni variantu obecné funkéni rady,
zhstavaji vsechna tvrzeni predchozi sekce v platnosti.

3.3.1 Definice

Necht jsou pevné zvoleny bod ¢ = (cy,c3,...,¢,) € E" a konstanta a € R. Necht dale my,my, ..., m, € No. Funkci tvaru
(3.11) budeme nazyvat monomickou funkci nebo r—dimenzionalnim monomem stupné my + my + ... + m, centrovanym
do bodu ¢ (se stredem v bodé C’)

3.3.2 Definice

Funkéni radu

(o9

Z Ay, (X1 = €1)™ (02 — €)™ . (6 — )™ (3.12)

my ..., =0

sestavenou z monomickych funkci centrovanych do stejného fixniho bodu ¢ € E’ budeme nazyvat r—dimenzionaini
mocninnou radou se stredem v bodé '€ E’. Reélna &isla ay,,m, budeme nazyvat koeficienty mocninné rady.
3.3.3 Komentar

Radu (3.12) se stiedem &€ E Ize snadno prevést na fadu s nulovym stiedem. To lze provést substituci Yk = Xk — Ck pro
vSechna k € 7. V dalsim textu se proto omezime na studium mocninnych rad se stredem v bodé (0,0, ...,0).
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3.3.4 Veta
Je-li fada .
Z Ay, X X2 X (3.13)
my ..., =0

regularné konvergentni v bodé& i € E’, pak je regularné konvergentni v kazdém bodé ¥ € D, kde
D:= (Y€ : vl <lml A lxal <lual A oo A el < Jul).
Soucet f(X) rady (3.13) je spojitou funkci na mnoziné D.
Dikaz:

e vyuzijeme toho, ze (v analogii s fadami funkci jedné proménné) pro regularné konvergentni fady nezalezi na poradi
scitani (které ani neni v uvedené symbolice zohlednéno)

e srovnejme €leny fady (3.13) do posloupnosti monomickych funkei ¢1(%), g2(%), . . .
e kazda z funkci je néktery ze ¢leni aml,_,_,m,x;”lxg” L

e vsechny monomické funkce jsou zcela jisté spojité v E’

e fada Y. o @my,.m ) Uy ... 1" je podle predpokladi konvergentni
e plati-li nerovnosti vymezujici mnozinu D, pak |g,(¥)| < |g.(i0)!

e ze srovnavaciho kritéria 3.2.9 pro stejnomérnou konvergenci je tudiz fada }.,; g.(¥) konvergentni reguldrné na D

e podle véty 3.2.14 je tudiz jeji soucet na D spojitou funkci

3.3.5 Veta

Je-li fada (3.13) regularné konvergentni v bodé ¥ € E’, kde x; # 0 pro vechna j € 7, pak existuje &islo K > 0 tak, ze
vsechny koeficienty a,,,,.m, Spliuji nerovnost

K

Ay, S——————.
| 1,...,m,| B bl
Dikaz:

e z konvergence fady Y, 1 ¢u(¥) (viz ditkaz predeslé véty) plyne, ze posloupnost monomickych funkci ¢1(%), g2(%), . . .
je omezena

e existuje tedy K > 0 tak, ze |¢,(¥)| < K pro véechna n € N

e odtud jiz vyplyva platnost dokazovaného tvrzeni

3.3.6 Veta

Necht je fada (3.13) regularné konvergentni pro vsechna ¥ € E’, pro néz
|x1] <Ri A |x2l <Ry A ... A x| <Ry,
kde Ry > 0,R; >0, ..., R, > 0. Oznaéme soucet rady jako f(¥). Potom je v mnoziné
D:={X€E : |x;] <Ry A lxa] <Ry A ... A |x,| <R/}

regularné konvergentni také rada
LT R A A v (3.14)

.....

my21,my>0,...,m, >0

a jeji souctovou funkci (souctem) na mnoziné D je funkce %(JE).

Diikaz:
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e pro r =1 plati dokazované tvrzeni na zakladé platnosti véty 2.3.25 ze skript [8]
e budiz tedy r > 1
e zvolme redlna Cisla &1, &, ..., &, tak, aby pro viechna j € 7 platilo, ze |;] < R;

e potom je fada (chapana jako rada proménné x;)

(o)

fO1,8,8,0 &)= Y A X

my,...,m,=0
regularné konvergentni na (—Ry,Ry)

e dale

f(xll 52/ 63/ ey 67‘) = Z x;nl [ Z aml,‘.‘,m,é;nzégﬁ o 6;?&]/

my=0 my,...,m,=0

kde rada na pravé strané (chapand jako rada proménné x1) ma polomér konvergence jisté vétsi nebo prinejhorsim
roven Rg

e podle véty 2.3.25 ze skript [8] Ize tuto fadu derivovat podle x; €len po Elenu, tj. pro viechna &; takova, ze |&1] <Ry,

plati:
af 0 ., oS
a—xl(&,ézp--,ér) = Z m &t [ Z Ay, &y 2 ER7 ;"] (3.15)
mp=1 my,...,m,=0
e zbyva dokazat, ze fada
Y, e, &R (3.16)

my21,my2>0,...,m, 20

regularné konverguje
e pak bude totiz vyraz (3.15) roven souctu rady (3.16)
e zvolme S € E’ tak, aby pro vsechna j € 7 platilo, ze || < S; <R;

e podle véty 3.3.5 existuje K > 0 takové, ze

P p—.—
my e, il S .
' si...s)
e vidime tedy, Ze pro g; := |&;|/Sj, kde 0 < g; <1, je
my—1 cmyp my, K my—1 _my m,
m1|am1,...,m7|£1 52 e Gy < S_lmlql qz e qr

e zkoumana fada je tedy skutecné regularné konvergentni ze srovnavaciho kritéria, nebot nalezend majorantni rada
mze byt transformovana do tvaru

K (o) (o) (o)
my—1 1y m
£ mart Y B
L= 220 =0

ktery reprezentuje vicerozmérnou variantu geometrické rady s kvocienty ostie mensimi nez jedna

e tato majoranta je zcela zfejmé konvergentni, coz zavrSuje ditkaz

3.3.7 Komentar

Uvedena véta vlastné resi problematiku parcialniho derivovani ¢len po Elenu. Ackoliv byla pro prehlednost ditkazu vyslovena
pouze pro parcialni derivovani podle proménné x1, neni obtizné nahlédnout, ze jeji platnost je mnohem obecnéjsi. Toto
zobecnéni postihne nasledujici véta.
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3.3.8 Veta

Necht je fada (3.13) regularné konvergentni na mnoziné
D := {J?E E : [x1] <Ry A [xa] <Ry A ... A x| <R},

kde Ri > 0, R, > 0, ..., R, > 0. Potom ma jeji souctova funkce parcialni derivace viech radi a tyto derivace jsou na
mnoziné D dany jako soucty regularné konvergentnich fad, které vznikly derivovanim fady (3.13) ¢len po clenu. Tyto
derivace jsou spojité, a tudiz vyhovuji kritériu zdménnosti.

Diikaz:

e jedna (v prvni Gasti tvrzeni) se o opakovanou aplikaci véty 3.3.6

e druhd Cast tvrzeni se opird o znéni vét a komentari 2.3.16, 2.3.17 a 2.1.20
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Kapitola 4

Teorie Taylorovych rad a taylorovskych
rozvojl

S metodikou taylorovskych rozvoji funkci jsme byli jiz sezndmeni z predchozich partiich matematické analyzy. Ukazali
jsme si napriklad, ze funkce y(x) = e je rovna na celém svém definicnim oboru souctu fady Y2, ’f(—f Nahrady analytickych
funkci prislusnymi mocninnymi radami se ukazaly jako extrémné Gcinné pti reSeni jak praktickych tak i teoretickych aloh.
Lze ale podobné nahrady konstruovat také pro funkce vice proménnych? Zodpovézeni nejen této, ale i dalSich relevantnich
otazek prinese nasledujici text.

4.1 Taylorovy a Maclaurinovy rady

Nejprve se budeme zaobirat moznostmi nahrazeni vybranych funkci vice proménnych nekonecnymi radami diskutovanymi
v predeslé kapitole.

4.1.1 Definice

Necht f(xX): E" — R je funkce definovana na jistém okoli U(c) bodu ¢’'€ E". Necht na tomto okoli plati

f(@) = Z Z i Z sy, (1 = €)1 (02 = €)% = ), (4.1)
k1=0kz=0 kr=0
kde ak,k,. x, € R jsou tzv. Taylorovy koeficienty. Potom fadu (4.1) nazyvame Taylorovou radou funkce f(X) se stredem

v bodé & € E. Specialné pro & = 0 mluvime o tzv. Maclaurinové fadé. Funkci f(%), pro kterou Ize nalézt Taylorovy
koeficienty tak, aby na n&jakém okoli bodu ¢ platila rovnost (4.1), nazyvame funkci analytickou v bodé C.

4.1.2 Komentar

Rovnost (4.1) lze tedy pro analytické funkce interpretovat dvojim zptisobem. Jednak je tedy fada na pravé strané
Taylorovou fadou dané funkce (tzn. ze pro danou funkci byla tato fada odvozena na zakladé znalosti f(¥)), ale nabizi se
i obracena interpretace, a sice ze souc¢tem dané rady je pravé a jediné funkce f(¥) (tzn. ze funkce f(¥) byla dopoctena
na zakladé zadani tvaru fady).

4.1.3 Veta — Taylorova (o Taylorovych koeficientech)
Predpokladejme, ze funkce f(¥) : E" — R je analytickd v bodé ¢ € E’. Potom ma funkce f(¥) v bodé ¢ parcialni derivace

vsech Fadti a pro koeficienty ay,k,. , jeji Taylorovy fady se stredem v bodé ¢ plati:

&74
! L@, (+2)

Aerky. Jer =
kitkot-- kil oxlionte . oxlr

kde % := Y/ ki.

Diikaz:

e dtikaz budeme demonstrovat na prikladé funkce dvou proménnych
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predpokladejme, ze na jistém U(c) bodu ¢ = (c1, cp) plati rovnost

flx1,x2) = Z Z are(x1 — 1) (x2 — 02)" (4.3)

k=0 £=0
pak Ize ale snadno nahlédnout, ze plati agy = f(c1, ¢2)

podle véty 3.3.8 je ale uveden4 analyticka funkce hladk4 na n&jakém okoli bodu G, tj. f(¥) € C®(U(S))

bude ji proto mozno libovolné parcialné derivovat a odpovidajici si parcidlni derivace budou zcela jisté zdménné
(viz véta 2.1.19 a dasledek 2.1.20)

derivujeme-li vztah (4.3) podle proménné x;, dostavame

—f(xl,xz) Z Z ake k(x1 — c1) 12 — 00)"

k=1 (=0

po dosazeni X = ¢ pak snadno

0
ay = 8_3{1(C1’ C2)

derivujeme-li vztah (4.3) podle proménné x,, dostavame
—(x1,x2 Z Zﬂkf (1 — Cl)k(xz - Cz)€ !
k=0 (=1

-

po dosazeni X¥ = ¢ opét snadno

ag1 = x(ch c2)
2

analogicky k predeslym vypoctiim Ize postupovat dale

pomérné jednoduse dochazime k hodnoté parcialni derivace
n+mf o =2 .
T ) = ), ) k(= 1) b=+ DUC= 1) (C= e 1) 1 = ) oa = o)
k=n =m
odtud (po dosazeni ¥ = ()
ai’l+mf
x”ax"’(a agmnn—1)(n—-2)...(n—n+1)mm-1)(m-2)...(m—m+1) = ay,n'm!

upravime-li tento vztah, dostadvame

1 omf 1 (n+m) I""f
nlm! dxox}) 7 (0) = (n+m)! n'm! &x’f&x;”m

anm

v koeficientu a,,, je zohlednén komentar 2.3.13, kdy ¢&islo

(n+m)!
nlm!

1+1m

. . L . . L e g P
predstavuje pocet vsech ekvivalentnich alternativ vypoctu parcialni derivace FTRT

tim je véta dokazana
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4.1.4 Komentar

Vzorec (4.1) lze pro funkci dvou proménnych zapsat, jak je patrno z Gvah v dikazu predeslé véty, do kompaktnéjsiho

tvaru

o 1 (n) 9" _

fx1,x2) = Z& IZ‘ E(k)W){Zk(CLCZ) (x1 — 1) (xa — )%
n=0 k=0

Pritom pro pevné zvolené n € Ny odpovida suma

n

5 (n\ J'f . »
S koonk (c1,¢2) (x1 = c1)"(x2 — €2)"
kz_(; (k) Ixfoxy

totalnimu diferencidlu funkce f(x1,x,) fadu n, o kterém mimo jiné vime, ze existuje pro vsechny funkce tridy C*(U(¢)),
coz je pravé pripad, ktery predesla véta rozebira. Odtud

> dnf , (dxl, dXQ)
flx1,x2) = Z %
n=0 :

Podotykdme, ze analogicky vztah by platil také pro obecnou funkci f(X) : E" — R r proménnych. Tedy za jistych
predpokladi, jejichz obdobu zna Etenédr ze studia Taylorovych polynomi pro funkce jediné proménné (viz komentar
4.1.5), plati rovnost

n!

=
|
+
\/\L

4

respektive

kde formalng klademe d°f; (i7) := (@).

4.1.5 Komentar

Poznamenavame, ze studium vlastnosti Taylorovych rad v prostorech E je dosti komplikované. V zasadé lze rici, ze
by nas (stejné jako u funkce jedné proménné) mélo zajimat, kde Taylorova fada jako mocninna fada v E” konverguje
a co je na jejim oboru konvergence jejim souctem, specialné tedy, zda je vychozi funkce i souctem prislusné Taylorovy
rady. Zname totiz priklady z teorie funkce jedné proménné, kdy Taylorova fada konverguje ke zcela jiné funkci, nez ze
které byla sestrojena (viz napf. priklad 3.2.18, strana 75, skripta [8]). Jistou moznost, jak cely problém fesit, nabidne
nasledujici sekce.

4.2 Polynomialni aproximace funkci

V tomto oddile ukdzeme, ze pokus aproximovat vybranou funkci vice proménnych konecnou fadou monomickych funkci
m(ze byt uCinén i pro funkce, které analytické nejsou. Budeme tedy diskutovat, jak lze odhadnout chybu, které se
dopoustime, kdyz vybranou funkci aproximujeme monomickou funkci zvoleného stupné. A také ukazeme, Ze pro analytické
funkce lze tento aproximacni proces zdokonalit tim, Ze odchylka mezi funkci a jeji aproximaci mize byt stlacena pod
libovolné malou hodnotu.

4.2.1 Veta — Taylorova (o Taylorove vzorci)

Necht funkce f(¥) : E" — R ma na oteviené mnoziné G C E’ viechny spojité parcialni derivace az do fadu (m+1) véetné.

Necht dale 7€ G, 11 € E’ jsou takové, 7e cela nsecka {JE’E E:¥=d+th te (O,l)} lezi v G. Potom existuje 7 € (0,1)
takové, ze plati

o " of 1 & P
f(ﬂ-i—l’l):f(ﬁ)-{-Zg(ﬂ_)hz-FE Z E (ﬂ_)hjlhj2+...+
P Ci b

1
11 ,lz=1 1

+i ZV: L(d’)h' I ho+ .
m! axilaxiz.“ax. iiy « - 114, |

. ‘ i
11,020k =1 "
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1 r am+1f . R
+(m+1)!i , Z | 0%;,0%;, ...0x @+ Th) iy - -y

— im+l
112, lm+1=

Dikaz:

e polozme
F(t) = f(@+th) = f(ay + thy, a2 + thy, ..., a, + thy)

e snadno nahlédneme, ze F(0) = f(@) a F(1) = f(@+ ﬁ)

e podle véty 3.1.1 o Tayloroveé vzorci pro funkci jedné proménné (viz skripta [8]) plati, ze pro dva rGzné body c, t lezici
v jistém uzavieném intervalu, kde jsou splnény podminky dostatecné hladkosti funkce F(t) — viz znéni citované

véty o Taylorové vzorci — existuje bod 7 € (¢, t), resp. T € (t,¢), tak, ze plati

F(o) F(o) F)(c) n
F(t) = F(c) + 1—f(t - Z—f(t— ..+ Tc(t — )" + Ry (B),
kde Fo) )
n+ T -
n+1( ) ( +1), (i’—C) !

e specifikujeme-li toto tvrzeni pro ¢ =0 a f = 1, dostavame odtud, Ze jisté existuje T € (0,1) takové, ze

F(t) = F(0) + F(0) + %P(O) +... ™ (0) + ] 1)' (g
e vzhledem k faktu, ze
o=y Lamn
i r Vl 2
o= Y ax‘i L@,
az

dt—m()_zz Z&x 8x

=1 ip= iy =

(a_) hzl hzz hi",/

-

snadno nahlédneme, ze ze vztahu (4.7) vyplyva dokazovany vztah (4.4)

4.2.2 Definice

Rovnost (4.4) nazyvame Taylorovym vzorcem funkce f(X) : E" — R v bodé @ € E". Sumu

" = Zm‘. d"fﬁ(i)

k=0

pak nazyvame Taylorovym polynomem radu m funkce f(¥) : E" — R v bodé @' € E". Vyraz

Roper () 1= — Zr“ e 7+ Th) hih, .
mi1 () = (m+1)! | 9%, 0%;, ... 0x @+ Th) iy i

; — i +1
1,02 dme1= "

(4.5)

(4.6)

(4.7)

S
z véty 4.2.1 nazyvame Lagrangeovym zbytkem v Taylorové vzorci po m—tém clenu. Pro @ = 0 uzivame (volitelng) u viech

pravé definovanych pojmi namisto oznaceni Tayloréiv oznaceni Maclaurindv.

4.2.3 Komentar

Taylorfiv polynom 7';”(3?) radu m maize byt v nékterych pripadech nizsiho stupné nez m. To nastane tehdy, je-li d" f(%) = 0.

Proto je nutno diisledné rozlisovat vyznamy termin( stupen a rad Taylorova polynomu.
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4.2.4 \Veta
Necht funkce f(¥) : E' — R mé v bodé 7 € E" derivace viech radfi. Potom mocninn4 rada

5 4

- (4.8)

n=0

je konvergentni a méa soucet f(X) pravé pro takova ¥ € E’, pro ktera plati, ze lim,_e Rys1(X) = 0, kde R,11(%) je
Lagrangetiv zbytek po n clenech Taylorova vzorce (viz véta 4.2.1).

Dikaz:

e z véty 4.2.1 plyne, ze

n_o kg,
@)=Y D R @ =T2@ + R

k=0

e tada (4.8) je konvergentni a mé soucet f(X) pravé tehdy, kdyz limnﬁoo‘f;’(a?) = f(%), tj. kdyz
lim Ry () = lim [f(8) = T2(®)] = f(© - f(H =0
e tim je tvrzeni dokdzano

4.2.5 Veta — o polynomialni aproximaci

Necht je dana funkce f(¥) : E" — R, jez je analytickd v bodé @' € E’. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje mg € Ny tak, ze pro

vsechna m > my plati
4" fi(X)
f@-y, =

n=0

<e,

coz znadi, ze kazdou analytickou funkci Ize aproximovat polynomialni funkci libovolné presné.
Diikaz:
e jde o primy dasledek definice analytické funkce a tvrzeni véty 4.2.4

e protoze za danych okolnosti plati podle véty 4.2.4 rovnost lim,, e Ryy1(%) = 0, plyne odtud, Ze pro kazdé ¢ > 0
existuje mg € Ny tak, ze pro jakykoli index m > myq je [Ryus1(%)| < €

e pro tato m tedy

fo -y, L)

n=0

lf@ -7 @) = = Rps1 (D) < &

426 Komentar

Za predpokladu, Ze je skutecné splnéna podminka limy—,c Ry+1(X) = 0, je tedy vyraz Y, d f”(j pribliznym vyjadrenim
funkénich hodnot funkce f(x) na okoli bodu 4.

4.2.7 Priklad
Hledejme Maclauriniiv polynom funkce f(x, y) = sin(x + 2y) radu tfi. Snadno vypocteme
of _ +2 of _ 2 +2
== = cos(x +2y), 5y = 2eos+2y),
&2f— in(x + 2 2f 4 +2 s = -2sin(x +2
2 sin(x + 2y), 77 sin(x + 2y), oy sin(x + 2y).
Pro parcialni derivace tretiho radu pak plati:
83f_ (+2)a3f—8 (x+2y) > = —2cos(x + 2y) 7 = —4 cos(x + 2y)
55 = cos(x+2y), P cos(x + 2y), 0y - cos(x + 2y), T cos(x + 2y).
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Po vycisleni vyse vyjadrenych parcialnich derivaci v bodé @ = (0, 0), tj.

_ 9 = 9 =
f(O/ O) - O/ %(O/ O) - 1/ a_y(o/ O) - 2/

*f *f *f

E(O’O) = &—yz(olo) = W(O/O) =0,
Pf 2 Pf Pf
w(ol O) - _1/ &_]/3(0/ O) - _8/ &xzay (O/ O) - _2/ &xayz (O/ O) - _4/

dostavame . s
sin(x +2y) = x + 2y — 6x3 - §y3 - x%y = 2xy2. (4.9)

Funkce x +2y — £x° — 31> —x?y — 2x1/ je tedy na okoli bodu (0, 0) polynomiéini aproximaci funkce f(x, y) = sin(x +2y).

NN
S
.
e \\\\\\\\\

.
ey

N O N N T S B R S )

Obrazek 4.14
Polynomialni aproximace funkce f(x, y) = sin(x + 2y). Barevné je vyobrazena

zkoumana funkce, zatimco pfislusnd polynomialni aproximace (4.9) je
vyobrazena Sedé.

4.2.8 Priklad

Cilem tohoto prikladu je vypocitat totalni diferencial tisiciho radu funkce f(x,y) = In(1 + xy) v bodé @ = (0, 0). Zpasob

feSeni je vybrdn s ohledem na fakt, ze pfimé derivovani do parcialnich derivaci tisiciho fadu je neGnosné zdlouhavé.
Uzijeme tedy jednak skutecnosti, ze

L&A y)

fey =0+ ), — =

n=1

(4.10)

a jednak znalosti Maclaurinova rozvoje funkce
(o8] tn
In(1 +1) = Z(—l)””;.
n=1

Dosadime-li do posledné uvedené rovnosti t = xy, obdrzime velice jednoduse Maclaurinovu fadu funkce f(x,y), a sice

500,500

¥
500

In(1 +xy) = Z(—l)“”% =xy— %xzyz +...=
n=1

Soucasti tohoto rozvoje je i hledany diferencial déooof(x, y). Zptisob jeho detekce je ziejmy ze vztahu (4.10). Z ngj plyne,
ze 1000
Y 1 w00

1000! 500 ’

potazmo
1000!
d1000 £ 1y = 500,500
fi ) = =25

¢imz je aloha zakoncena.
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4.2.9 Priklad

Naleznéme Maclaurinovu radu funkce

flx,y) = J1+4x+ 12

Oznacime-li t = 4x + y?, Ize Glohu FeSit metodami zndmymi z teorie funkce jedné proménné. Podle ni

oo 0 l 1) (=3 1_ o0
f(t)=(1+t)1/2 Z( )tn Z 2 )..' (2 7’l+1) =1 ;_’_Z( 1n+1(27’l 3)

(21’1) I

n= n=

Uvedend mocninnd fada ma pritom, jak se lze pomérné jednoduse presvédcCit, obor konvergence rovny uzavienému
intervalu O = (-1, 1). Dale snadno

(o8]

2
flx,y) = 1+2x+— +Z( 1) e ?2 )i) (dx+ )" =
— " © 7
-1 +2x+ I +ZZ( 1) ne1 (21— ;3') (Z)4k k=2 = 1 4 oy 4 L +ZZ(_ )n+1§<2'” Sk)l p2k=ryky2n-2k
=2 k=0 (2n)! =1 (n—k)
Tato fada je ovsem rovnocennym ekvivalentem funkce f(x,y) = /1 + 4x + y? pouze na mnoziné

Oxy={(x,y)€E2: -1 <4x+y2<1}.

Touto mnozinou je uzaviend oblast vymezena parabolami 4x = —y? + 1, viz také obrazek.

'

v

1
-1/4 \ 1/4 X

-1

\\//

Obrazek 4.15
Vyobrazeni oboru konvergence O, = {(x,y) € E>: =1 <4x+ > < 1}.

4.2.10 Priklad

Naleznéme Maclaurinovu radu funkce f(x,y) = In(1 + 2x® + y) a uréeme jeji obor konvergence. Opét uzijeme teorii
mocninnych ekvivalentii pro funkce jedné proménné. Tentokrat uzijeme substituci + = 2x> + i a rozvineme funkci
f(t) =In(1 +t) do zndmého tvaru

In(1 + 1) = Z(—l)"“%.

n=1

Proto

fx,y) = Z( 1)n+1 (2x +3/)” ZZ( 1)n+1 ( )(2X3)k n—k _ ii( 1);1+1k('zl )) ka3ky” k

n=1 k=0

Oborem konvergence je pritom mnozina O = {(x, YeE: —-1<23+y< 1}. Jeji tvar je vyobrazen na obrazku nize.
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Obrazek 4.16
Vyobrazeni oboru konvergence O = {(x, YEE?: —1<2x®+y< 1}.

4.2.11 Priklad

Pro funkci
flo,y)= J1+1y2+2x

vypoCtéme %(6). Hledat parcialni derivaci
J40
P =5 505710
dy3ox

(0)
jako v predeslych prlkladech plati

flx,y) = i( )y +2x)"—1+x+—+ii(i)(n) 2y k =
k=0

n= n=2
y_ why _1\+1 (27’1 3)' 2k, .n—k
> +nE=2 O( 1) eI _k)'y X (4.11)

Oznaéme ayzy,; € R koeficient u ¢lenu a,gmx‘}ym v rozvoji mocninné fady (4.11). Podle teorie pro néj plati

40! 1

301101 01 ~ 1030/

kde cislo W reprezentuje nasobnost zkoumané derivace a ﬁ déleni faktoridlem radu totalniho diferencialu, jehoz je
uvedend derivace soucasti. Jelikoz € = 10 a m = 30, plyne ze vztahu (4.11), ze k = 15 a n = 25. Uzavirame tedy, ze

47 4711

30”10”, 30”10”30'10” = 47112011

aio30 = (-1
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Kapitola 5

Teorie implicitnich funkci

Seznamme se nyni i s méné obvyklymi zpisoby zadani funkce. Ukazeme si postupné, ze zkoumat urcité vybrané vlast-
nosti bude mozno nejen u funkci zadanych znamym (tzv. explicitnim) predpisem y = f(x1,%2,...,%,), ale i u funkci s
komplikovanéjsi formou zadani.

5.1 Funkce zadana implicitne rovnici

Pripomenme nékolik moznych zpiisob&i zadavani funkci. Existuje jich totiz celd rada. My zde uvedeme pouze tfi nejza-
sadngjsi:

e explicitni zadani funkce f(x,y,z) predpisem napt. f(x,vy,z) = x + y* + e%;
e parametrické zadani funkce y(x) rovnicemi napf. x(t) = 4 cos(t), y(t) = 4 sin(t), kde t € (0, 7t) je parametr;
e implicitni zadani funkce y(x) rovnici napf. F(x,y) = x>+ y> -4 =0.

Je treba si uvédomit, ze v nékterych pripadech lze zcela jednoduse prevadét jednotlivé typy zadani libovolné jeden na
druhy, ale v jinych ne. Je-li napf. funkce y(x) zadana implicitné rovnici x + y + In(x) + In(y) = 0, neni mozné zadnymi
apravami docilit explicitniho vyjadreni y(x). Nasledujici avahy ndm vsak umozni zkoumat vSechny potrebné vlastnosti i
pro funkce, které uvedenym handicapem neexistence explicitniho vyjadreni trpi.

5.1.1 Definice

Necht je déna funkce F(X,y) : XX Y + R, kde X C E" a Y C R. Rikdme, 7e funkce y(¥) : X — R je na neprazdné oblasti
G C X funkci zadanou implicitné rovnici

F(J?,]/)ZO, (5'1)

nebo struéné implicitni funkci, pokud pro kazdé ¥ € G plati F(¥, y(¥)) = 0.

5.1.2 Priklad

Rovnice F(x, y) = x*—y = 0 zad4va na G = (-1, 1) implicitni funkci y(x) = x*. Naproti tomu rovnice F(x, y) = x2—y* =0
na G = (—1,1) zadava dvé implicitni funkce, a sice f(x) = —x a g(x) = x. Rovnice F(x,y) = x> + y* + 1 = 0 naproti tomu
nezadava zadnou implicitni funkci.

5.1.3 Komentar

S ohledem na vysledky predchoziho prikladu bude nejprve treba rozresit dvé stézejni otazky celé teorie, a sice otazku
existence a otazku jednoznacnosti implicitni funkce. Odpovédi na tyto otazky budeme hledat vzdy na okoli U(xy, yo)
jistého vybraného bodu (¥, o), pro ktery je splnéna rovnost F(xy, o) = 0. Nejprve budeme fesit existenéni problém pro
zjednoduSenou variantu alohy, kdy » = 1, a tudiz hledana implicitni funkce (bude-li viibec existovat) bude funkci jediné
proménné.
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5.1.4 Veéta — mala existencni

Necht je dana funkce F(x,y) : E* > R, otevieny interval L C E? a bod (xo,y0) € L takovy, ze F(xo,yo) = 0. Necht
F(x,y) € C(L), pricemz plati

JF
&—y(X(), yo) # 0.

Pak existuji Cisla A7 > 0 a Ay > 0 tak, ze plati: Ke kazdému Cislu x € (xg — A1, x9 + A1) existuje v intervalu
(Yo — A2, yo + Ap) pravé jediné y tak, ze F(x,y) = 0. OznaCime-li toto y znakem f(x), je rovnice F(x,y) = 0 na
mnoziné (xo — A1, xo + A1) X (o — A2, Yo + A2) splnéna pravé tehdy, kdyz y = f(x). Funkce f(x) je tedy funkci implicitné
zadanou rovnici F(x,y) = 0 a vyhovuje podmince g = f(xo).

Dikaz:
y 4%
A, A,
c
[ONCHONORNONONONC)
%
L3%)
Yo
Q(Xl,yi) <
00OO0O 06060

K

X%

Obrazek 5.17
Demonstracni obrazek k dikazu existencni véty.

e polozme bez Gjmy na obecnosti g—;(xo, Yo)=a>0
e kdyby g—;(xo, Yo) < 0, vySetfovali bychom namisto funkce F(x, y) funkci —F(x, y), coz na sdéleni véty nic neméni

e 7 definice spojitosti (aplikované na funkci 3—5) vyplyva existence Cisla ¢ > 0 takového, ze ve vsech bodech (x, y)
intervalu K = (xg —c,x0 +¢) X (o — ¢, Yo + ¢) je

oF oF a
a_y(x/ y) - a_y(xO/ }/0) < E (52)
e proto
3a¢ OJF a
7 > &—y(x,y) > E >0 (53)

e zvolme ono ¢ navic tak malé, aby KC L

e potom jsou obé parcialni derivace prvniho fadu v K spojité

o funkce F(x, y) jedné proménné y ma podle (5.2) v intervalu (1o —c, yo+c) kladnou derivaci, a je tam tudiz rostouci
e mimoto pro v = g je F(xo, y0) =0

e F(xp,y) ma tedy v bodé€ y = yo + c kladnou hodnotu a v bodé y = yy — ¢ zapornou hodnotu

o tedy F(xo, o +¢)>0a F(xo, 0 —c) <0

o funkce F(x, yo + ¢) jedné proménné x je v bodé xq spojitd a kladna

o funkce F(x, yo — ¢) jedné proménné x je v bodé xy spojita a zaporna
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existuje tedy Cislo A; > 0 takové, ze pro |x — xg| < Aq je

Fx,yo—c)<0 A  Fx,yo+c)>0 (5.4)

volme zaroven Ay < ¢
nyni vyberme x1 libovolné z intervalu (xo — A1, xg + A1)

funkce F(x1, y) jedné proménné y je podle (5.3) spojita a rostouci na intervalu (Yo —c, yo +c), tedy téz na intervalu
(Mo —¢/2,y0+¢/2)

pro ¥ = 1o — ¢/2 je hodnota F(x1, y) podle (5.4) zaporna a pro y = yo + ¢/2 kladna
proto nutné existuje v intervalu {yo —c/2, yo + ¢/2) Cislo y; takové, ze F(x1,y1) =0
navic existuje jen jedno y; s touto vlastnosti, nebot F(x3, i) je v tomto intervalu rostouci

polozime-li nyni A, = ¢/2, vidime, Ze ke kazdému x z intervalu (xp—A1, xg+ A1) existuje v intervalu (yo—Az, yo+Az)
pravé jedno &islo y takové, ze F(x,y) =0

pokud oznacime toto y symbolem f(x), pak je napInéna definice 5.1.1, a y = f(x) je tudiz funkci zadanou na okoli
generujiciho bodu (xo, yo) implicitné rovnici F(x, y) =0

5.1.5 Veta

Necht je dana funkce F(x,y) : E* = R a bod (xo, yo) € E? takovy, ze F(xo, yo) = 0. Necht na jistém okoli tohoto bodu
mé funkce F(x, y) spojitou derivaci, tj. F(x, y) € C'(U(xo, yo)), pficemz plati

JoF
8_y(x0’ ]/0) # 0. (5.5)

Pak na jistém jednodimenzionalnim okoli Us(xp) bodu x¢ existuje jedina spojita funkce y(x), kterd je implicitné zadana
rovnici F(x, y) = 0 a vyhovuje podmince yy = y(xp). Navic ma tato funkce y(x) v kazdém bodé & € Us(xg) spojitou
derivaci s hodnotou

OF
y(E) =2 (5.6)
L&, ()
Specialné tedy y'(xo) = — 5 (o 0)
g—}F/(XOryo)'
Diikaz:
e uvazujeme generujici rovnici F(x, y) = 0 a generujici bod (xo, yo), ktery neni, jak plyne z podminky (5.5), bodem

kritickym (viz definice 5.1.7)

nejpodstatnéjsi otdzka, kterou je otazka existence diskutované implicitni funkce na okoli generujiciho bodu (xo, vo),
je rozreSena ve vété 5.1.4

podle jejiho znéni madme nyni stoprocentni jistotu, ze hledana implicitni funkce skutecné existuje

hledejme tedy dale v jistém okoli Us(xo) derivaci diskutované implicitni funkce y(x), kterd je zadana generujici
rovnici F(x,y) =0

generujici rovnici F(x, y(x)) = 0 zderivujeme podle nezavisle proménné x s ohledem na fakt, Ze proménna y na
nezavisle proménné x zavisi
derivovat pritom Ize, nebot F(x, y) € C}(U(xo, yo))
diky predpokladtim plati
JF oJFdy

g + &y ax = 0, (57)

kde po dosazeni bodu (&, y(&)) € U(xo, yo) do obou stran rovnice dostavame

JF JoF d
SeE YO+ 5 E YO L O =0 (538)
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e protoze 3—5(6, y(&)) # 0, coz je garantovéano volbou okoli U(xo, o), Ize rovnici (5.8) upravit do tvaru dokazované

rovnosti (5.6)
% (x0,0)

e volbou & = xg, z niz vyplyva, Ze y(&) = y(xo) = yo, pak dostdvame, ze y'(xp) = — pr—
W 0,40

o derivace (5.6) je navic v Us(xo) spojita, nebot je podilem dvou spojitych funkci a jmenovatel je v mnoziné U (xo, vo)
nenulovy

o diky existenci derivace y’(x) lze tvrdit, ze sama funkce y(x) je na jistém okoli bodu xg spojita
e zbyvajici ¢ast diikazu tykajici se jednoznacnosti dokazeme sporem

o necht tedy existuji na jistém okoli Us(xp) bodu xo dvé riizné funkce y(x) a §(x), které jsou implicitnimi feSenimi
rovnice F(x,y) = 0 a vyhovuji podmince y(xg) = (x0) = Yo

e z rovnosti (5.6) ale vyplyva, ze y'(x) = 7’(x) vSude na Us(xg), tj. ne pouze v bodé x
e proto jisté existuje C € R tak, ze pro vSechna x € Us(xo) plati §(x) = y(x) + C
o to spolecné s rovnosti y(xg) = (xo) = yo vede k faktu, Ze konstanta C je nulova

e tudiz na uvazovaném okoli bodu xq plati y(x) = j(x), coz je spor s existenci dvou riiznych funkci

5.1.6 Komentar

Uvazujme nyni dodatecny pozadavek, ze pro funkci F(x,y) z predeslé véty plati také, ze F(x,y) € C"(U(xo, yo)), kde
m > 2. Dalsim derivovanim vztahu (5.7) |ze vyjadfit i vysSsi derivace funkce y(x). Napf. derivaci rovnice (5.7) podle x

ziskame vztah

PF PF dy °F dy &°F (g)z OF d2y

o dxdy dx " dydx dx " a_yz a) dy dx?

ktery vede (za citovaného predpokladu) k vyjadreni druhé derivace y”’(xg) do tvaru

d d 2
%(xo, Yo) + 2%(360, Yo) 3 (xo) + %E(xo, Yo) (d—z(xo))

g_; (XOI yO)

y'(x0) = -

Jak je patrno, k vypoctu druhé derivace bude zapotrebi jiz znat hodnotu prvni derivace ve studovaném bodé. Obdobné
se postupuje pfi vypocCtu derivaci vyssich.

5.1.7 Definice

Funkci F(X,y) : XX Y — R, kde X C E" a Y C R, z definice 5.1.1 budeme nazyvat generujici funkci. Rovnici F(X,y) = 0
budeme nazyvat generujici rovnici a bod (Xp, yo) € X X Y, pro ktery je splnéna rovnost F(Xpy, o) = 0, budeme nazyvat
generujicim bodem. Generujici bod navic nazveme kritickym, pokud vyhovuje rovnosti g—i(xo, yo) = 0.

5.1.8 Komentar

Podle vét 5.1.5 a 5.1.12 garantuje podminka g—g(xo, Yo) # 0 existenci pravé jediné implicitni funkce y = y(¥) na jistém
okoli U(Xo, o). Kriti€nost bodu (X, yo) € X X Y spociva tedy v tom, ze za podminky 3—5(3?0, o) = 0 nelze existenci impli-

citni funkce y = y(%) nebo jeji jednoznacnost zarucit. Ukazme si to na nasledujicich prikladech. Necht je dana generujici
rovnice F(x,y) = x*> + y> — 1 = 0 reprezentujici jednotkovou kruznici se stfedem v pocatku soufadného systému. Bod
(%0, ¥0) = (1,0) je jejim kritickym bodem, nebot 3—5(1,0) = 0. Na okoli tohoto kritického bodu ale zadna implicitni funkce
y = y(x) existovat nemiZe, nebot pro & € (1 — §,1) existuji dvé rtizné hodnoty y takové, 7e F(&,y) = &2+ y> -1 = 0.
Existence implicitni funkce je proto v pfimém rozporu s definici pojmu funkce. Uvazme druhy priklad. Necht je dana
generujici rovnice G(x, y) = x> — y* = 0. Tehdy je bod (xo, yo) = (0,0) jejim kritickym bodem. Ale ackoliv je podminka
kriticnosti naplnéna, existuji dokonce dvé prislusné implicitni funkce, a to y1(x) = x a y»(x) = —x. Tretim prikladem je
generujici rovnice H(x,y) = x — y*> = 0. Znovu je bod (xo, yo) = (0,0) kritickym bodem, v némz ale prislusna implicitni
funkce existuje a je uréena jednoznaéné. Touto implicitni funkei je funkce y(x) = |x|'/3sgn(x).
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151

05

05

-1.5

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
X

Obrazek 5.18
Vizualizace kiivek F(x,y) =x2+y>-1=0, G(x,y) =x*-y* =0 a
H(x,y)=x—-y°=0.

5.1.9 Umluva

Kriti€nost generujici bodu sice (podle avah probiranych v predeslém komentafi) nutné neznamend neexistenci prislusné
implicitni funkce, jen jeji existence neni narozdil od generujiciho bodu, ktery kritickym nenf, garantovana. Proto provedeme
nasledujici tmluvu, kterad prispéje k systematicnosti reseni aloh na implicitni funkce. Bude-li v daném prikladé zjisténo,
ze néktery generujici bod je kriticky, nebudeme na okoli tohoto bodu (pokud nebude feceno jinak) prislusnou implicitni
funkci hledat.

5.1.10 Priklad

Nasim akolem je nyni hledat tecnu ke krivce
2x% = 12xy + 20> -2 =0,

ktera je rovnobézna s osou x. Na kfivku budeme nahlizet jako na generujici rovnici H(x, y) = 0 zadanou prostrednictvim
generujici funkce H(x, y) = 2x*> — 12xy + 20y> — 2 dvou proménnych. Predpokladejme, Ze rovnice H(x,y) = 0 zad4va
v nékterych svych bodech (xg, 19) implicitni funkci y = y(x). Zkoumejme nejprve omezeni pro takovy bod. Podminka
kriticnosti

JH
a—y(X(), yo) =—12xp + 40]/0 =0

zjevné vyluCuje ty body, mezi jejichz souradnicemi plati vztah —12xg + 40y = 0. Snadno zjistujeme, Ze se jednd o body
(%0, y0) = (@,3/ \/E), poptipadé (xo, o) = (- V10, -3/ \/ﬁ). Ty je potreba z nasledujiciho vypoctu vyloucit. Podle
véty o implicitni funkci dale plati, ze derivace implicitni funkce y = y(x) maze byt z generujici funkce vypoctena podle
vztahu 5

2 (x0, Yo)

5 (xo, Yo)

Chceme-li, aby tecna funkce y = y(x) v néjakém bodé xy byla rovnobézna s osou x, musi nutné y’(xg) = 0. Z této avahy
a z predchoziho vztahu plyne, ze takovy bod bude jisté vyhovovat rovnici

y'(x0) =

!

JH
g(Xo, ]/0) =0.
Resime tedy soustavu
ai{(x ) =40x9 — 1219 =0
ox 0, Yo) = 0 Yo =V,

2x5 — 12xy0 + 20y% —2 = 0.

Tu fesi body (xo, yo) = (=3,-1) a (xo,y0) = (3,1). V téchto bodech je skutecng, jak je patrno i z obrazku, tecna ke
kfivce 2x? — 12xy + 20y* — 2 = 0 rovnobé&zna s osou x. Podotykame, ze Lagrangeiiv algoritmus

H(x,y) = 2(x2 —6xy + 103/2 -1)=2[(x— 3]/)2 + y2 -1]
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odhaluje, ze danou kfivkou je elipsa. Jeji stred maize byt navic vypocten z rovnosti AS = l;, tj.

. 2 —12Y(s) - (0
AS = = b = .
=12 20 S2 0

Odtud vidno, ze stredem je pocatek souradné soustavy. Protoze elipsu (kruznici) a* + b*> = 1 lze prirozené vykreslit
prostfednictvim parametrického predpisu (2,b) = (cost,sin ), kde T € (0,2m)), lze kiivku (x —3y)> + y> — 1 = 0 (viz
Lagrangeovo doplnéni na Ctverce) vykreslit pomoci predpisu (x, y) = (cos T + 3sin7,sin 7), kde opét T € (0, 27).

151

051

051

1.5}

Obrazek 5.19
Elipsa 2x> — 12xy + 20y2 —2 =0 a jeji teCny rovnobézné s osou x.

5.1.11 Priklad

Obrazek 5.20
Prabéh implicitni funkce y(x).

Pokusme se rozsifrovat podobu grafu funkce y(x), ktera je implicitné zadana rovnici
(O + ) =20 = ). (5.9)

Vzhledem k symetrii postaci vysettit priibéh funkce pouze v prvnim kvadrantu. Navic jelikoz leva strana rovnosti (5.9)
je vzdy nezaporna, musi byt x> > y?, coz znaci, ze v prvnim kvadrantu se graf funkce y(x) bude vyskytovat pouze pod
osou x = Y. Pokusme se nalézt extrémy vySetfované funkce. Podle véty oimplicitni funkci 5.1.5 plati

2(x% + y?)(2x + 2yy’) = 2(2x — 2yy/),

odkud pak tedy
,_x(1-2-1)
P yaee ey
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Derivace y'(x) je tedy nulova v priiseciku kruznice x*> + y* = 1 a kivky (5.9). Timto prise¢ikem v prvnim kvadrantu je
bod 7= (V3/2,1/2). Jelikoz priiseciky kfivky (5.9) s osou x jsou body 0 a (V2,0), je po studiu znaménka prvni derivace
jasné, ze bod @ je bodem lokalniho maxima funkce y(x). Nyni tedy Ize vyobrazit pribéh vySetfované implicitni funkce.
Podotykame, Ze vyobrazenou krivkou je tzv. lemniskata.

5.1.12 Veta — o implicitni funkci

Necht je d4na funkce F(¥,y) : E™"! - R a bod (%, yo) € E'*! takovy, ze F(Xy, yo) = 0. Necht na jistém okoli tohoto
bodu ma funkce F(¥, y) spojitou derivaci, tj. F(¥,y) € CY(U(Xo, o)), pricemz plati

JoF
8_y(x0' yo) # 0. (5.10)

Pak na jistém r—dimenzionalnim okoli Us(Xp) bodu ¥ existuje jedina spojita funkce y(X), ktera je implicitné zadana
rovnici F(X,y) = 0 a vyhovuje podmince yo = y(Xp). Navic ma tato funkce y(X) v kazdém bodé & € Uy(Ry) spojité
vsechny parcialni derivace s hodnotou
aF =d =2
&_y &) = —%- (5.11)
Xk @(5/ y(g))
%(ﬁhyo)

3—5 (Fo,y0)

Specialn tedy 72 (%) = —
Diikaz:

e uvazujeme tedy generujici rovnici F(X,y) = 0 a generujici bod (X, yo), ktery neni, jak plyne z podminky (5.10),
bodem kritickym

e nejpodstatnéjsi otdzka, kterou je otazka existence diskutované implicitni funkce na okoli generujiciho bodu (¥, yo),
je rozreSena ve vété 5.2.3

e podle jejiho znéni mame nyni stoprocentni jistotu, ze hledana implicitni funkce vice proménnych skutecné existuje

e hledejme tedy déle v jistém okoli Us(xXy) derivaci diskutované implicitni funkce y(¥), ktera je zadana generujici
rovnici F(X,y) =0

e generujici rovnici F(X, y(x)) = 0 zderivujeme podle nezavisle proménné x; s ohledem na fakt, ze proménna y na
nezavisle proménné x; zavisi

e derivovat pritom Ize, nebot F(¥,y) € C1(U(%o, yo))

e diky predpokladtim plati
oOF OFdy _

kde po dosazeni bodu (5, y(g)) € U(%o, yo) do obou stran rovnice dostavame
JF - - JF - - ay -
a—xk(é, y(é) + a—y(é, y(i))a—xk(é) =0 (5.13)
e protoze 3—;(5, y(g)) # 0, coz je garantovano volbou okoli U(%y, yo), Ize rovnici (5.13) upravit do tvaru dokazované

rovnosti (5.11)

JF
T (%o, 40)

%(fo,yo)

e volbou &= %, z niz vyplyva, ze y(é_}) = y(Xp) = yo, pak dostavame, ze %(fg) =-

e derivace (5.11) je navic v Uys(%) spojita, nebot je podilem dvou spojitych funkci a jmenovatel je v mnoZiné
U (X, yo) nenulovy

e diky existenci derivace %(5) Ize tvrdit, ze sama funkce y(¥) je na jistém okoli bodu X spojita

e zbyvajici ¢ast ditkazu tykajici se jednoznacnosti provedeme metodou konstrukce sporu

e necht tedy existuji na jistém okoli Us(Xp) bodu X dvé riizné funkce y(X) a §(%), které jsou implicitnimi FeSenimi
rovnice F(X,y) = 0 a vyhovuji podmince y(¥) = #(X0) = vo
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e z rovnosti (5.11) ale vyplyva, ze grad(y)(¥) = grad(#)(¥) vsude na Us(Xp), tj. ne pouze v bodé i
e proto jisté existuje (podle diisledku 2.3.23) C € R tak, ze pro viechna X € Uy () plati (X)) = y(¥) + C

e to spolecné s rovnosti y(X) = 7(Xo) = Yo vede k faktu, ze konstanta C je nulova

tudiz na uvazovaném okoli bodu %y plati y(¥) = §(%), coz je spor s existenci dvou riiznych funkci

5.2 Funkce zadané implicitne soustavou rovnic

Logickym zobecnénim predeslé problematiky je situace, kdy generujici rovnice neni pouze jedna, ale je jich nékolik. V
tom pripadé Ize ocekévat, ze sada s generujicich rovnic bude (pfi priznivé konstelaci podminek, tj. pfi splnéni podminky
analogické k podmince (5.5)) indukovat sadu s implicitnich funkci. Bude i v tomto pfipadé mozné ze znalosti vSech
parcialnich derivaci vsech generujicich funkci jednoznacné urcit parcidlni derivace funkci implicitnich? A jak v této
obméné bude vypadat podminka kritiénosti? Na to nam prinese odpovéd nasledujici text.

5.2.1 Definice
Necht je dana soustava rovnic
Fi(x1,x2, ..., X0, Y1, Y2, .-, Ys) = 0;
Fo(x1, %2, ..., X0, Y1, Y2, .-, Ys) = 0;
: (5.14)
Fo(x1,%0, ..., %0, Y1, Y2, .-, Ys) = 0,

kde ¥ € X C E" a j € Y C E°. Funkcemi zadanymi implicitné rovnicemi (5.14) nebo strucné implicitnimi funkcemi na
oblasti G C X nazyvame takové funkce

yl(xl/ X2, uny xV);
yZ(xlerI e, X )/

' (5.15)
ys(xll x2/ seoey xi’)/

ze po dosazeni y1(x1, X2, ...,%) za Y1, Ya(x1, X2, ..., Xr) za Yo aZ Ys(x1, X2, ..., X,) za Ys do soustavy (5.14) jsou vSechny
rovnice (5.14) identicky splnény na G.

5.2.2 Definice

Vektorovou funkci ﬁ(f,g) : X XY E, kde X C E" a Y C E*, z definice 5.2.1 budeme nazyvat vektorovou generujici
funkci. Rovnici ﬁ(f,g) = 0 budeme nazyvat generujici soustavou a bod (%, o) € X X Y, pro ktery je splnéna rovnost
ﬁ(fg, o) = 6, budeme nazyvat generujicim bodem. Generujici bod navic nazveme kritickym, pokud vyhovuje rovnosti

D(F1,Fs, ..., EFs)

det
(D(yl/ Y2, .. '/yS)

)(fo, o) = 0.

5.2.3 Veéta — velka existencni

Necht je dan bod (a1,ay,...,a,,b1,by,...,bs) € E™* a s funkci Fj(¥, ) : E'* — R, jez maji na jistém okoli uvedeného
bodu spojité prvni parcialni derivace prvniho radu podle vsech proménnych. Necht dale

F]‘(Cll,ﬂz,.. .,ar,bl,bz,. --/bs) =0
pro vsechny j €3, tj. (a1,az,...,ar,b1,ba,...,bs) € E'*® je generujicim bodem. Necht navic

D(Fq,Fy, ..., Fs)

det
(D(}llz yZ/ ey ys)

)(Cll,ﬂz,...,ar,bl,bz,...,bs)750. (516)

Potom pro kazdé Ay > 0 existuji 0 € (0, Ag) a A € (0, Ag) tak, ze ke kazdému

X=x1,%2,...,%5)€], J={XeE :|xy—m|<b|x2—a]<6,...,|x, —a, <6}
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existuje v intervalu K= {if € E°: |y1 — b1 < ,|y2 — bal < 6,...,|ys — bs| < O} pravé jediny bod i = (y1,v2,...,ys) tak,

- -
ze je splnéna rovnice F(¥, i) = 0. Souradnice y1, 2, ..., ys tohoto bodu jsou tudiz funkcemi bodu ¥, coz znadi, ze takto

ziskané funkce y; = @ (%) jsou funkcemi implicitné zadanymi rovnosti ﬁ(a?,g]’) = 0 na okoli generujiciho bodu.

Dikaz:

-

v ditkazu bude striktné znacit ¥ = (x1,x2,...,%,), ¥ = (Y1, Y2, -, Ys) @ (L, ) = (X1, X2, ..., X, Y1, Y2, - - -, Ys)
£ - " - > 7
dale 7 = (ﬂ1,az,...,ay) ab= (bl,bz,...,bs) aa= (ﬂ,b) = (al,az,...,ar,b1,b2,...,bs)
symbolem (i, 2) budeme rozumét o—metriku, tj. o(¥/,2) = maxj<ies [V — 2l
kem c; ¢me hodnotu derivace 2Z(d) v bodé @
znakem cji oznaéme hodnotu derivace 3-1(d) v bodé a

podle predpokladu véty tedy

Cci1 C12 ... Cis
Cx1 Cxp ... (25

C=| . ) | #0
Cs1 Cs2 ... Css

jelikoz jsou funkce 3—; spojité v bodé &, existuje jisté &islo A, € (0, Ag) tak, ze ve viech bodech intervalu

Ixi—ai|<A1,|yj—bj|<A1 (ief, je?d) (5.17)
je
D(FllFZI"'/FS))
det| ——————=|#0
(D(yl/yZI'”/yS)

zvolme navic Cislo A1 tak malé, aby vsechny funkce Fi(¥, 1) byly spojité a mély parcialni derivace prvniho fadu
podle y1,y2,...,ys v intervalu (5.17)

polozme
Hi(X,§) = ciiya + cpyo + ... + Cjsys — Fi(%, 1)

s, - = =g ~s s~ -
vektorova generujici rovnice F(J?,g’) = 0 pak znadi totéz co rovnice

Cith +C]'2y2+...+C]'sy5 =H]'(J?,]7), (]€§) (5.18)
odtud
JH; oF;
8yk 8yk
a také
=0, (ke9) (5.19)
— (@ =0, (jkes .
8yk ]
rovnice (5.18) jsou, jak vyplyva z teorie linearni algebry (viz skripta [1]), spInény pravé tehdy, kdyz

S

C .
vi=) ZHED (€9, (5.20)

k=1
kde Cy; je doplnék prvku cj v determinantu C
pravou stranu rovnice (5.20) oznacme Gj(¥, /), takze misto rovnic (5.18) miizeme vy3etfovat rovnice
yi=Gi& ) (ed), (5.21)
nebot (5.21) plati pravé tehdy, plati-li (5.18)

N

jelikoz jsou rovnice F;(X, /) = 0 splnény v bodé & = (@, b), plati totéz o rovnicich (5.21), tj. plati

b= Gi@b) (je3), (5.22)

81
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e funkce Gj(¥, 1) spliuji ovsem také predpoklady o spojitosti a o existenci parcialnich derivaci prvniho Fadu, které
jsme v predchazejicim textu ucinili o funkcich Fj(¥, )

e mimoto je podle (5.19) a podle definice funkci G;(X, i) spinéno:
JG;j
—(@=0 (jkej, 5.23
Wﬁﬁ (jik€3) (5.23)

e protoze j—‘;k’(f,m jsou funkce spojité v bodé @ = (@, l_;) a protoze plati (5.23), existuje Cislo A € (0,A;) tak, ze ve
vsech bodech intervalu

|x; —a;| < A,|yj—b]'| <A (i€t je€?) (5.24)
je
IGEN| 1.
'a—yk < g (],k S S), (525)

e ze spojitosti funkci Gj(¥, 1) plyne, ze existuje 6 € (0,A) tak, ze ve vsech bodech intervalu

xi—a;l <6 (i€ (5.26)
je
> > 7 A
IGj(x,b) — Gj(a,b)| < 1 (5.27)

e oznatme: K={j e E° : |yj —bj| < A;j €8}
e ditkaz hlavniho tvrzeni nyni provedeme tak, ze jej rozlozime na ditkazy Ctyr subtvrzeni

e Prvni subtvrzeni: Je-liX¥€ ], je K, Ze€ Ka je§, pak

o(¥,2)
o

IGi(¥, %) - Gi(%, D) <

e je-li i/ = Z, pak je platnost vztahu jasna
e volme tedy i # Z

e je-li X voleno pevné, jsou Gj(¥, 1) funkce proménnych y1, 2, ..., ys majici v intervalu K parcidlni derivace prvniho
radu

e podle véty o prirastku 2.3.1 existuji v K body 1,2, ..., 1}, € K tak, ze plati
5y JG;
Gi& ) -G = Y 5@ ) vk —20)
] y ] ; a]/k M) (Y

e podle (5.25) tedy
o(¥,2)
2

5 Lo o1y
IG/(%, ) - Gi(Z 2)l < 5 kz; [y~ <

e Druhé subtvrzeni: Ke kazdému ¥ € | existuje nejvyse jeden bod i = (y1,¥2,...,¥s) € K takovy, ze y; = G;(X, 1)
pro j € 3.

e necht ¥ e ], ]76 K, Ze K, Y= G]()?,]])) azj= G]'(J?,Z)
e chceme dokazat, ze za danych okolnosti je i/ = Z, coz prokaze onu jednoznaénost

e pro j € § ale mame 2|y; — zj| = 2|G;(¥, ¥) — Gj(¥,2)| < 0(/,Z), a tedy

o(¥,2)
2 4

5
o(Yy,Z) = max -z <
(y/ _)) T<kes |]/k kl X

odkuz jiz zretelné plyne, ze o(i/,2) = 0
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e z axiomi metriky ale plyne, ze i = Z, coz bylo dokazat

e Treti subtvrzeni: Ke kazdému i € | existuje bod YeK (a podle druhého subtvrzeni bod jediny) tak, ze Y; = Gi(x, Y)
pro vsechna j € 3.

e zavedme posloupnost bodil ¥y, /1, 7, . . . definovanou takto:

1. Klademe 1y = l;, a tedy yo, = bj a yo, = G;(d@, ¥o), jak plyne ze vztahu (5.22).

2. Je-li bod -1 jiz definovan, pak definujeme
Uy = Gi(Z, Fo). (5.28)

e nyni Ize (a my to ponechdme Ctenéari) prokazat indukci, ze pro n € N plati

(Y, Y1) < o+l (5.29)
e odtud dale plyne, ze pro kazdé j a n je
A
U(yn]/ yn—lj) < 271+1 (530)
e rada
Yo, + (1, — vo) + (2, —y1) + (V3 — y2) + ... (5.31)
konverguje, a existuje tudiz limita
lim yn] = Yj

n—0co
e 7 predeslého ale vychazi, 7e [Y; — byl < A/2, takze bod Y = (Y1, Y,..., Ys) lezi v K
e funkce G;(¥, /) (pro fixovanou hodnotu X) jsou proto spojité v bodé Y
e nasledkem této spojitosti pak plati lim,—e Gi(¥, i) = Gj(X, Y)
e takze podle (5.28) je
Y; = lim yy, = lim Gj(¥, 1) = Gj(%, V),
¢imz je treti subtvrzeni dokazano
o Ctvrté subtvrzeni: Funkce Y1,Y>,..., Y, jsou spojité na J.
e Cisla yu; a Y; ze tretiho subtvrzeni jsou zjevné funkcemi X
e jelikoz jsou funkce yy; spojitymi funkcemi na J, jak bylo prokazano vyse, a jelikoz je fada (5.31) na ] stejnomérné
konvergentni (jak plyne ze srovnavaciho kritéria zalozeného na platnosti nerovnosti (5.30)), plyne odtud (a z véty
3.1.8 o spojitosti limitni funkce), ze vechny Y; jsou spojité

e oznacime-li jesté ¢;(X) = Y;(X), vidime, Ze je cela velka existencni véta dokazana

5.2.4 Veta — o implicitnich funkcich

Necht jsou dany funkce Fi(x1,x2,...,%, Y1,Y2,.-.,Ys) pro i € §. Necht bod
A=(x7,X5,. ., X, Y, s, Ys)

vyhovuje soustavé (5.14) a vsechny funkce Fi(x1,X2,..., X, Y1, Y2,...,Ys) pro i € § maji v okoli bodu A spojité parcialni
derivace prvniho radu podle vsech proménnych, pricemz

D(FllFZI"'/FS)

A = det
(D(]/lz yZ/ ey ys)

)(X) #0. (5.32)
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Pak na jistém okoli bodu ¥° = (x{,x5
soustavou (5.14) takova, ze plati

vy = (x5, x5,
Y = yz(x‘l’,xg,..
ye = ys(x;,xg, ..

,...,X7) existuje jedind soustava spojitych funkci (5.15) implicitné zadanych

S X7);

X))

LX)

Kazda z funkci y1(x1, x2, ..., xp), yo(x1, X2, ..., %), ..., Ys(X1, X2, ..., X,) ma pritom na okoli uvazovaného bodu spojitou
derivaci, tj. spojité derivace podle viech nezavisle proménnych x1, x5, ..., x,, pficemz plati, ze

ai - ai - aFl - ai - aFl -, & -
LX) DD D B W) . R
& - & - an - & - an -, & -
%(f‘)) — l M (A) Iy (A) Iyj1 (A) Ixg (A) Yjn (/\) Iys (A) (5 33)
axk A '
OF, P\ OF (7 OFs (TN OFs 7\ O (T OF, (T
LX) ZD . D B EZD . LD
Diikaz:
- - -
e uvazujeme generujici soustavu F(¥, ) = 0 a generujici bod A, ktery neni, jak plyne z podminky (5.10), bodem
kritickym
S
e nejpodstatnéjsi otazka, kterou je otazka existence diskutované implicitni funkce na okoli generujiciho bodu A, je
rozreSena ve vété 5.2.3
e podle jejiho znéni mame nyni stoprocentni jistotu, ze hledané implicitni funkce vice proménnych skutecné existuji
o hledejme tedy dale v jistém okoli Us(xp) parcialni derivace diskutovanych implicitnich funkci y;(¥), které jsou
-
zadany generujici soustavou F(X, i) = 0
e podobné jako Ize vcelku jednoduSe vypocitat derivaci funkce y(x) zadané implicitné rovnici F(x,y) = 0, Ize i pro
funkce (5.15) zadané implicitné rovnicemi (5.14) pocitat jejich parcialni derivace
e provedeme vypocet parcialnich derivaci (%, %, e, gzk) vsech takto definovanych funkci podle vybrané nezavisle
proménné x; (k € 7)
o derivaci soustavy (5.14) podle xj ziskdme soustavu
9F | 9B 1, OF 92 IF; s _
oxk dyy Iy Ay Ixy e dys Ixy
JdF, dF, ayl JdF, a]/2 dF, 9% _
ow Fopon T o on Yot oy on T
OF, . OF Iy F I F. Iy _
X dy1 Oxy Ay, Ix U dys o T
e jedna se o soustavu rovnic s neznamymi %,%,..., g_Z;/ kterd je diky spInéné podmince (5.32) vzdy feSitelna,
nebot determinant soustavy
ok oby ok
Iy Iy 9Ys
9b b 9b
A= I i dYs
9E 9 9Es
I i dYs

je shodny s determinantem vystupujicim v nerovnosti (5.32)

e to Ize nahlédnout z maticového vyjadreni vyse uvedené soustavy

SRS
1 Ay,
P O
1 Ay,
JF;  JF
1 Yy,

N b
ox) k ox) k
% i
ox) k _ ox) k
s 9Fs
ox oxi
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e odtud obecné
9% __Awp
8xk A !

kde A, j vznikne podle Cramerova pravidla zdménou j—tého sloupce determinantu A za sloupcovy vektor

&xk' 8xk""’8xk

e prepisem tohoto poznatku je pravé rovnost (5.33)

e diky nenulovosti determinantu A jsou pak na jistém okoli bodu x° vsechny parcialni derivace g—z}i prokef, jes
spojité, a tedy spojité jsou i funkce y;(¥) : E' — R

e jednoznacnost funkce y]-(f) prokazeme sporem

e necht tedy existuji dvé rtizné funkce y;(x) a 7;(¥), které jsou feSenim soustavy (5.14) a splauji rovnost
y](fc) = ]7](9?0) (5.34)
e z predeslé ¢asti ditkazu ale vyplyva, Ze na urcitém okoli bodu x° plati

Dy] Dy]

270 =7z®

e obé derivace jsou navic podle pFedchoziho spojité, a tudiz z véty 2.3.16 vyvozujeme, ze obé funkce y;(X) a 7;(¥)
maji na jistém okoli Us(¥°) bodu @ totalni diferencialy, pro které plati

dy;(dxy, dxo, ..., dx,) = dij;(dxy, dxy, ..., dx;)

o z diisledku 2.3.23 proto vyplyva, Ze existuje C € R tak, ze pro viechna X € Us(x°) plati rovnost (%) = y;(¥) + C

e z podminky (5.34) ale plyne, ze C =0, coz vede k ocekdvanému sporu

5.2.5 Priklad

Budeme hledat Taylorovy polynomy prvniho fadu funkci zadanych implicitné soustavou rovnic

F(x,y,z,u)=x+y—2u? -2z —4uz = 0; (5.35)
G(x,y,z,u) = x* — y* + 8u?2? + 4uz + 4uz® = 0 '

v bodé& @ = (zg,u0) = (1,2). Nejprve vypocteme zbylé souradnice bodu A= (x0,Y0,1,2), v némz by méla vySe uvedena
soustava rovnic definovat implicitni funkce x(z, 1) a y(z, u). Po dosazeni budeme tedy hledat reSeni soustavy x+y—18 = 0,
x% — 42 +72 = 0. Odtud snadno A = (7,11,1,2), coz tedy znaéi, 7e funkéni hodnoty implicitnich funkci jsou x(@) = 7 a
y(@) = 11. OvSem stale jesté neni zodpovézena otazka existence prislusnych implicitnich funkci. Podle véty 5.2.4 je totiz
nutno zarucit nenulovost determinantu

1
2x 2y

det(D(F G) (7,11,1,2) = —36 # 0.

D(x,y)

) ) =

Pfi hledani parcialnich derivaci %(ﬁ’) a 3—Z({f) derivujeme rovnice (5.35) podle proménné u. To vede k rovnicim

ox
au+5_4” 4z = 0;

2x% - 2]/5 +16uz’ + 12u’z + 42 = 0

a nasledné& po dosazeni bodu @ k soustavé

(5)"'(93(5)_12
14'9"@ 205(@) = -84
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Odsud pak
ox dy
@(5) =5, @(‘7) =7.
Zcela analogicky po derivaci soustavy (5.35) podle proménné z obdrzime rovnice
o 4 9 — -4z —-4u =0;
Bz -
2x Zy +16uz+4u +12uz? = 0;
a po dosazeni bodu 4 soustavu
“@+”@=n

142@) - n L(d) = —120.

ReSenim této soustavy jsou parcialni derivace

ox dy
g(’f) =4, g(’f) =8.

Uzavirame tedy, ze hledanymi Taylorovymi polynomy prvniho stupné jsou polynomy
=5u+4z-7

x(u,z) =7+5u—-2)+4(z-1)
=7u+8z—-11.

y(u,z) =114+7(u—-2)+8(z—1)

5.2.6 Priklad
Naleznéme druhy diferencial funkce z(x, y), jez je zadana implicitné rovnicemi

2x2 + 212 — 22 =218 = (;
y (5.36)

X+y+z—u=2;
v bodé 4 = (1,—1). Pfi feSeni alohy je tfeba si uvédomit, ze dvé rovnice (5.36) zadavaji kromé funkce z(x, y) také funkci
u(x, y). Je-li x =1 a y = =1, musi byt nutné splnény rovnice
4-72-213=0;
z—u=2.

Odtud jednoduse vychazi, ze z(@) = 2 a u(@) = 0. Tedy bodem, ve kterém by rovnice (5.36) mély zadavat zminéné
1,2,0). O tom, jsou-li splnény predpoklady véty o implicitnich funkcich, se snadno

implicitni funkce, je bod A= 1,-1,2,
presvédcime vypoctem determinantu

N =4%0.

D(E,G) -2z —6u?
dEt(ZXZlO)(A) l 1 -1

Tedy nic jiz nebrani vypoctu. Zderivujeme-li vztahy (5.36) podle x, obdrzime soustavu

4x - 2z% —6u?%L =0,
(5.37)

1+%£ -2 =0,

kterou po dosazeni bodu A fesi hodnoty

0z u
a(d)) - 1/ a(d)) =2.

Analogicky vede soustava
u _
4y - ZZay 6u2a—; =0,
dz _ du _
1+ 2 y ay = 0
k hodnotam 5 J
=@ =-1, £@=a
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Dalsim derivovanim rovnic (5.37) ziskdme soustavu

4-2(2) - 2225 —12u(2) - 6uZs =0,

ax? ox?

2 2

Bi-gt -0
jejimz reSenim pro A= (1,-1,2,0) je hodnota

Pz 1

ox2 2
Analogicky bychom vypocetli také hodnotu

Pz 1

oy 2

kterd ale nevyplyva ze zdanlivé symetrie zadani. PovSimnéme si, ze proménné x a y jsou sice zaménné v rovnicich (5.36),
ale bod @' = (1, -1) jiz symetrii nevykazuje. Zderivujeme-li nyni rovnice (5.37) podle y, povede vznikla soustava

2 2
—29E % — 2725 —12ugt gt —6uP S = 0,

dx dy dxdy dx dy oxdy
2z _ Pu _ 0
oxdy  oxdy

k hodnoté smisené parcialni derivace
2= =1
oxdy 2

ZakonCujeme tedy tvrzenim, ze druhym diferencidlem implicitni funkce z(x, y) zadané rovnicemi (5.36) v bodé 4 je
kvadraticka forma

1
dz(d, dy) = (dx? + 2dxdy + dy?).
5.2.7 Priklad
V tomto prikladé budeme zkoumat Taylorovu aproximaci funkce z(x, y) zadané implicitné rovnici
2 2

a—2+§+c—2:1, (538)
kde a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Hledat budeme Tayloriv polynom druhého stupné v bodé (xo, y0) = (0,0),
kde z(xo, yo) = —c := zg. Oznacme proto A= (0,0, —c) a zkoumejme nejprve, zda rovnice (5.38) skutecné zadavé na
okoli tohoto bodu A implicitni funkci z(x, y). Podle obecné véty o implicitnich funkcich musi byt (kromé jiného) splnéno,
ze

oF -
—(A) #0,
5 WM #
kde
22 2
F(x,y,Z):—z'i'ﬁ'i'c——l:O
Tato podminka ale v naSem pripadé splnéna je, nebot
(9F > zZ 2
—(A)=2= =——%0.
&z( ) 2 l(x,,2)=(0,0,~c) c

Parcialni derivaci rovnice (5.38) podle proménné x a posléze podle i dostavame

9z _ _cx 9z __ 2y
ox a2z’ dy bz’
odkud 5 5
Z 2
a(xo, Yo) = 8_y(x0’ Yo) = 0.

Dalsim derivovanim snadno vypocCteme

9
0%z 2z-x% 9%

(0, y0) =
S s == (X0, o) = —
e N A
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0z
Pz 2Z7Yey Pz

S, - ’ (xO/ yO) = £/
dy? 2 22 dy? b?
Jz
Pz 2 Xy %z
oy~ @ 2 axay W =0

Taylorovym polynomem druhého stupné funkce z(x, y) je tudiz polynom

2 _ c 2, € 2
T Y) = ek og gy
Proto je elipticky paraboloid
2y oz
2 o ! (5.39)

kvadratickou plochou aproximujici na okoli bodu 1= (0,0, —c) skute¢né chovani implicitni funkce z(x, y) zadané rovnici
(5.38).

Obrazek 5.21
Elipticky paraboloid (5.39) te€ny k nerotatnimu elipsoidu (5.38).

5.2.8 Priklad

Pokusme se sestavit obecny vzorec pro tecnou rovinu k eliptickému hyperboloidu

L E (5.40)

v jeho bodé (xo, Yo, z0). Pfitom a,b,c > 0 necht jsou pevné zvolené parametry. Na rovnici (5.40) budeme pohlizet jako
na rovnici generujici implicitni funkci z = z(x, y). Chceme-li nalézt te€nou rovinu ke grafu funkce z = z(x, v), tj. k plose
(5.40), je treba zkonstruovat prislusny prvni totalni diferencial. Pro korektnost reseni vyluCujeme z uvedeného postupu
ty body (xo, yo,20), v nichz nenfi spInéna podminka

9 (2 ]/2 72
g(;ﬁﬁ‘c—z‘l)”

tj. body, kde zg = 0. Jde tedy o vsechny body elipsy

2 2
E={(x,y,0)eE3: z—2+—=1}.

Podle véty o implicitnich funkcich snadno vypocteme, ze

2

dz _c*x dz _cy
ox atz’ dy bz
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Proto
c Xo c yo

—( 0, Yo) = e ( 0, Yo0) = %

a pro totalni diferencial funkce z = z(x, y) tak dostavame rovnost

2 2
_ _ X ¢ Yo
dz(xy,yo)(dx, dy) = z — zp = ZZ% dx + » % dy.
Po jednoduchych apravach
2 xg 2y
z—2zp= 22 2 (x — xo) 2 (y Yo),
c2 Xo c Yo _ Zxo . c2 z
a2z b2 zo Tz Vg, TR

@2 2 a2 b

pak snadno odvodime hledanou rovnici pro te€nou rovinu ve tvaru

2 2 2
o Yo _Z0 _To, Ko %o
2 2

XXO YYo zzp

Podotykame, ze bylo uzito faktu, ze bod (xo, Yo, zo) je bodem studovaného eliptického hyperboloidu, a tedy

2 2
0

2
o,h_ &

2 ;2"

Rovnice (5.41) navic ziistava v platnosti i pro vyloucené body elipsy E, jak se Ize jednoduse presvédcit modifikaci reseni
pro implicitni funkce x = x(y, z) ¢ y = y(x, z).
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Kapitola 6

Regularni transformace parcialnich
diferencialnich vyrazi

Zaménovat nezavisle proménné v obycejnych diferencialnich rovnicich je pomérné snadnou a standardni alohou. Vime
napriklad z teorie diferencialnich rovnic Eulerova typu, ze takové zamény mohou byt extrémné vyhodné pri reseni
diferencialnich rovnic. Vzpomeime ku prikladu, ze transformace tvaru x = ef prevede Eulerovu diferencialni rovnici
Yo —oamx™y™(x) = g(x) pro nezndmou funkci y(x) na rovnici s konstantnimi koeficienty Y.\, _o by ™(t) = q(t). Lze ale
obdobné postupy aplikovat také na FeSeni parcialnich diferencialnich rovnic? To si ukdzeme nyni.

6.1 Zamena promeéennych

V prvni Casti této kapitoly se budeme vénovat teorii transformaci parcialnich diferencialnich vyrazdi (Ci parcialnich di-
ferencialnich rovnic) do novych proménnych. To je zakladni procedura nezbytnéd k Gpravam parcialnich diferencialnich
rovnic do elegantnéjsich, a tedy snaze resitelnych tvard.

6.1.1 Komentar

Ze vsech moznych transformaci v prostorech E" se budeme zabyvat pouze témi, které "zachovavaji podstatu transformo-
vanych objekti, "tedy témi, které napt. prevadi regularni kiivky na jiné regularni krivky, regularni plochy na jiné regularni
plochy atd. Vynechdme proto tzv. singuldrni transformace, jakou je napt. transformace (x, y) < (&, 1), definovana pred-
pisem

XEM = V2& yEMN=¢

Takova transformace totiz napi. polorovinu {(&, 1) € E%: & > 0} v soufadnicich &, 1 deformuje na parabolu X% - 2y =0
v soufadnicich x, y.

6.1.2 Definice

Vektorovou funkci ﬁ(a?) : E" +— E" nazveme prostou, resp. prostym zobrazenim na mnoziné G C E’, pokud pro kazdé dva
riizné body %, 7 € G (X # 7)) plati, ze F(¥) # E(i)).

6.1.3 Komentar

Vyslovime nyni uzite€né véty (uvedené jako lemmata) z teorie linearni algebry. Budeme je dale vyuzivat pii dokazech
nékterych vét.
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6.1.4 Lemma

Necht A = (aij)szl je regularni Ctvercova matice radu r. Oznacme f;; algebraicky doplnék jejiho prvku a;j, tj.

ai aiz ... 011 aji+1r ... A1 ai,r
az axp ... 021 @,j+1 --- 21 as,r
Bii = (- 1)1‘ +j ai-11 @i-12 ... 4i-1,j-1  Ai-1,j+1 ... Gi-1-1 i-1r
ij
Aiv11 Aiv12 --- Aivlj-1 Aitlj+1 --- Aiklr-1 Aitlr
Ar-11 Ar-12 ... Or-1j-1 Gr-1,j+1 -+ Or-1,-1 Ar-1r
an arp B | Ar,j+1 N Ty | Ay

r—1

Pak oznacime-li B = (ﬁij)lszl matici téchto algebraickych doplnkd, plati rovnost det(B) = (det(A))
Dikaz:

e viz priklad 2.42, strana 36 ve skriptech [1]

6.1.5 Lemma

Necht A = (aij)szl je regularni Ctvercova matice radu r a f;; algebraicky doplnék jejiho prvku a;;. Pak

Bun Pz ... Pir

~ 1 B1 P ... Por
A= det(A) :

ﬁlr ﬁZr cee ﬁrr

Dikaz:

e viz véta 2.40, strana 35 ve skriptech [1]

6.1.6 Definice

Vektorovou funkci 15)(3?) : E" — E" nazveme regularni, resp. reguldrnim zobrazenim na mnoziné G C E’, pokud
e mnozina G je oteviena,
° ﬁ()?) méa na G spojitou Jacobiho matici, tj. vsechny prvky Jacobiho matice jsou na G spojitymi funkcemi,

e a pro viechna ¥ € G plati nerovnost det(%) (¥ # 0.

6.1.7 Komentar

Povsimnéte si, ze regularni zobrazeni nemusi podle definice byt nutné prosté! To ukazeme v nasledujicim prikladé.

6.1.8 Priklad

UkazZme nyni, Ze zobrazeni (x,y) = ﬁ(@, @) = (ocos(p), psin(@)) je na mnoziné G = (0, +00) X (0,4) regularni. Snadno

-

nahlédneme, ze G je otevienou mnozinou a F(g, @) na ni spojité diferencovatelné. Vypoctéme tedy prislusny jacobian.

Ten je tvaru
D(x,y) )
det =
(D(@, ®)

S
a nemiize tudiz na G nabyt nulové hodnoty. Prestoze je ale nyni prokazano, ze F(g, ¢) je na G reguldrnim zobrazenim,

neni na G zobrazenim prostym, nebot pro dva rtizné body (01, 1) = (1, ) a (02, 2) = (1,3m) plati rovnost ﬁ(@1,¢1) =
ﬁ(@z, @2) = (=1,0), coz odporuje definici prostoty.

cos(p) —o sin(e)
sin(p) 0 cos(p)
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6.1.9 Veta

Necht F(¥) : E > E je regularni zobrazeni na mnoziné G C E’. Pak pro kazdé @ € G a kazdy index i € # existuje totalni
diferencial
dF; (dx,dx, ..., dx;)

funkce Fi(¥) : E = R v bodé 7.
Diikaz:
e podle predpokladii ma funkce F;(¥) : E" = R v bodé @ € G spojité viechny parcialni derivace

e podle véty 2.3.16 tedy existuje totalni diferencial dF; (dxy, dx,, ..., dx,)

6.1.10 Definice

Vektorovou funkei I(x) : E" > E’ definovanou predpisem I;(¥) = x; pro i € # nazyvame identitou v E'.

6.1.11 Lemma

S
Identita I(X) : E" — E’ na r—dimenzionalnim prostoru E" je regularnim a prostym zobrazenim. Jacobiho matici identity
je jednotkova matice radu 7.

6.1.12 Veta
Necht ﬁ()?) : E" — E’ je regularni zobrazeni na A, kde A C E’ je tedy otevienou mnozinou. Potom ﬁ(A) je otevrena
mnozina v E’.
Diikaz:
e zvolme b € ﬁ(A) libovolné
o pak jisté existuje 7 € A tak, ze b = E@)
e snahou je (podle definice oteviené mnoziny) ukazat, ze Eje vnitfnim bodem mnoziny ﬁ(A), tj. ze existuje okoli
U, (D) takové, 7e celé lezi v mnozing £(A)
e chceme tedy de facto dokazat, ze kazdy bod i/ € (L{g(l;) ma vzor %, ktery lezi v A
e jinymi slovy: rovnice
v =Fx) (6.1)
by méla mit pro kazdé ij € ‘L{g(l;)) n&jaké reseni ¥ € A

e rovnici (6.1) zapiSeme ve tvaru
"

O, ) =0, (6.2)

-

kde jsme polozili (1_5(3?,37) =FX) -y

- =

o jelikoz b = E(@), je (@, b) =0

e dale

det(D—q_),] = det(gi) #0
Dx Dx

e tudiz podle véty o implicitnich funkcich 5.2.4 existuje 7/[5(1;) takové, ze pro vechna ij € 7/[5(1;) existuje pravé jediné
¥ € Us(d) implicitné zadané rovnici (6.2)

e plati pro ngj, ze q_ﬁ(a?,g’) =0, tj. V= E®@)

e to dokoncuje diikaz
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6.1.13 Veta — o lokalni prostote
Necht A C E’ j_? oteviend mnozina a ﬁ(f) : E" — E’ regularni zobrazeni na A. Potom pro kazdy bod 7 € A existuje okoli
U;s(a) tak, ze F(X) je prosté na Us(d).

Dikaz:

e zvolme 7€ A libovolné a oznacme b = F(@)

e 7z predes|é véty vyplyva, Ze existuje ‘L{{(I;) C ﬁ(A) tak, ze pro jakékoli i/ z okoli ‘L{{(I;) existuje jednoznacné urcené
7€ A tak, ze i = E(¥)

e tim je tedy definovano (opét podle véty o implicitnich funkcich) spojité zobrazeni ¥ = @(3))
e vezméme okoli Us(@) bodu & tak, aby E(Us(d)) c U, (b)
e vzor B mnoziny Us(@) pri spojitém zobrazeni ¥ je podle véty 1.4.2 otevienou mnozinou, tj. B = B°

e tim je zaruceno, ze zobrazeni ﬁ(a?) mezi Us(a) a B je bijektivni, tedy i prosté

6.1.14 Lemma

Necht je vektorova funkce ﬁ()?) : E" — E’ regularnim zobrazenim definovanym na mnoziné M C E’. Necht 6(37) B> E
je regularnim zobrazenim definovanym na mnoziné ﬁ(M) C E’. Pak zobrazeni (éoﬁ)(a?) : E" — E’ je regularnim zobrazenim

na mnoziné M C E'.
6.1.15 Definice
Necht je na mnozing A C E’ zadana vektorova funkce F(X) : E — E’. Vektorovou funkci G(¥) : E' — E’ nazveme
inverzni vektorovou funkci k vektorové funkci F(X) a oznacime F°(X) pravé tehdy, kdyz pro vsechna ¥ € A plati rovnost
(G o F)(®) = I(x).
6.1.16 Veta — o regularite inverzniho zobrazeni
Necht ﬁ()?) : E' — E’ je regularni a prosté zobrazeni na mnoziné G C E’. Pak k nému existuje inverzni zobrazeni
G(%) : E' — F’, které je na mnoziné f(G) regularni a prosté.

Diikaz:

e prostota inverzniho zobrazeni je za danych predpokladt zfejma a plyne pfimo z definice inverzniho zobrazeni

e oznaCime-li H = ﬁ(G) obraz mnoziny G pfi zobrazeni ﬁ()?), plyne z véty 6.1.12, ze H = H°

e navic systém rovnic
Qj(X, 1) = y; — Fi(x1,x2,...,%) =0, (je?) (6.3)

predstavuje soustavu 7 rovnic pro r nezndmych x1,x2,...,X,

e na okoli kazdého bodu . .
A= (Cll,ﬂz,...,ar,bl,bz,...,br) [S GXF(G)

DA o . (DELF,...F)
det[ﬁ](/\) = det(m)(ﬁ) +0 (64)

je determinant

nenulovy
e jsou tak naplnény predpoklady véty 5.2.4 o implicitnich funkcich
e soustava (6.3) tedy zadava jednoznacné funkce x; = x;(y1,y2,...,yr), kde j € )
e nasim cilem nyni je ziskat Jacobiho matici inverzniho zobrazeni ¥ = ¥(¥)), tj. vypocitat parcialni derivace

8xk

&_}/i' (ietke?) (6.5)
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e parcialni derivaci soustavy (6.3) podle proménné y; ziskame sadu r rovnic

0= Fidu | dRdu Iy L IRy
— Ix dyi dxy dy; dx3 dy; T ox, Jy;
0= 22 | dBdu | B dn OF; 9,
— oxy dyi dxy dy; dxz dy; T ox, JY;

iy Iy IFiy 9%y | IFiny 9%3

_ JF;i_1 dx,
— odx1 dy; dx, dy; dxz dy; R dx, dy;
— i 0X1 i 0X2 i 0X3 i OXr
L om0 oF, %,
~ dxy dy; Ixy dy; dxz Ay ol Oxy dyi
0= OFiy1 dx; |, JFi1 9xp | IFiy 9x3 + + OFi 1 dx,
dx1 dy; dxy dy; dxz Jy; e dx, dy;
_Rdn , i | OFdn oF, 2%,
— dxy dy; Ixy dy; dx3 Ay T Ix, dy;
e ta predstavuje soustavu 7 rovnic pro r nezndmych 2, 22 9%
p J p y ayl 4 ayl VA ayl
e zapsana do maticového tvaru ma tato soustava tvar
oOF O o\
ox; dx, " Ox, ay’
I IR Ik || 52
ox1 dx, °°° Ox, yi
o IR N | BT Y
dxy  dx, T dx Ay
o R o) || o
x;  dx, T Ox, a—y: 0

e determinantem této soustavy je pravé determinant (6.4), a proto je soustava z Frobeniovy véty reSitelnd

e podle Cramerova pravidla ma soustava reseni

P _ duy
a]/,‘ h A !
kde ( )
DFLFZ,...,F})
A =det| ————=
(D(XLXZ/‘”/-XV)

je determinant soustavy a Agy je determinant matice, jez vznikne nahrazenim k—tého sloupce matice soustavy
sloupcovym vektorem pravé strany (0,0,...,0,1,0,...,0)T, kde jednicka vystupuje na i—té pozici

e kazda derivace g—’; je tedy spojita, ¢imz je naplnén druhy pozadavek kladeny na regularitu zobrazeni ¥ = C_f(g’)
e zbyva tedy dokazat, ze prislusny determinant neni nulovy

- >

e Jacobiho matici zkoumaného inverzniho zobrazeni ¥ = ¥(¥)) = é(f) je, jak bylo demonstrovano vyse, matice

D(G1,Gar..., G [Aaw) 1 r
B= = = —(Auw).
D(yll y2/ R yi’) ( A ( (k))z/k:1

r
ik=1 A

e uvédomime-li si nyni, Ze determinant Ay je roven algebraickému dopliku S Cisla a; matice
(a&)y DF
A = a— = -
Xk )1 DX

plati podle lemmatu 6.1.4 rovnost

r=1
det(A) -1
det(B) = é det(C) = ( A ) = AN = %

kde C = (ﬁik):k_l je matice sestavena z algebraickych doplikil i

S
e jelikoz determinant inverzniho zobrazeni ¥ = ¥(ij) = G(¥) je nenulovy, je toto inverzni zobrazeni regularni
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6.1.17 Komentar

Z vyse uvedeného dtikazu navic plyne, ze

Bui Pa .. Pn

1 P21 P ... Pr
Praem|

ﬁlr ﬁZr ﬁrr

a proto plati podle véty 6.1.5 rovnost B = A~!. Jacobiho matice regularniho zobrazeni ﬁ(a?) : E" — E je tudiz inverzni
k Jacobiho matici inverzniho zobrazeni FO(i)) : E" — E’. Doplitkové bude tento problém resen také ve vété 6.1.18.

6.1.18 Veta — o Jacobiho matici inverzniho zobrazeni

Necht je na mnoziné G C E” zadano regularni a prosté zobrazeni ﬁ()?) : E" — E’. Pak pro Jacobiho matici B inverzniho
zobrazeni Fo(%) : " — E’ v bodé b = F(d) a Jacobiho matici A vektorové funkce F(¥) v bodé @ € G plati rovnost B = A~

Diikaz:

e necht A je Jacobiho matice regularniho a prostého zobrazeni E() : E' - E’ v bodé 7€ G
e pak z definice regularniho zobrazeni plyne, ze det(A) # 0
e podle véty 6.1.16 tedy existuje k F(¥) inverzni zobrazeni Fo(%)

e oznaCme B Jacobiho matici tohoto inverzniho zobrazeni 15)9(3?) B’ E' v bodé b = ﬁ({i’)

e snadno nahlédneme, Ze Jacobiho matice identity z definice 6.1.10 je jednotkovou matici I Fadu

e podle véty 6.1.9 maji jak zobrazeni FE(X) tak samotné E(?) totélni diferencialy v bod& b, resp. @
e tim jsou naplnény predpoklady véty 2.3.24, a bude tudiz mozno uzit jejiho tvrzeni, ze B- A =1

e odtud je jiz ziejmo, ze B = A™!

6.1.19 Dasledek — o jacobianu inverzniho zobrazeni

Necht plati predpoklady predeslé véty. Pak jacobian inverzniho zobrazeni Fo(%) v bodé b= F(@) je roven prevracené
hodnoté jacobianu zobrazeni F(X) v bodé 4.

6.1.20 Definice
Necht

(6.6)

2
q)(xl,xz,...,xr, Jdz 0z 0z 0°z )

dx1 dxy” T Ix,” &x%"”

je diferencialni vyraz pro funkci z(¥) : B — R. Necht 3?(5) : E" — E’ je regularnim a prostym zobrazenim na mnoziné
M c E". Potom r vztaht x; = x;(&1, &2, ..., &) pro i € 7 nazyvdme transformacnimi vztahy prvniho druhu a prechod od
vyrazu (6.6) k vyrazu

(6.7)

2
q) [51/ 52/ R éi’/ az az az a = )

&—61,&—62,...,&—67‘,&—%,...

-

pro funkci z(&) : E" — R transformaci prvniho druhu.
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6.1.21 Priklad

Budeme nyni transformovat parcialni diferencialni rovnici

,d%u u  ,Pu  Ju  du

y W—nym+x &—yz—X$—y&—y=0

pro neznamou funkci u(x, y) na rovnici pro funkci u(g, @) prostrednictvim vztaht

x =pcos(p), y=opsin(p). (6.8)
Jelikoz
t(@(x y)) cos(¢) —o sin(p)
D(o, p) sin(p) o cos(g)

je zadana transformace regularni a prosta na mnoziné A = {(9,) € R*: 9 >0 A 0 < ¢ < 2m}. Zderivujeme-li vztahy
(6.8) podle x dostavame soustavu

_do N
1= E cos(p) — o sm((p)a,
do dg
0= o sin(p) + o cos((p)a
Jo

L2 o Ip RV im ie dvoii
pro nezndmé - a 5-. ReSenim je dvojice

do _ dp _ sin(p)
5y =Cos(@) Go=-—

Podobné po derivovani soustavy (6.8) podle y ziskame rovnice

_do . dp
0= 7y cos(p) — 0 Sm((P)&—y,
do . dp
1= Iy sin(p) + 0 COS((P)&—y,

jejichz resenimi jsou parcialni derivace

do i dp  cos(p)
— =sin(p), — = .
Iy () Iy 0
Odtud tedy
u &u 8u sm((p) Ju Jdu du cos(¢)
- — , — = —sin .
ax 9° os(e) 0 dy  do @)+ dp o

Dalsim derivovanim prvni z dvojice téchto rovnic podle x obdrzime druhou parcialni derivaci

% - cop) 3%21 _ 2sin(p)cos(p) Pu sin®(p) o%u . sin*(¢) Ju | 2sin(p) cos() du

0 dodp > 9> 0 do @ I’
Analogicky vypocteme
Pu ., Pu  2sin(p)cos(p) Pu  cos*(p) PPu  cos* (@) du  2sin(p) cos(p) du
oy =S OGe A AN
%u 2u cos(Z(p) d%u B sin(¢) cos(¢) 82_u B sin(¢) cos(¢) du cos(2¢) du

a & Sln((P) COS((P) 0 a@a(p @2 3@2 0 &Q Qz %1

coz po dosazeni do pivodni rovnice vede k vysledku

%u

dp?
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6.1.22 Definice

Necht (6.6) je diferencialni vyraz pro funkci z(¥) : E" — R. Necht 5(9?) : E" — E’ je regularnim a prostym zobrazenim
na mnoziné M C E". Potom r vztaht & = &;(x1,x2,...,X;) pro i € ? nazyvame transformaénimi vztahy druhého druhu a
prechod od vyrazu (6.6) k vyrazu (6.7) pro funkci z(§) : E" — R transformaci druhého druhu.

6.1.23 Priklad

Budeme nyni transformovat parcialni diferencialni rovnici
29f of

aZf )Zf
3 2 4.5
X 52 - xy _y2 —3x > +3xy—;y +8x*y’ =0

transformacnimi vztahy

R I

&= xy, n=
druhého druhu. Tato transformace je regularni na mnozingé M = {(x,y) € R>: x # 0 A y # 0}, nebot pro jeji jacobian

plati
DEM\ _ v
det(@(x,y)) =2 <

Nyni budeme provadét samotnou transformaci. Zrejmé

of _ of _yof 9f _

2 1of
ox ~7oE x2dn’ dy  TIE xon

Podobné ziskame také druhé derivace

2 2 2 32 2 2
Pf_28f VOf v Pf 2y9f

o2 =92 T o “x2d&an " K3 an’

2 2 2 2
&_'f:xza_f+l&_'f+2&f‘
dy? d&%  x2an?  9&dn

’f of

Po dosazeni ziskame rovnici

—4x1? e 4.5 _
4xy 9éan +8y8n +8x"y’ =0,
kterou na mnoziné M snadno upravime do finélniho tvaru
*f  20f
- =_28=0
dédn  &Edn ¢

6.1.24 Komentar

Pro zadany diferencialni vyraz (6.6) lze vzdy provést pouze transformaci prvniho druhu, nebot pro provedeni obecné
transformace je treba znat vztahy x; = x;(&1,&2,...,&;) pro i € 7. U transformace druhého druhu, ackoliv je samo jeji
provedeni jednodussi, byva nékdy problematické nalézt explicitni vyjadieni ptivodnich proménnych X pomoci proménnych
gnové zavadénych.

6.1.25 Komentar

Kromé transformaci nezavisle proménnych definovanych v definicich 6.1.20 a 6.1.22, kdy provadime prechod od funkce

z(x1,x2,...,%;) ke stejné funkci z(&1, &y, ..., &), 1ze provadét i obecnéjsi prechod, kdy jsou zaméhovany nejen nezavisle
proménné, ale i zavisle proménné (tedy funkce). Od funkce z(x1, x2, . . ., x;) pfechazime k nové funkci w(xy, xo, . .., Xy, 2(x1, X2, . .., X))
bud zobecnénou transformaci prvniho druhu zavedenou vztahy

Xi = xi(él/ 52/ ey 67‘/ W(El, ey 67‘))/
z= Z(él/ 52/ ceey éi’/ w(él/ 52/ ceey 57’))/

nebo zobecnénou transformaci druhého druhu, zavedenou vztahy

El‘ = Ei(xll x2/ ey x}’/ Z(xlr x2/ ey x}’))/

w= w(x1,x2, e, Xy, 2(x1, X2, . .,xr)).
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Pro regularitu té&chto obecnych transformaci pozadujeme, aby na mnoziné, kde je transformace provadéna, platilo

Z)(xl,xz,...,xr,z))
det #0,
¢ (9(51152/-'-157’/w)

nebo (coz je diky dasledku 6.1.19 ekvivalentni)

D(él/ 52/- “/57’/ w)
dEt( D(x1,x2, .., Xr,2) ) #0.

6.1.26 Priklad

Budeme substituovat diferencialni rovnici

2Pz o P2 a0 Ay 9z X0z
o2 Voxay TV T —pox T Ve yay

pro neznamou funkci z = z(x, y) zobecnénymi transformacnimi vztahy druhého druhu
2, .2 Z
a=x"+y, b=2xy, w=—,
Xy

kde w(a, b) predstavuje novou funkci. Zjistéme nejprve maximalni mnozinu M, na niz je zadana transformace regularni.
Vypocteme proto Jacobiho determinant

2x 2y 0
det(D(a’ b, w)) X 0 4(x? - y?)
| = X =,
D(x,y,z) y . ) xy
¥y T wy

z jehoz tvaru plyne, ze M = {(x, V,2) EBP: x#0Ay#£0 A x# iy}. Jak je patrno, plynou z transformacni rovnosti
z = xyw dva vychozi vztahy

%z _ w+xa—w %—xw+x&—w
ax YT oy T Yoy
Dale vypocteme prvni derivace nové funkce:
Jw Jw Jw Jw Jw Jw
g —2x$ +2y%, &—y —2]/5 +2x%.
Po dosazeni do vyse uvedenych rovnosti obdrzime vztahy
z dw 50w z ,dw 5 dw
ax—yw+2xya + 2xy b ay—xw+2xy 8a+2xy8b

Druhé parcialni derivace pak ziskdme standardnim algoritmem.

Pz dw dw dw w5 Pw , *w 3w
ﬁ‘-"(zx%”y%)”xm”y o G I gy Y

%z ow ow . ,0w ;%W *w P*w
a—yz—x(2y$ +2x &b)+4xy&—+2x%+4xyﬁ+8xy&&b+4 XYz

>’z dw dw ,dw dw ,Pw ) 2&
—axay—w+y(2ya +2x%)+2x5+4xy%+4xy ) +4(x° y+xy)a b +4x Ul

Zde jiz mtizeme dosadit do zadané rovnice za vsechny transformované vyrazy. Vysledek
dxy(x* -y )2 T+ 2y —y )

dale mtizeme na mnoziné M upravit do tvaru

Fo, 1 o
da2 202 —y?) da
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Uvédomime-li si dale, ze a> — b* = (x> — y?)?, dostavame konecnou podobu vysledku tohoto prikladu, a sice

&2_w+71 a_w—o
2 o\Z_pda

Davodem, proc jsou transformace v matematice tak frekventované, je skutecnost, ze transformuji rovnice na jednodussi

typy, jez jsou jiz snadnéji resitelné. Tak napriklad posledné uvedena rovnice prejde substituci v = % na obycejnou

diferencialni rovnici
do v

—+—=0

da 22 _p2
s parametrem b. Takovou rovnici pohodIné vyresime napr. metodou separace proménnych. Vice se s touto problematikou
obeznamime v nasledujici kapitole, resp. v oblasti matematiky nazyvané matematicka fyzika.

6.1.27 Priklad

Jednim z nejjednodussich prikladii zdmény je zdména zavisle proménné za nezavisle proménnou v obycejné diferencialni
rovnici. Jedna se tedy o transformaci diferencialni rovnice pro neznamou funkei y(x) na diferencialni rovnici pro neznamou
funkci x(y). Podle véty o derivaci inverzni funkce dostavame (v symbolickém zapise)

,_[dx\"
y_dy 4

tedy oznacime-li pro acely tohoto prikladu derivaci podle y teckou, ziskdme y’" = % Dale (postupnym derivovanim)

/f_i(l)_i(l)ﬂ__il__i
YT \x) T ay\d) e T Ty T @

Pro vyssi derivace se postupuje analogicky.

6.2 Linearni a krivocaré souradné systémy

V nadchézejici Casti textu si predstavime jednoduchou afinni transformaci, ale také nékteré privilegované soustavy kfi-
vocarych souradnic v prostorech E? a E3, do nichz se vétsina praktickych aloh kvali jednoduchosti feseni prevadi.

6.2.1 Priklad — afinni transformace

Nenérocnou zdménou proménnych v parcidlnim diferencialnim vyrazu je afinni transformace
r
X; = E aijyj + bi (ier),
j=1

57

kde a;; € R a b; € R. Takovou transformaci lze v prostoru E" elegantngji zapsat uzitim maticového formalizmu ¥ = Ay/+b,
tj.

X1 an a4 ... ai 1 b
X2 ay ayp ... ay Y2 by
= . +
Xy ar A2 ... Oy Yr br

Jacobiho matici tohoto zobrazeni je zjevné matice

a1 a4z ... air

_ D(XLXZ/‘ ”/xf‘) _ A G ... Gy
D(}/lz Ya,evvy yf‘)

arl Ay ... Ay

Zkoumana afinni transformace je tedy regularni na E’, pravé kdyz je matice A regularni, tj. je-li det(A) # 0.
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6.2.2 Priklad — polarni souradnice

Na mnoziné M = {(g, ) € E*: 0> 0 A ¢ € (0,27)} uvazme zobrazeni dané rovnostmi
x=pcos(p), y=psin(p). (6.9)
Jde o regularni a prosté zobrazeni na mnoziné M, nebot M = M°, déle funkéni vektor ﬁ(@, @) = (ocos(p), osin(g)) ma

spojité prvni derivace a
D(x, y))
det =0>0
(D(@, 9) ¢

Povsimnéme si toho, ze
FM)={(x,y) €B?: y#0 Vv x<0}=E2\{(x,y) e E2: x>0 A y=0}.

Tedy uvedena transformace nezobrazuje mnozinu M na celé E2, nybrz pouze na E? bez nezaporné ¢asti osy x. Dalsi véci,
ktera je hodna poviimnuti, je fakt, Ze zadané zobrazeni je regularni i na mnozing napf. N = {(g,9) € E*: 9 >0 A @ €
(0,4m). Tehdy jiz f(M) =E?\ {6}. Tentokrat se ale nejedna o prosté zobrazeni, zatimco v plivodnim pfipadé ano.

Zavedenou transformaci ve dvoudimenzionalnim prostoru E? nazyvame polarni transformaci a souradnice g, polar-

nimi. Prvni z nich se nékdy nazyva rddius a druha dhel. Jejich vztah k pivodnim kartézskym souradnicim x, i je dobre
patrny na nasledujicim obrazku. Povsimnéte si, ze polarni soufadnice (6.9) splhuji rovnost x2 + 12 = ¢?.

\ 4

Obrazek 6.22
Zavedeni polarnich souradnic.

6.2.3 Priklad — zobecnéené polarni souradnice

Analogii k polarnim soufadnicim predstavuji tzv. zobecnéné polarni souradnice, které jiz nejsou odvozeny od polarniho
popisu pohybu bodu po kruznici se stredem v bodé 6, ale od pohybu bodu po elipse o poloosach a,b € R* se stredem
v obecném bodé (s, t) € E2. Zobecnéné polarni soufadnice g, ¢ jsou definovany na jiz citované oteviené mnozing M =
{(lo,p) €R*: p>0 A @ €(0,2m)} predpisy

x =s+apcos(p), y=t+bosin(p).

Zobrazeni je regularni a prosté na mnoziné M, nebot funkéni vektor f(@, Q) = (s + apcos(p), t + bo sin((p)) ma spojité
prvni derivace, M = M° a

D, )
D(o, ¢)

det( ):abg> 0.

Zobecnéné polarni souradnice vyhovuji rovnici
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6.2.4 Komentar — pseudopolarni souradnice

Necht a # 0, « # 1 je parametr. Vztahy
x=pcos*(p), y=psin®(p)
predstavuji na mnozine M = {(g,p) €E>: >0 A p € (0, %)} rovnéz regularni a prosté zobrazeni, které se dosti asto

vyuziva pri reSeni nékterych aloh. Vypocet prislusného jacobidnu je naplni cviceni. Pseudopolérni souradnice spliuji

rovnost

x2/a Z/a

+
a Ize k nim v analogii k predchozim vaham zkonstruovat také zobecnénou variantu. Zvolime-li pfi definici pseudopolar-
nich souradnic napr. & = 3, popisuje rovnice

o= (PP +1yP) " =1

zobecnéni kruznice, jez byva nazyvano asteroidou. Jeji tvar je vyobrazen na levém obrazku nize.

y Ay

v

Obrazek 6.23
Asteroida [x[*® + |y’ = 1 a pseudokruznice |x|° + |yl® = 1.

Pfi volbé a = 1/3 m4 rovnice krivky tvar g® = x° + y® a kivkou g = 1 je tzv. pseudokruznice vyobrazena na predeslém
obrazku vpravo.
6.2.5 Priklad — cylindrické souradnice
Cylindrické (valcové) souradnice v E* definujeme na M = {(9,,h) € E®: 0> 0 A ¢ € (0,2m)} rovnicemi
x=opcos(p), y=opsin(p), z=h (6.10)

Zobrazeni je regularni a prosté na oteviené mnoziné M, nebot funkcni vektor ﬁ(@, @, h) = (ocos(p), osin(p), h) ma spojité
prvni derivace a pro jacobian plati nerovnost

cos(p) —psin(p) 0
)— sin(p) pcos(p) 0 [=0>0.
0 1

Dx,v,2)
det(zx@, )

Jak je patrno z obrazku, valcové souradnice popisuji pohyb bodu po plasti véalce, ktery mé osu totoznou s kartézskou
osou z a vyhovuji rovnosti x? + y* = p*. Zobecnéna varianta cylindrickych soufadnic ma na mnoziné M = {(g, ¢, h) € E® :
0>0 A @ €(0,2n)} definicni vztahy tvaru

x=s+apcos(p), y=t+bpsin(p), z=u+ch,
kde s, t,u € R aa,b,c € R" jsou parametry. Jacobian zobecnénych vélcovych souradnic ma hodnotu
acos(p) —apsin(p) 0O
) =| bsin(p) bocos(p) 0 |=abco> 0.
0 c

D(x,y,z)
det| ————
(D(@, @, h)
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Zobecnéné valcové souradnice popisuji pohyb bodu po plasti eliptického valce

() (5 =

a b -e

(poloosy fezu valce jsou a, b), ktery mé osu prochazejici bodem (s, t, 1), jez je rovnobézna s kartézskou osou z. Souradnice
h ma oproti ose z pouze posunuty poCatek a zménéné méritko.

Obrazek 6.24
Zavedeni cylindrickych souradnic.

6.2.6 Priklad
Pokusme se na tomto misté tranformovat Laplaceiiv operator
9’ 9’ 9?
= ﬁ + a—yz + ﬁ

do cylindrickych souradnic z prikladu 6.2.5 na mnoziné regularity a prostoty M. Po zderivovani definicnich vztaht (6.10)
podle x obdrzime soustavu tFi rovnic

1= % cos(p) — o sin(go)g—f

0= % sin(¢p) + o cos(qo)g—f

0=12,
jejichz FeSenim je usporadana trojice
do dp oh sin(g)
(5'5'5) = (cos((p),— ,0].
Zcela obdobné resi soustavu ) .
0= 5 cos(p) — ¢ sin(p) 3,
. P
1= g—i sin(@) + o cos((p)a—(;)
0=2
ady’
trojice 9 3
222090 _ 4,01
dy’ dy” dy 0
a soustavu 5 3
0 = 52 cos(¢p) — o sin(p) 5
. 2
0= % sin(p) + o cos((p)a—f
1=2
— 0dz7
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trojice
do dp oh
(gl gl &) - (0/ 0/ 1) .
Odtud pak zjevné

i B sin(¢) i d . cos(¢) i i : i

2~ cos(p) 2~ sin(p) - +
ax W T T 9 ay Wt To 99 9z an

Dalsim derivovanim prvni z dvojice téchto rovnic podle x obdrzime druhou parcialni derivaci

&_2 _ 2sin(¢p) cos(¢) 9% N sin?(¢) 8_2 N sin?(¢) a9 N 2sin(¢) cos() 9
I 0 dedp & d¢? o 9o o P’

2
= = cos(p)

Analogicky vypocteme

;_;2 _ sin’(p) ;7_;2 . 2sin(p) cos(p) 92 . cos?(¢p) K . cos?(¢p) 9 2sin(p)cos(p) 9

0 dpdp 0> dp? 0o do o Ip
R R
922 2

Dosadime-li do predpisu pro Laplacetiv operator vypoctené derivace, ziskame

_P 1 2 10
S0 2 dp*  dn pdo

6.2.7 Priklad — sférické souradnice

Sférické (kulové) soutadnice g, 9, ¢ popisuji pohyb bodu po plasti koule se stfedem v bodé 0. Jsou definovany na mnoziné
M={(g,9,9)€E: 0>0 A @e(0,2m) A 9€ (-5, %)) definicnimi vztahy

x = pcos(9)cos(p), y=pcos(V)sin(p), z=psin(d), (6.11)
pro které plati

cos(Id) cos(p) —psin(d)cos(p) —pcos(P)sin(e)
o 252

m) =| cos(9)sin(p) —psin(I)sin(p) ocos(d)cos(p) |= —0* cos(9) # 0.

sin(J) pcos(V) 0
Zavedena transformace souradnic (x,v,z) = ®(g,@,9) je na celé mnoziné M regularni a prosta a vyhovuje rovnici
x% +y? + z* = ¢%. Za povsimnuti stoji, ze obrazem mnoziny M pfi zobrazeni (6.11) neni cela mnozina E3, ale pouze jeji

nevlastni podmnozina ®(M) = E® \ {(x, 0,z)€B®: x> 0}.
Zobecnéné sférické souradnice g, 9, @ jsou na téze mnoziné M definovany vztahy

x =s+apcos(d)cos(p), y=t+bocos(V)sin(p), z=u+cosin(V),
pro které plati

acos(9) cos(p) —apsin(d)cos(p) —apcos(V)sin(p)
) =| beos(9)sin(p) —bosin(9)sin(p)  bocos(9) cos(p) | = —abcg® cosd > 0.
csin(9) cocos(d) 0

D(x,y,z)
det| ————
(D(@, ®,9)

V tomto pripadé se jedna o popis pohybu bodu po plasti elipsoidu

() () () =

s poloosami a,b,c € R* a stredem v bodé (s, t, u) € E°.
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o

Obrazek 6.25
Zavedeni sférickych souradnic.

6.2.8 Komentar

Sférické souradnice ¢, resp. 9, chapané jako soufadnice zemépisné, predstavuji de facto zemépisnou délku, resp. zemé-
pisnou Sirku.

6.2.9 Priklad
Cilem tohoto prikladu je transformovat Laplaceiiv operator

2’ 2’ 9%
T2 ooz
do sférickych souradnic definovanych pro 0 > 0, ¢ € (0,2m) a 9 € (—%, %) v prikladé 6.2.7. Derivovani vztaht (6.11)
podle x vede na soustavu
P . . 9
1 = cos(9) cos(go)a—fj — psin(V) cos((p)% — pcos(I) sm(go)a—f
0 = cos(9) sin((p)% — psin(V) sin((p)% + pcos(9) cos((p)g—(f

0= sin(S)% + @cos(S)‘;—i,
jejimz resenim je usporadana trojice

((99 29 dp sin(9) cos(p)  sin(¢)

0 " pcos(9))’

ox" ox’ Ix

) = (COS(S) cos(p), —

0 = cos(9) cos((p)g—s — psin(V) cos((p)g—i — pcos(V) sin((p)%)
1 = cos(9) sin((p)g—i — psin(V) sin((p)g—j + pcos(V) cos((p)(;—g;)

0= sin(S)g—y@ + Qcos(S)‘;—i

s vysledkem

do 99 Ip\ . sin(9) sin(p) cos(¢)
(8_y' 8_y' 5_]/) = (cos(S) sin(¢), — 0 " geos(d)

a soustavu 5 3
0 = cos(I) cos(go)a—f — psin(Y) cos(go)‘;—‘;’ — pcos(I) sin(go)a—f

0 = cos(9) sin(@) 2 — psin(9) sin(p)L + g cos(9) cos(p) 2

1= sin(S)%’ + Qcos(S)g—f,

105



KAPITOLA 6. REGULARNI TRANSFORMACE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH VYRAZU

jejimz feSenim je usporadané trojice

do 99 d¢p cos(S)
(505 5 =m0 0]

Na tomto misté rozvazme, jak by bylo mozno predesly vypocet zautomatizovat aplikaci Cramerova pravidla. Tak napr.

29 cos(9)cos(p) 1 —pcos(I)sin(p)
7 Feos®) cos(9)sin(p) 0 gcos(d)cos(p) |=—
sin(9) 0 0

sin(¥9) cos(p)
—@ .

Podotykame, ze ¢len ——— predstavuje déleni determinantem soustavy, tedy jacobianem sférickych soufadnic. Uzitim
0% cos(9)

Cramerova pravidla by se predchazejici vypocet redukoval na vypocet Sesti jednoduchych determinanti vzniklych zaménou
vybraného sloupku v jacobianu prislusnym jednotkovym sloupcovym vektorem. Po takovém vypoctu pak tedy

aJ sin(9) cos(p) 9 B sin(p) o

% = cos(9) cos(¢)

ad do 0 a9 QCOS(S)%
J . d sin(d)sin(p) 9 cos(p) o
dy cos(9) sm((p)&g 0 a9  pcos(9) dp
J . d cos(®) J
5% sm(S)aQ + 39"

Pro ziskani druhych derivaci je tfeba pravé uvedené vztahy znovu derivovat. Tak napf. vypocteme, ze

»? ., ,, 02 sin’(9)cos*(p) 9? sin®(g) 92
T A E N R
sm(ZS) cos’(p) 9? sin(2(p) Pav sin(9) sin(2p) 2 , , ) 8
0 &Q&S o 9099 + Foos(d) 999 + = (sm (9) cos”(¢) + sin ((p)) @
1 sin(S) o2 ) J sinQp) 2
+ 2 " os(e) & n’(¢p) + 2sin(29) cos*(p) a S " 90 Foosi(9) 9p
Dale
P, P sin(9)sin’(p) o cos’(p) 92
2 = O I O T e T o) 2
sm(ZS) cos?(p) o sin(2p) 92 sin(9) sin(2p) 2 1 , , )
0 9099 + 0 9090 - Acos(®) 999 + = (sm (8) sin“(¢) + cos (go)) Q+
1 ([ sin(®) . o, )2 sinp) 9
+Qz cos(9) cos(p) +2sin(29) sin*() a5 0% cos?(9) dgp
a konecné
9_2 _ sin( S) 7 COSZ(S) 9% sin28) P  cos’(®) I 1

= 5 7m (29)

@2 2 992 0o d0dS o o

Nyni jiz miizeme provést samotnou transformaci. Po dosazeni vypoctenych derivaci ziskdme tvar

P 1P 1 2 29 sin®) 9

- 0? " ? 992 " 2 cos2(9) dg? " 0do  ¢*cos(9) Y’

ktery nékdy byva pro Gcely matematické fyziky upravovan do tvaru

02 do &Q Q 02 cos(9) 99 99 @ 2 cos?(9) dp?”

106




6.2. LINEARNI A KRIVOCARE SOURADNE SYSTEMY

6.2.10 Komentar

V analogii k pseudopolarnim souradnicim zavadéji se i v euklidovském prostoru E3 tzv. pseudocylindrické souradnice, a
to vztahy

x=pcos™(p), y=psin®(p), z=h,

2/ 2/

kde a ¢ {0, 1} je jejich parametr. Plati pro né rovnost x?/% +y2/% = ¢*/#_ Jeden zastupce télesa, jez je popsano pseudocylin-
drickou soustavou, je vyobrazen na obrazku 6.26 vlevo. Takové téleso je v souradné soustavé x = pcos*(¢) sgn(cos(¢)),
y= Qsin4((p) sgn(sin(g)), z =h pro ¢ € (0,2m) a h € (0, 1) popsano nerovnici

o= (Vi + Vi) <1

a mohlo by byt nazvano napf. pseudovalcem. Dalsi zajimavou soufadnou soustavou v E® jsou tzv. pseudosférické sou-
radnice, zavedené rovnostmi

x = pcos*(9) cos’(p), vy =pcos*(9)sin’(p), z=psin*(V),
kde a, 8 # 0 jsou parametry, které navic vyhovuji nerovnosti («, ) # (1, 1). Tyto souradnice vyhovuji rovnosti
( 26 28V L 2/a _ 2/a
P +y ) + 274 = o7/,

Zvolime-li napf. a = 1/2 a f = 2, popisuje rovnice

0= /(1 + ) +24 <1

téleso z obrazku 6.26 uprostred. V tomto pripadé neni od véci pojmenovat vyobrazené téleso pseudosférou. Zajimavy
jev nastava, zvolime-li « = § = 2. Pak je rovnici hranicni plochy zkoumaného télesa vlastné jednoducha linearni rovnice
0 =Ix|+ |yl + |zl = 1, a tedy télesem nenf nic jiného nez osmistén. VVSechny pseudosouradnice maji téz své zobecnéné
varianty. Vypocty prislusnych jacobiani a mnozin, na nichz jsou uvedené transformace definovany, jsou néaplni cviceni.

%o

Obrazek 6.26

4
Pseudovalec |x|}/2 + |y|1/2 =1, pseudosféra (lxl + |y|) +z* =1 a osmistén |x| + [yl + 1zl = 1.
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6.2.11 Hodnoty jacobiana vybranych souradnic

T=Aj+b

'

det ( D ’i) — det(A).
Dy

X =s+apcos(p)
y =t+bpsin(e)

x =s+apcos”(p)
y =t + bosin® (@)

det (ZD)((;: (Z)) ) = abap cos®! () sin®! ().

x =5+ apcos(p)
y =t+bpsin(p)
z=u+ch

x =s+apcos’(p)
y =t + bosin® (@)
z=u+ch

D(x,y, z)) 5 a1
det| ————| = abcap cos® sin® .
( Do, 1) 0 (p) (®)

x = s +apcos(9) cos(p)
y = t + bpcos(9) sin(¢p)
z = u + cpsin(d)

o 282

| = abep? cos(D).
D(Q,fp,S)) g cos(?)

x = s+ agcosf(9) cos*(¢p)
y =t + bocosP(9) sin®(¢p)
z = u + cpsinf(9)

D(x,y,z) 3
det(@(p, 0, S)) -

= abcafo® cos? 71 (8) sinf(9) cos () sin® ! ().

X = s + apcos(w) cos(d) cos(p)
y =t + bo cos(w) cos(I) sin(¢p)
Z = U + cp cos(w) sin(V)

w = v+ dpsin(w),

( D(x,y,z, W)

= abedp® cos*(w) cos(9).
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Kapitola 7

Uvod do teorie parcialnich
diferencialnich rovnic

Matematicky popis vétsiny fyzikalnich, biologickych €i sociofyzikalnich systém vede, jak je dobre znamo, na Feseni
diferencialnich rovnic druhého radu. Pro systémy jednodimenzionalni tedy jde o obycejnou diferencialni rovnici, resp. o
jeji tzv. Cauchyovu dlohu, tj. o Glohu s pocatecnimi podminkami jistého typu. To souvisi zejména se skuteCnosti, ze
Newtonova pohybové rovnice ma de facto tvar diferencialni rovnice druhého fadu, protoze jde o rovnici pro zrychleni,
které je druhou derivaci tzv. polohového vektoru, ktery reprezentuje to, co pfi feSeni hleddme (tj. zavislost polohy objektu
na Case). Jedna-li se ale o systém vicerozmérny, nebo zajima-li nas zavislost néjaké veliciny jednodimenzionalniho systému
na vice proménnych (typicky na prostorové souradnici a Case), vznikaji alohy na parcialni diferencialni rovnice. Teorie
feSeni parcialnich diferencialnich rovnic je jednou z hlavnich néplni tzv. matematické fyziky. \V ni se feSi napf. rovnice
vedeni tepla, vinova rovnice, rovnice dopravniho proudéni, Schrédingerova rovnice, atd.

V této kapitole ale sezndmime Ctenare pouze s Gvodnimi partiemi matematické fyziky. Predvedeme nejprve zGzenou
klasifikaci parcialnich diferencialnich rovnic a poté se seznamime se zpfisoby, jak parcialni diferencialni rovnice normali-
zovat, jak idealni transformacni vztahy vyhledavat a jak podle normalnich tvar(i celou oblast klasifikovat.

7.1 Linearni parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

Rozsahlou oblast parcialnich diferencialnich rovnic ziizime pro acely téchto skript na linearni diferencialni rovnice prvniho

a druhého radu, tj. na pripad, kdy nejvyssi derivaci v rovnici je libovolna parcialni derivace prvniho nebo druhého radu.
Davod pro takové zhzeni je ukryt zejména v praktickém pozadi zkoumanych rovnic. V&tSina z nich totiz vzesla ze studia
konkrétnich fyzikalnich ¢i pfibuznych systémi (Glohy na vedeni tepla, Sifeni jednorozmérnych €i vicerozmérnych vin,
teorie kmitani, tlohy kvantové mechaniky, lohy z teorie mikroskopickych dopravnich modeld apod). V prvni sekci této
kapitoly budeme nejprve rozebirat pojem linearni parcialni diferencialni rovnice prvniho radu.

7.1.1 Definice

Necht je dan r—rozmérny vektor (%) spojitych funkci a;(¥) : G — R a spojita funkce c(¥) : G — R. Linearnim parcidlnim
diferencidlnim operatorem prvniho radu zavedenym na oblasti G C E" rozumime operator

R d
L= ;am 7+ @ (7.1)
Pfitom za definicni obor operatoru L klademe Dom(L) = C}(G). Jsou-li viechny funkce a;(¥) konstantni na G a funkce

c(%) rovnéz, upreshujeme dale, ze operator L je operatorem s konstantnimi koeficienty.

7.1.2 Definice
Necht je na oblasti G c E” zadan parcialni diferencialni operator prvniho fadu L a funkce f(¥) € C(G). Pak rovnici
L) = £ (7.2)

nazyvame linedrni parcidlni diferencidlni rovnici prvniho radu. Zkracené ji nékdy znaCime zkratkou PDE z anglického
partial differential equation. Rovnici L(1) = 0 nazyvame linearni parcialni diferencialni rovnici prvniho radu s nulovou
pravou stranou pridruzenou k rovnici (7.2).
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7.1.3 Definice
Necht je na oblasti G C E" zadan parciélni diferencialni operator prvniho fadu L a funkce f(X) € C(G). Resenim rovnice

(7.2) na oblasti G € E” rozumime kazdou funkci u(X) € Dom(L) = C'(G), pro niz L(u) = f(%).

7.1.4 QOdvozeni

Nyni ukédzeme, ze kazdou linearni parcialni diferencialni rovnici prvniho radu
a(x, y) + b(x, y) + c(x, yyu(x,v) = f(x, y)

pro neznamou funkci u(x, y) € C}(G) dvou proménnych Ize vhodnou regularni transformaci (&, 7) = (I_S(x, ) prevést do
konzolidovaného tvaru

0 -
iff@mmam=ﬂam (7.3)

k jehoz reseni dostacuje znalost feseni obycejnych diferencidlnich rovnic pro nezndmou funkci jedné proménné. Predpo-
kladejme ale, Ze na celem G C E? jsou oba hlavni koeficienty a(x, y), b(x, y) nenulové. Pokud by byt jediny z nich byl
nulovy, je totiz konzolidacni aloha fakticky vyresena,

Konzolidacni transformaci pro netrividlni variantu, kdy a(x,y) - b(x,y) # 0 na G, nalezneme jako specialni pripad
obecné transformace

E=AMxy), & n=y, (7.4)
v niz jedinou proménlivou slozkou, jez zavisi na tvaru ptivodni parcialni diferencialni rovnice, je funkce A(x, y) € C'(G).
Protoze
oA 2
det(D(é' 77)) = o 8_; = 8_)&/
D(x, y) 0 1| ox

pozadujeme pro garanci regulariry, aby 5 ‘M # 0. Pak je totiz i pravé vycisleny determinant nenulovy, coz spolecné s
podminkou A(x,y) € CY(G) skuteén& zapstuje nutnou regulariru. Nezbyva tedy nez ukazat, jak vhodny vztah A(x,y)
nalézt. Protoze se piivodni parcialni derivace konzolidacnimi vztahy (7.4) transformuji do tvaru

du _dugs  dudn _ oudl
dx  9dEdx  Indx  IEIx’
du _ dudg L ou ou (97] ou 8/\ Ju
&y dEdy  dndy & &y an’
prevede se rovnice
a(x, y) + b(x, y) + c(x, yyux,v) = f(x, y)
jejich ptisobenim do nasledujici podoby:

dA dA|d du
amw5+mwa 5 b DS+ e (e 1) = €

Chceme-li podle pavodniho zdméru, aby tato rovnice byla tvaru (7.3), je tfeba vynulovat prvni zavorku, tj. zarucit, aby
dA
a(x, y) +b(x y) =0.

Hledany vztah A(x, y) tedy musi vyhovovat rovnosti

% _ by
A ax,y)

Neni mozné si nepovsimnout, Ze leva strana této rovnosti zcela koresponduje se vztahem pro vypocet obycejné parcialni
derivace funkce y(x), kterd je zadana implicitné pomoci jisté rovnice A(x,y) = C. Skutecné, je-li A(x,y) = C generujici
rovnice, pak podle véty 5.1.5 plati, ze




7.1. LINEARNI PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU

Tato paralela ndm bude nyni vyrazné ndpomocna. Plyne z ni totiz, Ze pokud vyreSime obycejnou diferencialni rovnici

,_ b y)
a(x, y)

(7.5)

a prevedeme-li tvar jejiho feSeni do formatu A(x,y) = C, v némz na pravé strané ziistane pouze integracni konstanta
vzesla z reSeni zminéné obycejné diferencialni rovnice, pak na levé strané zistane hledany transformacni vztah. Linearni
parcialni diferencialni rovnice prvniho radu tudiz prejde do konzolidovaného tvaru

du
b(x, )5 + o(&mu(E,m) = f(&n)
ktery lze jesté korigovat do nasledujici podoby:
u -
a_ + C(EI n)u(gl n) = f(é/ T])/
n
kde &(&,1) = c(&,n)/b(x, y) a f(£,1) = f(E n)/b(x, y). Resenim konzolidovaného tvaru je pak funkce

mam=fﬂamm—fme@mm+ma

7.1.5 Priklad
Ukazme, jak predchozi postup pouzi na konkrétni tloze
8u ou
2 w20 _
Yox ™ dy 0

Ulohu fesme na mnoziné G = {(x,y) € R? : xy # 0}. Podle vztahu (7.5) hledejme prvni transformaéni vztah pomoci
reseni obyCejné diferencialni rovnice
y' = -
v

Pomoci separace proménnych snadno ziskavame jeji formalni reseni

fxzdx—fyzdyzc.

Odtud x> — ¥ = D a hledanym transformaénim vztahem je proto & = x> — y>. Doplnime-li jej o druhy explicitni vztah
1 =y, vidime z mezivypoctu

DE, 32 32
(ZEn) |5
D(x, ) 0 1
7e transformace (&, 1) = (x> — 1>, y) je na G regularni. Po dosazeni
du ,du
g 3x %l
du ,0u du

ay = " oy

2,200 _
A T A T

potazmo

Resenim této rovnice je systém funkei u(&, 1) = K(&). To znaci, ze ptivodni linearni parcialni diferencialni rovnici prvniho
radu resi vsechny funkce tvaru

u(x,y) =K - ),

kde K(7) : R — R je libovolna spojité diferencovatelna funkce jedné proménné.
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7.1.6 Priklad

Na prostoru R? fesmé pomérné jednoduchou linearni parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu

o,
ox “ay -
kde u # 0 je Ciselny parametr. Podle vztahu (7.5) hledejme prvni transformacni vztah pomoci feSeni obycejné diferencialni
rovnice
y =
Protoze tuto diferencidlni rovnici fesi funkce y(x) = ux + C, vidime, ze hledanou konzolidujici transformaci je (£, 1) =
(y — px, y), pro niz

D, -
det(ﬂ)= H =-u#0.
D(x, y) 0 1
Transformace je tedy na G regularni. Po jeji aplikaci ziskdvame jednoduchy tvar
1%
2o
an

Tuto rovnici fesi systém funkei u(&, n) = K(&). Pavodni diferencialni rovnici tedy resi vsechny funkce tvaru

u(x, y) = K(y — ux),

kde K(7) : R — R je libovolna spojité diferencovatelna funkce jedné proménné.

7.2 Linearni parcialni diferencialni rovnice druhého radu

Nyni budeme definovat pojem linearni parcialni diferencialni rovnice druhého radu a poté budeme specifikovat nékteré
jeji specialni typy a diskutovat obecné poznatky z teorie parcialnich diferencialnich rovnic.

7.2.1 Definice
Necht A(X) = (aij(f))lfj:l je nenulova symetricka matice spojitych funkei a;j(x) : G = R. Necht je dan r—rozmérny vektor

I;(J?) spojitych funkei b;(%) : G — R a spojita funkce ¢(¥) : G — R. Parcidlnim diferencidlnim operatorem druhého radu
na oblasti G C E" rozumime operator

= ;“]Zal,(aa prerra Z b (aa -+ (. (7.6)
Pfitom za definicni obor operatoru L klademe Dom(L) = C%(G). Je-li matice A ¢Eiselna, tj. jsou-li véechny funkce a,-j(f)
konstantni, a jsou-li rovnéz viechny funkce by (X), b2(%), ..., by (%), c(¥) konstantni, specifikujeme dale, ze operator L je
operatorem s konstantnimi koeficienty.

7.2.2 \Veta

Parcialni diferencialni operator druhého 7adu L je linearni na Dom(L).
Diikaz:
e (kolem je dokazat, ze L je aditivni a homogenni
e zvolime libovolné u(%), v(¥) € Dom(L)

e 7 linearity derivace vyplyva

R WM Zb(*)a(” F D+ ) =

i=1 j=1
- —~ .1[1”@835& Zb(f) +C®”+Z;Z;”u(f)a 0%, Zb(f) +c(f)v_
1= ]: i— ]
=i(u)+L(v)
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e to dokazuje aditivitu operatoru L

e podobnym zpaisobem dokazeme pro libovolné a € R homogenitu tvaru L(a-u) = a-L(u)

7.2.3 Definice
Necht je na oblasti G € E” zadan parcialni diferencialni operator druhého fadu L a funkce f(¥) € C(G). Pak rovnici
L) = £ (7.7)

nazyvame linedrni parcialni diferencialni rovnici druhého radu. Zkracené ji nékdy znacime zkratkou PDE z anglického
partial differential equation. Rovnici L(z) = 0 nazyvame linearni parcialni diferencialni rovnici druhého radu s nulovou
pravou stranou pridruzenou k rovnici (7.7).

7.2.4 Definice

Necht je na oblasti G C E” zadan parcialni diferencialni operator druhého 7adu L a funkce f(X) € C(G). Resenim rovnice
(7.7) na oblasti G C E" rozumime kazdou funkci u(¥) € Dom(L) = C3(G), pro niz L(u) = f(%).

7.2.5 Lemma

Necht je na oblasti G € E” zadan parcialni diferencialni operator druhého tadu L. a funkce f(¥) € C(G). Mnozina viech
feSeni rovnice L(u1) = 0 tvori vektorovy prostor. Mnozina viech reseni rovnice L(u) = f(X), kde f(¥) je spojitou funkci na
G, tvori linearni varietu.

7.2.6 Veta
Vsechna feseni rovnice L(u) = f(¥) jsou tvaru
u(®) = z(¥) + zp(%), (7.8)

kde z(¥) jsou viechna Feseni rovnice L(z) =0 a zp(X) je jedno feSeni rovnice I:(zp) = f(%).

e jako prvni dokazeme, ze funkce u(x) = z(x) + z,(¥) Fesi rovnici L(u) = f(¥)

e jelikoz L(z) =0 a Ii(zp) = f(%), pak snadno z linearity operatoru L vyvozujeme, ze

L) =L(z) + L(z)) =0 + f(D) = f()

e sporem dokazeme, ze feseni, které neni ve tvaru (7.8), neexistuje

e necht u(x) = z(¥) + z,(X) je vySe uvedeného tvaru

e predpokladejme pro spor, ze L(v) = f(X), ale v(X) nelze zapsat jako (7.8)

e zjevné tedy plati L(u —v) = L(u) — L(v) = 0

e rozdil u(X) — v(¥) proto fesi rovnici s nulovou pravou stranou, tj. u(¥) — v(¥) = £(%)

e odtud v(X) = u(xX) — Z(¥) = z(¥) — Z(x) + z,(¥) = £(X) + z,(¥), pFicemz £(¥) Fesi rovnici s nulovou pravou stranou

e to je oCekavany spor

7.2.7 Komentar

Funkci z,(X) z predeslé véty nazyvame partikuldrnim reSenim parcialni diferencialni rovnice (7.7). Upozoriujeme radgji,
7e rovnice L(u) = f(X) ma obvykle nekoneéné mnoho partikularnich reseni. Navic, oznacime-li

Q= {y(®) € CXG): L(y) =0}, Q= {y(®) € CYG): L(y) =)},

pak je )y vektorovym prostorem a Q; linearni varietou.
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7.3 Transformace parcialnich diferencialnich rovnic druhého radu

V této Casti skript se zaméfime na hledani vhodnych transformaci nezavislych proménnych v parcialnich diferencialnich
rovnicich. Hledat pritom budeme takové transformace, které parcialni diferencialni rovnici prevedou do vyhodnéjsich
tvardl, jez budou snaze resitelné.

7.3.1 Definice

Necht je dana linearni parcialni diferencialni rovnice druhého Fadu (7.7) na oblasti G. Pak kvadratickou formu
an(X) ap@®) ap@® ... 4@ | v

an(X) an(®) axn@®) ... 4@ || »

0@ = VTA@ T = (v1,v2,V3,...,v,) | 431(%) @) ax(X) ... @) || vs

arl(f) arZ(f) ﬂ,/g,(.??) arr(f) Vy

prislusnou kazdému bodu ¥ € G nazyvame kvadratickou formou pridruZenou k parcialni diferencialni rovnici (7.7).

7.3.2 Umluva

Budeme-li hovorit v dalsim textu o parcidlni diferencialni rovnici, budeme mit na mysli linedrni parcidlni diferencialni
rovnici druhého radu, neni-li uvedeno jinak.

7.3.3 Definice

Reknéme, ze parcialni diferencialni rovnice (7.7) je v bodé ¥ € G elipticka, resp. parabolicka, resp. hyperbolicka pravé
tehdy, kdyz je elipticka, resp. parabolicka, resp. hyperbolicka jeji pridruzena kvadraticka forma. Reknéme, Ze parciélni
diferencialni rovnice (7.7) je eliptickd, resp. parabolickd, resp. hyperbolickd na mnoziné M C G pravé tehdy, kdyz je
elipticka, resp. parabolicka, resp. hyperbolicka v kazdém bodé ¥ € M.

7.3.4 Komentar

Pro Gplnost dodavame, ze kvadraticka forma je elipticka, ma-li viechna vlastni Cisla nenulova a stejného znaménka,
parabolicka, ma-li alespon jedno vlastni Cislo nulové, a hyperbolickd, ma-li vsechna vlastni Cisla nenulova ale s rtiznymi
znaménky. Pro blizsi studium kvadratickych forem doporucujeme ucebnici [8].

7.3.5 Definice

Mnozinu viech X € G, pro néz je parcialni diferencialni rovnice (7.7) elipticka, budeme oznacovat symbolem G a nazyvat
oborem elipticity parcialni diferencialni rovnice. Mnozinu viech ¥ € G, pro néz je rovnice (7.7) hyperbolicka, budeme
oznacovat symbolem Gy a nazyvat oborem hyperbolicity. Mnozinu viech X € G, pro néz je rovnice (7.7) parabolicka,
budeme oznacovat symbolem Gp a nazyvat oborem parabolicity. Souhrnné nazyvame mnoziny Gg, Gy, a Gp oblastmi
excentricity.

7.3.6 Veta

Necht Gg, Gp a Gy jsou mnoziny z definice 7.3.5. Potom plati Gk W Gp W Gy = G.

Dikaz:

e tvrzeni plyne ze skutecnosti, ze typ kvadratické formy je dan jednoznacné, tj. kazda kvadraticka forma je pravé
jednoho typu
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7.3.7 Priklad

Rozhodnéme o typu parcialni diferencialni rovnice

u  ,u

Fr

je-li chapana jako diferencialni rovnice pro neznamou funkci u = u(x, y). Z definice 7.3.1 pro matici prislusné kvadratické
formy plati

Snadno nahlédneme, Ze pro x = 0 je dana rovnice parabolickd, pro x # 0 je rovnice hyperbolickd a z&dna jind moznost
nastat nemiize. Proto tedy G =0, Gp = {(x,¥) € R> : x =0} a Gy = {(x,y) e R? : x # 0}.

7.3.8 Definice

Rekneme, ze parcialni diferencialni rovnice

r r 82 r . a B
X)) 5y kZ‘ (i) 5, + (i) = f)

k=1 (=1

je v normalnim tvaru pravé tehdy, kdyZ matice /7&@ koeficienti dx,(1) je matici konstantnich funkci (presnéji po castech
konstantnich funkci), pro niz

%(g’) = 0 0 ds3

adpel0,-1,1}.

7.3.9 Priklad

Uvazujme nasledujici parcialni diferencialni rovnice pro neznamou funkei u(x, y) a zjistéme jejich typy. Rovnice

Pu o
ox2 ox Y

je v normalnim tvaru a viude v R? je parabolicka. Zajimavosti je, 7e tato rovnice je pouze kvaziparcialni linearni
diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty, tj. Ize na ni nahlizet jako na obycejnou diferencialni rovnici s parametrem
y. Rovnice
2 2
dFu Fu  ,

a2 PR

je rovnéz v normalnim tvaru, ale je hyperbolicka na R2. Parcialni diferencialni rovnice Au = 0 je rovnéz v normalnim tvaru,
je ale na R? elipticka. B&zné se nazyva Laplaceovou rovnici. Funkce fesici Laplaceovu rovnici nazyvame harmonickymi
funkcemi (viz také definice 2.2.7).

7.3.10 Definice

Rekneme, ze parcialni diferencialni rovnice (7.7) je v alternativnim normalnim tvaru, pravé tehdy, kdyz je rovnici pro
funkci u(x, y) dvou proménnych a je ve tvaru

*u
vy + (I)(gradu, u(x, y)) = f(x, y).
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7.3.11 Komentar

Parcialni diferencialni rovnici (7.7) byva nékdy zvykem zapisovat ve zformalizovaném tvaru

(VTu) A@) (Vi) + (Vu, u(¥)) = f(2),

(2 92 Y
T\ oxy  dxy” T 9x,

je Hamiltondv operator, a tudiz gradu = Vu. Vyraz ®(Vu, u) nékdy nazyvame linedrni ¢asti parcialni diferencialni rovnice.

kde

7.3.12 Komentar

Parcialni diferencialni rovnice v alternativnim normalnim tvaru je vzdy hyperbolickd, nebot po zavedeni regularni substi-
tuce £ = x +y, N = x — y dostdvame transformovany tvar

32 32 0 ~
9_;2[_&_1;2[+q)(ag 8 u(éz’?)) f(éfﬂ)

Alternativni normalni tvar je vyhodny z hlediska feSeni. Napr. zavedenim substituce v = g—; v rovnici

%u du

&xay +2ya—y =0

dostavame kvaziparcialni diferencialni rovnici

dv
$+2yv—0

reprezentujici linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty s parametrem v.

7.3.13 Komentar

Nasim cilem je za pomoci vhodného zobrazeni i = @(¥) : E” + E’ prevést obecnou parcialni diferencialni rovnici

ZZ () S o +Zb<f> -+ e(Du(d) = £

i=1 j=1
na normalni tvar
D) 5 ay ay +Zbk(z7> Sy DD = f,
k=1 (=1 k=1

pro ktery plati, ze matice A(%) koeficientii k(%) je matici konstantnich funkci, pro niz dy = xS a dee € {0,—1,1).
Pfitom poZzadujeme, aby zobrazeni if = @(%) : E" — E’ bylo regularni a prosté na G C E, a navic, aby @(%) € C3(G). To
implikuje vztah

D((Pll (PZI“ /(Pr))
det #0,
( D(xl/xfi/‘ ”/xV)

a existuje tudiz inverzni zobrazeni ¥ ]7) pro néjz 1/)(@(3?)) idg. Pomoci vztaht pro derivaci slozené funkce dostaneme
vzorce
Ju ou ,
L Y T
ox; —~ Ak Ix;
u S %

9Pk Ipe P
oxi0x; 8yk8yg ox; ox; Z dyr Ixidx; e
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Z nich jiz snadno vyjadiime hledané vztahy

e (y) = “11(15(37))% %’
=1 (=1 el
) r . a r r R 82
bk(];)) = b,(w(@)% + Z Z ﬂz](lP(m) &x(g)l:f]’
=1 (N '
E(]?) = C( _)(}7))/
f = f(v@)

7.4 Kvaziparcialni diferencialni rovnice

Do kategorie parcialnich diferencialnich rovnic spadaji také rovnice, jez jsou preveditelné na obycejné diferencialni rovnice.
Lze pak na né aplikovat celou rozsahlou teorii o feSeni obyCejnych diferencialnich rovnic, tedy napf. metodu integrac-
niho faktoru, Bernoulliovu metodu, separaci proménnych, snizeni radu, popf. metodu variace konstant. Podrobnéji je
problematika zpracovana ve Ctvrté kapitole skript [8]. Pro ilustraci zde uvedeme nékolik moznych aplikaci.

7.4.1 Priklad
Resme parcialni diferencialni rovnici
’u u
+2x— = 8x%y.
dxdy xay ry
Zavedeme-li substituci v(x, y) = g—;, prejde rovnice do kvazi-obycejné diferenciélni rovnice
d
a—z +2xv = 8x°y

Fesitelné metodou integraéniho faktoru. Vynasobime-li tuto rovnici faktorem e*’, dostavame

9
dx
e o= 4ye"2(x2 -1)+C(y),

(ex2 -v) = 8x%e" .

odkud i
o(x,y) = C(y)e™ +4y(x* - 1).

Navratem k pavodni funkci (tedy integraci funkce v(x, y) podle nezavisle proménné y) ziskdme Gplné feSeni zadané
rovnice ve tvaru ,
u(x, y) = Cy) e™ + C(x) + 2y%(x* - 1), Dom(u) = R%.

Podotykame, ze C(y), C(x) jsou libovolné funkce nezavisle proménné v, resp. x. Navic musi platit C(y) € €*(R).

7.4.2 Priklad
Budeme nyni fesit parcialni diferencialni rovnici

Pu *u ou
2— —_——h— =
Y y2dx t2y xdy 68x 8xy.

Zaved'me substituci

ou
vl y) =5
Pak zadana rovnice prechazi do tvaru
0% v
2 _
y &_yz +2ya—y—6v—8xy.

Zde se opét jedna o kvazi-obycejnou diferencialni rovnici, ktera je viditelné Eulerovou diferencialni rovnici. Pro kladna y
ji budeme Fesit osvédcenou substituci y = €/, resp. t = In(y). Odtud

Jdv 1dv

dy  yot’
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v 10 1dv

a2 2ot 2 ot’
coz po dosazeni vede na rovnici ¥ + 0 — 6v = 8xe s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou. JelikoZ pro
charakteristicky polynom této rovnice plati A> + A + 6 = (A — 2)(A + 3), je fundamentalnim systémem rovnice mnozina
{e?,e7¥). Reseni s pravou stranou navrhujeme (podle pfislusné véty) ve tvaru v,(y) = ae', kde hodnotu neznamé
konstanty stanovime pouhym dosazenim na a = —2. Pak tedy

v(x, t) = C(x) e + Co(x) e — 2xel.

Navratem k pivodnim proménnym ziskame
Co(x)
o(x, y) = C1(x) y? + —— ¥ - 2xy. (7.9)

Pokud bychom hledali fesenti pro y < 0, prevedla by substituce y = —e rovnici na lehce pozménény tvar §+0—6v = —8xe/,
ktery ale generuje tentyz vysledek (7.9). Uvazte pro¢. Sumarizujeme tedy, ze vysledkem této alohy je funkce

)= 6@ ¥+ 24 e
kde Dom(u) = R x (R \ {0}) a C; € €' (R) pro i € 3.
7.4.3 Priklad
Resme parcialni diferencialni rovnici
Pu %u du _e3xty)
a2y dxdy " dy o«
Aplikujeme-li substituci
o(x,y) = I

ziskdme rovnici

v Jv e3(+y)

2% 62 19p=

Opét se jedna o rovnici a konstantnimi koeficienty. Jelikoz pro charakteristicky polynom této rovnice plati

A2—6A+9=(A-3)
je fundamentalnim systémem rovnice mnozina {e3¥; xe®}. Redeni s pravou stranou ziskame metodou variace konstant
(viz véta 4.4.27 v [8]), nebot prava strana neni v zddném ze specialnich tvard. Pro wronskian funkci z fundamentalniho
systému plati

e3x xe?ax
det = = e,
3e3  (1+3x)e*
Dale plati
3x
Ay = 0 xe _ _3e6x+3y
1= &30c+y) 3x - 7
3% (1+3x)e
e3x 0 Q6x+3y
2 3(x+y) = 3
3e3* 35— X
Oznacime-li v souladu s vétou o metodé variace konstant
Ay
filx) = N -3e¥, fx)=—= 3—

obdrzime

Fi(x,y) = f fi(x) dx = =3xe® + Cy(y),
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Fa(x,y) = f fo(x) dx = 3% In |x| + Ca(y).

Pak tedy
v(x, y) = F1(x, y) e3* + Fy(x, y)x ¥ = Ci(y) ¥ 4 Ca(y) x e — 3xe3 ) 4 3xe3HY) In |x|,

coz po Gpravé vede na
o(x, y) = C1(y) e + Co(y) x € + 3xe3@*Y) In|x|.

Finalni podoba vysledku celé alohy je tudiz
u(x,y) = C1(y) e + Ca(y) x ¥ + Ca(x) + x> In x|,

Dom(u) = (R\ {0}) xR a C; € €' (R) pro i € 3.

7.5 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu pro funkci dvou pro-
mennych
Ze sirokého spektra parcialnich diferencialnich rovnic se v tomto oddile budeme blize zabyvat linedrnimi parcialnimi

diferencialnimi rovnicemi funkci dvou proménnych. Ty se pfi zachovéni platnosti definice 7.2.3 daji sumarizovat do

obecného tvaru

*u

*u *u
a(x, y)y + b(x, y)m +c(x, y)a—y2 + CD(grad u, u(x, y)) = f(x,y), (7.10)

kde a(x, y), b(x, y), c(x, y), f(x,y) € C(G) a G C E? je libovoln4 neprazdna dvoudimenzionalni oblast.

7.5.1 Odvozeni

Rovnici (7.10) zamyslime prevést do normalniho tvaru. Pro tento Gcel si urime vlastni isla prislusné matice

Charakteristicka rovnice, tj. rovnice pro vypocet vlastnich isel, ma znamy tvar

a(x, y) — Ax, v) M) b(x, y)?
X = /\(X, ) - a(x, ) : A(x/ ) - C(.X, ) - =
) A y| T (Y ) B o) - T
b(x, y)?
= /\Z(x, }/) - (a(x, ]/) + C(.X, y))/\(x/ ]/) - % + a(x, ]/)C(x/ y) =0.

Vlastni ¢isla matice A(x, y) tedy budou tvaru

e, 1) + et ) = (o) — e, y) - B2, v)
- .

A2(x,y) =

Pro zadanou rovnici nyni hledejme oblasti excentricity Gg, Gp a Gy. Pro obor parabolicity Gp vychazi podminka, ze se
alespon jedno vlastni Cislo musi rovnat nule. Tedy

2
a(x, y) +c(x, y) + \/ (a(x, y) —clx, y)) +b2(x,y) =0,
coz je ekvivalentni podmince b(x, y)* — 4a(x, y)c(x, y) = 0. Zavedeme-li diskriminant predpisem

d(xf y) = bz(x/ ]/) - 4a(x/ y)C(x/ y)/

|ze snadno stanovit, ze Gp = {(x, ) € G : d(x, y) = 0}. Analogicky pak zjistujeme, Ze oborem hyperbolicity, resp. elipticity
zadané rovnice jsou mnoziny Gy = {(x,y) € G : d(x,y) > 0}, resp. Gg = {(x,y) € G : d(x, y) < 0}. Nyni se zabyvejme
samotnym hledanim idealnich transformacnich vztah(i. Prozatim je oznaéme obecné jako

E=&(xy), n=nky).
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Predpokladame pochopitelné, Ze se jedna o regularni transformaci, Cili

DE ) ¢
det(i)(x,y)) # 0.

Zjistéme tedy Cemu se rovnaji jednotlivé prvni parcialni derivace podle novych souradnic. Snadno

du_ude oudn  ou_udk dudn
dx  9&dx Indx’ dy IEJy  dnady
Zderivujeme jesté jednou podle novych souradnic, ¢imz dostaneme prislusné druhé parcialni derivace a vynasobime je
prislusnymi koeficienty

az_u—@ 8_524_@ @2_’_2821/[8_5@4.8_1182_5.’_8_11&2_77
ox2 9&2 \ox on? \dx 0&dn dx dx  IEIx?  Inox?’
Pu_ Pu (98 Fu (o) ) Pu gEdn ogudE  oudn
a2 &2 \dy an? \dy d&andydy  IEIy?  Inady?’
Pu  PudE I &2u9n3n+ %u (8_58_T]+8_5@)+&_u 02& +8u %

dxdy  9&dxdy P dxdy  dEan\dxdy  dydx| IEdxdy  Inaxdy’

Secteme a vytkneme pred zavorku druhé parcialni derivace podle novych proménnych, ¢imz dostaneme transformovanou
pavodni rovnici (7.10), a to

Pu( (9E\  dcoc  (9E\) . u( [\ aman  (onY
&—62{0(5) +b$a—y +C(a—y) +&_T]2 a(a) +b$a—y +C(a—y) + (711)
=0 =0
Pu (, dEdn  9Edn 9E  dn _ 9Edn\ _ 7
+a£an (2[1&5 + gg—y + ba—y + ba + 2Ca—ya—y + CD(gradu, M(é, 7])) = f(ér 77) (712)

Pozadavek na nulovost zavorek sméfuje na normalni tvar druhého druhu, pokud splnime podminky

2 2 a1 \? 21
a(x,w[j—gJ b, )5+, ) =0, a(x,w[j—’,;] +b, )5+, ) =0,
% % % %

coz jsou vlastné dvé kvadratické rovnice

a(x, Y)AX(x, y) + b(x, YA, y) + c(x, y) = 0, (7.13)
kde
9% an
A= g—z, resp. A= 3—’:’.
% %

Pri blizsim pohledu zjistime, Ze se podily %/g—j podobaji derivaci implicitné zadané funkce y(x) podle nezavislé proménné
x. Uvazujme tedy implicitné zadané rovnice

&, y)=C  nx,y)=D. (7.14)

Pro prislusnou obycejnou derivaci y7 implicitni funkce y(x) tudiz dostavame

dy
V=g T A, y), (7.15)
coz neni nic jiného nez diferencialni rovnice prvniho fadu. Transformacni rovnice (7.14) jsou jejimi formalnimi resenimi.
Timto zptisobem jsme tudiz schopni nalézt pozadované transformacni vztahy. Nazorngjsi bude ukazat si dany postup na
nasledujicim prikladé.
Podotykame, ze v predvedeném postupu byla prokdzana konstrukce optimalizujicich transformacnich vztaht pouze
pro hyperbolickou rovnici, nebot pozadavek na nulovost zavorek ve vztahu (7.12) vede na alternativni tvar hyperbolické
rovnice. Ukazeme si ale nyni, ze analogického postupu miize byt vyuzito i na oblastech parabolicity, ¢i elipticity.
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7.5.2 QOdvozeni

Nyni probereme normalizaci parabolické parcialni diferencialni rovnice. Pro prevod rovnice

u ?u ’u
a(x, y)ﬁ + b(x, y)m +c(x, y)a—y2 + q)(grad 1, u(x, y)) = f(x,y)

9 £ [(aEY on oy (dn\?
852( ( ) +b8x8y+c(8_y))+8n (a(ax) +b£8_y+c 8_y +
=0

L Pu(y 0890 dgdn  9gdn ) dEIn ?
W (2 gxax " Paxay T Uayax t 2oy gy Toleradu uE m) = flE

do normalniho tvaru

=0
uzijeme jeden transformacni vztah & = £(x, y) odvozeny z feSeni rovnice

b(x, y)
2a(x, y)

dy

dx =-AMx, y) =

yr= (7.16)

a druhy volime libovolné, nejcastéji vsak v nejjednodussi mozné verzi, a sice n(x, y) = x. Pro uvedenou transformaci plati,

ze
a 9¢ 2+b&—éa—5+c 2% 2—0
dx dx dy dy)
n\' o (on\ _
(8x) +b$8_y +C(8_y =a(x,y),
ale take dEan  aEan  acan  9Ed
9EIM 9L n i
24 dx dx bax oy b&y&x T2, dy dy =0,
nebot 0&d 0&d &0 0&d d d
2ac§?7 can Ean 2£n—2a£+b—5=0.

vox ooy Payar F X oy = X Ty
Posledni rovnost plyne ze skutecnosti, ze transformacni vztah & = &(n)) spliuje diky formuli (7.16) rovnost

) 0
mmw£=w@w£.

Normalnim tvarem parabolické parcialni diferencialni rovnice je tudiz ocekavany tvar

%u

1
ar " atxy)

(T)(gradu, u(é, n)) =

L
a(x,y)

7.5.3 QOdvozeni

Nyni probereme normalizaci eliptické parcialni diferencialni rovnice. Ukazeme, Ze transformacni vztahy

DD _ w50), ) =

kde komplexné sdruzené funkce &(x, v), n(x, y) byly ziskany feSenim rovnic

& y) —nlvy)
2 S(

alx,y) =

£(x, 1)),

9 an
5 =My, 35 = a(x,y) = AT (v, y),
dy 9

prevedou eliptickou rovnici

2 2 2

J°u
ax,y)5 +<y5&+mwaz®®mMMM=mw
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do normalniho tvaru. Transformovand rovnice bude jisté tvaru

Pu( (da\ dada  [da) op\>  apap  (op
ﬁ("(a)*baxay“(@))wﬁz(”( ) ba@*ﬂ(aﬂ)*

Pu (, dadB  Jdadp  Jadp a dp
8a8[3 (2 ot aﬁ_y + &_ya +2c— 3 ay)+CID(gradu u(a, ﬁ)) (e, p).

=0
To, ze smiSeny Clen oznaCeny vodorovnou zavorkou vymizi, nyni dokézeme:

d ) ) )
2a a—a—ﬁ+baa ’B+baa ’8+2 Ja ’B
dxdx dxdy Jdyodx dydy

a (& an b (0E0& Indn c [0 an
(G -G ) 2 (55 - 5 = (5 - G-
a & an & A& on an c [,0& on\2
R R i e (e
(o 10 4 (5o - g0+ o1z 0) ) =0,

2i dy 2i

nebot A1 jsou koreny asociované kvadratické rovnice. Zbyva jesté dokazat, ze koeficienty

du da 8a da\

Falary)= (5 ) nay " (5_3/)

_ (9BY' 9B (9BY
Kolx,y)=a (8x + b(?x 9y +c 9y

jsou po aplikaci navrzené substituce totozné. Snadno

Ko =35+ 5) + 35+ az)(ay " az) 35 &Z) -
9 9 s anuoe 9 b ona
=3l %Z) (Al&y th a_n)('&y ¥ az) #3055 &_Z) -

9&adn _

‘9‘5) (aAZ +bAy + c)( ) (2/\1/\211 +b(A1 + Ag) + 2c) = 5 3y

i(a/\Z + DAy + C)<8y

_ A, y) 9E In
da(x,y) dy oy’

kde bylo vyuzito vztahti pro koreny kvadratické rovnice

/\1}L2=£, /\1+A2=—é.
a a

Analogicky:

nalogicky s a4 d& an & Iy, 0E I\ ¢ 0 9772_
o =-3(5 -5 3G - DG -7 155 -
_ay, 9& e b, 9& d&  In c/0&  Idn
—1lhg, ) ‘Z(Ala—y‘hay)(a—y‘a—y) (3—[@) =

P P
= Yz ana 4 c)(—j)2 - %(M% T A+ c)(a—”)2 4 i(ZAlAza Fh(AL 4 ) + 2c)££

d(x,y) 9& dn
~4a(x,y) Iy Iy

=Ki(x, y)

Elipticka parcialni diferencialni rovnice se tedy transformuje do tvaru

Pu P 1
87; + a—ﬁz + K1) (gradu u(a, ,B)) %, ]/)f( /B)
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7.5. PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE DRUHEHO RADU PRO FUNKCI DVOU PROMENNYCH

7.5.4 Priklad

Pokusme se nalézt transformaci, jez prevadi diferecialni rovnici

2 2
du_ 20U
ox? dy?

na normalni tvar. Podle rovnice (7.10) plati pro jeji koeficienty nasledujici vztahy: a(x,y) = 1, b(x, y) = 0 a c(x, y) = —x2.
Resime nejprve kvadratickou rovnici A2(x, y) — x2 = 0. Pro ni Aq(x, y) = +x. Podle zasadniho vysledku (7.15) bude mit
pomocna diferencialni rovnice tvar

d
y/:d—Z=¢x,

odkud C = 2y + x2. Tim se dostdvame k hledanym transformaénim vztahtim & = 2y + x2, n = 2y — x2. Podotykame, 7e v
pripadé, kdy by zadana rovnice byla parabolicka (tj. rovnice (7.13) by méla jediné feseni), nasli bychom vyse uvedenym
postupem pouze jednu transformacni rovnici. Druhou mizeme v tomto pripadé volit libovolné, tj. tak, aby byla co
nejjednodussi, ale zaroven aby byla zachovana regularita transformace.

7.5.5 Veta

Necht G C E? je libovolna neprazdna dvoudimenzionalni oblast a a(x, ), b(x, y), c(x, y), f(x,y) € C(G). Definujme funkci
d(x, y) = b*(x,y) — 4a(x, y)c(x, y). Pak oblastmi excentricity parcialni diferencialni rovnice

*u ’u
vy + c(x, y)a—y2 + (I)(grad u, u(x, y)) = f(x,y), (7.17)

jsou tridy Gp = {(x,y) € G: d(x,y) =0}, Gy = {(x,y) € G : d(x,y) > 0}, resp. Gg = {(x,y) € G : d(x, y) < 0}.

d%u
M&w5;+MLw

Dikaz:

e uvedend skutecnost byla prokazana v ramci odvozeni 7.5.1

7.5.6 Definice

Funkci definovanou ve vété 7.5.5 nazyvame diskriminantem parcialni diferencialni rovnice (7.17).

7.5.7 Priklad
Budeme nyni fesit parcialni diferencialni rovnici

*u *u du du
32 7 = 322 = 45 =
X' —xy 5 —3x ; +3xy; +8x*y° =0

pro hledanou funkci u = u(x, y). Vypocteme nejprve diskriminant d(x, y) = 4x*?, jehoz hodnota je skoro vsude kladn4.
Zadana parcialni diferencialni rovnice je tedy skoro vsude v R? hyperbolicka, resp. véude v mnoziné M = {(x,y) € R? :
x#0 A y # 0}. Na doplitku R? \ M je pak uvedena rovnice parabolicka a predstavuje trivialni identitu 0 = 0. Jelikoz

_ .Y
AMp(x,y) = 5

resime obycCejné diferencialni rovnice

~

<

I

H
=<

Pri pouziti metody separace proménnych dostaneme
Inly|=+In|x|+C,

tj. C = y- x*1. Tyto dvé integragni konstanty vedou k uréeni transformaénich vztaht druhého druhu ve tvaru

y
c=xy, n=7_.
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KAPITOLA 7. UVOD DO TEORIE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Tato transformace je na mnoziné M regularni, nebot pro jeji jacobian plati

=2

t(D(é’n)) ‘ vy y
X

D(x,y) —y/x* 1/x

Nyni budeme provadét samotnou transformaci. Zrejmé
ou_ ou_ya
ox Yor T oy
ou_ ou 1
dy TI&  xon
Podobné ziskame také druhé derivace

Pu _ ,0%u vPu  _y* Pu 2you

I AT A o> x2dédn " 3

Pu _ 282 L Pu  *u
I T 982 2 (97] o&an’

Po dosazeni ziskdme rovnici
2,

dédn

—4xy? + Syg— +8x'y° =0,
kterou snadno upravime do finalniho tvaru

Pu  29u
_ZZZ _9&s
dédn  &dn &=

Jak je patrno, normalizovana rovnice je skutecné hyperbolického typu. Navic je snadno feSitelnd, a sice substituci

d
oE ) = 5o

Ta transformuje posledné uvedenou rovnici do tvaru

% _ 2, 283, (7.18)

Jedna se fakticky o obycejnou diferencialni rovnici (navic linearni), feSitelnou metodou integracniho faktoru, kterym je
v tomto pripadé vyraz £72. Vynasobime-li rovnici (7.18) timto faktorem ziskame rovnici

1 v 2

Zoe Bl

respektive

Odtud pak snadno
v(E ) =Cme+et= g—z

Pak ale
u(&, ) = C(n) & +D(E) + nét.

Uzavirdme tedy, ze hledanym obecnym reSenim zadané rovnice jsou funkce tvaru
u(x,y) =C (%) x*y* +D(xy) + X°y°,

kde Dom(u) = M a funkce C(%) a D(xy) jsou tiidy €>(M).
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7.5. PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE DRUHEHO RADU PRO FUNKCI DVOU PROMENNYCH

7.5.8 Priklad
Resme parcialni diferencialni rovnici

*u *u *u u du
20U ou 20U, on o od _
S + 4xy8x&y + 4y o 4x e 6y8y +6u =0.

Tentokrat se na celém R? jedna o parabolickou diferencialni rovnici, nebot prislusny diskriminant je nulovy, tj. d(x,y) = 0.
Diky nulovosti diskrinantu bude existovat pouze jediny koren pridruzené kvadratické rovnice, tj.

Y
Alx,y) = =2=.
(x, ) .
Resime tedy jedinou obycejnou diferencialni rovnici

= oY
y—2x.

Pouzijeme opét osvédéenou metodu separace proménnych a dostaneme In|y| = 2In|x| + C, odkud C = In|y| — In(x?).
Tato integracni konstanta urcuje prvni z normalizacnich transformacnich vztaht. Druhy z nich je v tomto pripadé mozno
volit libovolné s jedingym omezenim, a sice aby vznikla transformace byla regularni. Volime tedy transformaci

Y
é=;, n=x.

Jelikoz ma odpovidajici jacobian tvar

x2’

det = »
) (D(x, Y) ‘ 1 0

‘_1

je zvolend transformace regularni pouze na mnoziné M = {(x, YER?: x # O}. Vyjadrime-li potfebné parcialni derivace
pomoci derivaci podle novych proménnych, obdrzime

du you Jdu Jdu 1du

5= Y55 oy 3y Po
Podobné ziskame také druhé derivace
Pu v PPu  u y J*u Y du
PR T Mol T M T

Pu _1Pu  JFu yPu 1 FPu 2u

IZ T M dxdy | 008 T aian W IE

Po dosazeni ziskdme rovnici

d%u du
27 7 _Ap-= -
n 8772 417& +6u=0.

V tomto pripadé se jedna o Eulerovu diferenciélni rovnici, jiz budeme fesit substituci n = ef, kterd povede na rovnici
il — 51+ 6u = 0 s konstantnimi koeficienty. Koreny charakteristického polynomu jsou ¢isla 2 a 3. Proto tedy u(t) =
Ce? + De¥, potazmo

u(&,n) = @ +dE)n’.
Hledanym reSenim na mnoziné M je tudiz systém funkci

u(x,y) = C(%)x2 + D(x—yz)x3.

Vsimnéte si, ze podoba mnoziny M eliminuje vSechny problémy, jez by mohly v predpisu funkce u(x, y) nastat.
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7.5.9 Priklad

Poslednim ze zastupci parcialnich diferencialnich rovnic jsou rovnice eliptického typu. Jednou z nich je také rovnice
2

% -2 sin(x)% + (2 - cosz(x)) giyz =0,
nebot jeji diskriminant je vsude na R? zaporny:

d(x, y) = 4sin*(x) — 4 (2 - cosz(x)) = —4.
Funkce A1(x, y) budou tedy riizné a navic komplexné sdruzené, konkrétné
A1o(x, v) = sin(x) £ 1.

Zvolme libovolné jednoho zastupce z uvedenych dvou, zde napi. A(x,y) = sin(x) + i, a feSme obycejnou diferencialni
rovnici

¥ =-Ax,y) = —sin(x) — i.

Odtud (po separaci proménnych) C = y — cos(x) + ix. Za hledané substitucni vztahy v pfipadé eliptickych rovnic volime
redlnou, resp. imaginarni Cast integracni konstanty, a sice

E=3(Q) =x, n=2R(C)=y-cos(x).

Transformace zadana témito vztahy je regularni na celém R?, protoZe pro vechny usporadané dvojice (x, y) € R? plati:

D, 1 0
det( (€ n)) _ _
D(x,y) sin(x) 1
Nyni spoCteme potrebné derivace:
Pu_ Pu ., Pu N u
2 8—52 + sin’ (x)a—772 + 2 sin(x) e + cos(x)a—n,
Pu_Fu o Pu_ Fu o
a2 o2’ dxdy  dédn &
Dosazenim do ptivodni rovnice ziskdme rovnici
Au o Ju
&_62 + ﬁ + COS(X)a_T] =0,
z niz po drobné Gpravé dostaneme vyslednou rovnici v normalnim tvaru
Pu  Pu

du du
8_52 + 8_772 + COS(é)a—77 =Au+ COS(é)&_T] =0.

Normaélni tvar neni bohuzel v tomto pripadé trividlné fesitelny, jako tomu bylo v predeslych dvou prikladech. Na reSeni
této rovnice bude nutno vybudovat pomérné rozsahlou teorii, kterd bude naplni dalSich partii matematické analyzy.

7.6 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu s konstantnimi koefici-
enty

Dalsim zastupcem parcialnich diferencialnich rovnic, které jsou snéze resitelné, jsou linedrni rovnice druhého radu, jejichz
parcialni diferencialni operator je operatorem s konstantnimi koeficienty. Za téchto okolnosti je totiz takova rovnice
asociovana s jistou kvadratickou formou, jejiz polarni baze primo generuje hledanou sérii normalizacnich transformacnich
vztahil. Blize se s celym postupem seznamime pravé v této sekci.

7.6.1 Definice
Parciélni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici tvaru
r r
’u
; le aij W + CD(Vu, M(JE))) = f()?), (719)

kde A je nenulova symetricka ciselna matice a f(¥) € C(G).

126
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7.6.2 Komentar

Predchozi definici je téZ mozno zapsat ve formalnim tvaru
(Vu)T A(Vu) + D(Vu, u(x)) = f(%),

= (g:) g & it ati 3 Alni vraz 2 -2 P i iité derivovani —&—
kde A = (a,])i,jzl,a,] € R. Je vak nutno miti na paméti, ze formalni vyraz 7% 90 zde predstavuje dvojité derivovani T
nikoliv soucin.

7.6.3 Odvozeni

Aplikujme nyni na rovnici (7.19) regularni transformaci i/ = @(%). Jeji matice A tak prejde v matici A s koeficienty ve

tvaru
r r a &
(i) = Z Z ﬂij((ﬁe(@) ;ik al;j (7.20)
i=1 j=1 !

Nasim cilem je najit takovou transformaci, aby vysledna rovnice v normalnim tvaru byla opét rovnici s konstantnimi
koeficienty. Jelikoz a;;(¢°(¥)) jsou prvky z R, postaci, aby derivace g—‘gf a (;—(Z byly rovnéz &isly. Tuto podminku zajistime

pouzitim lineadrnich transformacnich vztahi
.

Y = Z raxi, (k €7).

i=1
Prvky matice A tedy prejdou do tvaru

T r

r T
dxe = Z Z aijryityj = Z Tki Z aijrij |,

i=1 j=1 i=1 =1

odkud pfi pouziti maticového zapisu dostdvame maticovou rovnost A = RTAR. Z uéiva o kvadratickych formach
probraného v [8] vime, ze pro pfevod parcidlni diferencialni rovnice do normalniho tvaru je tfeba matici R sestavit z
vektoril polarni baze matice A. Pokud tuto bazi oznacime

e S S 3 —
BP = {wll le w3/ cecy wr}/

dostaneme také hledané transformacni vztahy:

n w,, w1, Wi, ... Wy, X1
2 Wy, Wy, W2, ... Wy X2
Y3 =| W3 W3 W3 ... W3 X3
y?’ wi’l w}’z w1’3 wi’r x}’

Kazdy radek transformaéni matice je tvoren slozkami jednoho z vektorii @, @W,, Ws, ..., w,. Béhem normalizaéniho
procesu tedy piivodni rovnice (7.19) prejde na novou rovnici tvaru

roor L. 92u ~
; ; qq(ay., W) - Fyeave T O(Vu, u(@) = £,

respektive
r

Y @) 4 + 8V u) = £@)
k=1 Yk

Diky vlastnostem vektor(i polarni baze smiSené parcialni derivace vymizi a druhé derivace podle téze proménné budou
mit hodnoty rovné 0, +1 nebo —1. Navic Ize tedy nové diagonalni koeficienty vypocist ze znalosti sdruzené kvadratické
formy podle vztahu

— >\ _ 2T -

age = q(we) = W, A We.

Tudiz typ excentricity parcialni diferencialni rovnice koresponduje s typem excentricity pridruzené kvadratické formy.
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7.6.4 Komentar

Postup pfi feseni parcialni diferencialni rovnice tedy mtizeme shrnout do nasledujicich kroka. 1) Nalezeni transformaénich
vztahil. 2) Prevedeni rovnice do normalniho tvaru. 3) ReSeni daného typu normalniho tvaru. 4) Navrat k pdvodnim
proménnym, tj. prevod reseni normalniho tvaru do ptivodnich proménnych.

7.6.5 Priklad

Parcialni diferencialni rovnici

@4. —azu +382_M+ —azu +az_u+a_u+au
ox2  0x10xy Jx3  Oxdx3  dxi Jxa I3

pro neznamou funkci u = u(x1, x2,x3) prevedme na normalni tvar a diskutujme jeji typ. Pfidruzena kvadraticka forma
ma tvar
2 2 2
q(x1, X2, x3) = x7 + 2x1x2 + 3x5 + 2x2x3 + X3.

Aktuélnim cilem je stanoveni normélniho tvaru a typu dané formy a nalezeni alespon jedné jeji polarni baze. Pro urceni
norméalniho tvaru zadané kvadratické formy, pro stanoveni jeji signatury a prislusné polarni baze se bézné pouziva tzv.
babylonska redukce, nékdy nazyvana téz Lagrangeovym algoritmem. Ten spociva v prevedeni kvadratické formy v R” na
maximalné r Ctvercl. V nasem pripadé napr.

2,.2 2
q(x1,x2,x3) = (X1 + X2)° + x5 + (X2 + x3)°.
Tedy normalni tvar zadané formy ma podobu
2.2, .2
q(z1,22,23) = 2] +2; + 23,

kde z1 = x1 + x2, 20 = X2 a z3 = X2 + x3. Jedna se tedy o eliptickou kvadratickou formu, a tudiz ptjde o eliptickou
parcialni diferencialni rovnici. Pro inverzni vztahy plati

X 1 -1 0\ =
x |=]10 1 0 Z2 |,
X3 0 -1 1 Z3

kde jednotlivé sloupce matice prechodu predstavuji vektory polarni baze. Tedy

BP = {Zﬁll ZD)Z/ ZD)3} = {(1/ O/ O)Tl (_1/ 1/ _1)T; (0/ O/ 1)T} .
Snadno ovéfime, Ze se skutecné o polarni bazi jedn, nebot g(@) = 1, (W) = 1, q(@3) = 1 a qq(w1, @2) = qq(d, W3) =
qq(@>, W3) = 0. Ze znalosti polarni baze odvodime podle ndvodu diskutovaného vyse tvar normalizacni substituce. V
nasem pripadé se jedna o vztahy

Y1 = X1, Yo = —X1 + X2 — X3, Y3 = X3. (721)

Podle jiz citovaného navodu bude mit transformovana parcialni diferencialni rovnice tvar

(o5}

L Pu =
Y a(@,) 2 + B(grad(u), u(@) = 0,
=1 Y,

Jelikoz q(@1) = q(w,) = q(w5) = 1, zbyva pouze konkretizovat tvar obecného symbolu 5(grad(u), u(1)) vtomto nasem

prikladé. Proved me tedy transformaci (7.21). Snadno

Ju _ du u u u

— =, —— =t —
oxy 8y2 ox3 9yz &y3

Vysledny normélni tvar zkoumané rovnice ma tedy podobu

u
Au+—+u=0. 7.22
u E u ( )
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7.6.6 Komentar

Parcialni diferencialni rovnici v normalnim tvaru

b[— +cu(y) =0,
9% Z

=1
kde a; € {0;—1;1} a b,c € R lze substituci

u() = o) - exp

Z e }/fl , (ue € R)
=

v zavisle proménnych prevést bud na tvar
n 2

Zw% +cv=0

= %Y
bez linedrnich Clent (to Ize vzdy) nebo v nékterych pripadech na tvar

~8
Z a;,j_

bez absolutniho Elenu. Toho Ize docilit vhodnou volbou koeficientt p; € R.

=1

7.6.7 Priklad

Pokusme se upravit vysledek (7.22) prikladu 7.6.5 na jednodussi tvar podle predeslé pozndmky. Uvazme substituci

u(y) = v(y) e" .

Pro prislusné parcialni derivace plati vztahy

2 2
du _ v ey Fu_dv el¥s
dyr N 8y1 dy;
ou - v el Vs, Pu _ o ehys,
dy2 Iy ayz 8]/2
du  Jdv
— = —el'¥ + yo(y) et s,
dys  dys #old)
Pu v v
_:— alys +2y_e‘uy3+” U(]?)QP?/S
i 93 Y3

které po dosazeni do pévodni rovnice vedou na tvar
0
et Av+ 2u+1) ﬁ etV + (U2 + u+1)o(i) e!? = 0.
3

Zvolime-li gy = =1/2 a vydélime-li vyrazem e*¥, ziskame finalni zjednoduseni

3v
Av + Z 0.
7.6.8 Komentar
Hyperbolickou parcialni diferencialni rovnici
*u ou du
%y +CD(& 8 ,u(x, y)) (7.23)

pro neznamou funkci u = u(x, y) lze jednoduchou substituci & = x + y, n = x — y prevést na normalni tvar

Pu Pu  ~(du Ju
= =5 +® Ncr .7 ’ =0
Z tohoto divodu byva rovnice (7.23) nazyvana, jak uz bylo zminéno, alternativnim normdalnim tvarem hyperbolické

parcialni diferenciélni rovnice (viz definice 7.3.10). Rovnice ve tvaru (7.23) byvd v mnoha pripadech snadngji resitelna
(viz napf. priklad 7.4.1).
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7.6.9 Priklad

Pokusme se nalézt transformaci, ktera prevadi parcialni diferencialni rovnici

02 02 02 02 02 02
2—f+9—f+3—f+8 f—4 f—lO f—

ox* " dy> dz2 T dxdy  Ixdz dyoz 0

na rovnici

RfRf  Ff  Rf  Ff Ff
252 Y35 002 ~ oo T *amae T 8 anac

Hledat transformaci, jez prevadi jednu rovnici na druhou, znamena hledat linedrni zobrazeni mezi prislusnymi kvadratic-
kymi formami. V nasem pripadé tedy mezi formou

=0.

q(x,y,z) = x* + §y2+ %zz+4xy—2xz—5yz: (x+2]/—z)2+%(y—z)2
a formou 3 ,
qla,b,c) =a* + §b2+3c2—2ab—2ac+4bc:(a—b—c)2+§(b+cz)2.

Jelikoz maji obé formy stejnou signaturu, tj. sg(q) = sg(@) = (2,0,1), bude mit naSe aloha reSeni. Z vyse uvedené
babylonské redukce urcime polarni bazi prvni kvadratické formy na

BP = {(1/ O/ O)T/ (_2 \/5/ VE/ O)T/ (_1/ ]-/ 1)T} .
Ze znalosti polarni baze odvodime tvar normalizacni substituce
E=x, n:—2\/§x+\/§y, A=-x+y+z

kterd prevede prvni z rovnic na parabolicky normalni tvar

Pu  Pu

Zcela obdobné urcime polarni bazi druhé kvadratické formy na
EII’ = {(1/ O/ O)T/ ( \/E/ VE/ O)T/ (_1/ _2/ 1)T} .

Normalizacni vztahy

é=ua, n=\/§a+\/§b, A=—-a-2b+c

prevedou druhou rovnici na tentyz normalni tvar (7.24). Jelikoz jsou ale oba normalni tvary stejné, tak pouhym srovnanim
obou transformacnich trojic ziskdme hledanou substituci, a sice

X 1 0 0 a
y |= 3 1 0
z -3 -3 1 c

7.6.10 Priklad
an

Pokusme se nalézt vztahy n = n(x, y,2), A = A(x,y,z), které vyhovuji (alespon v jednom ptipadé) podmince 5 =0 a
tvori spolecné s funkci & = x + 7y + 4z transformaci, jez prevadi parcialni diferencialni rovnici

2 2 2 2 2 2
J°u 8u+78_u+12&u_188u J“u du du

e o o P 200y T 0m: 0050 T0e, 05 T

0

na normalni tvar. Uloha se de facto redukuje na hledani takové polarni baze, jez obsahuje vektor @; = (1,7,4)T a dalsi
vektor @, jehoz prvni slozka wy, je nulova. Pokud ovsem takova baze viibec existuje. Sdruzena kvadratickd forma ma
maticovy zapis tvaru

4 6 -9\ x
‘7(3?) = (xl/ X2, X3) 6 1 -3 X
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Bilinearni forma sdruzena se zadanou kvadratickou formou ma tedy podobu

-4 6 -9 n
&P =@,x,x) 6 1 =3 ||y
-9 -3 7\ v
Jelikoz je
u q(@) = 1,

bude takova polarni baze existovat. Jeji konstrukci provedeme primo uzitim patficné definice. Zacneme hledanim vektoru
Wy = (x1, X2, x3) spliujiciho podminky gq(w1, @,) = 0 a g(w,) € {0; —1; 1}. Protoze ale mame pouze dvé podminky pro tFi
neznamé xi, Xz, X3, bylo by v obecném pripadé mozno jednu z nich volit. My zde ovSem upotiebime pozadavek w,, = 0.
Prvni z uvedenych podminek dava rovnost

4 6 -9\ x
(1/ 7, 4) 6 1 -3 X2 | = 2x1+x2—2x3 =0,
-9 -3 7| x
a tedy (pro volbu wy, = 0) dostavame x, = 2x3. Dosadime-li oba ziskané vztahy do druhé podminky, obdrzime
O q(,) = —x3 = —1.

Zde podotykame, ze hodnoty 0 nebo —1 na pravé strané této rovnosti byly z pochopitelnych dévodt zavrhnuty. Rovnici
fesi napf. hodnota x3 = 1, coz vede k nalezeni druhého vektoru polarni baze ve tvaru @, = (0,2,1)7. Déle pokracujeme
analogicky hledanim posledniho vektoru @5 = (x1, x2, x3), spliujictho podminky gq(w1, @3) = 0, q(@,, W3) = 0 a g(Ws) €
{0; =1, 1}. Uvedené podminky g-ortogonality vedou k rovnostem

2x1 + x3 —2x3 =0, 3x1—x2+x3 =0.
Po vyjadreni x; = 8x1 a x3 = 5x; ziskava treti podminka jednoduchou podobu
U q(@s) = x5 = 1.

Opét jsme z mnoziny {0; —1; 1} vyloucili hodnoty 0, —1. Resenim rovnice je napi. hodnota x; = 1, a tedy @3 = (1,8, 5).
Uzavirame tedy, ze hledanou polarni bazi je mnozina 8p = {(1,7,4)7;(0,2,1)7;(1,8,5)7}. Urcime transformacni vztahy
E=x+7y+4z, n=2y+z, A=x+8y+5z

pro prevod zadané parcialni diferencialni rovnice na normalni tvar

Pu_Pu Pu
A2 I 9N JE  dn IA

hyperbolického typu.

7.7 Parcialni diferencialni rovnice vyssich radi

V poslednim odstavci této kapitoly probereme obecné poznatky o linedrnich parcialnich diferencialnich rovnicich, jejichz
rad neni omezen dvojkou, jako tomu bylo v predeslych odstavcich.

7.7.1 Znaceni

Symboly @ = (a1, a2,...,a:) a B = (B1,B2,---,Br), kde ax, B € No, budou v dalsSim textu vzdy reprezentovat tzv.
multiindexy. Dale pro libovolny multiindex a € Nfj definujeme absolutni hodnotu multiindexu |a| := a1 + ax +... + a; a
multifaktorial a!:= a1!- as! - ... a,! Pomoci tohoto znaceni Ize zavést sporny zapis umociovani

ay | Lo a3 [lrzﬂ
XX x = X

a také parcialniho derivovani funkce u(x) € C*(E"). Ve druhém pripadé se jedna o zapis tvaru

dly

Dui= —————.
ox}'ox3? ... oxy"

131



KAPITOLA 7. UVOD DO TEORIE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Je-li z ngjakého divodu treba specifikovat, podle jakych proménnych byla funkce u(¥, i) € C*(E"**) derivovana, pak pro
multiindex a € N definujeme symbol
¥y

A VIF N

Symbol Y.¢_ bude v kontextu multiindexového scitani znacit sumaci Y Z;"z:o Lo

7.7.2 Komentar

94y

24— roven Cislu
ox1oxy2.ox)"!

Diky vlastnosti 1(¥) € C*(E") je pocet parcialnich derivaci, jeZ jsou zdménné s parcialni derivaci
ot
Coal’

jak plyne ze vztahu (2.13).

7.7.3 Definice

Necht m € N a G je oblast v E". Necht pro kazdy multiindex a € N’ jsou definovany funkce a,(¥) € C°(G). Pak
diferencidlnim operatorem radu m budeme rozumét operator

L= Z 1,(D) D" (7.25)

a=0

a

Funkce a,(X) nazyvame (funkcnimi) koeficienty operatoru L. Definicnim oborem operatoru L p¥itom rozumime tfidu
Dom(L) = C™(G). Je-li pro viechny multiindexy & € Ni' a viechna ¥ € G splnén vztah a,(X) = a, € R, specifikujeme
dale, ze operator L je operatorem s konstantnimi koeficienty.

7.7.4 Veta
Diferenciélni operéator (7.25) je linearni na Dom(L).
Diikaz:

e (kolem je dokazat, ze L je aditivni a homogenni

zvolime libovolné u(¥), v(¥) € Dom(L)

z linearity derivace vyplyva

Lu+0) = fw@@“ u(@) +v(¥)) = iam D (u(®) + D*(0(®)) =

a=0 a=0
= ) (DD (u(D) + Z 2D (o) = L(w) + L(v)
a=0

to dokazuje aditivitu operatoru L

podobnym zpiisobem dokazeme pro libovolné & € R homogenitu tvaru L(a-u) = a-L(u)

7.7.5 Definice
Necht je dan linearni diferencialni operator (7.25) fadu m na G a funkce f(¥) € C(G), kde G C E’ je oblast. Pak rovnici

L) = f@) (7.26)

nazyvame linedrni diferencialni rovnici fadu m. Funkci f(X) nazyvame pravou stranou diferencidlni rovnice (7.26) a
koeficienty a,(¥) operatoru L nékdy téz nazyvame koeficienty diferencidlni rovnice (7.26). Rovnici L(u) = 0 nazyvame
linearni diferencialni rovnici s nulovou pravou stranou piidruzenou k rovnici (7.26). Pfitom za definicni obor operatoru L
klademe Dom(L) = C"(G).
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7.7.6 Definice

Resenim diferencialni rovnice (7.26) na oblasti G rozumime kazdou funkci u(¥) € Dom(L) = C"(G), pro niz je splnéna
rovnost L(u) = f(%).

7.7.7 Lemma

Necht je na oblasti G C E’ zadan diferencialni operator L a funkce f(x) € C(G). Mnozina vsech FeSeni rovnice Lw)=0
tvori vektorovy prostor. Mnozina vSech feseni rovnice L(u) = f(X), kde f(X) je spojitou funkci na G, tvori linedrni varietu.

7.7.8 Veta
Vsechna feseni rovnice L(u) = f(¥) jsou tvaru
() = 20 + 5, (7.27)

kde z(x) jsou viechna feseni rovnice L(z) = 0 a z,(¥) je jedno feSeni rovnice L(z,) = f(%).

e jako prvni dokazeme, ze funkce u(X) = z(¥) + z,(¥) Fesi rovnici L(u) = f(?)

e jelikoz L(z) = 0 a L(z,) = f(%), pak snadno L(x) = L(z) + L(z,) = 0 + f() = f(x)

e sporem dokazeme, ze feseni, které neni ve tvaru (7.27), neexistuje

e necht u(X) = z(¥) + z,(X) je vyse uvedeného tvaru

e piedpokladejme pro spor, ze [.(v) = (%), ale v(X) nelze zapsat jako (7.27)

e zjevné tedy plati L(u —v) = L(u) — L(v) = 0

e rozdil u(X) — v(xX) proto fesi rovnici s nulovou pravou stranou, tj. u(¥) — v(¥X) = (%)

e odtud v(X) = u(xX) — Z(¥) = z(¥) — Z(x) + z,(¥) = £(X) + z,(¥), pFicemz £(¥) Fesi rovnici s nulovou pravou stranou

e to je oCekavany spor

7.7.9 Komentar

Funkci z,(X) z predeslé véty nazyvame partikuldrnim resenim diferencialni rovnice (7.7).
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Kapitola 8

Extrémy funkce vice proméennych

Budeme se nyni zabyvat hledanim lokalnich a globalnich extrém funkci vice proménnych na zadanych mnozinach. Pro
funkce f(¥) : E" > R v tomto oddile popiseme analogické postupy, kterymi jsme u funkci jediné proménné detekovali
body podezrelé z extrému, a dalsi, jimiz jsme poté rozhodli, zda a jaky typ extrému v podezrelém bodé nastava.

8.1 Lokalni extrémy

Nejprve budeme zkoumat, zda a pripadné kde ma zadana funkce lokalni extrémy, které jsou tzv. volné, tj. vymezené pouze
definicnim oborem funkce nebo jistou r—dimenzionalni podmnozinou M tohoto oboru. Takové lokalni extrémy budeme
ale z logiky véci hledat pouze v hromadnych bodech mnoziny M, nebot v bodech izolovanych vySetfovani extremalnosti
postrada smysl.

8.1.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" = R definovana na mnoziné M C E" a necht & € der(M). Rekneme, ze funkce f(X) ma v
bodé @ lokalni minimum, resp. ostré lokalni minimum na mnozin& M, jestlize existuje redukované okoli U* () tak, Ze pro
kazdé ¥ € U*(@) N M plati f(¥) > f(d), resp. f(X) > f(d). Rekneme, ze funkce f(¥) ma v bodé @ lokalni maximum, resp.
ostré lokalni maximum na mnoziné M, jestlize existuje redukované okoli U*(d) tak, ze pro kazdé ¥ € U* (@) N M plati
f(X) < f(a), resp. f(X) < f(a). Lokalni maxima a minima (ostra) na mnoziné M nazyvame souhrnné lokalnimi extrémy
(ostrymi) na mnoziné. Je-li mnozinou M defini¢ni obor funkce Dom(f), hovorfime o (ostrych) lokalnich maximech i
minimech.

8.1.2 Veta

Ma-li funkce f(X) : E" + R v bodé @€ M C E" lokalni extrém na mnoziné M, pak mé odpovidajici extrém v bodé 7 i na
libovolné podmnozing N mnoziny M, pro niz @ € der(N).

Diikaz:
e plyne pfimo z definice 8.1.1

8.1.3 Veta — nutna podminka pro lokalni extrém

Necht je funkce f(¥): E" — R definovana na mnoziné M a necht @ € M. Ma-li funkce f(X) v bodé & lokalni extrém na
mnoziné M C E" a ma-li v ném parcialni derivaci podle proménné xi, pak %(@ =0.

Dikaz:

e vezméme k € 7 a uvazme, ze predpoklady véty garantuji existenci jistého & > 0 takového, ze Us(d) c M

e ma-li funkce f(¥) extrém v bodé @ na mnoziné M, pak ma podle predeslé véty tentyz extrém i na mnoziné
N ={¥eUs(@): xj=ajpro je?\ (k]
o definujme funkci () := f(a1,az, ..., 01, t, k41, ... ,ar) : R R
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e tato funkce ma tedy podle jiz konstatovaného extrém v bodé ay a jeji derivace i)(t) v bodé a; podle predpokladii
véty existuje

e tedy Y(a;) = 0 podle nutné podminky pro extrém funkce jedné proménné

o . < d
e to ale neznamena nic jiného nez fakt, ze a—i;(d’) =0.

8.1.4 Komentar

Lokalni extrémy funkce f(¥) na mnoziné M tedy mohou nastavat v hromadnych bodech mnoziny M, v nichz je derivace
nulova, v hromadnych bodech mnoziny M, v nichz funkce f(X) nema derivaci, specialné tedy v bodech nespojitosti, nebo
v hromadnych bodech hranice bd(M), které patii do Dom(f).

8.1.5 Definice

Bod @' € E" nazveme staciondrnim bodem funkce f(¥) : E" - R, jestlize gradf(a) = 0.

8.1.6 Veta — o Hessove matici implicitni funkce ve stacionarnim bode

Necht je dana generujici funkce H(¥, y) : E™*! > R zadavajici na oblasti G c E” implicitni funkci y = y(¥). Necht bod
@ € G je staciondrnim bodem této implicitni funkce. Oznacme b = y(d) a A = (& b). Necht bod A neni pro funkci H(%, )
kritickym generujicim bodem a existuje okoIi‘L{(X) tak, ze H(X, y) € CZ(W(X)). Oznacme symboly Y a IH Hessovy matice
implicitni funkce y(¥) v @, resp. generujici funkce H(X, y) v . Pak plati:

1
T 1SR
)

(8.1)

kde symbolika A, reprezentuje tzv. submatici, jez vznikla z matice A odstranénim j—tého radku a k—tého sloupce.
Diikaz:

e predpoklady ve vété jsou zvoleny tak priznivé, ze je mozno (podle véty o implicitni funkci) s jistotou tvrdit, ze
zminovana implicitni funkce jisté existuje

e generujici rovnici H(¥,y) = 0 je mozno diky vlastnosti H(¥,y) € CX(U(X)) dvakrat derivovat s nasledujicim
vysledkem

=0

PH | OH dy (FH PHIy\dy JH o
&xkan &xk&y &x,[ &ang ayz &x,[ &xk &y 8xk&x,g

e ve staciondrnim bodé se ale tato rovnost redukuje na

&2H > oH - &2y
&xk&x,g (/\) " &_y( )&xk&x,g (E) =0

e toto lIze ale interpretovat jako vztah mezi prvky dotcenych Hessovych matic

e konkrétné Hy, + %(X)Yk,g =0

e protoze A neni bodem kritickym, je jisté %—I;(X) # 0, odkud plyne, ze pro vsechna k, £ € 7 plati

—Hy,

Yy = 5
?9—1;(/\)

e to dokazuje tvrzeni
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8.1.7 Priklad

Vysetfeme lokalni extrémy funkce z(x, y), jez je zadana implicitné rovnici
8x% + y? + 72% + dxy — 12xz — dyz = 8.

Tentokrate nas Ceka tézsi tkol. Mame zkoumat extrémy funkce, jez neni zadana explixitng, ale je zaddna prostrednictvim
generujici rovnice

F(x,y,2) = 8x* + y* + 72% + 4xy — 12xz — 4yz — 8 = 0.
Prozkoumejme nejprve samotnou zakladni podminku existence implicitni funkce z(x, y). Podle véty o implicitnich funkcich

ma byt splnéna podminka

g—i =2(7z—-6x—-2y) # 0.
Podle citované véty také plati
0z £ _ —8x—-2y+6z

-

ox T Tr—6x—2u'
ox o 7z-6x-2y

0z 3_5_ y+2x—2z

dy e 7z —6x =2y

a proto lze stacionérni body urcit fesenim soustavy

—-8x—-2y+6z=0,
y+2x—-2z=0,
8x% + y* + 722 +dxy — 12xz - 4yz = 8

za existencni podminky, ze 7z — 6x — 2y # 0. Pro Ctenare neni pravdépodobné obtizné stanovit jediné dva stacionarni
body, jimiz jsou @=(1,2) a b= (=1, -2). Pro p¥islusné funkéni hodnoty pak plati z(@) = 2, resp. z(l;) = —2. Generujicimi
body (pro zadanou generujici funkci) jsou tudiz body A = (1,2,2), resp. i = (-1, -2, = 2). Jelikoz je existencni podminka

OF - oF
z(/\) =2(7z—6x - 2y); = -8 # 0, z(ﬁ) =2(7z-6x-2y);=8+#0
splnéna v obou bodech, lze pristoupit k vySetreni typu extrému. Protoze nds budou zajimat hodnoty druhych parcialnich

5
derivaci pouze ve stacionarnich bodech, kde tedy gradf = 0, Ize s vyhodou uzit véty 8.1.6 o Hessové matici implicitni
funkce ve stacionarnim bodé. Protoze pro Hessovu matici generujici funkce plati

16 4 -12
Hx,y=| 4 2 -4 |,
~12 -4 14

a to dokonce v libovolném bodé prostoru R3, a protoze g—i(/_f) =-8a %(ﬁ) = 8, vyplyva z véty 8.1.6, ze Hessovy matice
implicitni funkce vycislené v obou stacionarnich bodech jsou tvaru

Odtud pak zjevné

2%z 0%z

ﬁ(d’) —ﬁ( ) =-2,
0%z Pz - 1
8_y2@ = _8_y2( ) T
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Pro totalni diferencidly druhého fadu implicitni funkce z(x, y) v detekovanych stacionarnich bodech proto dostavame

1 1
d?z(dx, dy) = -1 [8ax? + dy? + 4dxdy]| = -1 [(@y + 2dx)? + 4ax*] < 0,

d?zy(dx, dy) = [8dx +dy? + 4dxdy]| = [(dy +2dx)? + 4dx?| & 0.

Ulohu tudiz uzavirame tvrzenim, ze bod @ = (1,2) je pro implicitni funkci z(x,y) bodem ostrého lokalniho maxima s

funkéni hodnotou zmax = 2 a bod b= (=1, -2) je bodem ostrého lokalniho minima s funkéni hodnotou fmin = —2.

8.1.8 Veta — postacujici podminka pro lokalni extrém

Necht @ € E’ je stacionarni bod funkce f(¥X) : E" — R. Necht ma tato funkce na urcitém okoli U(@) spojité vsechny
parcialni derivace do tretiho fadu vcetné. Potom jestlize je kvadraticka forma druhého totalniho diferencialu funkce f(¥)
v bodé @ pozitivné, resp. negativné definitni v E”, pak m4 funkce f(¥) v bodé @ ostré lokalni minimum, resp. maximum.
Jestlize je kvadraticka forma druhého totélniho diferencialu funkce f(¥) v bodé @ indefinitni v E’, pak extrém funkce f(¥)
v bodé 7 nenastava.

Dikaz:

ditkaz zahajme napf. tvrzenim o ostrém lokalnim minimu
je-li tedy kvadraticka forma d?f(x) pozitivné definitni, pak definuje na E" normu /d2f(x)
z véty 6.3.10 ze skript [8] ale vime, Ze vSechny normy na konecné-dimenzionalnim prostoru jsou ekvivalentni

tedy existuje a > 0 tak, e pro vsechna ¥ € E’ plati d*f(x) > a |14

vezméme nyni takové ¢, 7e 0 < ¢ < a a zaroven U, (@) C U(d), kde U(A) je okoli z predpokladt véty

jelikoz uzaveér okoli U.(d) je kompaktni mnozina a treti parcidlni derivace funkce f(X) jsou na ném spojité, jsou
tedy tyto treti parcialni derivace na U.(7) omezené (to plati podle véty 1.2.27)

pro vektor hhe R’, jehoz euklidovska norma vyhovuje nerovnosti ||}_l)|| < ¢, existuje podle Taylorovy véty 4.2.1 pro
funkci vice proménnych Cislo t € (0,1) tak, ze plati

r Zf a3f

F@+h) f(*)—2 T (@hih; +6 Z &XI&XI&Xk(a+Th)hhhk (8.2)

v predeslém bodé jsme vyuzili skutecnosti, ze 4 je stacionarni bod funkce f(¥), a tudiz jeji derivace Df(d) je
nulovym vektorem

jelikoz jsou treti parcialni derivace funkce f(xX) na U.(d) omezené, plati nerovnost

1 r a3f R - ‘B -
6 Z rox x0T ) hiljhe 2 = IRIF,
kde
3 Z xe"u d‘) 8x18x]&xk(ﬁ)‘

dale dzfu(h allH|P > e|lHIP, jak je patrno z prvni casti ditkazu

v tom pripadé je ale prava strana rovnosti (8.2) vétsi nebo rovna vyrazu

(e llmP - pIrIR) = %uﬁuz (e = pil)

N~
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&

e pro takova ﬁ, pro ktera IIﬁII < 35 je pak

S5 £ -
f@+h) - f(@ > 1 11117,
coz znaéi, ze na jistém okoli bodu & jsou funkéni hodnoty funkce f(X) vétsi nez f()
e tedy bod 7 je ostrym lokalnim minimem

e pri ditkazu tvrzeni pro lokalni maximum je nejlépe uzit faktu, ze ma-li funkce f(¥X) v bodé 7 ostré lokalni maximum,
pak ma funkce —f(X) v tomtéz bodé ostré lokalni minimum

e pritom kvadratické formy druhych diferencialt funkei f(¥) a —f(X) maji pouze obracena znaménka

e tedy je-li jedna z nich pozitivné definitni, je druhd z nich negativné definitni

e odsud jiz plyne tvrzeni o ostrém lokalnim maximu

e zbyva prokazat, e v pripadé indefinitnosti formy d? (%) funkce extrém v bodé& 7 nema

e ukaZeme tedy, 7e v kazdém okoli bodu 7 existuji body s vyssi i nizsi funkéni hodnotou, nez ma samotny bod @
e necht tedy 117 a hix jsou zvoleny tak, ze d2fy(iz) < 0 a d2fi(ix) > 0

e takové vektory existuji diky indefinitnosti formy d? f(x)

- -
e pro dostatecné malé A > 0 a I := Alig lze stejné jako vySe ukazat, ze plati nerovnost

i - 1 . 82 2 3 g 3
f(a + AhK) - f(a_) > E [WZ;1 ax,-ax]- (a_))/\ hK’hK/ - ‘B/\ “hK” -

_AZ r azf
T2

- _ b=d 3
ij=1 ax,'&xj@ hih; = BAIk]] J

e nyni ale vime, ze prvni clen v posledni zavorce je z predpokladu kladny a tudiz mazeme vhodnou volbou A zarucit,
Ze cela prava strana (a tudiz i leva strana) posledni nerovnosti je kladna

o tedy f(@+ Afix) — f(@) > 0, &li v libovolném okoli bodu @ jsme nalezli bod @+ Alk, v némz je funkéni hodnota
vyssi nez v bodé 7

e analogicky se dokaze, Ze v n&jakém bodé 7+ Alz z okoli bodu a je funkéni hodnota f(7+ Aﬁz) nizsi nez f(d)

e to dokoncCuje provadény ditkaz

8.1.9 Komentar

Podotykédme, ze je-li kvadraticka forma druhého diferencidlu funkce f(X) v bodé @ semidefinitni, pak podle kvadratické
formy druhého diferencialu nelze rozhodnout, zda v bodé @ nastava ¢i nenastava extrém funkce f(¥). To demonstrujeme
na nasledujicim prikladé.

8.1.10 Priklad

Definujme funkce f(x,y) = x> + y*, g(x,y) = x> — y* a h(x,y) = —x* — y*. Vsechny tyto funkce maji stacionarni bod
7= (0,0). Dale
d* fdx,dy) = 2dx?, d?gidx,dy) = 2dx?, d*hy(dx,dy) = 0.

Funkce f(x,y) ma zcela zjevné v bodé @ lokaIni minimum, ale kvadraticka forma d? f;(dx, dy) je pozitivné semidefinitni.
Funkce ¢(x,y) v bodé @ extrém nema4, ale kvadraticka forma d?g(dx,dy) je rovnéz pozitivné semidefinitni. Funkce
h(x,y) ma v @ lokalni maximum, ale kvadraticka forma d?h;(dx, dy) je nulova, tedy pozitivné semidefinitni i negativné
semidefinitni.
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8.1.11 Priklad

Obrazek 8.27

Graf funkce f(x,y) = /8 — 8x2 — y2 — 4xy + 24x + 8y.

Budeme nyni aplikovat predchozi teorii na hledani lokélnich extrémi funkce

flx,y) = \/8 —8x% — y? — 4xy + 24x + 8y.
Po vypocteni parcialnich derivaci

of —8x -2y +12 aof -y—2x+4
0X  \B=8x2—yF —dxy+24x+8y OV \[B—8xT—y2—dxy+24x+8y

snadno ukazeme, ze jedinym stacionarnim bodem je bod @ = (1,2) s funkéni hodnotou f(a) = 2 V7. Pro druhé parcialni
derivace v tomto bodé plati
0 -8 & -1 -2
Tao-=2 La-—L TLa-=2
ox 2V7" 9y 2N7' 0xdyT 27

a tedy kvadraticka forma druhého diferencialu funkce f(x,y) ma v bodé @ tvar

-1 -1
d? f(dx, dy) = —— (8dx® + dy? + 4dxdy) = —— [(dy + 2dx)? + 4dx?|.
fildx, dy) 2W( y y) 2W[(y ) ]

Po pravé provedeném doplnéni na ctverce je ziejmé, ze zkoumana kvadraticka forma je negativné definitni, a bod 7 je
tudiz bodem ostrého lokalniho maxima zadané funkce. Navic vsude v bodech hranice 8 — 8x% — > — 4xy + 24x + 8y = 0
je funkéni hodnota funkce f(x, y) nulov4, tj. vSechny body elipsy E = {(x, y) € E?: (y + 2x — 4)? + 4(x — 1)*> = 28} jsou
neostrymi lokalnimi minimy. Pro ilustraci na zavér vykreslujeme graf zkoumané funkce na celém jejim defini¢nim oboru
Dom(f) = {(x,y) € B2 : (y +2x — 4)* + 4(x — 1)? < 28}.

8.2 Lokalni vazané extrémy

V dalsim pojednani se budeme zabyvat hledanim lokalnich extrémi funkce f(¥) : E” — R na tzv. vazbach, které nedovoli
promé&nnym X ménit se libovolnég, ale jen takovym zptisobem, aby spliovaly tzv. rovnice vazeb. Co to konkrétn& znamena,
to si vysvétlime v prvnim komentari.
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8.2.1 Komentar

VySetrovanim tzv. vdzanych extrémii rozumime hledani extrémi vzhledem k tzv. vazbové mnoziné M, kterd je nize
uvedeného specialniho tvaru. Jedna se o mnozinu

M={PeE: G(H=0AG@®=0A... A G(¥) =0,

jez je jednoznaéné uréena sadou s tzv. vazbovych rovnic (vazeb) G1(¥) = 0, Go(X) = 0, ... G4(¥) = 0, kde s < r. Aby
vazbové rovnice byly nezévislé (v intuitivnim smyslu), budeme pozadovat, aby Jacobiho matice
D(Gy,Gy,...,G
(G1, G2 s)(f)
D(x1,x2,...,%)

méla pro véechna ¥ € M hodnost rovnou &islu s. Tento pozadavek totiz zajisti, Ze mezi nezavisle promé&nnymi x1,x, ..., X,
existuje jisté s—tice vybranych (zde je oznaéme napf. xy1, Xu1, . .., Xos) tak, ze

D(Gl/ GZ/ ey GS)
D(xvlr Xo1, - - -/xvs)

(®) #0

vsude v M.

8.2.2 Veta — nutna podminka pro vazané lokalni extrémy

Necht A C E"™* je oteviend mnozina a f(X), G1(¥), G2(X), ..., G,(¥) : E™*? = R jsou funkce majici v mnoziné A spojité
derivace. Ozname
M={%=(x1,x,..., %) €A: Gi(¥) =0 proiep}.
Necht déale Jacobiho matice
D(G1, Gy, ..., Gy)

Z)(-XLXZI .. '/errp)

(3 (8.3)

mé pro viechna ¥ € M hodnost p. Potom ma-li funkce f(¥) v bodé 4’ lokalni extrém na mnoziné M, pak existuji ¢isla
A, Az, A €ER takova, ze

of L 9G,;
E(a_;/\]?ﬂ@ =0 (8.4)
pro vSechna k € 7+ p, tj. funkce L(¥) := f(¥) — Z;;:l AjGj(¥) mé& v bodé ' nulovou derivaci.

Diikaz:

s ohledem na prehlednost a srozumitelnost se v ditkaze nejprve omezime na variantu jedné vazby
e volime tedy p =1

e alternativa ditkazu pro vice vazeb je podrobné diskutovana v komentari 8.2.6

e ozname dy := (a1, 4z, .. .,4;)

e podminka (8.3) tedy dava: (YX¥ € M) : grad G(%) # 0

e tedy alespon jedna ze slozek vektoru gradientu je nenulova

e predpokladejme, ze je to slozka posledni, tedy ze

JG
OXri1

@#0

e pokud by tomu tak nebylo, provedeme trivialni preznaceni proménnych
e podle véty 5.2.4 o implicitnich funkcich tedy existuje funkce
lp(xl/xfi/ e /xV) = Xr+1

takova, Ze pro viechna (x1,xy,...,x,) € Us(dp) plati

G(xl,xz, oo X, P(x1, X2, ..,xr)) =0 (8.5)
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e predpokladejme, ze f(¥) m4 v bodé @ € M lokalni extrém, a ze tedy podle véty 8.1.3 plati

of of
a_xk(a_)) i axr+1

J
@a—i(@ —0 (ked)

e radéji podotykdme, Ze se zde jedna o extrém funkce f(¥) zGZené na vazbovou mnozinu, kde plati rovnost x,,1 =
lp(xl/xfi/ cee /xV)

e to ale neznamena nic jiného, nez ze

(grad f(@)| Xx) =0, (8.6)
kde
k
-2 - alib -
. :=10,0,...,0, 1 ,0,...,0, —(ab) (ke?)
axk

e jedind jednicka umisténd mezi nulami se pritom nachazi na k—té pozici
e vektor % je podle poznamky 8.2.5 teénym vektorem ke grafu funkce x,11 = (x1,x2,...,%,) v jeho bodé 7 € T'(y)

e derivaci vztahu (8.5) podle x; dostavame

G JG
a_xk (E) " Xy i1

@ g—;i(fo) =0
e to odpovida rovnici
(grad G(@)| Xy = 0 (k e7)
e vektory i jsou linedrné nezavislé a jejich pocet je r
e tedy vektor grad G(a) lezi v ortogonélnim dopliku Q lineérniho obalu Q = [(1, 12, . . ., ¥+]1, neboli grad G(@) € Q.
e také grad f(@) v ném lezi, jak snadno nahlédneme z rovnice (8.6)

e lehce se presvédcime, ze zminovany doplnék je jednodimenzionalni, a existuje proto realné €islo A tak, ze grad f(@) =
A grad G(d)

e tim je ditkaz dokoncen

8.2.3 Komentar

Predesla véta se velmi Casto nazyva také vétou o Lagrangeovych multiplikatorech.

8.2.4 Definice

Cisla A1, A2, ..., Ay z véty 8.2.2 nazyvame Lagrangeovymi multiplikatory, p rovnic G; = 0 pro i € p vazbami a funkci
L(X) Lagrangeovou funkci. Extrémy funkce f(¥) : E™*? > R na mnoziné M nazyvame také (ostrymi) lokalnimi vdzanymi
extrémy (minimy ¢i maximy).

8.2.5 Komentar

Necht rovnice
G(xl,xz, e X, (X1, X2, ..,x,)) =0 (8.7)

zadava na okoli bodu A = (A1, Az, ..., Aps) implicitné funkci ¥(x1, x2, ..., xy), tj. dle véty 5.2.4

G
o A) #0.
Podle vztahu (2.9) z poznamky 2.3.8 je vektor
(3 2
Vi= &_xl(d))r &_xz(d))rr a_xr(d))r_l ’ (88)
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kde @ = (A1, Ay, ..., A;), normélovym vektorem funkce (x1,x2,...,%,) v bodé A jejiho grafu. Jelikoz pro néj a kazdy
vektor

=1
o
o
o
—_

I
0, a_xk(d))

s jednotkou na k—té pozici plati rovnost (Yx) = 0, je kazdy z vektordt X1, Xa,..., X, vektorem teEnym ke grafu
diskutované funkce.

8.2.6 Komentar
Pokusme se nyni modifikovat ditkaz véty 8.2.2 pro pripad dvou vazeb. Budeme tedy vySetfovat extrém funkce

f(xl/-XZI coe s Xry Xrg1, x?‘+2) : Ey+2 — R (89)
na mnoziné M = {¥ € E'*?: G(¥) = 0 A H(X) = 0}. Necht podle predpokladu véty 8.2.2 m4 funkce (8.9) vazany lokalni
extrém v bodé @ € E'*2. Oznacme d := (a1,az, . ..,a,). Z podminky (8.3) citované ve vété plyne, ze existuji alespon dva
indexy k, € € r + 2, tak, Ze pro viechny ¥ € M plati

D(G, H)
det # 0.
(D( Xi, X f))m

Pro jednoduchost zapisu ucinime predpoklad, ze k = r +1 a € = r + 2. Pokud by tomu tak nebylo, snadno bychom
provedli precislovani indexti v proménné X tak, abychom vy3e citovanou podminku naplnili. Jelikoz tedy

D(G,H)
det (m) (CT) * 0,

zadava soustava dvou rovnic G(¥) = 0, H(¥) = 0 podle véty 5.2.4 na okoli bodu 7 dvé implicitni funkce
Xr = P01, X2, .., %), Xr2 = (X1, X2, -0, Xy)

tak, ze pro viechna (x1,xy, ..., %) € Us(dy) plati

G(xl/ X2, .-, Xy, lp(xlle/ oo /xf‘)/ (P(xll X2, ... /xf‘)) = O/ ( )
H(xl,xz, e X, Y1, X2, X)), (X1, X, xr)) =0. (8.11)
Podle predpokladu by funkce (8.9) méla mit v bodé 7 vazany lokalni extrém, tj. podle véty 8.1.3 by pro kazdé k € 7 mélo
platit
f of f
Lo Loztor2Lata=o (812)
Oznacime-li .
0 1/)
% :={0,0,...,0, 1 ,0,. (ao) (ao)
plati podle vztahu (8.12) rovnost
(grad f(@)| %) = 0. (8.13)
Parcialni derivaci vztahtt G(¥) =0, H(¥) = 0 podle nezavisle proménné Xy dostavame analogicky
dG
@ axH 2 @3t aXr 032w =0,
JH
@ 2L @3+ 2@ 2@ =0

Tyto rovnice strucné sumarizujeme zapisy

(grad G@) | Xx) =0, (gradH(@)|Xx) =0
Zretelné vidime, Ze vektory Yy jsou linedrné nezévislé a jejich pocet je r. Z predeslych avah plyne, ze vektory grad f(a),
grad G(a) a grad H(d) lezi v ortogonalnim dopliku linearniho obalu [¥1, ¥, . .., Xr]a. Jelikoz je citovany doplnék dvou-
dimenzionalni a vektory grad f(@), grad G(@) a grad H(d) jsou tfi, museji nutné byt linedrné zavislé, tj. existuji redlna
Cisla A1 a Ay (ne obé nulova) tak, ze
grad f(@) = A1 grad G(d) + A2 grad H(a).

Tim je dokaz véty 8.2.2 zobecnén pro pripad dvou (a tedy i vice) vazeb.
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8.2.7 Komentar — postacujici podminka pro vazané lokalni extrémy

Necht jsou splnény predpoklady véty 8.2.2. Necht jsou soufadnice bodu & a &isla A1, A2,..., Ay vypoCteny z (r + p)
rovnic (8.4) a z p rovnic Gj(@) = 0 pro j € p. Tedy bod 7 je bodem podezfelym z vazaného lokalniho extrému funkce
f(¥) : E"*7 - R na vazbach G;(X) = 0 pro i € p. Necht

d*Ly(dx) = d*L(dxy, dxo, . . ., dxper) (8.14)
je kvadraticka forma druhého totalniho diferencialu Lagrangeovy funkce L(¥) := f(¥) — Z;’:l AjGi(¥) v bodé . Je-li dale
D(G1, G, .., Gp)

a) #0, 8.15
D(Xpi1, Xr42, -+ -, xr+p) (_) ( )

det (

pak ze soustavy rovnic pro totalni diferencialy funkci Gx(¥) v bodé 7

p+7’
dGy R
W({f)dszo (kep)
=t
Ize jednoznacné vyjadrit prirtistky dx, 1, dx,42, ..., dx,4, pomoci zbylych priristkil dx;, dxy, ..., dx, a dosadit je do kva-
dratické formy (8.14). Je-li takto vznikla redukovana forma

LY (dxy, s, . .., dx,)

pozitivné, resp. negativné definitni v E’, pak ma funkce f(¥) z véty 8.2.2 v bodé & ostré lokalni vazané minimum, resp.
maximum. Je-li tato forma indefinitni v E”, nem4 funkce f(¥) v bodé @ vazany extrém vzhledem k mnoziné M. V pri-
padé semidefinitnosti této formy v E nelze s jejim vyuzitim existenci ani typ lokalniho vazaného extrému v bodé @ vy3etit.

Maly dotatek: Pokud by podminka (8.15) nebyla splnéna, provedeme trivialni preznaceni v proménnych x1,x2, ..., X4
tak, aby splnéna byla. To, Ze vzdy existuje p—tice z proménnych x1,xy,..., %, takova, ze plati (8.15), je zaruceno
predpokladem o hodnosti Jacobiho matice (8.3) ve vété 8.2.2.

8.2.8 Priklad

VySetfovani vazanych extrémt budeme demonstrovat na funkci f(x,y, z, t) = xy*z>t*

a vazbé
M:{(x,y,z,t)€E4:x+2y+3z+4t:10/\x>0/\y>0/\z>0/\t>0}.

Lagrangeova funkce této Glohy ma tedy tvar L(x, y,z,t) = xy?z>t* + A(x + 2y + 3z + 4t — 10) a jeji parcialni derivace

L 5 34 JL 3,4 JL 2,24

— = T+ =—=2 t*+24, —=3 t* + 34,
%=V 7y xXyz P XYz
Stacionarnim bodem je bod @=(1,1,1,1) pro A = —1. Podotykame, Ze stacionarni bod jednak nuluje vsechny &tyfi vyse
uvedené parcialni derivace a jednak nuluje i vazbu, tedy je bodem vazby. Totalni diferencial druhého fadu Lagrangeovy
funkce ma tvar

d’L(dx, dy, dz, dt) = 2dy? + 6dz? + 12dt* + 2(2dxdy + 3dxdz + 4dxdt + 6dydz + 8dydt + 12dzdt).

% = 4xy?2F + 4A.

Nyni je jesté treba provést redukci tohoto diferencidlu za pouziti prvniho diferencialu vazby
dgxAdx, dy, dz, dt) = dx + 2dy + 3dz + 4dt = 0.
Polozime-li dx = —2dy — 3dz — 4dt, obdrzime
27 (red) — a2 2 _ 2 _ _ _
d’L,""(dy, dz,df) = —6dy” — 12dz” — 20dt” — 12dydz — 16dyd — 24dzdt,

co? je kvadraticka forma v R® s matici

-6 -6 -8

-6 -12 -12

-8 -12 -20
Jeji negativni definitnost v R® potvrdime Sylvesterovym kritériem. Hlavni minory jsou po fadé A; = —6, A, = 36 a
Az = —240. Jelikoz minory stiidaji znaménka a prvni z nich je zaporny, je dnged)(dy, dz, df) skutecné negativné definitni

v R3, a tudiz bod @ = (1,1,1,1) je bodem ostrého lokalniho vdzaného maxima funkce f(x,v,z,t) = xy?z3#* na zadané

vazbé x + 2y + 3z + 4t = 10.
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8.2.9 Priklad

Vysetfeme lokalni extrémy funkce g(x,y,z) = xy?z* na mnoziné

G={(xy,2)cE:«x z>0/\x—2+ 4+é—3
- 'Y, XY, 4 y 16_ .

Lagrangeova funkce této alohy je tvaru

2.2 2z
L(x,y,z) = xy“z +/\(Z +y*+ 16 —3).
Vektorovou rovnost gradL(x, y,z) = 0 fesenou spolecné s rovnici
2 4
h(x,y,z) = xz +y4+f—6 -3=0

resi na mnoziné {(x, Y,z) € E3: x, y,z> O} pouze bod @ = (2,1,2). Pro n&j navic plati, ze A = —4. Protoze pro Hessovu
matici Lagrangeovy funkce plati

2 2yz? 2y%z

L(x,y,2) =| 2yz* 2(xz2 + 6y*A) 4xyz ,

21z 4xyz 2xy? + 3722
vidime, ze
-2 8 4
L@=| 8 -32 16
4 16 -8

Proto je druhym totalnim diferencidlem Lagrangeovy funkce kvadratické forma
d*L(dx, dydz) = —2dx? + 16dxdy — 32dy* + 8dxdz + 32dydz — 8dz. (8.16)
Protoze prvni totélni diferencial vazbové funkce hi(x, y,z) v bodé @ je linearni funkce
dhz(dx, dydz) = dx + 4dy + 2dz,

Ize formu (8.16) redukovat prostfednictvim vztahu dx = —4dy — 2dz. Odtud pak

-4 -1 d
LI (dy, dz) = —128dy* - 64dzdy - 3242 = 32(dy, dz)[ 1 -1 ]{ i ] |
_ — z

(%)

pak snadno prokazuje, ze kvadraticka forma dngEd)(dy, dz) je negativné definitni v prostoru R?. Proto je bod @ = (2,1,2)
ostrym lokalnim vazanym extrém zadané funkce na plose

Sylvesterovo kritérium aplikované na matici

3 x2 4 24
G:{(x,y,z)eE cx,y,z>0 A Z+y +E:3}‘

8.3 Globalni extrémy

Kromé extrémi lokélnich nas budou zajimat i globalni extrémy funkce vice proménnych na mnoziné M. Ty jsou podle
definice 8.3.1 predstavovany nejvétsi a nejmensi hodnotou funkce na zadané mnoziné. Je-li M kompaktni mnozina, pak
dokazeme, ze kazda spojita funkce na ni nabyva svého minima i maxima.
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8.3.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" + R definovana na mnoziné M C E" a necht @ € M. Rekneme, 7e funkce f(¥) ma v bodé @
globalni minimum, resp. ostré globalni minimum na mnozin& M, jestlize pro kazdé ¥ € M \ {a} plati

F@ > f@), resp. £ > f@).

Rekneme, ze funkce f(¥) ma v bodé @ globalni maximum, resp. ostré globalni maximum na mnoziné M, jestlize pro
kazdé ¥ € M\ {a} plati

@ < f@), resp. f(3) < f(@).

Globalni maxima a minima (ostrd) na mnoziné M nazyvame souhrnné globalnimi extrémy (ostrymi) na mnoziné. Je-li
mnozinou M defini¢ni obor funkce Dom(f), hovofime o (ostrych) globalnich maximech ¢ minimech. Bod 4, ve kterém
globalni maximum nastalo, se nékdy také nazyva argumentem maxima a oznacCuje se jako

= argmax i f().

Bod 4, ve kterém nastalo globalni minimum, se analogicky nazyva argumentem minima a oznacuje se jako

= argmin v ).

8.3.2 Veta — o existenci globalniho extrému funkce

Spojita funkce f(¥) : E" — R nabyva na neprazdné kompaktni mnoziné svého maxima i minima.
Diikaz:

e prvni Cast dikazu je zalozena na pomocném tvrzeni, ze je-li neprdzdnd mnozina B € R kompaktni, pak ma
maximum i minimum

e to nejprve dokazeme

e mnozina B je zfejmé omezena (viz véta 6.7.28. v [8]), a tedy existuje s := sup B, o némz Ize s jistotou tvrdit, ze
seB

o B je ale také uzavienad (opét viz véta 6.7.28. v [8]), tedy s € B
e tudiz s je maximem mnoziny B

e protoze spojitym obrazem neprazdné kompaktni mnoziny A C E’ je podle véty 1.4.4 opét neprazdna kompaktni
mnozina B := f(A), plyne z definice globalniho extrému, ze f(X) nabyva na A svého maxima

e pii hledani minima se postupuje obdobné

8.3.3 Komentar

Body podezrelé z globalniho extrému jsou, jak je zfejmé, bud body vnitrku M°, v nichz je gradient nulovy, tj. stacionarni
body, popf. body, v nichz neexistuje derivace, nebo body hranice. V poslednim pripadé se jednad o vySetfovani extrém
na vazbach. V praktickych aplikacich je lépe do podezrelych bodt zahrnout i vSechny sporné, nez dlouho dokazovat,
7e v nékterych z nich extrém nenastava. Je-li totiz podezrelych bodii @y, ...,d; konecné mnoho (coz je nejcastéjsi
varianta), pak pro globalni maximum, resp. minimum plati

max f(9) = max{f(@), f@),.., f@},

resp.

min f(7) = min{f(@), f@), ..., f@)}.

146



8.3. GLOBALNI EXTREMY

8.3.4 Priklad

Pokusme se fesit nasledujici Glohu na globalni extrém. Uvazme funkci

flx,y)=2+ \/16 —x% —4xy - 8y?,
jejimz definiénim oborem je uzaviena elipsa M = {(x, y) € E* : x? + 4xy + 8y < 16}, nebot
X2+ dxy + 8y* — 16 = (x + 2y)* + 2y)* — 16 = 0.

Jelikoz Dom(f) = M je kompaktni mnozina, bude uvedena funkce na M nabyvat jak globalniho maxima, tak globalniho
minima. Prislusné parcialni derivace maji tvar

aof —x -2y aif —2x — 8y
ox  \[l6—x2—dxy-82 Y [l6—x —4xy—8)7

a bodem podezielym z globalniho extrému je tedy bod 4 = (0,0). Dalsimi body, kde by mohl extrém nastavat, jsou
body hranice mnoziny M, tedy bd(M) = {(x,y) € E? : x* + 4xy + 8y? = 16}. Zadné jiné podezielé body jiz neexistuji.
Jednoduchou analyzou funkénich hodnot v podezielych bodech snadno zjistime, Ze bod @ = (0,0) je bodem globalniho
maxima a kazdy bod elipsy bd(M) je globalnim minimem. | na tomto misté jisté poslouzi nazorny graf zkoumané funkce.
Stin pod plochou grafu predstavuje mnozinu M.

Obrazek 8.28

Graf funkce f(x,y) =2+ /16 — x2 — 4xy — 812.

8.3.5 Priklad

Na zavér oddilu o extrémech jesté vyreSme jeden rozsahlejsi priklad na vazané extrémy, kdy zkoumanou funkci je
f(x,y,z,u) = x> + 2y*> + 6z — 2u — 1 a mnozinou, na niz budeme extrémy vySetrovat, je mnozina
M= {(x,y,z,u) cE*: x2+y2+z2 =9 A u? =4}.
Lagrangeova funkce bude pro tuto Glohu obsahovat dva parametry, a to A a . Jeji tvar je
L(x,y,z,u) = x* + 2> + 622 = 2u — 1+ A(x* + * + 2> = 9) + y(u2 —4).
Parcialni derivace Lagrangeovy funkce

8_L =2x+2Ax =0,

o —L=122+2Az=0, a—L=—2+2(uu=0,

L 0
=4y +2Ay =0, > e

oL
Iy
resp. jejich nulové body, ukazuji spolecné s rovnicemi vazeb

sy zuy=x*+12+22-9=0, hx,y,zu)=u*-4=0
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pro A = —6 a u = +1/2 na Ctverici stacionarnich boda

a1 =(0,0,3,2), & =1(0,0,3,-2), a43=(0,0,-3,2), d3=(0,0,-3,-2),
pro A = =2 a y = £1/2 na Ctvefici

by =(0,3,0,2), b»=(0,3,0,-2), bs=(0,-3,0,2), bs=(0,-3,0,-2)
a kone¢né pro A = =1 a y = +1/2 na Ctverici

A =(@3,002), &=(300-2), &=(-3002), &=(-300-2).

Tim jsou ziskany vsechny body podezrelé z vazaného extrému. Nyni uzijeme k rozreseni zasadni otazky o typu pripadného
extrému ve zminénych bodech postacujici podminku z poznamky 8.2.7. Jelikoz jsou vSechny smiSené parcialni derivace
lagrangianu nulové, postaci urit nasledujici parcialni derivace.

J’L J’L J’L J’L
W_Z(l—i_/\), a—y2—2(2+/\), ﬁ—2(6+A), W—Zy

Totélni diferencialy vazeb v obecném bodé & = (xo, yo, zo, o) maji jednoduchy tvar
dg:(dx, dy, dz, du) = 2xp dx + 2yo dy + 2zpdz = 0, dhe(dx, dy, dz, du) = 2ug du = 0.
Vezméme nyni i € 4. Pro totalni diferencial Lagrangeovy funkce v bodech a; plati
d’L; (dx, dy, dz, du) = —10dx” — 8dy” + du?, (8.17)

coz je indefinitni (resp. negativné semidefinitni) kvadraticka forma v prostoru E*. To ale jesté nic nevypovida o extrému
v bodech ;. Vt&chto bodech se totiz diferencialy vazeb redukuji na strohé rovnosti dz = 0, du = 0. To po dosazeni do
formy (8.17) vede na redukovanou kvadratickou formu

27 (red) _ 2 2
a’r, (dx,dy) = —10dx” — 8dy~,

ktera je negativné definitni v E?, coz nas opraviiuje k tvrzeni, ze véechny Etyfi body @; jsou ostrymi lokalnimi vazanymi
maximy zadané funkce na M. Analogicky postupujeme déle. Tedy

d’L; (dx, dy, dz, du) = ~2dx? + 8dz? + du?
ady =0, resp. du = 0. Pak tedy redukovana kvadraticka forma

dnged)(dx, dz) = —2dx? + 8dz2

je indefinitni i v E2, a tedy v bodech 1;1 vazany extrém nenastava. Pro posledni Etverici bodii ¢; plati
d’Lg (dx, dy, dz, du) = 2dy? + 10dz* + du?
a dx =0, resp. du = 0. Kvadratickd forma redukovaného druhého diferencidlu Lagrangeovy funkce
27 (red) _ 2 2

d La_ (dy, dz) = 2dy” + 10dz
je pozitivné definitni v E?, tudiz body ¢; jsou ostrymi vazanymi lokaInimi minimy funkce f(x, y,z, u) = x*+21y>+62z2—2u—1
na vazbach x? + y?> +z2 =9, u> = 4. Tim je Gloha ukonéena.
8.3.6 Veta — princip maxima

Necht G C E” je omezen4 oblast. Nachazi-li se funkce f(¥) ve tridé C2(G) N C(G) a je-li zaroven funkci subharmonickou
na G, pak plati, ze argmax (f) € bd(G), coz je ekvivalentni tvrzeni, ze maxg f(¥) = maxpq(g) f(X). Existuje-li navic
X € G tak, ze f(¥p) = maxg f(X), potom f(¥) je konstantni na G.

Diikaz:
e je zalozen na tzv. Hopfové lemmatu, které je ponékud netrivialni

o detaily dikazu Ize nalézt v mnoha zdrojich, napt. v [15]
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8.3.7 Priklad

Aplikaci principu maxima stanovme globalni maximum funkce g(x, ) = 9x + 6y na piilelipse

_ 92 2
Z:{(x,y)EEZ: ¥+%<1/\y20}.

Zadan4 funkce je podle definice 2.2.8 subharmonickd na mnozingé R?, protoze pro viechny dvojice (x,y) € R? plati
neostra nerovnost Ag(x, i) > 0, jak se Ize trividlné presvédcit. V tomto pripadé vSak princip maxima sdéluje, ze globalni
maximum jisté nastane na hranici bd(Z), tj. bud na palelipse

(x-2)
4

2
Ez{(x,y)eEZ: +%=1/\y>0},

nebo na Gsecce
U={(y) eB: x-2/<2Ay=0}.

Body podezielé z extrému na E zjistime standardnim postupem vyuzivajicim metodu Lagrangeovych multiplikatord.
Lagrangeova funkce tohoto problému mé tvar

_7\2 2
L(x,y)=9x+6y+A((x 42) +% —1)

a jeji stacionarni body snadno vypocteme feSenim soustavy

JL A
5—9+2(x—2)—0,
JL 210
a—y—6+? —O,

=27 ¥
1 + 9 =1.

Ziskavame tak prvni podezely bod, a sice @ = (V2;3/ V2). Na asecce U se funkce g(x, v) = 9x + 6y redukuje na funkci
h(x) = 9x, protoze na U plati, ze y = 0. Funkce h(x) = 9x je ale monoténni, takze jeji extrémy na Gsecce |x — 2| < 2

nastanou v krajnich bodech. Proto jsou dalsimi podezrelymi body vektory b= (0,0) a ¢ = (4,0). Prostym porovnanim
funkénich hodnot v podezrelych bodech zjistujeme, ze globalni maximum funkce g(x,vy) = 9x + 6y nastdva v bodé

7= (V2;3/V2) a ma hodnotu maxz g(x, y) = (@ = 18(1 + V2).

8.3.8 Disledek — princip minima

Necht G C E” je omezena oblast. Nachazi-li se funkce f(¥) ve tride C*(G) NC(G) a je-li zaroven funkei superharmonickou
na G, pak plati, ze argmin (f) € bd(G), coz je ekvivalentni tvrzeni, ze ming f(X) = minyq) f(¥). Existuje-li navic ¥y € G
tak, ze f(¥p) = ming f(¥), potom f(X) je konstantni na G.

8.3.9 Komentar

Druhé tvrzeni z véty 8.3.6 se Casto nazyva tzv. silnym principem maxima. Druhé tvrzeni z véty 8.3.8 se analogicky nazyva
tzv. silnym principem minima.

8.3.10 Priklad

Uvazme mnozinu A = {(x, y) € E? : x? + 2xy + 2y* — 30x + 45 = 0} a hledejme dva jeji body, které maji od sebe nejvétsi
euklidovskou vzdalenost. Zaved'me tedy funkci

o(x1, Y1,X2, Y2) = \/(Xl —x2)* + (y1 — Y2)?

korespondujici se vzdalenosti libovolnych bodii (x1, y1), (x2, y2). Tyto body maji ale lezet na elipse x?+2xy+2y?—30x+45 =
0, proto budeme uvazovat dvé rovnice vazeb, a sice

G(x1, 11, %2, Y2) = X7 + 2x191 + 2y — 30x; +45 =0, (8.18)
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H(x1, y1, %2, Y2) = X3 + 2201 + 215 — 30x, + 45 = 0. (8.19)

Lagrangeovu funkci této alohy tudiz zavedeme predpisem

L(Xl, Y1,%X2, yz) = \/(X1 - X2)2 + (yl — yz)z + /\(X% + ZX1y1 + 2]/% — 3OX1 + 45) + [J(X% + ZXQ]/Q + 2]/% - 3OX2 + 45).

Pro jeji parcialni derivace plati

j_L — 1~ %2 + A(le +2y1 — 30),
X1 (= x2)? + (Y1 — y2)?
;—L - yL_ ¥ + A2 +4y1),
Vi o —x)? + (- y2)?
JL X1+ X2
— = +[,12X2+2y2—30,
9% o1 =22 + (y1 — 12)? ( )
JL -1+

+ [,l(ZXz + 4]/2).

A2~ V1 =222 + (11 — v2)?

UZzijeme-li nutnou podminku pro extremalitu tvaru gradL = (0,0,0,0) a symetrie alohy, dostdvame vztah y; =5 — %x1,
ktery po dosazeni do rovnice (8.18) vede na kvadratickou rovnici

5 100
§x‘% - ?.Xj +95 =0,

jiz resi hodnoty x1 = 3 a x1 = 57, coz vede ke stacionarnim bodéim
@1 = (3,3,57,-33), @, =(57,-33,3,3),

které ale vzhledem k symetrii Glohy predstavuji totéz reSeni Glohy. Podotykdme, ze Glohu FeSi viechny body tvaru
@1 = (a,b,a,b), kde a* + 2ab + 2b*> — 30a + 45 = 0. Ty ale predstavuji globalni minima, ktera zde nejsou predmétem
zajmu. Zbyva rozhodnout, zda je napf. bod @; bodem lokalniho minima & maxima. Zde nebudeme uZivat postacujici
podminku, ale uzijeme faktu, ze funkce o(x1, y1, X2, ¥2) je spojita a vazba A je kompaktni, jak Ize nahlédnout z toho (viz
véta 6.7.28 ve skriptech [8]), ze je jisté omezena v E? a také uzaviena. Podle véty 8.3.2 takova funkce musi nabyvat

body (3,3) a (57, -33).

10F T T |

Obrazek 8.29
Elipsa %2 + 2xy + 2> — 30x + 45 = 0 a jeji nejvzdalen&jsi body.

8.3.11 Komentar

Probranou latku Ize s vyhodou pouzit také na reseni nékterych slovnich aloh. My si takovy postup budeme demonstrovat
na nasledujicim prikladé.
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8.3.12 Priklad

Pro bazén tvaru kvadru je k dispozici 48m? obkladacich dlazdic. Jak je nutno zvolit rozméry kvadru, aby mél bazén
nejvétsi mozny objem? Oznacme délky hran bazénu x,y,z. Objem bazénu je pak roven Cislu xyz. Povrch stén bazénu
s pripoctenim povrchu dna je xy + 2(xz + yz). Snahou je tedy maximalizovat objem V(x,y,z) = xyz za podminky
konstantniho povrchu, tj.

S(x,y,z) = xy + 2(xz + yz) = 48.

Jedna se tedy o alohu na globalni extrém vazany vazbou xy + 2(xz + yz) — 48 = 0. Pro nalezeni globalniho extrému staci
pouze nalézt podezielé body (zde pouze body stacionarni) a srovnat v nich funkéni hodnoty. K tomu pouzijeme vétu o
Lagrangeovych multiplikatorech. Prislusnou Lagrangeovou funkci je funkce

L(x,y,z) = xyz + A(xy + 2xz + 2yz — 48).
Pro jejim zderivovani
L |
=yz+ Ay +2z) =0,

ox
g—L:xz+/\(x+2z)é0,

JdL !
5 =xy+AQ2x+2y) =0,

relativné snadno zjistujeme, ze podezrelym bodem je bod @ = (xo, vo,20) = (4,4,2), pro n&jz A = —1. To, Ze je tento bod
bodem globalniho vazaného maxima, je ziejmé. Maximalni objem bazénu je proto 32m>.
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Kapitola 9

Riemanniv integral

V této kapitole se budeme zabyvat riemannovskou integraci omezenych funkci typu f(¥) : E” — R pres omezené mnoziny.
Zavedeni integralu v E” bude demonstrovano pro funkce f(¥) : E> = R dvou proménnych, kde bude budovani teorie
znaéné prehlednd, a tudiz lépe pochopitelnd. Uz na samém pocatku budované teorie ale upozoriujeme Ctenére, ze
riemannovska integrace bude v konecné fazi shledana jako malo acinna (tzn. aplikovatelnad na prilis omezené mnozstvi
funkci), a ze bude tudiz nezbytné budovat G€innéjsi metodiku integraci. Touto osvédcenou metodikou jsou integracni
postupy vyvozené z obecné teorie Lebesgueova integralu. Ta je podrobné probrana ve skriptech [9], na kterd naroCnéjsi
Ctenare odkazujeme. Také my se v nasledujicim textu budeme v mnoha pripadech na tuto teorii odkazovat. Usnadni nam

to formulace nékterych vét.

9.1 Riemanniv integral pres vicedimenzionalni interval

Nejprve ale budeme uvazovat omezenou funkci f(X) : E" +— R r proménnych definovanou vsude na kompaktnim
(omezeném a uzavieném) intervalu | = Xj_,{a, Be). Pro takovou funkci budeme nyni definovat Riemanniv integral

(@) [, F(@) ax.

9.1.1 Umluva

V celém oddile necht je symbol | vymezen pro dvourozmérny uzavieny interval (dale jen 2D-interval)
J ={a,b) x{c,d),

kde b > a a d > c. Dale definujeme mnozinovou funkei p(J) predpisem p(J) := (b—a)(d —c) reprezentujici obsah (klasickou
dvoudimenzionalni miru, chcete-li) intervalu J.

9.1.2 Definice

Necht {x; : i € 71} je déleni intervalu {a,b) a {y; : j € 1t} déleni intervalu {c, d). Délenim 2D-intervalu | rozumime soustavu
(mnozinu mnozin) vech intervalii tvaru S;; := (xi_1,X;) X (¥j-1,¥;). Oznacujeme & :={S;;:i€n A j€m}.

9.1.3 Priklad
Uvazme interval | = (10,50) x (20,40). Vezméme mnozinu {10,13,23,25,36,41,45,50} jako jednodimenzionalni déleni
intervalu (10,50) a mnozinu {20,22,26,28,36,40} jako jednodimenzionalni déleni intervalu (20,40). Pak dvoudimenzi-

onalni déleni intervalu | je vyobrazeno na obrazku nize, pricemz napr. Sgs = (41,45) X (28,36).
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40

20

Obrazek 9.30
Déleni dvoudimenzionalniho intervalu.

9.1.4 Definice

Necht f(¥) : E? > R je omezena funkce definovana na 2D-intervalu J. Necht 2 = {Sij:ien A jenm} je jeho déleni.
Pro i€l a j €t oznatme
0ij := Inf f(Z), Vi := sup f(¥).
X ij

)?ES,'/'

Dolnim integralnim souctem L(Z, f(X)), resp. hornim integralnim souctem U(2, f(x)) funkce f(X) na intervalu | pfi
déleni & rozumime Cislo

L(2, f(X)) = Zn: Zm: v;j w(Sij), resp. U(Z, f(X)) = Z”: 2’”: Vij u(Sij).

=1 j=1 i=1 j=1

9.1.5 Definice

Rekneme, ze déleni 2’ = {S}; : t €11 A s € 1i1x} je zjemnénim déleni & = {S;j : i € iy A ] € f1p}, jestlize pro kazdé

Sl € 7’ existuje S;j € 9 tak, ze S|, C S;;.

9.1.6 Komentar

Uvédomme si nasledujici skuteCnost. Je-li déleni 2’ z predeslé definice zjemnénim déleni 2, pak libovolny kompaktni
interval S € & je v ramci déleni &’ rozdélen na urcity pocet (oznacme jej m) kompaktnich intervalt S; € 7 tak, ze

plati UL, S} = S.

9.1.7 Lemma

Ke kazdym dvéma délenim téhoz intervalu | existuje jejich spolecné zjemnéni.

9.1.8 Veta

Necht f(¥) : E? — R je funkce definovan4 a omezen4 na 2D-intervalu J. Necht 2 je déleni intervalu ] a & jeho zjemnéni.
Pak plati systém nerovnosti L(Z, f(X)) < L(Z’, f(X)) < U(Z’, f(¥)) < U(Z, f(X)).

Diikaz:

e nerovnost L(Z’, f(X)) < U(Z’, f(X)) plyne z jednoduchého faktu, ze infimum libovolné ciselné mnoziny je mensi
nebo rovno jejimu supremu

e pro zbylé nerovnosti uzijeme poznamky 9.1.6
e necht 2’ je zjemnénim &
e podle pozndmky 9.1.6 existuji pro S € Z kompaktni intervaly S,S,...,S;, € 7’ tak, ze

S{US,U...US, =S
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e necht déle v/ := infy.g f(X) pro i € i1 a v := infgg f(¥)

e pak pro kazdeé i € 71 plati nerovnost v < v;

e odtud v - u(S)) < vl - w(S)

e 7 pravé zminéného vyplyva, ze v - u(S) < 1L, v - u(S’)
e tato nerovnost pritom plati pro kazdé S €

e seCteme-li tedy predchozi nerovnosti pres vsechna S € &, ziskdme vztah mezi dolnimi integralnimi soucty ve tvaru

L(2, f(X) < L(Z, f(¥))
e analogicky se dokaze i nerovnost U(Z’, f(¥)) < U(Z, f(X))

9.1.9 Veta

Necht f(¥): E* - R je funkce definovani a omezen4 na intervalu J. Necht %, % jsou libovolna dvé déleni intervalu J.

Potom L(2, f(x)) < U(Z, f(X)).
e podle véty 9.1.7 vybereme k obéma délenim %, &, spolecné zjemnéni &’
e podle predchézejici véty plati L(24, f(¥)) < L(Z’, (X)) < U(Z’, f(X)) < U(%, f(¥))
o ataké L(2, f(X) < L(Z', f(¥)) < U(Z', f(%)) < U(Zs, f(2))

e odsud jiz plyne tvrzeni

9.1.10 Komentar

Z véty 9.1.8 mimo jiné vyplyva, ze zjemnujeme-li déleni, ¢isla L(Z’, f(X)) a U(Z’, f(X)) se k sobé priblizuji. Vezmeme-li
tedy supremum dolnich integralnich souctil pres vsechna mozna déleni a infimum hornich integralnich souctt pres vsechna
mozna déleni, pak pokud se tyto rovnaji, mtizeme je prohlasit za hodnotu urcitého integralu.

9.1.11 Definice

Necht f(¥) : E> > R je funkce omezena na intervalu J. Hornim Riemannovym integralem U(f(%)), resp. dolnim Rieman-
novym integralem L(f(X)) pres 2D-interval | rozumime ¢isla

U(F@) = jnf U, f), resp. L(@) = sup L7, @),

kde o7 je soustava (tj. mnozina mnozin) vsech déleni intervalu J. Pokud

U(f(9) = L(f(2)), (9-1)

pak fekneme, ze funkce f(¥) ma na | Riemanniiv integral, resp. ze je riemannovsky integrovatelna (integrabilni). Spo-
lenou hodnotu (9.1) nazyvame Riemannovym integralem funkce f(X) pres interval | a znaéime jednim z nésledujicich
symbolii

) f] (@) a2 = (@) f f] Fr, ) d0xr, x2).

Symbol (#) pred znakem integralu se uzivad pouze v pripadech, kdy by mohlo dojit k zdméné s jinym typem integralu,
napf. Lebesgueovym.

9.1.12 Definice

Rekneme, 7e funkce f(¥) : E2 — R je absolutné riemannovsky integrovatelna (integrabilni) na intervalu | C E?, pokud
existuje integral (%) f] |f(¥)| d¥ a je konecny.
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9.1.13 Komentar

Z definice 9.1.11 a véty 9.1.9 je ziejmo, ze L(f(¥)) < U(f(¥)). Navic z véty 9.1.8 vyplyva, ze funkce f(¥) ma na |
Riemanniiv integral pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni 2 intervalu | tak, ze

U(7,f() - L(Z, (%)) < e.

Existuje-li Riemannav integral funkce f(X) pres J, plati jisté, ze

L, f@) < f] £@) a2 < U7, £D) (92)

pro libovolné déleni & intervalu J.

9.1.14 Definice

Necht M C E". Diametrem mnoziny M rozumime cislo diam (M) := supy s\, o(X, /), kde o(%, /) je euklidovska metrika

v E".

9.1.15 Definice

Necht & = {S;;: i€t A j € i} je libovolné déleni intervalu J. Normou déleni % rozumime cislo

12| .= Isluleaé diam (S;)).

9.1.16 Veta — zakladni veta teorie Riemannova integralu

Necht f(x) : E* - R je funkce spojita na J. Potom Riemanniv integral

ff]f(xlr X2) d(x1, X2)

existuje, a je-li (%), , libovolna posloupnost déleni intervalu | takovd, Ze ||Z,|| — 0 pro n — oo, pak

fj]‘f(xl/xﬁ d(x1, %) = lim L(Dn, f(X)) = lim U(Dn, f(X)). (9.3)

Dikaz:

uzijeme poznamky 9.1.13
postaci tedy dokazat, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni 2 tak, ze U(Z, f(X)) — L(2, f(X)) < ¢
zvolme proto € > 0

jelikoz f(X) je spojita na kompaktnim intervalu J, existuje podle Bolzano-Cauchyovy podminky pro spojité funkce
(viz 1.3.8) k danému ¢ > 0 univerzalni kladné 6 tak, ze pro kazda ¥, i/ € | takova, ze o(¥, 1)) < 6, plati

&

w(J) (04)

[f@) - f@)] <

zde se jedna o tzv. stejnomérnou spojitost funkce
necht ¥ = {S;j: i €f A j €} je libovolné déleni intervalu | takové, ze || 7| < 6
oznacme vj; := infyeg, f@®), Vij = SUP s, f(X)

jelikoz f(%) je spojita a vsechny S;;j kompaktni, existuji podle diisledku 8.3.2 prvky ¥jj, 7ij € S;; takové, ze v;; = (i)
a Vij = f(y;j)
jelikoz o(xj, ij) < diam (Sj) < |21l < 6, plati diky (9.4) také nerovnost

Vij — Ujj <

£
u(
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odsud dostavame

U2, @) - (2, f@) = Y (Vij = oi)u(Sij) < €

S,'/'E@

tedy integral z funkce f(X) pres | skutecné existuje

jelikoz plati nerovnost (9.2), vidime navic, ze pro vsechna déleni Z,, pro kterad ||Z,|| < ¢, je
|L(@n,f®> - [ @ dﬁ <e, ‘U(%, s~ [ @ dﬂ <e
] J

e to ale neznameni nic jiného nez fakt, ze pokud ||Z,|| — 0, pak skutecné plati rovnost (9.3)

9.1.17 Priklad

Uvazme funkci f(x, y) = 2x + 4y a pokusme se podle definice Riemannova integralu vypocitat hodnotu

) f] ) d(x, ),

kde J =(0,1) x (0, 1). Uvazme déleni & tohoto intervalu na n? stejnych Etverci

i—-1 i =1 g
Sif=< /_>X<] /i>
n’'n n'n
pro i, j € 7. Na kazdém z téchto ctvercti S;; nabyva funkce f(x, y) svého minima v;;, resp. maxima V;; v levém dolnim,
resp. pravém hornim rohu, tedy

]

P .
vy =2 +4—]n, V=204l

Dolni a horni integralni soucet prislusné k pouzitému déleni maji tvar

n n . _1
L s =Y ) (2t vl a2

i=1 j=1

U@ s =YY (s +4 ) =3+

i=1 j=1

Podle véty 9.1.16 pak plati

. . 3
@) [ f 9t 9= Jim 15, F@) = Jim (3 1) =3,
resp.

) f] Fx, )4, ) = lim L, £ = lim (3+ ) =3,

9.1.18 Priklad

Riemanniv integral existuje podle zakladni véty teorie Riemannova integralu 9.1.16 pro viechny spojité funkce na kom-
paktnim intervalu | = (g, b) X {c,d) . Existuje ovsem také i pro nékteré funkce nespojité, jak se nyni presvédéime. Uvazme

integral

2 2

f f f(x,y)dxdy,

0o Jo
kde

2 (v, ) e T\, 1)}

f,y) = !

10 ... (v, v)=(1,1).

Zvolme nyni déleni 2 intervalu (0,2) X (0,2) na 4n> shodnych ¢tverci
o Ji-1i ji=1 .
S”_< n 'n>x< n 'n> (z,]62n).
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o obsahu u(S;;) = n~2. Nyni snadno nahlédneme, Ze bod (1,1) bude nalezet do &ty mnozin Sij. Konkrétné to budou
St-1)n=1), Sti=1)ns Su(n-1) @ Sun. Z definice funkce f(x, y) je zfejmé, ze pro (i, j) ¢ {(n—l,n—l), n-1,n),(n,n-1),(n, n)}
bude platit v;; = V;; = 2, zatimco pro (i, j) € {(n -1,n-1),(n-1,n),(n,n—1),(n, n)} bude také v;; = 2, ale V;; = 10.
Odtud snadno

2n  2n
2
L(@’f(x/y)):ZZE =2y(])=8
i=1 j=1
a podobné
2n 2n Vi 10-2 3
U, f )= ) ) 3 =2u() + 4= =8+ .
i=1 j=1

Pro pevné ¢ > 0 Ize nyni snadno nalézt takové déleni, aby pro rozdil integralnich souctd platilo
32
U, fx, ) - L2, flxy) = -5 <&

Proto podle poznamky 9.1.13 hledany integral existuje a plati pro néj rovnost foz foz f(x,y)dxdy = 8.

9.2 Riemanniyv integral pres obecnou mnozinu

Poté, co byl zaveden integral pres interval, se nyni pokusime vystavét konstrukci integralu pro pripad, kdy integracni
mnozinou interval nebude.

9.2.1 Definice

Necht M C E". Charakteristickou funkci mnoziny M rozumime funkci definovanou predpisem

@ 1, XeM,
AmX) =
0, X¢ M.

9.2.2 Definice

Necht M c J. Rekneme, ze mnozina M ma Jordandv-Peandv obsah Us(M), jestlize existuje Riemannav integral z funkce
xm(X) pres 2D-interval J. Pak definujeme

Us(M) = ff])(M(xl,xz) d(x1, x2).

9.2.3 Komentar

Pro kazdou omezenou podmnozinu mnoziny E? vsak Jordantiv-Peaniiv obsah definovan neni. Ukazkou takové mnoziny
je napf. mnozina Q, definovana predpisem Q := A X A, kde A := Q N (0, 1). Jde tedy o mnozinu vSech prvk mnoziny
(0,1)x (0, 1), které maji obé slozky racionalni. Charakteristicka funkce xo(x1, x2) mnoziny Q tudiz dava jednicku pouze
tehdy, jsou-li obé jeji slozky x1 a x, racionalnimi Cisly z intervalu (0,1). V ostatnich bodech je funkce nulova. Necht
S € 2, kde Z je libovolné déleni kompaktniho intervalu (0,1) X (0, 1). Jelikoz v kazdém takovém S lezi jisté né&jaky
bod Q x Q a jisté i bod z dopliku E? \ (Q X Q), plati nutné L(Z, xo(¥)) = 0, U(Z, xo(¥)) = 1 pro libovolné déleni
2. Tedy L(f(¥)) = 0 a U(f(¥)) = 1 a integral fQ)(Q(xl,xz) d(x1,x2) tudiz neexistuje. Odtud je zfejmé, ze us(Q) neni
definovano. A to navzdory tomu, Ze mnozina Q je spocetnd, a tudiz by bylo logické oCekavat, ze jeji mira bude nula.
Bohuzel Jordanova-Peanova mira neni dostatecné zpiisobila takové problémy resit.

Rigoréznéji feceno: Zakladni vlastnosti miry p(X) mnozin by méla byt tzv. g—aditivita (viz teorie miry ve skriptech
[9]), ktera spociva v tom, ze je-li My, My, ... spoCetné mnoho disjunktnich mnozin a (M), p(My), . .. jejich miry, pak

u(UzM) = Y pv).
i=1

Jelikoz je ale zfejmé, ze mira jednoprvkové mnoziny {(a1,a2)} je nula a vySe zminovana mnozina Q je disjunktnim sjed-
nocenim jednoprvkovych mnozin, méla by mira us(Q) byt skutecné nulova. To ale neplati. Jordanova-Peanova mira tedy
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ve skriptech [9], kde kromé Jordanovy-Peanovy miry bude zavedena i tzv. Lebesgueova mira, kterd uvedenymi handicapy
Jiz netrpi.

9.2.4 Definice

Necht ma mnozina M C | Jordaniv-Peantiv obsah. Je-li f(¥) : E* — R funkce definovand a omezena na mnoziné M,
definujeme Riemanniiv integral z funkce f(¥X) pfes mnozinu M predpisem

(%) fj]\;f(xLXZ) d(xq, x2) := (Z) fj]‘f(xlf@)XM(Xl,Xz) d(x1, x2),

pokud integral napravo existuje. Pritom klademe f(X) xm(¥) := 0 i v téch bodech X € J\ M, kde f(X) neni pripadné
definovana.

9.2.5 Definice

Rekneme, 7e funkce f(¥) : E" > R je riemannovsky integrovatelns (integrabilni) na mnoziné M C E’, pokud existuje
integral (%) fo(J?) d¥ a je konetny. Rekneme, Ze funkce f(¥) : E' +— R je absolutné riemannovsky integrovatelns
(integrabilni) na mnoziné M C E’, pokud existuje integral (%) fM |f(%)|d¥ a je konecny.

9.2.6 Komentar

Problém existence Riemannova integralu spociva kromé jiného také v tom, ze byt by sama funkce f(x1, x2) byla spojita na
J, integrand f(x1, x2) xm(x1, x2) na ] jiz spojity byt nemusi, a proto existence prislusného Riemannova integralu neni nijak
garantovana. To je také diivod, pro¢ vyslovime nasledujici vlastnosti Riemannova integralu pro integraci pres interval

J =<{a,b) x{c,d).

9.3 Vlastnosti Riemannova integralu

Pokusme se nyni potvrdit intuitivni predpoklady o elementarnich vlastnostech Riemannova integralu a také odvodit
vlastnosti pokrocilé, reprezentujici vicerozmérné alternativy postupd zndmych z jednodimenzionélnich integraci.

9.3.1 Veta — o linearite Riemannova integralu

Necht f(¥) : E*> = R a ¢(¥) : E> — R jsou omezené funkce na kompaktnim intervalu J, které maji na J Riemanniv
integral. Necht ¢ € R. Potom funkce f(¥) + ¢(¥) a (cf)(X) maji na | Riemanniiv integral a plati rovnosti

dx d_), 0.
f]f(f) x+f]g<f>x (05)
: f] £3) ax. (96)

f] (F@) + ¢() a7

f] of () 4

Diikaz:
e integral souctu:

— podle predpokladii existuje pro libovolné zvolené kladné ¢ > 0 déleni 2 = {S;; : i € i A j € 1#1} intervalu |

tak, ze
& &
— oznaCme
vij := inf (%), Vij = sup f(%),
YeSij es;;
Z)1,] := inf g(f)/ Vz,] = sup g(f)r
¥es;; YeS;;
o= inf (f+ 9@, V] =sup(f+ @
XeS;; YeS;;
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— odtud

L2, f@)+g@) = Y. ou(Si) > Y 0+ 0u(Sy) = L(Z, f@) + L(Z, $(D)

Sij€@ Sl]E@

podobné U(Z, () + g(®) < U(Z, f(®) + U(Z, (D)
odsud ale vyplyva, ze U(Z, f(X) + g(¥)) — L(Z, f(X) + g(¥)) < ¢
tedy integral z funkce (f + g)(¥) existuje a rovnost (9.5) plati diky nerovnostem

L(2, f(©) + L(2,8(X) < L(Z, f(X) + 8(D)) <U(Z, f(¥) + g(X) < U(Z, f()) + U(Z,8(%))

e integral soucinu:
— existence integralu z funkce (cf)(X) i rovnost (9.6) vyplyva z jednoduchého faktu, ze pro ¢ > 0 je

inf /)@ =cinf f®),  sup(A)® = csup f()

)?ES,'/' J?ES,/
— pro ¢ <0 pak
inf Cf)® =csup (@, sup(c/)@ =c inf f()
XES5ij

eSij 7eS;; eS;;

9.3.2 Veta — o monotonii Riemannova integralu

Necht | C E? je kompaktni interval a f(¥) : E? — R, g(%) : E> = R omezené funkce majici na | Riemanniv integral.
Jestlize pro vsechna ¥ € | plati nerovnost f(¥) < g(%), pak

f] f@)ar < f] @z

Diikaz:
e je-li na J splnéna nerovnost f(¥) < g(¥), pak pro libovolné zvolené déleni 2 = {S;; : i € it A j € 11} intervalu | plati

inf f(X) < inf g(2), sup f(%) < sup g(¥)
YeS;;

XeSij 7es;; Res;;
e odtud jiz plyne tvrzeni

9.3.3 Veta — o aditivite Riemannova integralu

Necht M;, M, jsou omezené mnoZiny majici Jordantiv-Peaniiv obsah. Necht (%) : E2 - R je omezen4 funkce definovana
na M; U M, a necht existuji integraly fMl f(¥)dx a sz f(X)dx. Je-li My N M, = 0, pak existuje integral fMluMz f(X)dx
a plati

[ s@ar= [ fwars [ f@ar

MyUM, M M,

Diikaz:

e predné je nutno si uvédomit, ze jsou-li M1 a M, omezené mnoziny, pak také M; U M, je omezenou mnozinou
e je-li My N M, = 0, pak pro vechna X € E? plati xu,um,(X) = xm, (0) + X, ()

e tvrzeni pak vyplyne z bezprostredni aplikace véty 9.3.1

e jako duasledek dostdvame tvrzeni

u(Mp UM;) = f

1d¥ = f 1dy?+f 1dxX = p(M) + u(My),
M1UM; M; M,

coz je vlastnost nazyvana v teorii miry aditivitou
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9.3.4 Veta — o absolutni hodnoté Riemannova integralu

Necht | C E? je kompaktni interval a f(¥) : E2 - R je omezena funkce majici na | Riemanniv integral. Potom také
funkce |f(¥)| ma na intervalu | Riemanniv integral a navic plati nerovnost

f] £ dﬁ < f] F@a.

e pokud jiz vime, ze funkce |f(¥)| m4 Riemanniv integral, plyne tvrzeni z véty 9.3.2

Dikaz:

e diikaz existence integralu z funkce | f(¥)| je pro obecné funkce oviem ponékud netrivialni, nebudeme jej zde provadét

e pro spojité funkce bychom naopak mohli vyslovit prislusnou vétu v silnéjsim znéni

9.3.5 Komentar

Véty 9.3.1, 9.3.2 a 9.3.4 plati nejen pro integrace pres kompaktni interval |, ale zastavaji v platnosti i pro integrace pres
omezené mnoziny M C | majici Jordandiv-Peaniiv obsah. Toto zobecnéni umoziuje definice 9.2.4.

9.3.6 Veta - Fubiniova pro Riemanniiv integral

Necht f(¥): E* — R je funkce spojita na uzavieném 2D-intervalu J. Pro x; € (a,b) a x» € (¢, d) polozme

b
fi(x1) :=ff(x1,x2)dxz, fa(x2) 1=ff(x1,x2)dxl.

Potom f1(x1) je spojita na (a, b), f2(x2) je spojita na (c,d) a plati

b
j];f(xLXZ)d(xler) =f f1(x1) dxy =ff2(xz) dxy. (9.7)

V prvni Casti dokazeme spojitost pro funkci fi(x1) (bez Gjmy na obecnosti).

Dikaz:

jelikoz (%) je spojita funkce, existuje pro ¢ > 0 podle Bolzano-Cauchyovy podminky pro stejnomérnou spojitost
(viz 1.3.8) 6 > 0 takové, ze pro jakékoli ¥, i € ], ktera vyhovuji podmince o(¥, 1)) < 6, plati

&)~ f) < 57—

specialné pro & € {a,b) a vsechna xq € {(a,b), x, € {c,d) vyhovujici podmince |x; — &| < 0 tedy plati nerovnost
e
|f(X1,X2) —f(E,X2)| <7

odtud

< f|f(x1,x2) —f(cg, Xz)'dXz <é&

[fitx) = £1(8)] = ‘f(f(xhxz) = f(& x2)) dxo

tedy funkce fi(x1) je spojita pro libovolné & € (a, b), tudiz vSude v {a, b)
e podobné se dokaze spojitost funkce f2(x2) na {c,d)
Ve druhé casti dokazeme rovnost (9.7).

e vezméme € > 0

e k nému existuje (opét podle 1.3.8) cislo 6 > 0 takové, ze pro jakakoli ¥, i € ], kterd vyhovuji podmince o(X, 1)) < 6,

plati nerovnost
£

2u())

f@ - f@)| < (9.8)
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e bud 2 ={S;j:ien A jecih} déleni intervalu | takové, ze [|Z|| < % a Sij =Aai-1, ;) X{Bj-1, B

e polozme v;; := infgg, f(X)

e na | definujme pomocnou funkci f*(x1, x) tak, ze polozime f*(x1,x2) = vjj, je-li x1 € (@1, ;) a x2 € (Bj-1, ;)
e dale klademe f*(b, x2) = vy, pro x2 € {Bj-1, ), f*(x1,d) = Vi pro x1 € {ai_1, ) a f*(b,d) = Vyun

o f*(x1,x2) je tedy funkce, ktera je na obdélnicich S;; az na "pravé a horni okraje"konstantni

e ponechavame Ctenari k ovérenti, ze funkce f*(x1,x2) ma Riemannav integrél na J (funkci f*(x1, x2) je totiz mozno
zapsat jako soucet funkci, které jsou na jednom "polootevieném"obdélniku konstantni a jinde nulové)

e podle (9.8) a vzhledem k volbé ||Z]| < g je

f@ - @] < zw)

e odtud

‘ f] £@) i f] f*(f)dﬁ < f] [f) — £ 4 < & (9.9)
e pro x1 € {(a,b) polozme

fi () :=fdf*(x1,xz)dx2

d
ff*(f)dxz—ff(f)dxz <

. edxp €
<f|f @‘f@'dx2<fz(b_a)(d_c)‘2(b_a)

b b
ffl*(xl)dxl—ffl(xl)dxl

e uvédomme si nyni, Ze

e potom pro x; € {a,b) plati

£ () = filoen)| =

e odtud

b b
< f £ (1) = fix)ldxy < f z(gbdfla) =§ (9.10)

b
fff(xl)dxl:ff*(f)df (9.11)
a ]

— to vyplyva z rovnosti

f] Fr@ar= Y ou(sy)

Sij€D

— dale je nezpochybnitelné, ze pro x1 € (a1, ;) je

fi(a) = fd fX@ dx, = ZUU(‘B/‘_IBH)/

=1

tj. specidlné na (a;-1,a;) je funkce f*(x1) konstantni, a tedy plati

f fi () dxr = Zf1 (ai-1)(ai — ai) = ZZUU(O@ ai-1)(Bj — Bj-1)

i=1 j=1

f fl(xl)dxl_f fl (x1) dxy
[rr@ar- [road<grors=e

e nyni z (9.10), (9.11) a (9.9) dostavame

ffl(xl dx; — ff(f)dfi
+ fabf1*<x1>dx1—f]f*<f)dﬁ+

+
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9.3.7 Komentar

Tvrzeni Fubiniovy véty lze stru¢né zapsat ve tvaru

b b
s d s = ’ d d = ’ d dx,.
ff]f(xl x2) d(x1, x2) j;(ff(xl x2) xz) X1 f(j; fx1, x2) Xl) X2
9.3.8 Priklad

Pouzijeme nyni Fubiniovu vé&tu na potvrzeni spravnosti vysledku prikladu 9.1.17. Integral z linearni funkce f(x, y) = 2x+4y
pres mnozinu | = (0,1) X (0, 1) Ize jejim uzitim vypocitat napt. jako

1/ pl 1 1
ff(x, ydlx,y) = f (f (2x + 4y) dy) dx = f [ny + Zyz]; dx = f (2x +2)dx = 3.
J 0o \Jo 0 0

9.3.9 Komentar

Q(8)

Obrazek 9.31
K vykladu Fubiniovy véty pro integraci pres obecnou mnozinu.

Znéni Fubiniovy véty lze pochopitelné zobecnit i na integraci pres obecnéjsi omezenou mnozinu M C J. Uzijeme
pritom definice 9.2.4. Necht ma tedy mnozina M Jordaniiv-Pean(v obsah. Otazkou je, jakym zpiasobem Ize v analogii k

rovnici (9.7) zjednodusit integral
ff flx, x2) d(x1, x2)
M

pro funkci f(x1, x2) omezenou na M. Z tvrzeni Fubiniovy véty a definice 9.2.4 vidime napf., ze

b
ff fx1,x2) d(x1/x2)=f (ff(xl,xz)XM(xl,Xz)dxz) dxp. (9.12)
M a c

Tento zapis je vsak mozno upravit prostrednictvim nasledujicich avah. Oznacéme
P ={x € (a,b): Tz € (¢, d) tak, Ze (x1, x2) € M}
projekci mnoziny M do osy x; (viz obrazek 9.31). Déle pro pevné zvolené & € P oznacme
Q) = {x2 € (e, d) 1 (&) € M}

pramét (na obrazku vyznacen Cerveng) praniku primky x; = & s mnozinou M (na obrazku svétle Cervené) do osy x,.
Protoze xa(x1,x2) = 0 vné mnoziny M, redukuje se rovnost (9.12) na tvar

ff f(x1,x2) d(x1, x2) = f( f(x1,x2) dxz) dx;.
M PAJQ(x1)

Analogicky Ize postupovat pri integrovani v opacném poradi. Oznacime-li tentokrat

P* = {x; € (c,d) : Ay € (g, b) tak, ze (x1,x2) € M}
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projekci mnoziny M do osy x> a Q(n) := {x1 € {a,b) : (x1,n) € M} priimét praniku pfimky x, = ' s mnozinou M do osy

x1, plati
ff f(xl/xz)d(x1/x2)=f( f(xl,xz)dxl) dxy.
M P* \JQ(x2)

9.3.10 Priklad

Obecnou formulaci z predeslé poznamky budeme nyni demonstrovat na konkrétnim prikladé. Sestavme proto integral
z funkce f(x,y) pres mnozinu M = {(x,y) € E? : x> + y* < 9}. Podle navodu uvedeného v poznamce 9.3.9 bude mit
integral fM f(x,y)d(x, y) faktickou podobu

fzfj:zﬂx’y)dydx:f:fgf(x,y)dxdy,

nebot (pro integral na levé strané) je-li x vybrano pro vnéjsi integraci, hodnota proménné y, pro niz (x,y) € M, probiha

pouze interval (— V9 — x2, V9 — x2).

9.3.11 Priklad

Vypoctéme integral Q = fM4y(y —x)dxdy, kde M = {(x,y) € E>: 0 <y < x <2 A xy > 1}. Mnozinou M je vlastné
uzaviena oblast vymezena pfimkou y = x, hyperbolou xy = 1 a pfimkou x = 2 (viz obrazek). Pak snadno sestavime a
poté také vypoCteme urcity integral

2 X 2 3 2 1% 2 3 3
¥ Y x> x 1 1
[ [ esmaes 2] s 220 L
YA 132, 13 T2 T T
2

21,3 1
= I[—g——+— dx = " Eln(x)] =1In(4) - 3.

1

Obrazek 9.32
Vyobrazeni mnoziny M.

9.3.12 Priklad

Ukazme si nyni, jak zaménovat v integralech integracni poradi. Postup budeme demonstrovat na prikladé

Tt sin(x)
fo fo f(x, y) dyd. (9.13)

Integracni mnozina ma vzhledem k zadani (9.13) nasledujici podobu.
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4y

(0,0) n

Obrazek 9.33
K zameéné integracniho poradi.

Pri zdméné integracniho poradi, kdy vnéjsi proménnou bude 1, ovSem nastava drobnad komplikace, kdy oblouk sinusoidy
y = sin(x) v intervalu (0, 7) nema jednotny predpis pro inverzni funkci (viz obrazek dole). Zatimco dolni polovina oblouku
ma jednoduchy predpis x(y) = arcsin(y), horni polovina oblouku je popsana funkci x(y) = 7 —arcsin(y). To je dasledkem
faktu, ze funkce arcsin(t) se pro t z definiéniho oboru (—1,1) zobrazuje na interval (—m/2,/2). Po této analyze jiz

snadno nahlédneme, ze
sin(x) m—arcsin(y)
f f flx,v) dydx—f f f(x,y) dxdy.
arcsin(y)

X(y) = - arcsin(y)

0,0

Obrazek 9.34
K zaméné integracniho poradi.

9.3.13 Priklad

Dalsim problémem, ktery mize pfi zaménovani integracniho poradi nastdvat, je Clenéni pivodné jediného integralu
na vice integral. Tuto situaci budeme demonstrovat na prikladu fM f(x,y)d(x, y), kdy integracni mnozinou je oblast
M={xy) eE:x>+y>? <4 Ax>0Ay>0A y> x}. Zatimco integrujeme-li s x jako s vn&jsi proménnou, lze

integraci zapsat jedinym integralem
V2 VAR
[ remawn= [ [ repae
M 0 x

zvolime-li za vnéjsi proménnou y, bude mit nutné zapis integraly dva, a sice

[ e naen - f [ e asays f [ v o asa.
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21/2

Obrazek 9.35
Vyobrazeni mnoziny M.

9.3.14 Veta — o substituci pro Riemanniv integral

Necht ¥ = (ﬁ(é) : E" > E’ je regularni a prosté zobrazeni oteviené mnoziny M C E’ na mnozinu Q C E’. Pak pro
kompaktni interval | C Q a spojitou funkci f(¥) : | — R plati

f f@)dr = f (f o DE) IAs(E)1 d, (9.14)
] [Za0)]
pokud integral na pravé strané konverguje. Pritom
Ay = det(%) @
Diikaz:
e kompletni (formalné korektni) diikaz je pomérné technicky narocny

namisto precizni formulace proto na tomto misté budeme demonstrovat jeho podstatu
v celém dikazu je nejstézejnéjsim bodem prokazani rovnosti (9.14) pro funkci f(¥) =1

pro nasi demonstraci zvolme tfirozménou variantu dtikazu

[ar= [ apéiac (9.15)
i K

kde K = @1()), tj. | = @(K), nebot (&) je kromé regularnosti také prosté

chceme prokazat rovnost

pritom u(]) = f]dy?je objem intervalu |

rovnost (9.15) dokazme za predpokladu, Zze zmifovanym zobrazenim je afinni zobrazeni ¥ = @’(_3 = AE+3a, t.

X1 an di M3 &1 ai
X |=| an axn ax & |+ a2 |)
X3 as1 az;  as3 & a3

kde A je regularni matice
za danych predpokladi je uvedené zobrazeni skutecné zobrazenim regularnim a také prostym

snadno nahlédneme, ze
D(x1, x2, X3)

Az = det
7= (9(51,52,53)

) = det(A).
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e chceme-li tedy dokazat rovnost (9.15), postaci dokazat, ze
u(J) = w(@K)) = [det(A)] - u(K) (9.16)

e uvazme pro jednoduchost, ze K je kvadr s hranami definovanymi smérovymi vektory 7= (1,0,0)7, 7= (0, h2,0)T
ark= (0,0,h3)7, kde hihohs #0

e oznacime-li
hy 0 O
R=] 0 h O
0 0 h;

matici sestavenou z vektori 7, [ a %, snadno ovéfime, ze pro objem télesa K plati rovnost
p(K) = hihahs = det(RR)

-

e je-li K kvadr, je ] = ¢(K) rovnobéznostén s hranami definovanymi vektory @ = A7, b= Aja = AR

e oznacime-li nyni

m oo
P = ap bz Co
a3 b3 c3

matici sestavenou z téchto vektoril, plati pro objem rovnobéznosténu | rovnost
S5, T
p()) = Kclaxb)| = | det(P)|

e navic vsak plati, ze P = AR, a proto

1K)

() = |det(AR)| = |det(A) det(R)| = |det(A)| u(K) = ‘det(w)

D(&1,&2,E3)

e tim je dokazano tvrzeni (9.16)

-

e pokud bychom chtéli za pomoci rovnosti (9.16) dokazat obecnou rovnost (9.15), nahradili bychom zobrazeni (<)
lokalngé vhodnym linedrnim zobrazenim, tj. diferencidlem vektorové funkce gﬁ’(g) (zhruba Feceno)

9.3.15 Komentar

Véta o substituci 9.3.14 je bohuzel vyslovena v ponékud omezeném znéni. Srovname-li ji s témér dokonalou formulaci véty
o substituci 5.4.8 (strana 89 v [9]) pro Lebesguedv integral, je ziejmé, Ze tato je vyslovena pro "podstatné vice"mnozin,
m4 podstatné méné predpokladt a rovnost (9.17) plati ve smyslu hodnoty i existence, tj. integral napravo existuje pravé
tehdy, kdyz existuje integral nalevo, a pokud tyto integraly existuji, jejich hodnoty se rovnaji. Problém se zobecnénim
véty o substituci pro Riemanniiv integral spociva v tom, ze i kdyz | je kompaktnim intervalem, nemusi ¢®(J) obecné byt
kompaktni a dokonce ani omezenou mnozinou. Pro neomezené mnoziny ale Riemanniv integral vytvoren neni. Proto
budujeme ve skriptech [9] integral jiného typu. Pro prehlednost zde ale budeme z teorie lebesgueovskych integraci citovat
dvé stézejni véty, které ozrejmuji vztah mezi obéma typy integraci.

9.3.16 Veta — o substituci pro Lebesgueiiv integral

N
Necht ¥ = @(&) : E' — E’ je regularni a prosté zobrazeni oteviené mnoziny P C E" na mnozinu Q C E’. Pak pro
libovolnou méfitelnou mnozinu A C Q a libovolnou méFitelnou funkci f(¥) : E” — R plati rovnost

f F(@)d¥ = f (f o DE) 1AxE)] dE, (9.17)
A 714
kde 5
(8 = der| G 5
Diikaz:

e viz véta 5.4.8 na strané 89 ve skriptech [9]
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9.3.17 Veta — o vztahu Riemannova a Lebesgueova integralu

Necht J = X}_{a, Be) je kompaktni interval v E" a necht existuje (%) f]f(f) d¥. Pak existuje také (%) f]f(a?) dx a oba
integraly maji tutéz hodnotu.

Dikaz:

e viz véta 5.4.2 ve skriptech [9]

9.3.18 Komentar

Odtud je ihned zrejmé, Ze platnost véty 9.3.14 o substituci mtze byt po propojeni s teorii Lebesgueova integralu podstatné
rozSizena.

9.3.19 Priklad

Geometricky smysl véty o substituci budeme demonstrovat na vypoctu urcitého integralu

f fM (1+e™%) dx, y), (9.18)

kde M = {(x, y)EE?: 2+ 42 < 4}. Ciselné se hodnota integralu (9.18) rovna objemu télesa

T={ry2)eE: @ +4 <4 A0<z<T+e W)

Pri vypoctu integralu uZzijeme s vyhodou zobecnénych polarnich souradnic x = 2pcos(p) a y = psin(¢p), pro jejichz
jacobian plati

2cos(p) 2psin(p)
sin(p)  ocos(q)

det ( D, y) ) = = 2p.

Do, ¢)

Proto podle véty 9.3.14 symbolicky nahrazujeme diferencial d(x, y) vztahem d(x, y) = 20d(g, ¢). Elipsa M se po prevedeni
X2 + 4y? = 4¢? cos?() + 40 sin®(p) = 40> < 4 do novych soutadnic méni na obdélnik

O={(Q,(p)€E2:0<Q<1/\0<(p<27‘(}.

fjl\; (1 + e—x2—4y2) d(x,y) = ffo (1 ¥ e—402)20 d(o, ).

Proto je objem télesa T roven objemu télesa

A tedy

S={opmeB:0<p<1A0<p<2m AO<h<20(1+e*)}.

2ty _ 1f2" oy _ fl 42\ qp —
fj]\;(1+e y)d(x,y)—f(; | (1+e )2@dg0dg-4n | @(1+e @)d@—

t = 40
dt = 8pdp

Dale proto

5[ eeya= gl =56
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Obrazek 9.36 L
Taleso T={(x,y,2) € B> : 2+ 42 <4 A 0<z<T+e ¥}

9.3.20 Priklad

Vypoé&téme obsah kruhu K = {(x, Y eEE*: 2 +12< ,,2} o poloméru r > 0. Zcela jednoduse

r Vr2—x? 7
y(K)zf f dydx=2f Vr2 —x2dx =
N N -

x = rsin(f)

/2
=217 f cos?(t) dt = mr?.
dx = rcos(t) dt -

/2

9.3.21 Priklad

Pokusme se znovu vypocitat obsah kruhu K = {(x, YeEE : K2+’ < rZ} o poloméru r > 0, tentokrate vSak s pomoci

véty o substituci. Podle ni pak
27 T
=f f odode = mr?,
0 Jo

coz potvrzuje jednak obecné znamy vzorec a jednak také vysledek predeslého prikladu.

D(x,
x = pcos(p) det(DEQ,Z;) =9

y = osin(¢) dxdy = gdode

) = [ 1atw) -

9.3.22 Priklad

Pomoci pseudopolarnich souradnic urceme obsah plochy, ohranicené krivkou

Lil= cxy (9.19)

pro a,b,c € R*. Zvolme s vyhodou pseudopolarni souradnice

x =ap+Jcos(p), Y =Dbo+/sin(p)

majici jacobian

abo

\sin(p) cos(p)

Rovnice (9.19) ma po transformaci do novych soufadnic tvar ¢? = abc +/sin(¢p) cos(¢), a proto sin(2¢) musi byt nezaporny.
Tedy ¢ € (0, /2) U (7, 37/2). Zadana kfivka se tedy naléza pouze v prvnim a tretim kvadrantu (viz obrazek). Vypocet
plochy ohranicené vyznacenou krivkou se redukuje na integral

/2 Vabe (sin(¢) cos(¢))!/* 1 b b /2 1
u(M) = Zf f N A— dode = z f abc dp = —mna’bc.
0 0 2 sin(¢p) cos(¢) 2 Jo 4

N[+~
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1

Obrazek 9.37
vt

PR 4
Plocha ohranicena kfivkou % + =3 = cxy.
a b

9.3.23 Komentar

Vsechny definice a tvrzeni z této kapitoly o Riemannové integréalu Ize analogicky rozsifit i na funkce vice proménnych nez
dvou. Ovsem problémem Riemannova integralu stale ziistava fakt, ze predné neumi pocitat integraly pres neomezené
mnoziny nebo pro neomezené funkce a rovnéz neumi vycislovat objemy i tak trividlnich mnozin, jakou je napf. mnozina Q

z poznamky 9.2.3. VSechny tyto problémy odstrani modernéjsi pristup prezentovany v ramci teorie Lebesgueova integralu.

9.3.24 Priklad

Vypoctéme objem télesa ohraniceného plochou

2 P 2 32 2 2 2
(a_2+ﬁ+c_2 ==+ - —= (920)

kde a,b, ¢ jsou pozitivni parametry. Uzijeme zobecnéné sférické souradnice
x =apcos(V)cos(p), vy =Dbpcos(V)sin(p), z=cosin(V),

s jacobianem

acos(¥)cos(p) —apsin(V) cos(p) —apcos(I) sin(p)
D(x,y,2)

A; = det| ——2"2
! (D(@,fp,S)

) = | beos(9)sin(p) —bosin(9)sin(p)  bocos(9) cos(p) | = —abcg?® cos(d).
csin(9) cocos(d) 0

Rovnice zadané plochy se po aplikaci zobecnénych sférickych souradnic transformuje na tvar g = cos(29). Jelikoz sféricka
souradnice ¢ musi byt nezadporna, nelze pripustit, aby souradnice 9 probihala cely interval (—m/2,7/2), ale pouze jeho
cast (—mt/4, /4). Integracni mnozinou je tedy mnozina

Mz{(Q,S,(p)EE3:O<Q<cos(28)/\—g<8<% /\0<(p<27‘£}.

Odsud snadno

27 /4 cos(29) 27tab /4 )
u(M) = f f f abcg® cos(9) dpddde = e f cos>(29) cos(9) d9 = 32 V2mabe.
0 J-n/ado 3 —n/4 105

Pro ilustraci zde vykreslujeme podobu zkoumaného télesa.
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Obrazek 9.38
Vyobrazeni télesa (9.20).

9.3.25 Priklad

Vypoctéme objem télesa
T= {(x,y,z)e B> lxl+ Vvl + izl < \/E},

kde a je pozitivni parametr. Diky symetrii alohy se Ize snadno omezit pouze na kladna x, v, z, a tudiz Ize pouzit pseudo-
sférické souradnice

X = @cos4(8) cos4((p), y= Qcos4(8) sin4((p), z= @sin4(8),
jez maji jacobian
cos*(9) cost(p) —4pcos®(9)sin(d) cos*(p) —4pcos(9) cos®(¢) sin(¢p)
Ay = cos*(9)sin*(p) —4pcos?(9)sin(9)sint(p) 4pcost(9)sin’(p)cos(p) |=
sin*(9) 40sin>(9) cos(9) 0
= —16@2 cos’ (9) sin®(9) cos3((p) sir13((p).
Pak tedy

71/2 /2
u(T) =8 f f f 16¢° cos”(8) sin’(9) cos’(¢) sin’ (¢p) dodddg = %“3‘
0 0 0

Pro zajimavost a ilustraci také zde uvadime grafickou podobu télesa T.

Obrazek 9.39
Vyobrazeni télesa T.
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9.3.26 Definice

Necht je v prostoru E" ddna mnozina M. Pak r—rozmérnym objemem mnoziny M budeme rozumét hodnotu

(M) = fM 147,

f fol dx
RARTI) fi, 1z’

pokud oba integraly konverguji a navic p(M) # 0.

pomoa rovnosti

9.3.27 Veta — o separabilite vicerozmerného integralu

Necht | = Xj_;{ak, bx) je r—rozmérny kompaktni interval. Necht je dana funkce f(¥) : E" > R a necht dale existuji
funkce £i(t) : R > R, (k € ), jez jsou spojité na (ay, by) tak, ze pro vsechna ¥ € | plati

f(X) = ti(x1) - a(x2) .. Eo(xy).

bl bz by r bi
f f@az= f £1(xy) e - f £() .. f Gix)dn =] f £06)
J a az ar i=1 Y4

Pak plati rovnost

Dikaz:

e existence vSech dotcenych integraldl plyne ze zakladni véty Riemannova integralu 9.1.16

e ditkaz budeme demonstrovat na prikladé dvojrozmérného integralu pres interval | = {a, b) X {c, d)

e podle predpokladu véty ma byt funkce f(X) = f(x1,x2) tzv. separabilni, tj. plati pro ni f(x1,x2) = €1(x1) - {2(x2)

e podle tvrzeni Fubiniovy véty specifikované v poznamce 9.3.7 tedy plati

ff(x1,x2 )d(x1, x2) = (ff(xl,xz)dxz)dxl
b d
:f (fﬁ(xl)'fz(xz)dxz)dm—f 6’1(361)([ €z(x2)dx2)dx1

T — . L L - oy .
o jelikoz integral fc £r(x2) dxp je pouhym Cislem (nezévisi tedy na x1), maze byt vytktnut pred integral podle pro-
ménné xj

e tim dostavame

b d
f f(Xl,xz)d(xl,xz)=f fl(xl)dxl‘f 0> (x2) dxo
] a c

9.3.28 Priklad

Zajimavym prikladem je vypocet objemu Ctyfrozmérné koule (lépe eliptického eliptikonu podle tabulky ctyfrozmérnych
kvadrik — viz strana 164 ve skriptech [8])

K= {(x,y,z,u)eE4 : x2+]/2+22+u2 <r2}
o poloméru r > 0. Zaved'me souradnice (Etyfrozmérné sférické)

x = 0 cos(w) cos(I) cos(p), Yy = o cos(w)cos(I)sin(p), z = p cos(w)sin(V), = p sin(w),
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jejichz jacobian ma hodnotu A; = ¢? cos?(w) cos(Y). Vypocet této hodnoty je naplni cviceni 208. Jelikoz Etyfrozmérny
prostor je rozdélen na 16 symetrickych casti (hexadekant() (v tfirozmérném prostoru je jich osm a nazyvaji se oktanty),
postaci omezit vypocet na jeden z nich, tedy

r /2 /2 /2
p(K) =16 f f f f 0° cos*(w) cos(9) dwdddepdp.
0o Jo Jo Jo

Uzijeme-li nyni tvrzeni 9.3.27 o separabilité, dostavame

r /2 /2 /2
u(K) = 16f o’do- f cos?(w) dew f cos(9) dd f ldp =
0 0 0 0

=16 Q_T [2 + _Sin(Zw)r/2 [Sin(s)]n/ ’ [(p]”/ 2_1on
0 0

4l |27 4 o Pl T3

9.3.29 Veta — Riemannovo-Lebesgueovo lemma

Necht f(x): R+ R je absolutné riemannovsky integrabilni na konecném nebo nekonecném intervalu I C R. Pak

Alirn f f(x) sin(Ax) dx = 0, Ahm f f(x) cos(Ax) dx = 0, Alim f f(x)e**dx = 0.

Diikaz:
e bez (jmy na obecnosti mtizeme dokézat pouze prvni z uvedenych tvrzeni
e dikaz je rozdélen do Ctyr etap

e v prvni z nich prokazeme platnost dokazovaného vztahu pro funkci f(x) = 1 na I, kde I = {(a,b) je kompaktni
interval

e tehdy plati

b b b
[7 f(x)sin(Ax) dx = [7 sin(Ax) dx = [— COS)(LAX)] = cos(4a) ; COS(MJ),

a

coz vede k tvrzeni

<=—-0

SN

b
f f(x) sin(Ax) dx

e ve druhé etapé predpokladejme, Ze f(x) je po Castech konstantni, coz znaci, ze lze interval I rozdélit na konecné
mnoho disjunktnich podintervald Iy = (ax-1,ax), kde k € 71, ag = a, a, = b, tak, ze ma f(x) na I konstantni hodnotu
rovnou Cislu ¢

e to0 znadi, ze lze psat f(x) = Y.p_; ckgk(x), kde gi(x) = x5, (%)

e xe(x) oznacuje charakteristickou funkci mnoziny E

b n b n g
f f(x)sin(Ax) dx = Z f ckQr(x) sin(Ax) dx = Z Ck f sin(Ax) dx
a k=1 Y4

k=1 -1

e odtud

e tato suma ma pouze koneCny pocet scitancil, a protoze kazdy z nich mifi pro A — oo podle prvni casti ditkazu k
nule, musi totéz Cinit i cely integral

e necht je nyni (ve treti etapé diikazu) funkce f(x) libovolnou funkci definovanou na kompaktnim intervalu I = (a, b)

e zvolme ¢ > 0 libovolné

z definice Riemannova integralu ale vyplyva, Ze existuje po Castech konstantni funkce g(x) takova, ze

b
f 1£x) - g@)ldx < 5

173



KAPITOLA 9. RIEMANNUV INTEGRAL

e pak ale , , .
f f(x) sin(Ax) dx| = f (f(x) — g(x)) sin(Ax) dx + f g(x) sin(Ax) dx| <
b b
< f [f(x) — g(x)] - | sin(Ax)| dx + f g(x) sin(Ax) dx| <
b b
< f [f(x) — g(x)| dx + f g(x) sin(Ax) dx

e posledni integral konverguje pro A — oo k nule, tedy existuje Ag, ze tento integral je pro A > Ay mensi nez ¢/2
e pro tato A je pak cely omezovany vyraz mensi nez ¢, coz dokazuje tvrzeni

e nakonec uvazujme variantu, kdy I kompaktni neni

e opét zvolme ¢ > 0 libovolné

e protoze f(x) je absolutné riemannovsky integrabilni, existuje jisté kompaktni interval | C I tak, ze fI [f(x)|dx < e

\J
e pak lze psat

<

‘ j; f(x) sin(Ax) dx

f f(x) sin(Ax) dx| + f [f(x)| dx,
J N

kde prvni ¢len mifi k nule na zakladé vysledku treti etapy a druhy Clen je také mensi nez ¢

e to finalizuje celou proceduru diikazu
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Kapitola 10
Integral po krivce

Nasledujici dvé kapitoly téchto skript predstavi obecnéjsi zpiisoby integraci. Az do této chvile jsme se zabyvali integraci
funkce f(¥) : E" — R, kdy integraéni mnozinou byla mnozina majici nenulovy r—rozmérny objem. Integrovali jsme tak
napriklad funkci f(x, y,z) = xy + e* pfes mnozinu

T={(x,y,z)€E3:x2+y2+zz<1/\x>0/\y>0/\z>0}.

Nyni se zaCneme zabyvat otazkou, jak integrovat pres mnoziny, jejichz ¥—rozmérny objem je nulovy. Bude se tedy jednat
napriklad o integraci pres krivky ve 3D-prostoru, krivky v roving, plochy ve 3D-prostoru a podobné. Tato teorie ma
vyznamné uplatnéni napriklad v teorii funkci komplexni proménné nebo ve fyzice (v teorii gravitacnich ¢i elektromagne-
tickych poli).

Hezkym prikladem aplikace teorie kiivek je zpracovani biomedicinskych signalé (EKG, EEG apod.), kdy je na m sen-
zorech zaznamendavan Casovy pribéh vybrané fyzikalni veli¢iny (napf. napéti zpasobené Sifenim potencidlu myokardem).
Vysledkem je pak sada yi(t), y2(t), . .., ym(t) funkci, jejichz prabéh byl méren v Casovém intervalu (t,, tg). Tim obdrzime
(matematicky vzato) kfivkovou parametrizaci y(t) : (ta, tg) > E". Z vlastnosti jejiho geometrického obrazu v E™ Ize pak
vycist anomaélie od normalniho priibéhu signalu, tj. detekovat napft. lokalizaci nebo stadium infarktu myokardu.

10.1 Krivky

Pojem krivky bude nejprve nutné korektné definovat a specifikovat také nékteré prijemné vlastnosti obecnych krivek.

10.1.1 Definice

Krivkovou parametrizaci v E" nazveme kazdé spojité zobrazeni ¢(t) intervalu (a,b) C R do mnoziny E". Mnozinu
(Py :={7eE: y=¢t), kde t € (a,b)}

nazveme geometrickym obrazem zobrazeni @(t). Mnozinu C C E" nazveme krivkou v E’, existuje-li kfivkova parametrizace
@) : (a,by — E’ takova, ze (@) = C. Bod @(a) € E’, resp. @(b) € E' nazveme pocatecnim, resp. koncovym bodem
krivky (@). Dale fekneme, ze krivka (@) je jednoducha, je-li zobrazeni @(t) prosté na otevieném intervalu (a,b). Krivku
(@) nazveme uzavrenou, pokud plati @(a) = @(b).

10.1.2 Priklad

Nazornou predstavu o konstrukci a vlastnostech krivky Ize ziskat z nasledujiciho obrazku. Spodni Gsecka predstavuje
uzavieny interval, jimz probiha parametr. Carkované Sipky znazoriiuji zptisob zobrazeni parametru do bodu prostoru E2.
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Ay

v

Obrazek 10.40
llustrace parametrizace krivky ve dvojrozmérném prostoru.

Povsimnéte si, ze krivka neni jednoducha, nebot existuji dva rtizné parametry t1,t, € (a, B) takové, Ze se prostrednic-
tvim zobrazeni @3(t) zobrazuji do téhoz bodu v E2. Kfivka tedy protini sebe samu.

10.1.3 Priklad

Krivkou v E* maze byt napf. sroubovice s linearnim stoupanim zadana na intervalu (0,107) parametrizaci @(t) =
(cos(t), sin(t), t) nebo sroubovice s nelinedrnim stoupanim zadana na tomtéz intervalu parametrizaci 1/7(1?) = (cos(t), sin(t), t2/30).

y y
N N
S N
= ~, ~,
N =
N N
e | 4 \\\‘7,
R s i~ 4
\\\ \\\/_
I y y

Obrazek 10.41
Sroubovice s linearnim (vlevo) a nelinearnim (vpravo) stoupanim.

10.1.4 Definice

Necht je dana mnozina C C E’. Rekneme, ze C je hladkou regulrni krivkou v E’, pokud existuje jeji parametrizace
@(t) : (a,b)y — E’ takova, ze @(t) ma na intervalu (a, b) spojitou derivaci

-

2 Dy . . .
¢ = 5 = (910, 9200), .., (1))
a na krajich intervalu ma derivace jednostranné a pro vsechna t € (a, b) plati nerovnost (f)’(t) £ 0.

10.1.5 Komentar

Pokusme se nyni stanovit obecny predpis pro tecny vektor k hladké regularni krivce. Odvozeni budeme demonstrovat na
dvojrozmérném pripadg, kdy je kfivka zadana na (a, b) parametrizaci (x(t), y(t)). Tato parametrizace zadava (po eliminaci
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parametru t) funkci y = y(x) (nebo x = x(y)), nebot v kazdém bodé t intervalu (g, b) je bud
d(pl
nebo d
P2
™ (r) # 0. (10.2)

To plyne z hladké regularity zkoumané krivky. Uvazujme dale variantu (10.1), kdy je na proménnou y nahlizeno jako na
zavisle proménnou (funkci), kdezto na proménnou x je nahlizeno jako na nezavisle proménnou, tedy y = y(x). Cilem je
tedy hledat tecnu ke grafu funkce y(x) v jejim bodé (xo, yo), kde xo = x(70), resp. yo = y(10), kde T € (4, b). Matematicky
Ize uvedeny problém reformulovat takto. Dvé slozky parametrizace budeme chéapat jako dvé funkce

Fx,t,y)=pi() —x=0, Gx,ty)=g@a(t)—y=0, (10.3)

které na okoli generujiciho bodu (xo, to, yo) generuji dvé implicitni funkce v = y(x) a t = t(x). To, ze uvedeny generujici
bod neni bodem kritickym, kontrolujeme snadnym vypoctem:

D(F,G) $1(t)) O
det| ==~ =
et( D, y) )(x0, to, Yo) alty) 1

jak ihned plyne z (10.1). Soustava (10.3) proto zadava na okoli bodu (xo, to, yo) pravé jednu dvojici implicitnich funkci
Yy = y(x) a t = t(x), z nichZ nas zajima jen funkce y = y(x). Hledejme tedy jeji te€nu v bodé (xo, o) jejiho grafu. Derivaci
generujici soustavy podle x a dosazenim generujiciho bodu dostavame

[(P1(t0) 0 }{ ¥ (x0) }:[ 1 }
Pa(te) -1 Y (xo0) 0)

= _(Pl(to) * 0/

odkud z Cramerova pravidla mame

P1(to) 1
, _ ¢2(t0) 0 _ (pz(to)
Y (x0) = )0 = i)’
P2(to) -1

\
.
s

Obrazek 10.42
Tecné vektory ve vybranych bodech Sroubovice s nelinearnim stoupanim.

Proto je hledanou te¢nou primkou primka

)
~ ¢alto)

Y=o (x = x0),

resp.
¢1(to)y — @a(to)x = yo@1(to) — Xo@2(to),

jejimz normalovym vektorem je vektor (=@ (to), P1(to)). Tecnym vektorem je tedy vektor (¢1(to), P2(to)) = gf)'(to). Zcela

analogicky predstavuje vektor (;L))(t) tecny vektor ke krivce C = (@) v jejim bodé (p1(t), pa(t), ..., p.(t)).
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10.1.6 Definice

Necht jsou dany kiivky C,D C E’ a jejich parametrizace ¢(t) : {a,b) — E’, resp. J(t) : {¢c,d) — E’ splnujici pod-
minku @(b) = lﬁ(c). (Direktnim) souctem krivek C a D nazyvame kiivku C & D definovanou na intervalu {a,b +d — ¢)
parametrizaci

@(t); t € {a,b;

(Pe b ::{ Jt—-b+c); tebbrd—o).

10.1.7 Priklad

Necht jsou dany dvé krivkové parametrizace @(t) = (2cos(t),2sin(t)) pro t € (0,7) a 115(15) = (t,0) pro t € (=2,2).
Souétem prislusnych krivek pak rozumime kfivku zadanou na intervalu (0, 7t + 4) parametrizaci @(t) := (¢ @ lﬁ)(t) :

3 { (2cos(t), 2sin(t));  te(0,m); (10.4

(t—m—-2,0); te(m,m+4).
Krivka je vyobrazena na nasledujicim obrazku.

Ay

(0,0) X

v

Obrazek 10.43
Kfivka () zadana parametrizaci (10.4).

10.1.8 Definice

Necht je dana kiivka C ¢ E’. Rekneme, ze kiivka C je po castech hladkou regularni kfivkou, jestlize existuje jeji
parametrizace @(t) : (a,b) — E’ a parametrizace jednoduchych hladkych regularnich krivek @1(t), ga(t), ..., P(t) tak,
ze g(t) = (1 ©P2®... @ P)(H).

10.1.9 Priklad

Napriklad krivka

Y <iays0
i 9 y

kde symbol bd oznacuje hranici, bude pravé ukazkou po Castech hladké regularni k¥ivky, kterd ale neni hladkou regularni
krivkou. Tato krivka je slozena z palelipsy

bid{(x,y)eEZ: (-2 }

92 42
Ez{(x,y)eEZ: %+%:1/\y>0}

a asecky
U={xy)eE: [x-2/<2 A y=0}.
Palelipsu parametrizujeme klasickou parametrizaci
(x,v) = (2 + 4 cos(t); 3sin(t)),

kde t € (0, 7t), pro kterou zjevné

dx\? (dy > 2 . 2 2
(E) +( 2] = 16c05%(t) + 9sin’(t) = 9+ 7 cosi(t) > 0.
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Palelipsa E je tedy hladkd regularni. Usegku U parametrizujeme trivialni parametrizaci (x, y) = (t;0), kde t € (0,4). Pro

ni zjevné
dx\2  [(dy)’
— — | =1 .
(dt) +(dt) #0

Tudiz i U je hladka regularni. A protoze K = E @ U, je K jisté po Castech hladkou regularni krivkou.

10.2 Krivkovy integral

Nyni se budeme zabyvat integraci funkci a vektorti funkci vice proménnych pres integracni mnozinu, kterou bude pred-
stavovat jista krivka v prostoru E'.

10.2.1 Komentar

Ukazeme nyni, jak ziskat nazornou predstavu pri urCovani délky zadané krivky. Konstrukci prislusného vzorce budeme
opét demonstrovat na dvojrozmérné krivce zadané parametrizaci (x,y) = (@i(t), p2(t)) na intervalu {a,b). Oznacme
a = x(a) a B = x(b). Zkoumana kfivka budiz pro jednoduchost grafem funkce ¥ = y(x) na intervalu {(a, ).

yA

v X

Obrazek 10.44
K vypoctu délky krivky.

Elementarni asek délky krivky (viz obrazek) Ize priblizné nahradit elementem o délce prepony +/(dx)? + (1'dx)? trojahel-
niku z obrazku. Proto je délka krivky odhadnuta integralem

= fﬁ A (@x)? + (y/dx)? = fﬁ A1+ (y)?dx.

Vzhledem k faktu, Ze x = @1(f) a y = @a(t), plyne odsud

,_dy _dy1l ¢

y = TR L
dx dt ¢ ¢

7 véty o substituci pro jednorozmérny integral pak vyplyva, ze dx musi byt ve vySe uvedeném integréle formalné nahrazeno

vyrazem ¢1dt. Proto
7 (B) . \2 b -
- f @ 1+ (%) Pt = f (P1)? + (p2)* dt = f Gl dt.
P7la B ;

10.2.2 Umluva

V celé kapitole budeme predpokladat, ze je-li pro kiivku C pozadovana jista vlastnost, pak prislusna krivkova parame-
trizace tuto vlastnost garantuje. Tedy fekneme-li napfiklad, Ze kiivka K = {(x,y) € R? : 2 + y* = 1} je jednoducha a
@(t) : a,by — E’ je jeji parametrizace, pak budeme predpokladat, ze @(t) je pravé ono prosté zobrazeni na otevieném
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intervalu (a,b). Pro kiivku K by bylo totiz jisté mozné nalézt parametrizaci, kterd prostym zobrazenim neni. Prikladem
mize byt

(x, y) = (cos(t); sin(t)),

kde t € (0,24m).

10.2.3 Definice

Necht @(t) : (a,b) — E’ je parametrizace jednoduché a hladké regularni kiivky C a necht f(¥) : E" — R je funkce
definovana alespon na mnoziné (@). Pak definujeme krivkovy integral prvniho druhu z funkce f(X) podél krivky (@)
predpisem

! > N
fcf @) djue®) = f HEONOIED

pokud integral na pravé strané existuje. Je-li C jednoducha a po Castech hladka regularni krivka, pro niz existuji para-
metrizace jednoduchych a hladkych regularnich kiivek @i(t) v E’ tak, ze 1/7(t) = (G10P2®...® @) a (P(t)) = C, pak
definujeme krivkovy integral prvniho druhu z funkce f(X) podél krivky C predpisem

k
[r@awm@=Y [ e,
c P (7))

ma-li prava strana smysl. Cislo £ := f((ﬁ) dc(X) nazyvame délkou krivky ().

10.2.4 Komentar
Demonstrujme nyni geometricky vyznam krivkového integralu f«ﬁ) f (%) duc(%). Necht je pro nas acel funkce f(X) nezaporna

na mnoziné C = {¥ € E" : ¥ = ¢(t), t € Dom(¢)}. Oznaime nyni S = {(¥, y) € E"*l: ¥ C A 0 < y < f(X)}. Pak plati

[ @ = o)
(@

kde symbol 1i»(S) reprezentuje obsah dvojrozmérné mnoziny S lezZici v (r + 1)—dimenzionalnim prostoru. Lépe bude vse
pochopitelné na nasledujicim prikladé. Uvazme dvojrozmérnou kiivku C (na obrazku Cervené) a funkci f(x, ), jejiz graf
T(f) je na obrazku vyobrazen sedou plochou lezici ve tfidimenzionalnim prostoru E. V této plose T'(f) lezi kolmy pramét
kiivky C do plochy I'(f) (na obrazku modre). Potom vyse diskutovanou mnozinou S je plocha

S={wy2el: (vy) eCAO<z<flx,y)

jez je kolma k mnozing E?, v niz lezi kiivka C. Obsah této plochy p»(S) je pak podle predeslého roven pravé integrélu
f@ f(x,v) duc(x, y). Odtud je také pochopitelna rovnost

t= f 1duc(x, v),
(@)

P

kterou Ize interpretovat tak, ze obsah plochy 1»(S) pod jednotkovou funkei se (az na jednotku rozméru) rovna délce
krivky C.
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Obrazek 10.45
K demonstraci krivkového integralu prvniho druhu.

10.2.5 Priklad
Vypoctéme kiivkovy integral

fE G — a)(y — b)| due(x, v),

kde E je elipsa b*(x —a)? + a*(y — b)* = a*b*. Volme a,b > 0. Zvolime parametrizaci ¢(t) = (a + a cos(t), b + bsin(t)) pro
t € (0,27) vzeslou ze zobecnénych polarnich souradnic.

Obrazek 10.46
Elipsa b%(x — a)? + a?(y — b)? = a?b?.

Jelikoz (ﬁ(t) = (—asin(t), b cos(t)), je normou

GBI = \/az sin?(t) + b2 cos2(t)

a zadany integral ma tvar

27 /2
f ab| sin(t) cos(t)| A/a? sin®(t) + b2 cos?(t) dt = 2ab f sin(2f) a2 + (b2 — a2) cos?(t) dt =
0 0

u = cos*(t)
du = =2 cos(t) sin(t) dt

a% + ab + b?

1

4

=2ab 2+ (W2 —a*)udu = < ab
afo a + ( a?)udu 3a P
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10.2.6 Veta — existence krivkového integralu prvniho druhu

Necht ¢(t) je parametrizace jednoduché a hladké regularni kiivky C v E" a f(¥) : E" — R je spojita funkce. Pak krivkovy
integral

[ @ awm

existuje a je konecny.

Dikaz:

uvedeny krivkovy integral je definovan pomoci jednorozmérného Riemannova (popr. Newtonova) integralu

toto tvrzeni tudiz pfimo vyplyva z faktu, ze integrand v definiénim integralu

b .
f f@®) gl dt (10.5)

je spojitou funkci, nebot f(X) je spojitd a vnitfni funkce @(t) také (viz definici krivky)
navic i norma ||q5’(t)|| je spojita podle definice 10.1.4
tudiz i soucin funkei (@) [IF(H)] je spojitou funkci

protoze se v integrale (10.5) integruje spojitd funkce na uzavieném intervalu {a,b), je podle teorie Riemannova
integralu integral (10.5) konvergentni

10.2.7 Veta — o nezavislosti krivkového integralu prvniho druhu na parametrizaci

Necht ¢@(t), l/j(t) jsou parametrizace jednoduchych a hladkych regularnich krivek, pro néz (@) = (J}. Pak pro kazdou
spojitou funkci f(¥) definovanou na mnoziné (@), plati

FR) dpe(®) = f( REET)

(@)

Diikaz:

integrand je spojitou funkci, tedy integral existuje (viz véta 10.2.6)

obé zobrazeni @(t), 1/7(15) jsou podle predpokladil prosté (jedna se o jednoduché krivky)
necht napt. @(t) : (a,b) > E" a §i(s) : (c,d) — E’

aplikujme na rovnost ((c, d)) = @({a, b)) = (@) invezni zobrazeni @°(t) k zobrazeni @(t)
zminéné inverzni zobrazeni existuje diky prostoté zobrazeni @(t)

pak tedy
(@° o P)(e,d)) = a, b)

oznaéme o(t) := (@° o f)(t) zobrazeni, jez Cislu t € (c,d) prirazuje Cislo s = v(t) € {a, b)
pak plati 1/7(1?) = (@ o v)(t) a podle véty o derivaci slozeného zobrazeni také lﬁ = qﬁ’ 0

dale také ||1/7|| = ||g3||-||z'1|| = ||q3||-|z')|, nebot v(f) je funkce jedné proménné, a tudiz norma derivace splyva s absolutni
hodnotou derivace

vycisleme nyni kiivkovy integral (za pouziti substituce s = v(t))

=o(t)
ds = o(t) dt

f F@O) 1Pl df = f A(@ © 0)O) I o) at =

b N : ds b N
- f SN IGO0 o = f FEONFE s

zde nabadame Ctenare, aby dikladné zvazil, proc se v posledné uvedeném zapise objevuje absolutni hodnota |9(t)|

: 1, d
také v podilu ﬁ
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10.2.8 Definice

Necht @(t) : (a,b) — E’ je parametrizace jednoduché a hladké regularni kfivky a necht E(¥) : E” — E’ je funkéni vektor
definovany alespon na mnoziné (@). Pak definujeme krivkovy integral druhého druhu z vektoru funkci ﬁ(f) podél krivky
(@) predpisem

bor
[ Fwanw = [ Y raomema, (10.6)
K2 a =1

pokud pravé strana této rovnosti existuje. Tento integral zapisujeme téz v méné formalnim tvaru

f Fl(f) dx; +... +Fr(f) dx,.

(&)

Je-li C jednoducha a po castech hladka regularni krivka, pro niz existuji parametrizace jednoduchych a hladkych regular-
nich krivek @i(t) v E" tak, ze Y(t) = (1D @2 & ... ® @r)(t) a (@(t)) = C, pak definujeme krivkovy integral druhého druhu
z funkéniho vektoru ﬁ()?) podél krivky (1/7) predpisem

- k -
‘[0/7) F(x) dpe(¥) := ; «[H) F(%) dp(%),

ma-li prava strana smysl.

10.2.9 Komentar

Zapis (10.6) lze sumarizovat pomoci symbolu pro skalarni soucin do kompaktniho tvaru

- b =05\, 5
f( @F(f)dyc(f) = fa (F(@) 1P at.

Pritom hodnota soucinu (ﬁ((ﬁ)l(ﬁ) reprezentuje délku kolmého primétu vektoru ﬁ((ﬁ) do sméru (ﬁ tecného vektoru ke
kiivce. Tedy specialné: je-li vektor F(¥) kolmy ke kfivce v kazdém jejim bodé %, pak je prislusny krivkovy integral druhého
druhu nulovy.

10.2.10 Priklad

Vypoctéme kiivkovy integral druhého druhu

f (x+y,x = y) duc(x, y),
M
kde M = {(x,y) € R? : y = 4x> A 0 < x < 1}. Zvolme nejjednodussi moznou parametrizaci tvaru @(t) = (t,4t?), kde
t €(0,1). Pak @(t) = (1,8t) a vySetiovany integral prechazi do tvaru
1

1 tz 7
f(t+4t2+8t2—32t3)dt= — 4 -8t = -2,
0 2 0 2

10.2.11 Veta — existence krivkového integralu druhého druhu

Necht @(t) je parametrizace jednoduché a hladké regularni kiivky C v E” a ﬁ(a?) : E" — R je spojita vektorova funkce.
Pak krivkovy integral

[ Foau
c
existuje a je konecny.

Diikaz:

e jedna se o analogii ditkazu véty 10.2.6
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10.2.12 Lemma — o nezavislosti krivkového integralu druhého druhu na parametrizaci

Necht @(t), lﬁ(t) jsou parametrizace jednoduchych a hladkych regularnich krivek, pro néz (@) = (J}. Pak pro kazdy
spojity funkéni vektor £(X) definovany na mnoziné (@) plati

[ Fwanw=a [ Foyaum,
(P) @)

kde bud a =1, nebo a = —1.

10.2.13 Definice

Necht je jednoduch4 a hladka regularni kiivka C zadana parametrizaci ¢(t) : (a,b) — FE', jejiz délka je €. Tézistém krivky
(@) rozumime bod @' € E’, pro jehoz soufadnice plati

1. Cfewdp®
a “ffcx’d”f(’?"—fcldym’ i e .

10.2.14 Priklad

Na tomto misté urceme polohu tézisté Ctvrtiny kruznice o poloméru r. Zkoumanou kiivkou je tedy mnozina
K={(x,y)€E2: PP =r Ax>0A y>0}

a jeji parametrizaci zobrazeni @(t) = (rcos(t), rsin(t)), kde t € (0, 7t/2). Pak pro délku mnoziny K plati

/2
fzf rdt:Er,
0 2

nebot pro normu zobrazeni (ﬁ(t) plati jednoduchy vztah ||(ﬁ(t)|| = 1. Pro x—ovou souradnici t&zisté podle predeslé definice
plati rovnost

2 (T2 2r
Xr = — * cos(t) dt = =.
nr Jo T
Podobné pro y—ovou souradnici tézisté plati
2 (7, 2r
= — r°sin(t) dt = —.
=) () -

5 (Zr Zr)
a=(—,—].
' n

10.2.15 Komentar

Doporucujeme také ctenari, aby zvazil, pro¢ by predesla véta neplatila, kdyby @(f) nebo lﬁ(t) nebyly parametrizacemi
jednoduchych krivek.

10.2.16 Veta — linearita krivkového integralu

Necht @(t) je parametrizace krivky v E’, f(X), (%) : E" > R necht jsou funkce a F®),G(® : E' = E’ necht jsou funkéni
vektory. Necht dale a, f € R. Pak plati rovnosti

f< @(“f (@) +p3(D) due(@) = a f( RIGLECA f( , SO,

f«, 7)(odﬁ(f) +BG(®) dpe(¥) = a f ; F(®) du @) + f( ) G duc(®),

(p ¢

pokud vyrazy na pravych stranach existuji.

Diikaz:
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e jelikoz je krivkovy integral definovan pomoci jednorozmérného Riemannova (Gi Newtonova) integralu, je linearita
krivkového integralu diisledkem linearity v Riemannové pojeti integralu

e tedy napr.
b . b .
[ @p@an@ = [ asgorndonc=a [ saongona=o [ o
() a a (p)

e podobné se vyuzije definice krivkovych integralt a adekvatnich vlastnosti Riemannovych integrald také u dalSich
vlastnosti

10.2.17 Veta — aditivita krivkového integralu v mezich

Necht @(t), 1/_))(t) jsou parametrizace krivek takovych, ze soucet krivek (¢ ® 1/7) je definovan. Jestlize ma funkce f(%) :
E’ — R kiivkovy integral podél (@) i podél (1)), ma jej i podél (@ @ 1)) a plati

[ @@= [ foa@+ [ @
(oY) (P @)
Ma-li vektorové pole E(%) krivkovy integral podél (@) i podél <1ﬁ), ma jej i podél (@ lﬁ) a plati

[ o= [ Fowm+ [ Ao
(poy) (P) @)

Diikaz:
e uzijeme definice souctu krivek 10.1.6
e pak
b ' brd-c .
f( o, () = f F@IFO dt + fb fJE=b+0) vt —b+o)at =
(05 a

s=t—-b+c
ds = dt

- [ e+ [ fodan
(P W)
e analogicky dokdzeme druhou Cast véty

10.2.18 Komentar

Dalsi vlastnosti znamé z teorie Riemannova integrélu, jako jsou napf. monotonie Ci absolutni hodnota, jiz pro krivkovy
integral obecné neplati. Jisté analogie by viak bylo mozno vyslovit pro kfivkovy integral prvniho druhu. Jednou z nich je
nasledujici véta.

10.2.19 Veta — monotonie krivkového integralu

Necht @(t) je kfivkova parametrizace jednoduché a hladké regularni krivky v E" a f(X), g(¥) : E" — R funkce takové, ze
pro viechna X € (@) plati nerovnost f(¥) < g(¥). Pak plati

[ raws [ @,
@ (@)

pokud oba krivkové integrély existuji.
Diikaz:

e diikaz opét vychazi z analogické vlastnosti Riemannova integralu

e pokud totiz f(X) < g(¥), pak také F(F(D) IFH)II < g(BD) IFHI

e tedy prvni integrand je mensi nebo roven integrandu druhého integralu, a lze tudiz aplikovat vétu o monotonii
Riemannova integralu pro funkci jedné proménné
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10.2.20 Komentar

Pokud je integracni mnozinou v krivkovém integralu uzavrena krivka, lze tento fakt zohlednit i v zapise integrélu, a sice
krouzkem ve znaku integralu

£ dpe(.
(P

Tohoto znaceni se hojné uziva napf. v matematické fyzice.

10.2.21 Priklad

Cilem tohoto prikladu je ukazat zptisob, jak parametrizovat nékteré krivky. Zvolme napt. Ctyrlistek z nasledujiciho obrazku.
Budeme-li nahlizet na vykresleny atvar jako na krivku v polarnich souradnicich x = pcos(t), y = psin(t), bude zfejmé, ze
vzdalenost ¢ bodu krivky od pocatku souradného systému se méni s thlem t € (0, 27). Tedy o = o(t). Pak bude systém
rovnic

x = p(t)cos(t), y = o(t)sin(t) (10.7)

skuteéné jednoparametrickym, a bude tudiz predstavovat parametrizaci kiivky v E2. Zbyva tedy nalézt vhodnou funkci
0 = o(t) tak, aby parametrizace (10.7) popisovala Ctyrlistek z obrazku. Cilem je najit jistou elementarni funkci, kterd
bude pro t = 0 a t = 7t/2 vykazovat nulovou hodnotu a pro t = /4 bude nabyvat maxima. Takovou funkci je napr.
o(t) = sin(2t). Chceme-li ale, aby o(t) bylo na t € (0, 27) nezdporné, musime jeSté opatfit uzity sinus absolutni hodnotou.
Pak skutecné geometrickym obrazem zobrazeni

@(t) = (| sin(2#)| cos(t), | sin(2¢)| sin(t)) (10.8)

je krivka z obrazku 10.47.

Obrazek 10.47
Kfivka s parametrizaci (10.8).

10.2.22 Priklad

Necht je zadana kfivka C = {(x,y) € E? : x> + 8y* + 4xy — 8x — 32y = 17}. Pokusme se nalézt jeji parametrizaci.
Rovnice kfivky, jak je jisté patrno, predstavuje kvadriku v E?, tedy kuzelosecku. Po doplnéni na Etverce se zadan4 rovnice
transformuje na tvar (x + 2y —4)? + (2y — 4)? = 49, ktery se po zavedeni novych soufadnic E =x+2y—4an=2y—4
redukuje na normalni tvar £2+1? = 49. Tento tvar predstavuje elipsu, kterou je ale snadné parametrizovat napf. funkénim
vektorem (&,n) = (7 cos(t), 7 sin(t)), kde parametr t je pochopitelné vybran z intervalu (0,27). Navratem k ptvodnim
proménnym x a y ziskdme hledanou parametrizaci x = 7 cos(t) — 7sin(t), y = 2 + %sin(t). Takovato parametrizace pak
muze slouzit k dalsim vypoctiim nebo k samotnému vykresleni krivky v nékterém z vhodnych programda, jakym je napfr.
MATLAB. Timto zptsobem byla provedena i vizualizace vySe uvedené krivky na nasledujicim obrazku. Jedna se tedy o
elipsu se stfedem v bodé (0, 2), jejiz hlavni a vedlejsi poloosy maji v souradném systému obecnou polohu, tedy nejsou
rovnobézné se souradnymi osami, jak byva vesmés zvykem.
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0.2)

\FJ

Obrazek 10.48
Elipsa v obecné poloze.

v

10.2.23 Veta — Greenova

Necht S C R? je oblast a (@) jednoduch4, uzavrena a po castech hladka regularni krivka takova, ze (@) = bd(S). Necht
G je oteviend mnozina takova, 7e S C G. Pak pro kazdé spojité diferencovatelné vektorové pole F(x) = (F;(%), F2(%)) na

mnoziné G plati
N B JdF, 3 dF;
ﬁ(ﬁ) F(JE)) dl’lc(f) =a M(axl axz ) (JE)) d(x1/ x2)/

kde bud a =1, nebo a = —1.
Dikaz:

e nejobecnéjsi ditkaz je pro tcely téchto skript neimérné komplikovany a zdlouhavy

e proto se v ditkaze omezime na specifické typy krivek, a to takové, se kterymi se Ctenar setkava v resenych prikladech
nejCastéji

Y A

¢, TC
2

47
W

9a(¥)
X
a b >
Obrazek 10.49
Oblast tvaru (10.9).
e nejprve budeme uvazovat kiivku C = (@), ktera je hranici mnoziny
Sz{(x,y)eR2 ta<x<bA gl(x)<y<g2(x)}, (10.9)

kde bud’ g1(x), g2(x) € C({a, b)) nebo ¢1(x), g2(x) jsou alespon po Eastech tridy C({a, b))
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dale predpokladame, ze g1(x) < g2(x) na (a,b) a g1(x) < g2(x) v bodech mnoziny {a, b}

kiivka C se tedy sklada ze dvou asecek C, a C4 (viz obrazek) a dvou kfivek C; a Cs, které jsou de facto grafy
funkei g1(x) a g2(x) na (a, b)

v nékterych pripadech miize dokonce C, a C,4 reprezentovat jediny bod
e to nastane, pokud g1(a) = g2(a) nebo ¢1(b) = g2(b)

e nyni snadno nahlédneme, ze pro prvni slozku vektorového E(¥) = (F1 (%), F2(3)) plati, ze

OF b () oF b b
ff =1 d(x1,x2) = f f =L dxy |dxg = f Fi(x, g2(x)) dxy — f Fi(x, g1(x)) dxq
S &XQ a 21(x) axz a a

aplikujeme-li na dalsi kroky dtikazu specialni vektorové pole ﬁ(f) = (F1(%),0) s druhou slozkou nulovou, dostavame

b b
fc @) due(x1, x2) = f (Erlt, (8, OI(L, g(8)) dt = f Fy(t gr(8) dt

to plyne z faktu, ze jsme krivku C; parametrizovali prirozené se nabizejici parametrizaci

(f_))l(t) = (t/ gl(t))/ te <a/ b>

podobné bychom dostali (s prihlédnutim k orientaci) pro krivkovy integral pres krivku C3 toto:

. b
f F(f) dyc(xl,xz) = —f Fl(t, gz(i’)) dt

C3 a

® navic

f F(®@) duc(x1, x2) = f F(®) duc(x1,x2) = 0,
G o
jak se Ize snadno presvédcit aplikaci paramatrizaci

Pat) = (a, ), te(gia), g2(a)),

(P)Z(t) = (b/ t)/ te <g1(b)/ gZ(b)>

z nich ihned plyne, ze
. 0
f F(¥) dpc(x1, x2) = f ((F1(b,1),0)I(0,1))dt =0

C 81(b)

5 22(a)
f F® (1, 0) = - f ((Fy(a, 5,00, 1)) dt = 0
Cy

g1(a)

pokud by g1(a) = g2(a) nebo g1(b) = g2(b), pak je nulovost obou integralu zjevna

po slouceni vsech ctyr dilCich mezivypoctd mame
f F(®) dpc(x1, x2) = f F(®) dpe(xr, x2) = f F(¥) dpe(xi, x2) + f F(¥) dpe(xr, x2)+
C C10CrdC30Cy Cy Cy
+f E(®) duc(x1, x2) +f F(®) dpte(xy, x2) =
C3 C4

b b
=f Fl(t/gl(t))dt_f Fl(t,gz(f))df=—ff? d(x1, x2)
a a S X2

e to dokazuje platnost Greenovy véty pro vektorové pole E(¥) = (F1(%),0)
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e analogicky by se prokézala platnost vztahu

- _ an
LF(J?) duc(xy, x2) = ff53_xl d(x1, x2)

e tehdy by ale musela by mnozina S zapsatelna ve tvaru

pro vektorové pole E(¥) = (0, F2(%))

Sz{(x,y)eRzz c<y<dA gl(y)<x<g2(y)}, (10.10)

kde bud" g1(y), $2(v) € C({c, d)) nebo g1(y), £2(y) jsou alespon po castech tridy C({c, d))

e pokud je tedy zadana krivka C tak, ze plocha S, kterou C obepind, je zapsatelna jak ve tvaru (10.9), tak ve tvaru
(10.10), pak jelikoz E() = (F1(X), F2(¥)) = (F1(2),0) + (0, F()), lze s vyuzitim predchozich dvou €asti dikazu psat

fF(f) dpe(xa, x2) = f(Fl(JE’) 0) dyc(x1,x2)+f(0 Fo(X)) dpe(x1, x2) = ff oh d(xy,x0) + ff d(x1, x2)

e to tedy znaci, ze pro takovéto oblasti skutecné plati Greenova véta pro kazdou vektorovou funkci spliujici predpo-
klady véty

e pritom oblasti, které Ize zapsat jak ve tvaru (10.9), tak ve tvaru (10.10), je pomérné hodné

e patfi mezi né vlastné viechny konvexni oblasti, tj. obdélniky, trojahelniky, kruhy, elipsy, pseudoelipsy, ale napriklad
také nekonvexni asteroidy apod.

10.2.24 Komentar

Greenovu vétu lze také dokazat pomoci Stokesovy véty 11.3.1, jez bude vyslovena v dalsim textu. Polozme ve vété 11.3.1
za vektorové pole F(¥) funkéni vektor F(X) = (F1(¥), F2(%), 0). Pak plati

a e a OF, OF, OF, OF OF, OF
Ed) =| 2 9 9 | %2 91 9f2 ohi) _ of2 971
I'OtF(J?) a axi 9x2 93 8x3 ! 8X3 ! axl 8x2) ( T 8x1 8x2)'
Fi(¥) F® 0

nebot ani F;(¥) ani Fo(X) nezaviseji na proménné x3. Plochou S je ale v dokazované vété plocha lezici v roviné x3 = 0, a
pro jeji parametrizaci tudiz volime prirozenou parametrizaci @(x1, x2, x3) = (x1, x2,0). Normalovym vektorem ke zkoumané
plose je, jak se snadno presvédcime, vektor

ps oy |G @

1% 1%

— X — = =(0,0,1).

Dx1 Dxo o0 ( )
0 1 O

Pak podle véty 11.3.1 a citovanych mezivypocti plati

g%ﬁ) A au =a | fs rot (@) dud) = || fs <(o 0,52 - @) 10,0, 1>> d(ar,32) =
JF, 8F1
~o [[[(52 - 52

O znaménku v Greenové vété rozhoduje zpisob probéhnuti geometrického obrazu (@) zobrazenim ¢(t). Tak napt. kruznice
x? + y* = 1 je prob&hnuta parametrizaci ¢(t) = (cos(t), sin(t)) pro t € (0,27) proti sméru hodinovych rucicek. Naproti

10.2.25 Komentar

tomu parametrizace lﬁ(t) = (cos(t),—sin(t)) pro t € (0,27m) probihd tentyz geometricky obraz po sméru hodinovych
ruCicek. Podotykame, ze v Greenové vété odpovida znaménku a = 1 rotace proti sméru hodinovych ruci¢ek podobné, jak
je naznaceno v obrazku 10.49.
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10.2.26 Priklad

\ 5

Obrazek 10.50
Kruhova asec Q = {(x, NER?: 2 +y2 <4 Ay> 1} a jeji hranice, tj.
jednoducha, uzaviena a po Castech hladka regularni krivka bd(Q).

Vypoctéme
f (v’ =3xy?) (v, ),
bd(Q)

kde
Q:{(x,y)eRZ:x2+y2<4/\y>1}.

S
Snadno nahlédneme, 7e oblasti Q je kruhova Gse¢ a ze je na ni (a dokonce na celém R?) vektorové pole F(x,y) =
(v®; —3xy?) spojité diferencovatelné. Hranici této Gsece je zcela jisté jednoduch4, uzaviena a po Eastech hladka regularni
krivka. Proto bude mozno uzit Greenovy véty. Nejprve snadno zjistujeme, ze

ox  dy
Kruhova ase¢ Q se v polarnich souradnicich transformuje na mnozinu
R={(Q,(p)€R2: 0<0<2AT<6p <5 A Qsin((p)>1}.

Odtud tedy
x = pcos(p) Afl =0
y = osin(p) d(x,y) = 0d(0, )

Q
571/6 2 3 571/6 1
= 6f f ' 0® sin’(¢p) dodg = Ef sin?(¢) (16 - ) do =
nl6  J1/sin(p) /6 sin*(¢)

/6 3 (56
=24f sinz((p)d(p—EI dp = 87 +3 V3.
7/

6 /6 sin*(¢p)

j‘<fwwmemw=—j£mew=
bd Q

10.2.27 Priklad

Aplikaci Greenovy véty ukazeme také v nasledujicim pikladu. Uvazme vektor funkci E(x, y) = (x*— 13, x> + %) a kruznici
K:{(x,y)eEZ:x2+y2=4}.

Snahou je vypocist krivkovy integral druhého druhu fKﬁ(x,y) duc(x, y). Vypoctéme hledany integral nejprve podle
definice. K tomu bude zapotrebi parametrizace kruznice @(t) = (2cos(t),2sin(t)) pro 0 < t < 2m. Dale snadno
@(t) = (=2sin(t), 2 cos(t)). Pak tedy

21

27
fﬁ(x, y)duc(x, y) = f —16((:053(t) - sin3(t)) sin(f) dt + f 16(cos3(t) + sir13(t)) cos(t) dt.
K 0 0
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Po pomérné dlouhém vypoctu vychazi, ze

ff(x, y) du(x, y) = 121 + 1270 = 24m.
K

JelikoZ je ale kiivka ((t) uzaviena a uzavira plochu (oblast) S = {(x,y) € E? : x? + y* < 4} a jelikoz je vektorové pole
f(x, y) spojité diferencovatelné na E?, Ize s vyhodou pouzit Greenovy véty. Vypocteme tedy

OF, _oF,

or — a2 4 2
x  dy 3(x" + y°).

Pak plati

Fx,y) dpcte,y) = || 362+ yP)d(x, y) =
K S

| na tomto jednoduchém prikladé je patrnd znacna uzitecnost Greenovy véty 10.2.23.

x = pcos(1) Afl =0
y=osin(u) dx,y) = 0d(o, 1)

271 2
= f f 30° dodu = 24m.
0 Jo
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Kapitola 11
Integral po plose

Logickou alternativou pro krivkové integraly probrané v predchazejici kapitole budou integraly plosné. V této varianté
integralniho poctu tudiz budou pfislusnymi integracnimi mnozinami obecné zakrivené dvoudimenzionélni plochy lezici v
tridimenzionalnim prostoru E3. A integrandy budou reprezentovany bud funkcemi nebo funkénimi vektory, jejichz definiéni
obory danou plochu obsahuji.

11.1 Dvoudimenzionalni plochy ve tridimenzionalnim prostoru

Ackoliv by bylo jisté mozno definovat (v analogii s kfivkou v prostoru E") obecnou plochu v E", my se v této kapitole
zamétime pouze na plochy v E3.

11.1.1 Definice
Plosnou parametrizaci v E® nazveme kazdé spojité zobrazeni @(1,v) : G +— E?, kde G C E? je oblast. Mnozinu
(@) := {]76 E®: i/ = ¢(u,0) pro (u,v) € G}
nazveme geometrickym obrazem zobrazeni ¢(u,v). Mnozinu S C E3 nazveme plochou v E3, existuje-li plosna paramet-

rizace @(u,v) : G — E°, kde G C E? je oblast a (@) = S. Rekneme, ze plocha S je jednoducha, existuje-li @(u, v) tak, ze
(¢) =S a P(u,v) je na oblasti G prostym zobrazenim.

11.1.2 Priklad
Plochou v E® je napt. polokoule (rozumime samoziejmé plast polokoule). Parametrizace

P(8, @) = (cos 9 cos @, cos I sin ¢, sin ) (11.1)
zadand na mnoziné G = {(9,¢9) € (0,1t/2) X (0,2m)}, jez vychazi ze sférickych souradnic, nicméné nepopisuje celou
polokouli. To je v souladu s tim, co jsme jiz poznali u definice sférickych souradnic, které se rovnéz nezobrazuji na celé
E®. Zde, jak je ziejmo i z obrazku 11.51, je geometrickym obrazem ploéné parametrizace @(u, v) polokoule

Pryr+22=1A2>0
bez jejiho "severniho pélu™(0,0,1) a "nultého poledniku,"pro néjz je ¢ = 0 (viz obrazek nize). Ani kruznice
P+yP=1Az=0

neni zadanou parametrizaci popsana. Teprve uzavér zminovaného geometrického obrazu zaceli "rany"zpiasobené faktem,
ze G je otevrena, a teprve tehdy pak plati rovnost

(_@z{(x,y,z)eE3: Py +z2=1 /\z>0}.

Zde nabadame ctenare, aby dikladné promyslel, které body jsou hranicnimi body mnoziny (@).
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Obrazek 11.51
Geometricky obraz paramatrizace (11.1).

11.1.3 Priklad — matematicky anuloid

Zajimavym zastupcem ploch v E® je matematicky anuloid, nazyvany nékdy téz toroid &i térus. Tato plocha predstavuje
vlastné jakousi idealni pneumatiku. Jeji rozméry jsou popsany dvéma poloméry — velkym R, jez dimenzuje polomér
anuloidu (vzdalenost stfedu a osy anuloidu) a malym 7, jez dimenzuje polomér kruhového kolmého fezu toroidem.
Parametrizaci matematického anuloidu maze byt pro ¢, ¢ € (0,2m) napr. zobrazeni

P(p, ) = ((R + rcos(€)) cos(p), (R + r cos(¢)) sin(p), r sin(e)).

bod (R,0,0) na
ose anuloidu

Obrazek 11.52
Vizualizace a fez matematického anuloidu.

11.1.4 Priklad — matematicky cimrmanoid

Unikatni ukazkou plochy v E2 je plocha vyobrazena na obrazku nize. Tato plocha byla poprvé zminéna velkym myslitelem
Jarou da Cimrmanem! v jeho nedokonéené knize Casové osmicky, v niz se jako jeden z prvnich Cimrman pokusil vysvétlit
vagnost pojmu cas. Jeho plynuti vysvétloval na vselidovych shromazdénich pravé za pomoci duté osmicky protinajici
sebe samu v nekonecné Gzké stérbing, ve které jako v jediném misté mohlo podle Cimrmana dochéazet k presunu v Case.
Jiz tehdy velky myslitel ve své genialité predpovidal, ze prostorocas, ktery nazyval €asomirem?  je zakfiven. Neni se tedy
cemu divit, ze néktefi (i méné slavni) nasledovatelé (napf. A. Einstein) nehodlali myslenku J. da Cimrmana opustit a
rozvinuli ji do ucelenéjsich teorii. Skodou je, ze piivodni Cimrmanovo oznaceni ¢asové osmicky bylo z diivodu poskozeni
ptivodniho rukopisu spleteno na ¢asové smycky, coz bohuzel pretrvalo dodnes. Cimrman sam svou plochu o dvou pevnych
tzv. polomérech a (polomér casové osmicky) a b (polomér fezu ¢asové osmicky) zparametrizoval. Zde uvadime ptvodni

1Jara da Cimrman (*1843-1859 Videii, t nezndmo, posledné bezpeéné zjistény pobyt: Liptakov v Jizerskych horach) - narodni multioborovy
génius, dodnes nedocen&ny, fakticky vitéz ankety "Nejvétsi Cech."

2Cimrman sam se nazvu prostorocas branil, tka, ze nadmérny vyskyt pismene "o"vede podvédomi k nepodloZzené asociaci, Ze vesmir je
kulaty.
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Cimrmaniv zapis parametrizace s Ghlovymi parametry g € (0,2n) a C € (—n/4, /4) U (371t/4,57/4)

X = (a + bcos(g)) \cos(2Q) cos(Q);
y= (a + bcos(g)) y/cos(2C) sin(C);

z = bsin(p).

Matematicti odbornici se po léta preli, pro¢ Cimrman zvolil pro popis své parametrizace pravé recka pismena g, C.
Odpovéd nalezla az védecka sekce Divadla Jary Cimrmana, ktera nade vsi pochybnost potvrdila, ze zminénym vybérem
Cimrman vzdal hold své tajné lasce Rozeté Steinitzové (g - ro, C - zeta). Cimrmanav velky obdivovatel Karl Weierstrass
v roce 1896 pojmenoval zivé diskutovanou plochu matematickym cimrmanoidem, coz vzbudilo v matematické komunité
necCekany ohlas.

Obrazek 11.53
Vizualizace matematického cimrmanoidu.

11.1.5 Definice

Necht je dana plosna parametrizace @(u,v) : G — E3. Plochu (@) v E3 nazveme jednoduse uzavrenou, je-li omezenou
mnozinou v E® a existuji-li disjunktni oblasti A, B C E® takové, Ze pro né a uzavér S := (@) plochy (@) plati rovnosti

e ANS=BNS=0;
e AUBUS = E.

11.1.6 Komentar

Mnozinu A z predeslé definice Ize jednoduse interpretovat napf. jako "vnitfek"obepnuty mnozinou S. Mnozina B pak
predstavuje "vnéjsek."

11.1.7 Definice

Rekneme, ze plocha S c E® je hladkou regularni plochou v E3, pokud existuje plosna parametrizace @(u,v) : G — E°
tak, S = (@), funkéni vektor @(u,v) je spojité diferencovatelny na G a pro kazdé (u,v) € G plati

- - -
€1 € €3
= 9o I des
(u,0) =||detf =1 =2 = (u,v) # 0.
I 9y Ips
v Jv Jv

Dy D¢
Du Do

11.1.8 Komentar
Pokud se na parametrizaci @(u,v) divame jako na krivkovou parametrizaci s parametrem ©v, predstavuje g—f podle
poznamky 10.1.5 vlastné tecny vektor ke krivce lezici na zadané plose (viz Cerveny "polednik"na obrazku nize). Analogicky

% predstavuje teény vektor k jiné krivce lezici na zadané plose (viz modra "rovnobézka"na obrazku nize). Proto tedy
predstavuje vektorovy soucin % X % normalovy vektor k plose, nebot z definice vektorového soucinu vime, ze vektor
D5 ., Di

Du X Dy Musi byt kolmy k obéma vektoriim tecnym k plose.
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Obrazek 11.54
Ke konstrukci normalového vektoru.

11.1.9 Definice

Necht je dana plosna parametrizece @(u,v) a jeji geometricky obraz (@) C E®. Oznaéme S jeho uzavér, tj. S := (@.
Rekneme, 7e bod @ € S nelezi na okraji plochy S, existuje-li € > 0 takové, ze pro viechna 6 € (0, ¢) je prinikem koule

(@2 e B (x—m) + (y—m) + (2 - a3)* = &}

a plochy S jedna nebo nékolik uzavienych krivek. Oznacime-li S® mnozinu vsech takovych bodt, pak okrajem plochy
rozumime mnozinu

edge(S) := S\ S°.

11.1.10 Komentar

Zde nabadame ctenéare, aby promyslel rozdil mezi hranici plochy a jejim okrajem, a aby tyto pojmy zietelné odliSoval.

11.2 Plosné integraly

Je-li nyni korektné zaveden pojem dvoudimenzionélni plochy ve tfidimenzionalnim prostoru, Ize prejit k definicim obou
zakladnich typd plosnych integraci.

11.2.1 Umluva

Ve zbytku kapitoly budeme predpokladat, ze je-li pro plochu S pozadovana jista vlastnost, pak prislusna plosna parame-
trizace tuto vlastnost garantuje. Tedy fekneme-li napfiklad, ze plocha S = {(x,y,z) € R® : x> + 2% = 4} je jednoducha a
@(u,w) : G — E3 je jeji parametrizace, pak budeme predpokladat, ze @(i, w) je pravé ono prosté zobrazeni na G. Pro
plochu S by bylo totiz jisté mozné nalézt parametrizaci, kterd prostym zobrazenim neni.

11.2.2 Definice

Necht @(u,v) je parametrizace jednoduché hladké regularni plochy v S c E®. Necht f(¥): E®> — R je funkce definovana
alespon na mnoziné S. Potom definujeme plosny integrél prvniho druhu z funkce f(X) pres plochu (@) predpisem

ffsf(f) dus(¥) = ffcf(@(”’”))‘ "% y zD)_ij

pokud integral napravo existuje (bud jako Riemanniiv nebo jako Lebesgueiiv). Cislo ffs 1dps(¥), pokud existuje, nazyvame
obsahem plochy S v E°.

(u,v) d(u,v),
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11.2.3 Komentar

Podotykdme, Ze hodnota u(S) = ﬂ; 1dys(%) predstavuje klasickou dvojrozmérnou miru plochy S ve tridimenzionalnim
prostoru.

11.2.4 Definice

Necht je zadana plocha S parametrizaci @(u,v) : G — E° a jeji obsah necht je roven &islu ¢ € R. Teézistém plochy S
rozumime bod @ = (a1,a2,a3) € E3, pro jehoz soufadnice plati

1 | g xidu®
aj ‘—Gfﬁxldys(@— ﬂ;ld,us(f),

pokud integral v Citateli existuje a je konecny.

11.2.5 Definice

Necht @(u,v): G +— E3 je parametrizace jisté jednoduché a hladké regularni plochy v S ¢ E3. Pak funkci

Du | Du Du | Do ( )
<Dﬁ D_@> <D_x D@) "9

Do | Du Do | Do

Ag(u,v) := det

definovanou viude na G nazyvame Gramovym determinantem (gramiinem) plosné parametrizace @ (i, v).

11.2.6 Komentar

Neni bez zajimavosti, ze v jiz zminéném dile Jary da Cimrmana se autor zabyval také obecnéjsimi pojmy, nez jsou plochy
v E2. P¥i této prilezitosti studoval také zobecnéni Gramova determinantu na tzv. Cimrmaniv determinant (cimrmanian).
Gram(v determinant je tedy specidlnim pripadem determinantu Cimrmanova. Ponechdme na Ctenéri, které oznaceni
prijme za své.

11.2.7 Veta — o gramianu

Necht @(u,v) : G +— E° je parametrizace jisté jednoduché a hladké regularni plochy v S C E3. Pak je matice

(29 |29y (22|22

G= Du | Du Du | Do
B <D_ﬁ D_ﬁ> <D_ﬁ D_ﬁ>
Do | Du Do | Do

pozitivné definitni pro jakoukoli usporddanou dvojici (1,v) € G, a Gramiiv determinant (presnéji: Cimrmandv determi-
nant) je tudiz na G kladnou funkei.

Dikaz:

oL a
D9 =D

e oznalme @ = - D

e jednd se o tridimenzionalni vektory, které jsou na zdkladé definice hladké regularni plochy zcela jisté linearné
nezavislé

e ve tvrzeni Schwarzovy-Cauchyovy-Bunjakovského nerovnosti (viz véta 6.2.3 ve skriptech [8]) tudiz plati nerovnost
ostra, konkrétné [(@b)2 < (@) (blb)

e pozitivni definitnost matice G prokazeme Sylvesterovym kritériem

e prvni hlavni minor matice G je roven ¢&islu (al@) = [|d)]%>, o kterém z axiom@ normy zcela jisté vime, Ze je nulové
tehdy a jen tehdy, je-li @ =0, coZ jist& nenf pfipad tohoto ditkazu kvili jiz diskutované linearni nezavislosti vektorti
dab

o druhym hlavnim minorem matice G je prave gramian, tj. vyraz (@a)(b|b) — @b)a@by* = |lARIBI2 — Kalb)P

e 7z Schwarzovy-Cauchyovy-Bunjakovského nerovnosti ale ihned vyplyva, 7e (@a@blby — (@b)(bla)y > 0

e tim jsou obé dokazovana tvrzeni beze zbytku prokazana
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11.2.8 Veta

Necht jsou splnény predpoklady definice 11.2.2 a A4(u,v) je Gramilv determinant (presnéji: Cimrmaniv determinant)
plosné parametrizace @(u, v). Pak plati rovnost

ff@ f0) dps(x) = fj;f(fa(”/ U))\/Md(u, ).

Dikaz:

e v nasledujicich avahach uvazujeme plosnou parametrizaci g(u,v) : G — E3

3 _ o3 » o3
e oznacme pro jednoduchost 7= 7= a b = 7o

e pro dikaz tvrzeni postaci ukazat, ze na G plati rovnost

l

- 112
Dy . Dy

Du Do

(u,v) = Ag(u, ),
coz je ekvivalentni rovnosti

||c?><l?||2=det{ (@ @?]
@lay (bib)

e snadno
- - - 2
€1 € €3
R
7% bl* = ||det| a1 a a3 = ||(a2bs — baas, azby — baar, arby — bias|?
by by b3

-
||€TX b”2 = Cl%bg + Cl%bg - 2a2a3bzb3 + ﬂ%b% + Cl%bg - 2611&13171173 + ﬂ%bé + ﬂ%b? — 2a1a,b1by

e pritom ale

] = (@a)bIby — (@bY(bla) = IAPNbI? - KabyP =

et[ @a) (@b)
@lay (blb)

= (Cl% + Cl% + Cl%)(b% + b% + bg) - (Cllbl + ﬂzbz + €l3b3)2 =

212 212 212 212 21,2 21,2
= ﬂ2b3 + ﬂ3b2 - 2ﬂ2ﬂ3b2b3 + ﬂ3b1 + ﬂ1b3 - 2a1a3b1b3 + a1b2 + Clzbl - 2a1a2b1b2

e tim je ditkaz proveden

11.2.9 Priklad

Pokusme se nyni ovéfit zndmy vzorec pro obsah plasté koule o poloméru r. Zvolme parametrizaci vzeslou ze sférickych

souradnic, a sice
x =rcos(9)cos(p), y=rcos(P)sin(p), z=rsin(d). (11.2)

Podotykame, ze r je pevny parametr, tedy nikoliv proménna, jako je tomu u klasickych sférickych souradnic. Dale
Ve (—n/2,m/2) a ¢ €(0,2m). Tedy

3(9, ) = (rcos(9) cos(@), r cos(8) sin(p), rsin(9)).

Dale
— = (—r sin(¥) cos(p), —r sin(I) sin(g), r cos(S)),

— = (—r cos(9) sin(g), r cos(I) cos(p), 0).
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Odtud snadno vypocteme skalarni souciny

<% %> = 72 sin?(9) cos(p) + * sin’(8) sin’(p) + 1 cos(9) = 7,
D—@) __) — 2 2 .2 2 2 2 5 9
<D(p D(P> = r° cos“(9) sin“(¢) + r° cos”(9) cos”(¢) = r* cos“(V),
< DI D(P> = % sin(8) cos(8) sin(¢p) cos() — 7 sin(9) cos(9) sin(p) cos(p) =

jez jsou nutné k vycisleni Gramova determinantu Ag = r* cos?(9). Podle definice plosného integralu prvniho druhu pak

tedy plati
271 70/2
ff 1dps(x,y,z) = f f P cos(V) ddde = 4772,
(P 0 —n/2
11.2.10 Priklad

Pro kladné parametry a,b a plochu S = {(x,,z) € B3 : y* + 22 = 2ay + 2bz} vypoctéme plosny integral

fe"‘ dus(x, y, z).
s

Je nasnadg, ze zadanou plochou je vélec (y —a)? + (z—b)? = a® +b? o poloméru kolmého fezu r = Va2 + b2. Podotykame,
Ze osa valce je rovnobézna se souradnou osou x. Tedy volime parametrizaci vzeslou z cylindrickych souradnic

x=s, y=a+rcos(t), z=>b+rsin(t),

kde s € R a t € (0,2m). Pak
D¢ D¢
Ds Dt
a Gramilv determinant ma jednoduchy tvar Ay = 2. Odtud snadno

27 00
fe"" dus(x, y,2) = f f e Ml rdsdt = 4mr = 47 Va2 + 2.
S 0 J-w

=(1,0,0), = (0, —rsin(#),  cos(t))

11.2.11 Definice

Necht @(u,v) je parametrizace jednoduché hladké regularni plochy v euklidovském prostoru E3. Necht je dan funkéni
vektor f(f) : B3 — E® definovany alespoii na mnoziné (@). Pak definujeme plosny integral druhého druhu z funkéniho
vektoru ﬁ(f) pres plochu (@) predpisem

[ f Ao = || f (8(1,) |—<u o x 2y, v)> a(w, ),

je-li prava strana definovana. Tento integral nékdy zapisujeme téz v méné formalnim tvaru

f Fy (JE)) dxpdxs + Fz()?) dxsdx; + F3(J?) dxqdxs.
(P

11.2.12 Priklad

Vypoctéme plosny integral druhého druhu z funkéniho vektoru (x, y, z) pres plast koule (11.2) zavedené v prikladu 11.2.9.
Nejprve vypocteme vektorovy soucin

% 2 . e ' i
Ds < Do~ rsin(d) cos(p) —rsin(I)sin(p) rcos(I)

—rcos(9)sin(@)  rcos(I) cos(p) 0

= (—r2 cos?(9) cos(¢), —r* cos*(9) sin(¢p), —1* sin(9) COS(S)) :
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A protoze

Dé DG\ _
<(x ]//Z) D D >_

- <(Cos(8) cos(p), cos(I) sin(¢p), sin(I)) '(COSZ(S) cos(p) ,cos>(9) sin(¢p), sin(I) cos(S))> =

= 13 cos’(9) cosz((p) 1 cos>(9) smz((p) 13 sin?(9) cos(9) = —r° cos(9),

redukuje se hledany plosny integral na jednoduchy vypocet

271 /2
- f f 13 cos(9) dddp = —4mr°.
0 -7/2

11.2.13 Veta — o nezavislosti plosného integralu na parametrizaci

Necht @1(u,v) a $o(u,v) jsou dvé parametrizace téze jednoduché hladké regularni plochy v E3 takové, Ze (@) = ().
Necht funkce f(@) : E* — R a vektor funkci E(¥) : E® — E? jsou definovény alespon na (g1). Pak plati rovnosti

[, fmf(f)dus(fh [, f( NCET) Il f< TR [ f< Fa

kde bud a = 1, nebo a = —1, jsou-li integraly na pravych stranach definovany.
Diikaz:

e je naplni cviceni 337

11.2.14 Priklad

Vypot&téme z—ovou soufadnici t&Zisté polokoule K = {(x,y,z) € B> : x> + y?> + z2 =12 A z > 0}. Zvolme parametrizaci
P(8, @) = (rcos(9) cos(p); r cos(d) sin(¢); rsin(9)), kde v nasem pripadé 9 € (0,71/2) a ¢ € (0,27). Obsah (tj. plosna
mira) diskutované polokoule je zjevné ps(K) = 2mr?. Gramtv determinant byl jiz vypocten v prikladé 11.2.9 a jeho
hodnota je Ay = r* cos?(9). Treti (z—ovou) soufadnici t&zisté vypocteme podle definicniho vztahu jako

21 ;
22 f f zdus(x, v, 2) = S f f 7 sin(9) cos(9) dego_ =

11.2.15 Veta — linearita plosného integralu

Necht @(1,v) je parametrizace plochy v E3, £(2),¢(d) : E> — R necht jsou funkce a £(¥), G(¥) : B3 — E° necht jsou
funkeni vektory. Necht dale «, p € R. Pak plati rovnosti

(2}

af(x) + pg(¥)) dus(x) = a f(@) dus(x) + g(%) dps(%),

f@( fg (@) f@ HEOTE ) SO
aF@) +pCH) dus@ =a | FHdu@+p |  GE dus(®,

L@( Ja f< o @

1Y 1Y

pokud integraly na pravych stranach existuji.
Diikaz:

e je naplni cviceni 338
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11.2.16 Veta — monotonie plosného integralu

Necht @(u,v) je plosna parametrizace v E® a f(¥), g(%) : E®> > R funkce takové, Ze pro viechna ¥ € (@) plati nerovnost

f(¥) < g(%). Pak plati
f( @f u f( ) g(®)du

9
pokud oba plosné integraly existuji.
Diikaz:

e je naplni cviceni 339

11.2.17 Priklad

V tomto prikladé si ukazeme, ze je-li tfidimenzionalni plocha S kolma k roviné xy a je-li dana vektorova funkce ﬁ(x, Y,z) =
(0,0,H(x, y,z2)), pak je prislusny plosny integral druhého druhu nulovy. Kolmou plochou k roviné xy rozumime plochu,
jejiz projekei do roviny xy je kivka, a nikoliv plocha, jak tomu nejbézngji. Parametrizaci zminéné dvoudimenzionalni
krivky popisme vektorovou funkci

(ﬁ(t) = ((Pl(t)/ (PZ(t))/ te <a/ b>

Uvedenou plochu popisme plosnou parametrizaci

@)(t/ S) = ((pl(t)/ (,()Z(t)/ S); (t/ S) € (ﬂ, b) X (gl(t)/ gZ(t))

Normalovy vektor k dané plose ma nasledujici podobu:

s oy | & @ @
E X E = ()()1(1’) (,02(1') 0|= ((PZ(t)/ _(Pl(t)/ 0)
0 0 1

Odtud pak zjevné

. b () b ~ga(t)
[[Forewm= [ [ 0. HC 2] o) (), 0) st = [ | oasar=0,
a gi(t a a1(t

coz skutecné potvrzuje, ze plosny integral druhého druhu je za danych podminek nulovy.

11.3 Integralni vety teorie plosnych integraci

Jednou z nejznaméjsich oblasti problematiky plosnych integraci jsou tzv. integralni véty. Pro svou hloubku, eleganci i
Siroké spektrum aplikaci byvaji tyto véty povazovany za jedny z nejkrasnéjsich vysledkt klasické matematické analyzy.
Jsou mimo jiné proslulé svym aplikacnim potencidlem. Lze se s nimi setkat napfr. pfi odvozovani rovnice kontinuity v

mechanice kapalin, pfi elegantni reformulaci Maxwellovych rovnic elektrodynamiky nebo pfi vypoctech komplikovanych
vicerozmérnych integral.

11.3.1 Veta — Stokesova

Necht je mnozina S jednoduchou hladkou regularni plochou v E, jejiz okraj tvofi uzaviena, jednoduché a po Eastech
hladka regularni krivka C Necht dale existuje oteviend mnozina G takova, ze pro uzavér mnoziny S plati S € G. Necht
je navic dan vektor funkci F(¥) : E3 — E®, spojité diferencovatelny na mnoziné G. Potom

¢ Fau@) =a [ rotFs) aucd), (11.3)
C S
kde bud a =1, nebo a = 1.

Diikaz:

e ditkaz pro nejobecnéjsi tvar plochy, ktery pripousti znéni véty, je ponékud netrivialni
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Ize ho nalézt napriklad v knize [11] na stranach 209-211

my budeme nasi verzi demonstrovat na zjednodusené varianté, kdy je plochou S graf funkce g(x,y) : T — R, kde
T je oblast v R?

predpokladejme také, Ze g(x,y) € CX(T)

e oznaCme symbolem JT kladné orientovanou (tj. pravotocivé orientovanou) hranici oblasti T (viz také obrazek)

Obrazek 11.55
Krivky a plochy vystupujici v ditkaze Stokesovy véty.

e parametrizaci krivky dT volime prirozeng, a sice
P(t) = (pr(), p2(1),0);  t €{a,b)

e budeme-li predpokladat, ze plocha S je orientovédna tak, ze jeji norméalovy vektor mifi ve sméru kladné Casti osy z,
pak krivkova parametrizace

P(t) = (@1(t), p2(b), g(@r(), @2(1));  t € (a, b)

okraje plochy S je s kfivkou dT souhlasné orientovéana

e parametrizace @(t) a 1/7(t) se od sebe lisi jen tim, ze treti slozka &(t) je zvednuta do spravné vysky grafu funkce

g(x,y)

e podle definice krivkového interalu ziskavame:
b
[ Foaue = [ FEgonio -
_ ! ’ ’ % ’ % ’ _
= Fy(@1, 92, 8(91,92)) - @1 + F2(p1, 92, 801, 92)) - 9 + Fs(@1, 92, 8(p1, 92)) | 52901 + &yq)z dt =
! g ,
=f Fl(@l,@zrg(ﬁol,@z))"‘£F3((P1/(P2,g(§01/@2)) -] dt+

b J
+f (FZ((Pl/(PZ/g((Pl/(PZ))+%Fev(@l,@z/g(@l/@z)))‘@é dt

e zavedeme si nové rovinné pole C_f(x, y) = (Gi(x, v), Ga(x, y))
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k tomu pouzijeme tyto vztahy
98
Gl(x/ y) = Fl ((Pl/ ©2, g((pl/ (PZ)) + 51:3(()01/ ©2, g((Pl/ (PZ))/
98
Ga(x, y) = Fa(@1, 2, 8(1,92)) + a_yF3((Plr 02, 8(@1, 92)),
prevedenim poslednich dvou integrald do feci tohoto nového funkéniho vektoru ziskdvame vztah
b b b .
[ stpmmeioas [ o, eoreoe= [ Conoma= [ o
a a a T
odtud ziskavame priibézny mezivysledek tvaru
[ Foaum = [ Gwnanty
C aT

na integral na pravé strané nyni budeme aplikovat Greenovu vétu 10.2.23

[ o - ff(@ - @)< ¥)dGx, )

.
vyraz na pravé strané nyni pouze zbyva vrétit zpét do feci pivodniho vektorového pole F(x, v, z) : E* > E

ff(@—@)( X, y) d(x, ) =

2
:f OF, OFRd8 98 . +8g(&Fa+&Faag) of JRJg g . 3g(&Fa+&F38g

T dx  Jdz dx Ixdy dy\ox = 0z ox _a—y_gyy_&x8y3_£8—y 828]/)01(’)_

ff 8g 8F3 _ @ 8g 81—“1 % " an 81—“1 d( )
dy 0dz) dy\odz ox ox  dy
8g &g an an &F1 &Fg, an 8F1
ff(( o oy )'(a—y‘z'z‘%x—a—y a0 y)

v tomto tvaru jiz poznadvame normalu

podle ni

odtud

o dg 9
= i(x, v, 80, ) = (—&—i o 1)

k plose S (viz obrazek)

druhy clen predstavuje, jak je zfejmé, rotaci vektorové funkce E(x, y,z) : E> — E?,

ff(& - &)( X, y)d(x, y) = ffrotl—"(x y,2)dus(x, v, 2),
j;ﬁ(x, y,2) duc(x, y,Z)=f£rotﬁ(x,y,z) dpy(x, v, 2)

na zavér si uvédomme, ze mame-li Stokesovu vétu dokazanu pro pripad elementarnich ploch, jez jsou reprezentovany
grafy spojité diferencovatelnych funkci, Ize pfislusné tvrzeni snadno dokézat i pro plochy, které maji rozklad na
elementarni plochy tohoto typu

proto

potazmo

a to zavriuje dikaz

krivkové integraly pres spolecné Casti hranic dil¢ich ploch maji opacnd znaménka, a tak sectenim rovnosti (11.3)
platnych pro vSechny dili plochy ziskavame Stokestiv vzorec i pro obecny pripad
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11.3.2 Priklad
Vypoctéme krivkovy integral fc y?dx + z2dy + x*dz, kde
C={x,y2eB: P+ +22=r AX>+y¥*=rx A z>0).

Z definice mnoziny C je jasné, ze C je kfivkou, ktera vznikne jako prainik plasté koule x> + y? + z2 = * a plasté valce
(x —7/2)% + y* = r?/4. K¥ivka je vyobrazena na nasledujicim obrazku.

Obrazek 11.56
Prasek plasté koule a valce.

Jelikoz krivka uzavirad plochu

2 2
S:{(x,y,z)eE3:x2+y2+22=r2/\(x—%) +y2<% /\z>0},

je jednoducha k parametrizovani. K jeji aplikaci potfebujeme vypocitat rotaci

- - -
€1 € €3
2.2 .2
rot(y’, 2, x%) = | £ 8%/ 2 | =-2(zxY)
P2

a také parametrizovat plochu S. Zvolime zcela logicky parametrizaci

300 = (%4 L g cost), Lo sing, - 5 %)
Po,t) = 5 + 50 cos(t), Zo sin(), 5 3 - 20cos(t) - ¢2),

jez vzesla ze zobecnénych valcovych souradnic a v niz je parametr g vybran z oblasti (0,1) a parametr f z oblasti (0, 27).
Pak plati

Dy (r o r cos(t)+o Dg roor r osin(f)
—— =| = cos(t), = sin(t), —= , —— =|—zosin(t), zpcos(t), = .
Do |2 2 2 \3-2gcos(t) — ¢ Dt 2 2 2 /3 -2¢pcos(t) — ¢
Dale plati
€1 & &
Dy Dy _ r cos(t)  sin(f) ——==te

_ 72 o+ pcos(t) 0% sin(t)
Do X Dt Z V3-20cos()-¢* | T~ Z .

—psin(t) pcos(t) gsin(t)

4/3—2pcos(t)—¢?

7 4 Q
V3 —2pcos(t) — ¢ /3 —2pcos(t) - ¢

Pak podle tvrzeni Stokesovy véty plati

fyzdx + zzdy +x¥dz=a frot(yz,zz, x?) dus(x, y,2) =
C s

3 pl M2n 3 1 21
=T f f (Q + 0% cos(t) + 2% sin(t) + ¢° cos(t) sin(t)) dtdo = T f f pdtdp = —Er3,
4 Jo Jo 4 Jo Jo 4

kde tedy a je bud plus, nebo minus jedna. Ve cviceni 336 se primym vypoctem ukaze, ze a = 1. Podotykame, ze
v predeslém zapise byly vynechdny nékteré integraly, které jsou zcela zjevné nulové diky periodicité goniometrickych
funkci, které v nich vystupuji, a faktu, Ze integracni proménna t probiha interval (0,27).
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11.3.3 Veta — Gaussova-Ostrogradského

Necht V C E® je omezend oblast, k niz existuje jednoducha, jednoduse uzavrena a hladka regularni plocha (D) takova,
7e pro S := (@) je S = bd(V). Necht dale existuje oteviena mnozina G takova, ze pro uzavér mnoziny V plati V C G.
Necht F(¥) : E3 — E2 je funkéni vektor spojité diferencovatelny na G. Pak

f fs F(%) dus(®) = a f f fv divE(®) d(x1, %2, x3),

kde a je bud 1 nebo —1.
Diikaz:

e vétu budeme dokazovat pouze pro takové zakladni téleso V, které lezi mezi dvéma grafy funkci dvou proménnych,
a to nejen z pohledu roviny xy, ale také z pohledu rovin xz a yz

e kompletni a nejobecnéjsi ditkaz je veden pomérné technicky a je znacné rozsahly
e pro pripadné zajemce zde uvadime, ze kompletni diikaz je k dispozici napfiklad v knize [11] na strankach 195-204

e my v nasem zazeném ditkaze tedy predpokladejme, ze pro zakladni téleso V zaroven plati:

V= {(x, Y,z) € R3: (x, Y) € Dy A filx,y) <z < falx, y)}, (11.4)
V= {(x, Y,z) € R%: (x,z) € Dy, A g1(x,2) <y < gz(x,z)}, (11.5)
V= {(x, Y,2) € R®: (y,2) €Dy A hi(y,2) <x < hz(y,z)}, (11.6)

kde Dyy, resp. Dy, Dy, jsou projekce télesa V do roviny xy, resp. xz, yz

e jakkoli je tento predpoklad zjevnou djmou na obecnosti tvrzeni Gaussovy véty, mezi zakladni télesa patri drtiva
vétsina klasickych tridimenzionalnich mnozin, tedy napriklad vsechny konvexni mnoziny, tj. koule, elipsoidy, pseu-
doelipsoidy, kvadry i hranoly atd.

S
e uvazme tedy spojité diferencovatelné vektorové pole F(x,y,z) : E® — E?

e pro néj jisté plati:

[[feonmsna [ Easurs [[] 2 ansrs [[] S

e v kazdém z téchto integrald pouzijeme to vyjadieni mnoziny V, které je pro dany integral nejvyhodnéjsi

e pro prvni integral je to tvar (11.6), pro druhy (11.5) a pro treti je to tvar (11.4)

hz( Z
fff d1VP(x y,z)d(x,y,2) = ff (j}:( y) &idx) d(y, z)+
1Y,z
02(x,2) 51:2 fa(%,) OF;
ff (f dy)d(x z)+ff (f —dz)d(x y) =
Xz gl(xz) D fl(xy

= fD (Fl (hZ(y/ Z)/ Y, Z) - Fl (hl(y/ Z)/ Y, Z)) d(y/ Z)+

e odtud dostavame

=jﬁ(ﬁmgmn@—hmgmnnmmm+
DXZ

=1£(&@%M%W—&@%ﬂnWwa

e rozeberme nyni napriklad posledni z integrali
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e ten si lze predstavit jako

f f <(o 0, Fs(x, y, falx, y)))l(—ﬁ _of 1)> d(x, y) + f f <(o 0, Fa(x, y, filx, y)m(i iyl _1)> d(x, y)

2% 9% 4
ax’ dy’

popsan plosnou parametrizaci g(x, y) = (x, y, f(x, y)) (viz také komentar 1.1.19), plati, ze
d 0
] f <(o 0,Fa(x, y, fulx, y)))l(—ﬁ ok 1)> )= [ ORIy
I'(f

e na tomto misté doporuCujeme Ctenari, aby prfimym vypocCtem ukazal, ze normalovy vektor prislusny k plosné

parametrizaci J(x, y) = (x, v, f2(x, y)) je skutecné tvaru (—%, _((99_);2, 1)

a protoze vektor (— )je normalovym vektorem ke grafu I'(f2) funkce f>(x, y), ktery maze byt pfirozené

e zcela analogicky lze ukazat, ze plati rovnost

dfi o
[ f <(00P3<x y,f1<xy)|(f1 n 1)>d<x,y>= [ [ OOy

e a protoze plosné integraly z vektorové funkce (0,0, F3) pres zbylé stény plochy S jsou automaticky nulové (nebot
jsou vsechny kolmé k roviné xy, a tudiz rovnobézné s vektorem (0,0, F3)), Ize odtud vyvodit, ze

f f (Fs(x, 9, o 0)) — Fa(x, y, fulx, 1)) dx, ) = f f (0,0, F3) dua(x, 1, 2)
Dy s

e nulovost zminénych integralt je ovérena v prikladé 11.2.17

e zcela totozné avahy jen se zaménénymi rolemi proménnych x, y,z vedou k vysledkim

f f (Fal, 9206, 2),2) - Falit, g1(x,2),2)) d(x, 2) = f (0, F2, 0) dyis(x, ,2)
D.. s

f f (Fy(ia(y,2), v,2) = Fu(u(y,2), v,2)) d(y, 2) = f (F1,0,0) dus(x, v, 2)

e sloucenim téchto vysledki pak dostavame, ze

fffv divﬁ(x, y,2)d(x,y,2) = fL(O, 0, F3) dus(x, y,z) + ffS(O,Fz, 0) dus(x, y,z) + ffS(Pl,O, 0)dus(x,y,2) =
= f fs (F1, F2, F3) dis(x, ,2) = f fs F(x,y,2) dus(x, ,2)

e a to zavrSuje dikaz

11.3.4 Komentar

Tvrzeni Gaussovy-Ostrogradského véty Ize zobecnit i na po éastech hladké regularni plochy v E3. My jsme ovéem v téchto
skriptech zminény pojem nedefinovali. Spokojime se tudiz se slabsim tvrzenim véty 11.3.3.

11.3.5 Priklad

Navratme se k prikladu 11.2.12 a vypoctéme ho znovu, tentokrate za pouziti véty Karla Friedricha Gausse a Michaila
Vasiljevice Ostrogradského. Jelikoz plocha (koule) K = {(x, y,z) € B3 : x2 + y? + 22 = r?}, pres niz hodlame integrovat, je
uzaviend, |ze uvedenou vétu pouzit s tim, Ze plocha K uzavira mnozinu V = {(x, y,z) € B> : x2+y?+2z? < r2}. Vypoctéme
tedy divergenci funkéniho vektoru f(x, Y,z) = (x,y,z). Vypocet je snadny, nebot divﬁ(x, y,z)=1+14+1=23. Pak tedy

ffﬁ(}?’) dus(x) = affdexdydz = 311%7'&3 = danr?,
s v

coz pro volbu a = —1 potvrzuje spravnost vysledku prikladu 11.2.12.

206



11.3. INTEGRALNI VETY TEORIE PLOSNYCH INTEGRACI

11.3.6 Priklad

Dalsi aplikaci Gaussovy-Ostrogradského véty budeme demonstrovat na vypoctu plosného integralu

fxlzl dydz + y|z| dzdx + x|y| dxdy,
5

2P 2 4
S={(x,y,z) e E: (_+E) +—==1 (11.7)

a2 ct

je uzavrend plocha vyobrazena pro a =2, b = 3 a ¢ = 5 na néasledujicim obrazku.

Obrazek 11.57
Pseudoelipsoid (11.7).

Zvolime-li pseudosférické souradnice
x = pacos?(8) cos(p), y=obcost’*(9)sin(p), z=pcsin'/2(9),

prechazi v nich rovnice plochy (11.7) na Gsporny tvar g = 1. Zde je diky odmocniné nutno volit 9 € (0, 7t/2), coz popisuje
pouze horni polovinu uvazované pseudosféry. Z Gaussovy véty pak po kratkém vypoctu div(x|zl, ylz|, x|y|) = 2|z| plyne

vychozi rovnost
fxlzl dydz + ylz| dzdx + x|y| dxdy = fff 2|zl d(x, y, z),
s 1%

kde V je objem uzavreny plochou S. S hodnotou jacobidnu

cos!/2(9) cos(p) —3% cos™2(9)sin(9) cos(p)  — cos/3(9) sin(g) .
A = abcg® | cos'?(8)sin(p) —3 cosV2(9)sin(9) sin(p)  cos'A(8)cos(p) | = -3 abcg? sinV2(9)
sin'/2(9) 1sin™2(9) cos(9) 0

pak snadno vypocteme, ze

271 7/2 1
fff 2|zl d(x, y,z) = Zabczf f f 0% sin'/2(9) sin1/2(9) dodSdp = %Tczabcz.
v 0 Jo 0
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Kapitola 12

Neresené priklady

V posledni kapitole skript nabizime Ctenarim soubor neresenych prikladti k samostatnému procvicovani. Vysledky jed-
notlivych prikladd jsou uvedeny na konci kapitoly.

12.1 Zadani priklada

Cviceni 1
Ukazte, ze pro funkci
2

__P
P+ -y

2

f(x/y) =

jsou prislusné parcialni limity v bodé (0,0) nulové, ale limita lim ), 0,0) f(x, ¥) neexistuje.

Cviceni 2
Vysetrete definicni obor funkce
2

X2 —y?
floy) = ln(m)‘

Cviceni 3
Ukazte, ze funkce
) = s
f /y - X2 +]/4
nema v bodé (0, 0) limitu.
Cviceni 4
Vypoctéte limitu
xt+ oyt

lim —_—,
(x)=(00), y)eM X3 + 3

kde M ={(x,y) €E*>: y—e™*+1=0}.

Cviceni 5
Rozhodnéte o spojitosti funkce

flx,y)= sin(szy).

Cviceni 6
Zjistéte, zda existuje limita
X2+ y?

im .
@y—00 X+ Yy
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Cviceni 7
Vypoctéte hodnotu limity funkce

flx,y)=(1 +x)x(1+xw

v bodé (x,y) = (0,a), kde a € R je parametr, vite-li, ze existuje.

Cviceni 8
Rozhodnéte o spojitosti funkce f(x, y) = |x|V na mnozing E2.

Cviceni 9
Vysetrete definicni obor funkce
1
flx,y,2) =
—4x2 + 8x — y?
Cviceni 10
Rozhodnéte o existenci limity
X
lim z’cg( )
(x,y)—0 X X+ y
Cviceni 11
Vypoctéte limitu
lim A(xz + yz)x v,
(x,y)—0
vite-li, ze existuje.
Cviceni 12
Pro parametr a € R vypoctéte limitu
sin(xy)
im ,

(xy—0a) X

vite-li, ze existuje.

Cviceni 13
Rozhodnéte o existenci limity funkce
x4yt

fay) = 5—>5

X2+ 12

v bodé (0, 0).

Cviceni 14
Pro funkei f(x,y,z) = xyz urcete podle definice %(4, 1,2).

Cviceni 15
Odvod'te tvar parcialni derivace funkce f(x,y,z) = xy? + xe* + yx? podle y v libovolném bod& (xo, v, zo)-

Cviceni 16
Pro funkci f(x, y) = y/y? — x urcete podle definice %(9, 5).

Cviceni 17

Podle definice vypoctéte

af (m T
ox (5’ 5)’

kde f(x,y) = sin(x) cos?(y).
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Cviceni 18
Dokazte, ze pro funkci f(x,y) = xy +xln( ) plati rovnost
L of
Yox TV, =W HfEY).
Cviceni 19
Pro funkci f(x,y) = xYy*, kde Dom(f) = R* X R*, dokazte rovnost
oL of
X2t yay (x +y+ ln(f(x, y))) flx, ).
Cviceni 20
Pro funkci

foy) = arctg(l +x}j/)

vypoctéte ax(Z 1) a ay(Z 1).
Cviceni 21
Vypoctéte

Pf Pf
9xdyoz a 0zdyox

pro funkci f(x,y,z) = %=

Cviceni 22
Presvédcte se o zaménnosti smiSenych parcidlnich derivaci druhého radu funkce

flx,y) = arctg(xyz).

Diskutujte.
Cviceni 23
Vypoctéte derivaci
Df
7, 7,0
D 1,9 ™Y

funkee f(x,y,z) = ycos(2x — y — z).

Cviceni 24
Vypoctéte parcialni derivaci funkce f(x,v,z) = x*y? + x2z% ve sméru §= (1,1,1) v bodé @ = (1,2, 3).

Cviceni 25
Vypoctéte parciélni derivaci funkce f(x,y) = x* + 3xy + y* v bodé @ = (1,2) ve sméru kladné poloosy x*.

Cviceni 26
Je déna funkce f(x,y) = 3x* — x2y® + y*. Urcete smér a velikost nulové, resp. maximalni smérové derivace v bodé (1,1).

Cviceni 27
Necht f(X) : E" — R je funkce, @ € Dom(f) a ¢ € R*. Necht § je nenulovy vektor z E". Dokazte, ze pro 7 = ¢§ plati

rovnost P P
7w =2

2.
Cviceni 28

Naleznéte hodnotu treti parcialni smérové derivace funkce f(x,y,z) = xye™ ve smérech § = (1,1,0), ¥ = (0,1,1) a
£=(0,1,0) v bodé (1,112,0).
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Cviceni 29
Necht je zadan funkéni vektor F(x, y,2) = (2, 2x% + 31, 4x% + 5y + 622). Vypoctéte A, kde A je Laplaceiiv operétor.

Cviceni 30
Naleznéte totalni diferencial patého fadu funkce f(x,y,z) = xy?e* v bodé @ = (1,1,0).

Cviceni 31
Naleznéte totalni diferencial funkce f(x,v,z) = xy*e* v bodé (3,1, 0).

Cviceni 32
Urcete rovnici te€né roviny k plose x2 + y> —z =0 v bodé 7 = (1,1, ?).
Cviceni 33

Necht funkce f(%) : E® — R a vektory funkci E(X), G(¥) : E> — E® maji na oblasti G C E spojité derivace do druhého
radu vCetné. Dokazte, Ze na G plati rovnosti:

. grad fD = 2

rotgradf(%) = 0

divrot (@) = 0

div grad f(¥) = Af(?)

rotrot £(X) = grad divE(¥) — AE(X)

div(F(@) x G(@)) = (G [ 1ot F(®)) ~ (F®) [ 10t G())
o div(f() (D) = £(7) divF(®) + (F(®) | grad f(7))

Cviceni 34
Urete bodu dotyku a rovnici té tegné roviny k plose x> + ye* —z = 0, ktera je rovnob&zna s rovinou 4x +2y —2z—1 = 0.

Cviceni 35
Vyraz
(1 +x+ y)
arctg| ———
l-x+y

rozvinte pro |x| < 1 a |y| << 1 do polynomu druhého stupné.

Cviceni 36 .
Pro funkci f(¥) : E> — R a pro vektor funkci F(¥) : E* - E® dokazte rovnost

rot (f() - F(®)) = f(#) - rot F(¥) + grad f(¥) x F(2).

Cviceni 37
Vypoctéte totalni diferencial tretiho fadu funkce f(x,y) = sin(2x + y) v bodé @ = (0, 7t/4).

Cviceni 38
Naleznéte parcialni smérovou derivaci funkce f(x,y) = In y/x2 + y? ve sméru, ktery svird se zapornou Casti osy x Ghel
60° a s kladnou &asti osy y ahel 30°, v bodé @ = (3,4).

Cviceni 39
Urcete rovnici a bod dotyku té tecné roviny k plose z(x, y) = 2x2 + 3y, ktera je rovnob&zn4 s rovinou 4x — 6y + z = 5.

Cviceni 40
Vypoctéte treti diferencial funkce f(x,y,z) = xyz + xy + xz + yz + X + y + z v obecném bodé @ = (a1, az, a3).
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Cviceni 41
Pomoci totalniho diferencialu vhodné funkce vypoctéte pribliznou hodnotu &isla 4,07 - 2,01%%7.

Cviceni 42
Naleznéte totalni diferencial ctvrtého radu funkce f(x,v,z) = x*yz v bodé @ = (1,2, -1).

Cviceni 43
Pomoci vhodné Taylorovy rady druhého radu vypoctéte priblizné

1,03

0,98 - /1,057
Cviceni 44

Funkci f(x, y) = arctg(1 + xy) rozvinte v okoli bodu (0,0) do polynomu Sestého stupné.

Cviceni 45
Vypoctéte totalni diferencial tretiho Fadu funkce f(x,y) = cos(x? + y?) v bodé @ = (0, Vr).

Cviceni 46
Uzitim totalniho diferencialu vhodné funkce vypoctéte priblizné sin(29°) - tg(46°).

Cviceni 47
Ovérte, ze funkce

fy) =In (e —af + (y - b2,

kde a,b € R, je harmonicka v E2.

Cviceni 48
Je dana funkce f(x,v,2) = x%yz® a funkéni vektor F(x,v,2) = (xz, -2, 2x%y). Vypoctéte grad f(x, y,z), divE(x, y,2) a
rot f(x, Y, 2).

Cviceni 49
Necht je funkce F(x,y,z) zadana jako slozenad funkce s vnéjsi funkci F(u,v) a vnitfnimi funkcemi u = u(x,y,z) a
v = v(x, y,z). Dokazte nasledujici rovnosti:
OF _OFu  Fd
dx Jdudx Jdvox
FF =(§%+32_F@)3_”+3_F@+(32_”_”+ﬁ@)@+3£@
ox2 ou?dx Jdudvdx)dx Juodx? \dvdudx Jv2dx)dx Jdvox?

PE _(PEou | PF 0\ou OF Pu__(PFou PFo0\d0  OF P
dxdy  \ou2dy Jdudvdy)dx  Judxdy \dvdudy Jv?dy)dx v Ixdy

Cviceni 50
Vypoctéte priblizné Cislo

V1,023 +1,973

pomoci prislusného Taylorova polynomu druhého stupné.

Cviceni 51

Zapiste polynom druhého stupné, ktery pro |x| < 1 a |y| < 1 aproximuje vyraz
cos(x)
cos(y)’

Cviceni 52
Funkei f(x,y) = 2x? — xy — y* — 6x — 3y + 5 rozlozte do Taylorovy fady sestrojené v bodé @ = (1,-2).
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Cviceni 53

V rozkladu funkece f(x, y) = x¥ v okoli bodu @ = (1,1) vypiste cleny do treti mocniny vcetné.

Cviceni 54

Rozlozte funkci f(x,y) = /1 — x2 — y? do Maclaurinova polynomu tretiho stupné.

Cviceni 55

Rozlozte funkci f(x, y) = In(1 + x + y) do Maclaurinovy rady.

Cviceni 56

Hodnoty odporu dvou rezistorti jsou zméreny na Ry = (1000 + 1)Q a Ry = (750,0 + 0, 2)Q). Urcete, v jakém intervalu se
bude nachazet odpor rezistoru, ktery vznikne z uvedenych dvou a) sériovym zapojenim nebo b) paralelnim zapojenim.

Cviceni 57
V okoli bodu (0, 0) naleznéte Taylortiv rozvoj funkce f(x, y) = sin(x + y) — sin(x — y).
Cviceni 58
Vypoctéte viechny parcidlni derivace druhého fadu funkce z(x, y) zadané implicitné rovnici x> + y* + z> = a?, kde a > 0
je parametr.
Cviceni 59
Urcete vSechny parciélni derivace prvniho a druhého radu funkce z(x, y) v bodé @' = (1, 0). Funkce z(x, y) necht je zadana
rovnici x + y +z = e*.
Cviceni 60
Reste predchozi priklad pro bod @ = (-1, e), v némz z(@) = 1.
Cviceni 61
Naleznéte Taylorovy polynomy prvniho fadu v bodé @ = (x4, Ya, z2) = (1, —1,0) vech funkci, které jsou zadany soustavou
12y + 022 — x212e2H = (),
X — yutg(f) =0.
Ovéfte podminku existence téchto funkci na okoli vybraného bodu. Reste pro u > 0.
Cviceni 62
Urcete prvni a druhy totélni diferencial funkce z(x, y), jez je zadana implicitné rovnici z> — 3yz> + 9xz +2x —y = 0, v
bodé 7= (1,2).
Cviceni 63
Naleznéte totalni diferencial prvniho a druhého radu funkce z(x, y) zadané na okoli bodu (xo, yo,z0) = (0,1, 1) vztahem

x_ ln(z).
z y
Cviceni 64

Na mnoziné {(x, y,u,0)eR* : ueR* A ve(Q, 27'()} je zadana soustava rovnic

v . (v
x=ucos(—), y:usm(—).

u u
Viypocitejte Tayloroviiv polynom druhého stupné funkce u(x, y) v bodé @ = (0, 2).
Cviceni 65
Naleznéte Taylorovy fady prvniho fadu funkei z(x, ), u(x, y) a w(x, y) zadanych implicitné soustavou rovnic

xy+ P +zy—u—yw=0, X*y+y°+zy+u—yw* =0, xXy(x+2y)+u’—z"w’ =0

na okoli jednoho z bodi: @ = (xo, Yo, zo, o, wo) = (0,1,0,0,1);b = (xo, Yo, 2o, o, wo) = (0,0,0,0,0); €= (xo, Yo, Zo, to, Wo) =
(1/ 1/ 1/ 1/ 2)/ d_): (xOI yO/ ZO/ MO, wo) = (2/ 1/ 2/ 1/ 2)
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Cviceni 66
Naleznéte totalni diferencial funkce u(x,v,z) zadané implicitné rovnici u3 — 3(x + y)u® + z> = 0 v bodé (xo, o, z0) =
(1/ _]—/ _1)

Cviceni 67

Necht jsou funkce x(y,z), resp. y(x,z), resp. z(x, y) zadany implicitné rovnici F(x, y,z) = 0. Dokazte, Ze plati rovnost
oy dz_ _,
dy 0Jz Oox ’

Upresnéte ji.

Cviceni 68
Naleznéte Taylorovy polynomy prvniho radu funkci zadanych implicitné rovnicemi
x+y+z+u=10,
2+ -2 +u? =12,

2

w-z2+y—-x=8

v bodé x = 1. Rovnice necht jsou zadany na mnoziné M := {(x, v,zZu) EB* 1 x>0AYy>0A2>0 A u> 0}.

Cviceni 69
Na zakladg platnosti véty o implicitnich funkcich stanovte, jaké nejvétsi, resp. nejmensi hodnoty miize nabyvat proménna
z vyhovujici rovnostem x* + 4> =2, x + y + z = 5.

Cviceni 70
Necht jsou v prostoru E* zadany rovnice

x1e”? + y1In(xp) —e =0, X1y1+xe¥? -2 —-e=0.

Vypoctste 32(1,1) a 32(1,1).

&xl
Cviceni 71
Pro piedchozi priklad hledejte 32 (1,1) a 32(1,1).
Cviceni 72

Necht rovnice z° — 2xz + y = 0 zadava implicitné funkci z(x, y), pro niz z(1,1) = 1. Naleznéte Taylortiv polynom druhého
radu této funkce v bodé (1,1).

Cviceni 73

Naleznéte %, g—;, % a g—; v bodé 7 = (\/LE’ %) pro funkce zadané implicitné soustavou
xu—yu=0, yu+xv=1.

Cviceni 74

Vypoctéte y'(x) a y”(x), je-li In(x? + y?) = 2arctg(%). Pokuste se nacrtnout grafy implicitni funkce v = y(x).

Cviceni 75
Necht je funkce z(x, y) implicitné zad4na rovnici z* + xz — 2y = 0. Naleznéte dz(_31)(x, y) a d*z(_31)(x, y).

Cviceni 76 5
Soustava rovnic x? + y? + z2 — 3xyz = 0, f = xy*z> zadava na okoli bodu A = (1,1,1,1) funkci f(x,y). Vypoctéte jeji
totalni diferencial prvniho a druhého fadu v bodé @'= (1, 1).
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Cviceni 77 .
Necht je funkce z(x, y) zadana na okoli bodu A = (xo, Yo, zo, 4o = 2, v9 = 1) soustavou rovnic

x=u+vz, y=u2—03, z = 2uv.

Naleznéte Tayloroviiv polynom prvniho stupné funkce z(x, y) v bodé @ = (xo, o) a hodnotu ;;—azy (%0, o) -
Cviceni 78
Vypoctéte Taylorovy polynomy prvniho stupné funkci zadanych rovnicemi

xe" +2uv =1,

u —
1+v

u-ov

v bodé (xo, y0) = (1,2). Stanovte, zda-li uvedené rovnice tyto implicitni funkce na okoli bodu A= (1,2,0,0) zadavaji a
proc.

Cviceni 79
Naleznéte totalni diferencialy funkci zadanych na okoli bodu (xo, yo, 1o, v0) = (2,2,2,1) rovnicemi

xu? + yuto* = v*(x + y)%,
=220 = 2 4 1P

v bodé (xo, Yo)-
Cviceni 80
Pro funkci y(x) zadanou vztahem x¥ = y* dokaZte rovnost
y2(1 - ln(x))

- x2(1 - ln(y))‘
Cviceni 81 .
V bodé z = 2 naleznéte prvni a druhou derivaci funkci zadanych na okoli bodu A = (1, -1, 2) rovnicemi

23 +2y7 =22, x+y+z=2.

Cviceni 82

Soustava rovnic x = u + v, y = u? + 0%, z = u® + v*® zadava na okoli bodu A= (x0, Yo, zo, 4o, v0) = (2,2,2,1,0) funkci
z(x, y). Vypoctéte jeji diferencial prvniho a druhého fadu v bodé @ = (xo, vo)-

Cviceni 83
UrCete totalni diferencidly funkci definovanych soustavou

!/ cos(z) = i, e!/x sin(z) - L
y V2 y

v bodé @' = (ay,a,) = (1,1), v némz plati u(@) = 0 a v(@) = §.
Cviceni 84
Necht jsou funkce u(x, y) a v(x, y) zadany implicitné rovnicemi

sin(u) _ x

U+ov=x+1, - =—.
Y sin(v) vy
Dokazte rovnost

4 —(sin(v) -y cos(u)) dx + (sin(u) +y cos(u)) dy
v= .

x cos(v) + y cos(u)
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Cviceni 85
Vypoctéte prvni a druhy totalni diferencial funkce z(x, y) zadané rovnici

z :x+arctg(£).

Cviceni 86
Rovnici
%u d%u 8u du

(1+x) +(1+y)&2 X +y8_y_

prevedte transformaci & = In(x + V1 +x2), = In(y + /1 + y?). Diskutujte regularitu zadané transformace.

Cviceni 87
Parcialni diferencialni rovnici
2z Pz 2’z

o2t oy Taxay

pro funkci z(x, y) preved'te na parcialni diferencialni rovnici pro novou funkci w(i, v) novych nezavisle proménnych u, v.

Transformace je zadana soustavou rovnic

y z
u=x+y, v==, w=-.
x x
Stanovte maximalni mnozinu, na niz je zadan4 transformace regularni.
Cviceni 88
Substituujte parcialni diferencialni rovnici
& z 0z 0z
1- x2 + 1- 2 = xX— + yY—
( ) (I-y ) ox T Yoy

pro neznamou funkci z = z(x, y) transformacnimi vztahy X = sm(u), y =sin(v), z = ¥

Cviceni 89
Transformujte parcialni diferencialni rovnici
2&_22 8_ - (% + ) 9’z =
ax2 " dxdy
vztahy
u=x+ v= E + e
= Y, = p y

Stanovte maximalni mnozinu, na niz je zadan4 transformace regularni.

Cviceni 90
Rovnici
Ix? y&x&y o 8]/

transformujte vztahy & = % an=x.

Cviceni 91
Substituujte parcialni diferenciélni rovnici

,Pu 5 %u Pu  Axy? du X2+ 2 du

, kde w = w(u, v).

o Y o T oy T e yrax TSy -

pro neznamou funkci u = u(x, y) transformacnimi vztahy

a2 .2 _ _u
E=x"+y°, n=2xy, w_xy’

kde w = w(&,n) je nova funkce. Stanovte, kde Ize uvedenou transformaci provést.
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Cviceni 92

Parcialni diferencialni rovnici P f 82f f of
212 2L =
YTV a5 T g

preved'te substituci & = xy, 7= £ na nejjednodussi mozny tvar.

Cviceni 93
Parcialni diferencialni rovnici

&2u Pu  ,0%u  Ju

2y +y =—-5=0

o Ixdy dy?>  ox
pro nezndmou funkci u(x, y) transformujte vztahy & = y?e ™ a n = ye™.
Cviceni 94
Parcialni diferencialni rovnici f f 2

2 : -
sin (x) + 1 ayz — 2y sin(x) oy 0

pro funkci f(x, y) prevedte do novych nezavisle proménnych & = ytg(%) a 1 = y. Stanovte, na jaké mnoziné je zadana
transformace regularni.

Cviceni 95
Parcialni diferencialni vyraz

() (5 (%)

pro funkci f(x,y,z) prevedte do sférickych soufadnic. Stanovte, na jaké mnoziné je zadana transformace regularni a
prosta.

Cviceni 96
Parcialni diferencialni rovnici

Pf 2 Pf _

f
RRA ey +y oy

tg (x)

pro neznamou funkei f(x, y) transformujte do novych nezavisle 1, v, zavedenych transformacnimi vztahy u = y sin(x) a
v=1y.
Cviceni 97
Necht je zadana transformace (x,y,z) = ®(g, 9, @) vztahy
x = p cos*(9) cos*(g), y = o cos*(9) sin*(g), z = g sin*(9).
Naleznéte jacobian zobrazeni @, a to v co nejkompaktnéjsim tvaru; maximalni mnozinu M, na niz je ® regularni a prosté;

obraz ®(M) mnoziny M pii zadaném zobrazeni ®; ¢islo a € R takové, Ze pro o = 1 plati (x, y,z) € D(M) = x"+y*+z" = 1.

Cviceni 98

Do rovnice
32f >f +2d 32f f
8x (9x

dosad'te vztah f(X) = g(X)et*s. Urcete Cislo u € R tak, aby vysledek byl co nejjednodussi.

+f=0

Cviceni 99
Parcialni diferencialni rovnici
’f >f i
29T 29T _
Yot 2xy axdy Y ay?

pro neznamou funkci f(x, y) transformujte do novych nezavisle proménnych g, ¢, zavedenych transformacnimi vztahy
x=pcos?(p), y=0 sinz((p). Stanovte maximalni mnozinu, na niz je zadana transformace regularni a prosta.
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Cviceni 100
Transformujte parcialni diferencialni rovnici
*f *f *f of 2x+y of x +2y
20T 20 ) 9] ojxr-y _
5x 2 + 5y R +6xy&x8y+2x8x Ty +2y8y Py 0

do novych soufadnic x = ¢* tg(p) a v = ¢? cotg(@).

Cviceni 101

Do rovnice 2 2 5
_f + l_f + l_f — 0
do*  ¢*Ip* 0o

zaved'te nové proménné x = pcos() a y = gsin(g) na mnoziné M = {(@, P)ER?>: g>0 A @e(O, 27'()}.

Cviceni 102

Rovnici
8_22 + 2_822 + 8_22 — 0
ox2 Toxdy  Iyr

pro funkci z(x, y) zapiSte v novych proménnych u =x+y, v=x—-yaw=xy—z.

Cviceni 103
Transformujte parcialni diferencialni rovnici

u 8_u

r]a—n+2<§ =0

P

. - . , - - . . 2 2 . . . . -~
do novych soufadnic x a y, které jsou definovany rovnostmi & = e**¥", n = e, Déle stanovte maximalni mnozinu, na
niz je zadana transformace regularni.

Cviceni 104

Vyraz
2 o
ox " dy

preved'te do novych proménnych u, v, w, pro které plati u = xe*, v = ye* a w = ze?, kde w(u, v) je nové zavadéna funkce.

Cviceni 105
Transformujte Laplacetiv operator do cylindrickych souradnic.

Cviceni 106
Parcialni diferencialni rovnici X 5
2a f _ Zx&_f —4 Za_f

Woa ¢ gp Wi =0

prevedte v oblasti A = {(x,y) € R* : x > 0 A y > 0} na normalni tvar substituci popsanou substituénimi vztahy
E=y*+e an=1y>—e"

Cviceni 107
Transformujte rovnici
P’ f I*f
20T 29T _
Yo Y ay? 0
do proménnych & =xy a =<,
Cviceni 108
Rovnici 2 2
_f + _f — 0
ax? = dy?

prevedte do proménnych u, v, pro které plati v = arctg(%) au=1n(2+y?).
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Cviceni 109
Naleznéte maximalni mnozinu M, na niz je transformace (1, v) = @(x, y) zadana vztahy

X
wsvs(y) oew
regularni a prosta. Dale naleznéte obraz ®(M) mnoziny M.
Cviceni 110
V rovnici
y////(yl)Z 10y/y//y/// + 15(y//)3 — O
proved'te zdménu nezavisle proménné za zavislou.

Cviceni 111
Transformujte parciélni diferencialni rovnici

,0%u Pu | ,Pu Jdu  du

Ve TP a0y T 5 T o Yy

do polarnich souradnic jako transformaci prvniho druhu.

=0

Cviceni 112
Transformujte Laplacediv operator do sférickych souradnic.

Cviceni 113
Substituujte parcialni diferencialni rovnici

&2_M+ az_u_la_u_{_z%—o
o Yo T axax T 29y

transformacnimi vztahy & = /y + %\/—_9(3 an=y-1V-23
Cviceni 114
Necht a > 1 je parametr. Naleznéte maximalni mnozinu, na niz je nize uvedena transformace (x,y,z) = (1, ¢, 9)
x =rcos’(9) cos(p), y=rcos’(d) sin(p), z=rsin’(I)
regularni a prosta. Regularitu dokazte. Dale urcete jacobian zadaného zobrazeni, a to v co nejkompaktné&jSim tvaru.

Cviceni 115
Do parcialni diferenciélni rovnice

’f ’f f  of  of

2 —
Woa ~ g0 W tVox tig, =0

zaved'te nové nezavisle proménné

Cviceni 116
Rozhodnéte o platnosti nasledujiciho tvrzeni: Existuje regularni transformace (x,y) — (r,s) takova, ze pro libovolnou
funkci f(x,y): E> > R plati

I*f B I*f
ox2 ~ ords’
Vsechna tvrzeni radné zd@vodnéte!
Cviceni 117
Preved'te rovnici 82 &2
A
T o ay?

do novych souradnic &, 1, pro které plati x = ™1 a y = e,
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Cviceni 118
Upravte rovnici
y///y/ _ 3(y”)2 =x

tim, Ze budete povazovat y za novou nezavisle proménnou a x za novou nezndmou funkci.

Cviceni 119

Transformujte parcialni diferencialni rovnici
P f 2f L NPf o
) _ZCOS(X)8x8y - (3 + sin (x)) &—yz - ya—y =0

vztahy & = y + 2x + sin(x) a n = y — 2x + sin(x).

Cviceni 120
Naleznéte lokalni extrémy funkce
flx,y) = e"z_y(S —-2x+y).

Cviceni 121
Naleznéte lokalni extrémy funkce z(x, y), zadané implicitné rovnici 8x> + y? + 72> + 4xy — 12xz — 4yz = 8.

Cviceni 122
Vysetrete vsechny lokalni extrémy funkce
2x+2y+1

foy) = Narasi

Cviceni 123
Vysetrete vsechny lokalni extrémy funkce f(x, y,z) = sin(x) sin(2y) sin(3z) na mnoziné

M:{(x,y,z)eE3:2x+4y+6z=7‘£/\x>0/\y>0/\z>0}.

Cviceni 124
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = sin(x) + cos(y) + cos(x — y) na mnoziné <O, %) X <O, 5>.

Cviceni 125
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x* + 2y* vazané vazbou x? — 2x + 2y> + 4y = 0.

Cviceni 126
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce u = u(x, y) zadané implicitné rovnicemi
X+y+u+v=_6,

X+ +ut+0? =12
a stanovte korektné jejich typ.

Cviceni 127
Naleznéte vsechny globalni extrémy funkce f(x, y) = xy /3 — x2 — y? na jejim definicnim oboru.

Cviceni 128
Naleznéte vSechny vazané extrémy funkce u = xyz, kdyz vazbou je plast koule o poloméru V3 se stiedem v pocatku
souradného systému Oxyz.

Cviceni 129
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2y?+12yz+2z>—2x> na mnoziné M = {(x, y,2) €BY: K2 +y+2? =

1}.
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Cviceni 130
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce f(x,v,z,) = z(x*> + y?) na mnoziné

G={(x,y,z)€E3: Py =2 /\x+y+z=5}.

Cviceni 131
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = 2x? + 3y v kruhu x> + 1> < 4.

Cviceni 132
Necht 0 < a < b < c. Vy3etrete viechny lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = x> — y* + z* na vazbé
2 P 2
{,‘1_2 + ﬁ + C_2 =1.
Cviceni 133
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce f(x,v,z) = x*> + 2y* + 6z2 =5 na M = {(x, y,2) €BP: P+ 2+ 22 = 9}.

Cviceni 134
Vysetrete vsechny lokalni extrémy funkce f(x, y,z) = sin(x) sin(y) sin(z) na mnoziné

M={(x,y,z)eE3:x+y+z:g /\x>0/\y>0/\z>0}.

Cviceni 135 5 R
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + > — 3xy na uzavieném obdélniku s vrcholy d; = (0,-1), d» = (2,-1),
ds = (2,2) ady = (0,2).

Cviceni 136
Cislo c € R rozlozte na tii séitance tak, aby soucet jejich Etvercii byl minimalni.

Cviceni 137
Vysetrete supremum a infimum funkce f(x,y,z) = x +y +z na mnoziné M = {(x,y,z) € E>: x> + y*> < z < 1} a stanovte
vSechny body, v nichz tyto extrémy nastavaji. Mnozinu M nacrtnéte.

Cviceni 138
Vysetrete lokalni extrémy funkce

2
fl ) = e e,

plati-li pro parametry nerovnost 0 < a < b.

Cviceni 139
Vysetrete lokalni extrémy funkce
—yx + In|xy| xy#0

f(x/y)z{ 0 xy=0

na mnoziné M = {(x, y) € B2 : 2x% + 2% = 1}.

Cviceni 140

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = xy + yz na mnoziné M = {(x, y2)EB 2+ =2 Ay+z=2Ax>
OANy>0Az> O}.

Cviceni 141

Vysetrete vSsechny lokalni extrémy funkce
ax +by+c

Ny

plati-li pro parametry a,b,c € R nerovnice a% + b? + c2 # 0.

f(x/ y) =
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Cviceni 142
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce

—x— 2 412 Z)
flx,y)=x-2y+1In /x> +y +3arctg(x.

Cviceni 143
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce

flx,y) = ™3 (83(2 —6xy + Syz)
na jejim definicnim oboru.

Cviceni 144
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x, y) = xy*z na mnozing M = {(x, y,z) € B : x|+ |yl + |z] < l}.

Cviceni 145
Naleznéte viechny lokalni extrémy funkce f(x,y) = xyIn(x* + y?) a stanovte jejich typ.

Cviceni 146
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = e**¥~1(2x* + 2y*> — 2x — 2y + 1) na mnoziné (0, 1) x (0, 1).

Cviceni 147
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce z(x, y) definované implicitné rovnici

F(x,y,z2)=x*+y* +2> —xz—yz+2x + 2y + 2z —2 = 0.

Cviceni 148
Vypoctéte

I dx, )

kde M={(x,y) €E2: 0<x<4 A1<y<e}.

Cviceni 149
Vypoctéte

f 120+ 9P d(x, ),
M

kde M={(x,y) e E>: 0<x<1A0<y<x].

Cviceni 150
Vypoctéte obsah elipsy o poloosach a,b € R*.

Cviceni 151
Vypoctéte
[ @+,
M

kde M je omezend mnoZina v roviné ohranicena parabolami y = x? a x = 2.

Cviceni 152
Vypoctéte

\f4my—manw,
M

kde
M={@yeB: 0<y<x<2Axy>1}.
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Cviceni 153 -
Necht je zadan interval I = (0,1) X (3,4) a jeho déleni 7, = {S;; :i,j € n — 1}, kde

o . 11
si]-=<i,—l+1>x<3+i,3+—] >
n n n n

Pro funkci f(x, y) = x+y vypoctéte (podle definice Riemannova integralu) horni a dolni integralni soucet U(Z,, f(x, y)),
resp. L(Zy, f(x,y)) a s jejich pomoci poté vypoctéte (%) fflf(x, y)d(x, y).

Cviceni 154
Vypoctéte obsah plochy

3
S:{(x,y)eRz:x>0/\y>0/\(§+%) <ﬁ},

kde a, b, c jsou pozitivni parametry alohy.

Cviceni 155
Vypoctéte integral

f cos(x* + ?) e ) g(x, ).
R2

Cviceni 156
Vypoctéte obsah plochy ohranicené krivkami y =0 a

ylo Y
X X
(xﬁ*x@) =2

jsou-li a,b kladné parametry.

Cviceni 157
Urcete obsah rovinné uzaviené oblasti ohranicené kivkami y? = 2px + p* a y? = =2qx + ¢*, kde p,q € R*.

Cviceni 158
Urcete meze integralu (pro oboji poradi integrovani) fM f(x,v)d(x, y), kde

M={@y) eB:0<y<2Ay<x<2y-1}.

Cviceni 159
Vypoctéte obsah plochy ohranicené krivkou

7/2
C= {(x,y) €B:x>0Ay>0A (20 + ) =22 (x3 - y1/3)}
a kladnou casti osy x. Parametr a necht je kladny.

Cviceni 160
Zaménte integracni poradi

12x
fA f(x, y) dydx.
0 3x2
Cviceni 161

Pomoci véty o substituci urCete obsah plochy ohranicené elipsou
(ﬂ1x + b1y + C1)2 + (azx + bzy + C;g)2 =1,

kde ﬂlbz * ﬂzbl.
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Cviceni 162
Zaménte poradi integrovani v integralu

2 V2x—x2
f f f(x,v) dydx.
1 2—-x
Cviceni 163

Vypoctéte obsah oblasti ohranicené kiivkami y = x2, y =2x%, y = Yx a y = V2x.

Cviceni 164
Zaménte poradi integrovani v integralu

1 pl-x?
(x, v) dydx.
flf«/ﬁf e

Cviceni 165
VypocCtéte obsah plochy, kterd vznikne préinikem mnozin
x2 P (x —a)?
Az{(x,y)eEZ:a—2+ﬁ< , B= (x,y)eEZ:a—2+

Parametry a,b necht jsou kladné.

Cviceni 166
Vypoctéte obsah mnoziny

M= {(x, y) e B2 (¢ + y*)°r <aP(x® - xyz)},

kde a je kladny parametr.

Cviceni 167
Naleznéte tézisté ctvrtkruhu o poloméru 7.

Cviceni 168
Vypoctéte
2 2
Y
f 1-—5 -z dxy),
M
kde

proa>0ab>0.
Cviceni 169
Vypoctéte obsah mnoziny

M={(x,y)€E2: x2+3y2<3/\3x2+y2<3}.

Cviceni 170
e 2

Cviceni 171

ax+y=2a,kdea>0 je parametr.

Naleznéte x—ovou soufadnici tézisté pro oblast ohranicenou kfivkami y = 3 —x? a y = 2x — 5.

Cviceni 172
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Cviceni 173

Pro obecné parametry a,b € R* vypoctéte obsah plochy, ktera je ohranicena krivkou
x Y\
-+ = 0Ay>0
(a b) * (x> y>0)

a kladnou casti osy x.

Cviceni 174
Vypoctéte obsah plochy ohranicené krivkou

+ =
az b2 c?

pro a,b,c € R*.

Cviceni 175
Naleznéte souradnice tézisté homogenni desky ohranicené krivkami x + y —4 =0 a 2y — x> = 0.

Cviceni 176
Vypoctéte
2_1P
fe_a_z_b_z d(x, y),
A
kde , )
_ 2. X Y
A—{(x,y)eE : a—2+ﬁ>1}
Cviceni 177
Naleznéte obsah plochy ohranicené krivkou
2 2
y _x.Y
2 TRk

kde a,b,h,k e R*.

Cviceni 178
Ovérte regularitu zobecnénych pseudopolarnich souradnic.

Cviceni 179

Naleznéte souradnice tézisté homogenni desky ohranicené krivkou
X234 2l = 21

v prvnim kvadrantu. Konstanta a necht je kladna.

Cviceni 180

Vypoctéte fAd(x,y,z), kde A = {(x,y,z)eE3: x20AYy>20Az20Ax+y<1Az< 1+x+y}.

Cviceni 181
Vypoctéte

1
e,

kdeA:{(x,y,z)eE3:x>0/\y>0/\z>0/\x+y+z<l}.

Cviceni 182
Uzitim pseudosférickych soufadnic vypoctéte objem télesa ohraniceného v E3 plochou o rovnici

w/m+ \/M+ w/E =1
a b c

Parametry a, b, ¢ jsou kladna realna cisla.
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Cviceni 183
Necht a,b € R* jsou parametry. Vypoctéte integral

I= fffA(x2+ z—j) d(x,y,z2),

kde A = {(x, y,2) € B3 : Px? + y? + P2 < 2xab2}.

Cviceni 184
Necht a,b,c € R™ a v > ¢ jsou parametry. VypocCtéte objem télesa

2

2 2
T={(x,y,z)€R3: ;C—2+%—i—z<—1/\0<z<v}.

Cviceni 185
Vypoctéte

f xyzd(x,y,z),

M
kde
M={@y2)eB:x>1Ay>1Az>1Axyz<2}.

Cviceni 186
Vypoctéte objem elipsoidu

2 P 2

2tptast

kde a,b,c € R™.

Cviceni 187
Necht v > 0. Vypoctéte objem télesa

T:{(x,y,z)eE3:x2+y2—2z<0/\z<v}.

Cviceni 188
Necht a,b,c,v € R* jsou parametry. VypocCtéte objem télesa

P
3

_ 3. v
T—{(x,y,z)eR.a—2+ <1/\|2|<§}.

Cviceni 189
Vypoctéte

T

kde T = {(x,y,2) € E®: x> + y? + 22 > r?}. Parametr r je vybran z mnoziny R*.

Cviceni 190
Necht a,b,c > 0. Vypoctéte integral szd(x, Y, z), kde
2 2 2
_ 3. Yz
M—{(x,y,z)eE : a_2+ﬁ+c_2<1 /\Z?O}.

Cviceni 191
Necht r > 0 je parametr. VypocCtéte objem télesa ohraniceného plochami

z=e Y, z=0, P +yr=r
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Cviceni 192
Vypoctéte integral

fff e d(x, y,2).
E3

Cviceni 193
Necht a,b > 0. Vypoctéte objem télesa

v

72 <1A |y|<b/\o<z<x2|y|}.

2
X
T:{(x,y,z)€E3: Pl

Cviceni 194
Necht a,b, v jsou kladné parametry. Vypoctéte objem télesa

T={(x,y,Z)GE3: \/%+ ﬁ'—Z' <1 A< ;}
Cviceni 195

Odvod'te vzorec pro objem rotacniho kuzele o poloméru podstavy 7 a vysce v.

Cviceni 196
Necht 2 > 0. Vypoctéte objem télesa T = {(x, y,2) €B¥: (42 +22)% < a3z}.

Cviceni 197

z=x*+y*, x+y=1, x+y=-1, x-y=1, y—-x=1,

Cviceni 198
Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci krivky
. T
z(x) = sin(x) (O <x< E)
kolem osy z.
Cviceni 199

Necht a,b,c € R" jsou parametry. Vypoctéte objem télesa

s (2 P 22\2
T=3(xy,z)€cE: St Eta < 6xYyzZp.

a2

Cviceni 200
Necht a,b,c € R*. Pomoci vhodné definovaného souradného systému vypoctéte objem télesa

X x Y@ 2
T=15(xyz2€E :x>0/\y20/\z>0/\(;+5) +C—2<1 .

Cviceni 201
Vypoctéte objem kulového vrchliku o vysce v vyrizlého z koule o poloméru 7.

Cviceni 202
Vypoctéte objem rotacniho jednodilného hyperboloidu

T={(x,y,z)eE3:x2+y2—zz<1 A |z|<v},

kde v je kladny parametr.
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Cviceni 203
Vypoctéte integral fT 1542 d(x, y, z), kde

T= {(x,y,z)e E: 2+ A+ <2ax+2by+2cz},

jsou-li a,b, ¢ kladna Cisla.

Cviceni 204
Spoctéte

f(x +y+2)dx,y,2),
T

kde T je koule o poloméru r > 0 se stfedem v bodé (a, b, c) € E°.

Cviceni 205
Naleznéte tézisté oblasti

2 2 2
={(x]/,z)eE3 a ]Z2+Z—<l/\x>0/\y>0/\z>0},

kde a,b,c > 0.

Cviceni 206
Vypoctéte objem télesa ohraniceného plochami z = 6 — x2 — 12, z = /x2 + 2.

Cviceni 207
Necht je dano téleso
T={xy2)eE: 2+y<1Aze(0,D}.

Rovina uréena body @ = (~1,0,0), b= (=1,1,0) a = (1,0, A) rozdé&luje téleso na dvé Easti. Vypoctéte jejich objem a
stanovte hodnotu parametru A € (0, 1) tak, aby se zminéné objemy rovnaly.

Cviceni 208
Vypoctéte jacobian Ctyfrozmérnych sférickych souradnic z prikladu 9.3.28.

Cviceni 209
Vypoctéte objem télesa A = {(x, yu,0) B 2+ <P AP+ 07 < sz}, kde 7,s € R* jsou parametry.

Cviceni 210
Vypoctéte objem Ctyirozmérného eliptického eliptikonu

A u?
{(x y,z,u) € E*: —2 ﬁ+_2+d_<1}
kde a,b,c,d € R" jsou parametry.

Cviceni 211
Dokazte vétu 6.1.11.

Cviceni 212
Dokazte vétu 6.1.14.

Cviceni 213
Dokazte v analogii k prikladu 9.1.18, ze Jordanova-Peanova mira jednoprvkové mnoziny M = {ay,a,} je nulova.

Cviceni 214
Preved'te Laplacedv operator do souradnic x = 1+0sin(2¢@), y = gcos(2¢). Naleznéte také prislusnou maximalni mnozinu
regularity.

229



KAPITOLA 12. NERESENE PRIKLADY

Cviceni 215
Na mnozing M = {(x, y,z) B3 24+ +422 = 9} vysetrete extrémy funkce f(x,v,z) = 4z — 2x + y.

Cviceni 216
Naleznéte takovou tecnou rovinu k plose y? +5z2 +4yz —2x—10y —4z = 3, ktera je rovnob&zna s rovinou 3x+9y—3z = 1.

Cviceni 217
Rozhodnéte o existenci limity
) 3x3y3
lim s 2
(y)—-0 4x* +y

Cviceni 218
Do parciélni diferenciélni rovnice
U Pu ,u du

3x T—2xyax&y—y a—yz-i'z]/a—y =0

3
zaved'te nové proménné r = y? a s = xy. Naleznéte prislusnou maximalni mnozinu regularity.

Cviceni 219
Jaky ahel sviraji derivace funkci

2
fx,y,2) = (x + %) +4(y — 2)? + V3y +sin(2)
g(x, y,z) = x¥ + sin(2z)
v bode (1,2,5)?
Cviceni 220
Vysetrete lokalni extrémy funkce z(x, ), jez je zadana implicitné rovnici
X +3y% =822 +dxy + 2xz + 10yz +z = 1.

Cviceni 221
Dokazte, ze funkce

2xy

f(x,y) = m +X+4y
nema v bodé (0,0) totalni diferencial.
Cviceni 222
Vysetrete lokalni extrémy funkce z(x, ), jez je zadana implicitné rovnici

X +5y% +102° + dxy + 2xz - 2yz +z = 1.
Cviceni 223
Pod jakym ahlem (ve stupnich) stoupa (Ci klesa) graf funkce
f(x,v,2) = 2x% + 4xy + 6y* + 5x + (4 + 3 V2)y + 82

ve sméru (1,—V2,0) v bodé (2,-1,1).

Cviceni 224
Parcialni diferencialni rovnici 5 5 P
27 J 27 J 2 —
Yo Y ay? " xyﬁx&y 0
transformujte do novych proménnych
u= % In(x* + ), v= arctg(%).

Naleznéte také prisluSnou maximalni mnozinu regularity.
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Cviceni 225
Na mnoziné M = {(x, y,2) B 2 +22 = 5} vysetiete extrémy funkce

f(x,y,2) = x* + 5y + 52% + dxy + 2xz — 4x — 8y — 4z + 2.

Cviceni 226
Parcialni diferencialni rovnici , ,
0 J
x? —f + 4—f f

ox?  dy? Tox =0

transformujte do novych proménnych r = x% cos(y), s = x% sin(y).

Cviceni 227
Naleznéte aplny Maclauriniiv rozvoj funkce f(x, y) = In(1 + x + ). Vysledek upravte do jediné dvojsumy. Déle stanovte
obor konvergence ziskané rady a jeho podobu podrobné nacrtnéte.

Cviceni 228
Parcialni diferencialni rovnici
2f i >f
8x2 +y Iy? _Sy(?x&y (y 2ye

transformujte do novych proménnych r = y2e*, s = y’e".

Cviceni 229
Vysetiete viechny lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = x2e™ — y? + 2yz — 22% + 6y — 2z.

Cviceni 230
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte tfirozmérnou miru (objem) mnoziny

2 2\2 4 2
_ L y z z
T—{(X,%Z)EE (a_2+ﬁ) +C—4<C—2/\Z>O}

Cviceni 231
Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte obsah plochy ohranicené krivkami

=

Cvi(:eni 232

M- , 2y
=q(x,y)€E .a—2+ﬁ<l/\x>0/\y>0 .

Uzijte napovédy

N W

1
dx =
4/sin(x) '

Cviceni 233

Pro dvojny integral
2x+1

16-4x
f(x, v)dydx + f f f(x,v)dydx
2 Jo

r

zameite integracni poradi.
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Cviceni 234
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. VypocCtéte tfirozmérnou miru (objem) mnoziny

2 2 2\2 2 2 2
- I A2 Yoz
_{(x/yrZ)EE.(a—z+ﬁ+c—2)<a—2+ﬁ—c—2}.

Cviceni 235
Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte dvojrozmérnou miru (obsah) mnoziny

3
ot y /2 ot }/4
:{(x,y)GEZZ(—-i‘ﬁ) <a—4—ﬁ .
Cviceni 236

Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte integral

f iyl dx, ),
A

4 i’/ 4 4
_ 2. (XY oy
—{(x,y)EE.(a—4+ﬁ) <a—4—ﬁ}.
Cviceni 237

Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. VypocCtéte tfirozmérnou miru (objem) mnoziny

kde

=4 z)eE3'(E+z)z+é<l/\x>0/\ >0Az>0
= Y, o 2 S y

Cviceni 238
Necht a, b, ¢ jsou kladné parametry. Vypoctéte tfirozmérnou miru (objem) télesa

2 2 2\ zZ
T= {(x,y,z)€E3: (X +% +Z—) <ZEXp|:—ﬁ“}.
ot + =+

b2 2

<

Cviceni 239
Necht a,b > 0. UrCete dvojrozmérnou miru (obsah) oblasti, ohranicené kfivkou

(3 -+

Zadanou krivku nacrtnéte!

Cviceni 240
Necht a,b,c > 0. Vypoctéte tfirozmérnou miru (objem) télesa

2
{(x y,z)eE3 o) ]Z—+Z—4<1}.

Cviceni 241
Vypoctéte obsah plochy ohranicené uzavienou kfivkou x? + 4xy + 13y* + 2x — 8y + 5 = R?, kde R > 0 je parametr. Uzijte
vétu o substituci a zdkladni poznatky o kuzeloseckach.

Cviceni 242
Naleznéte lokalni extrémy implicitni funkce u(x, y) definované rovnici

W+ 3u + 2u(x + y)® + A(x +2)* +4(y —2)* = 4

232



12.1. ZADANI PRIKLADU

Cviceni 243
Za pomoci substituce & = xy, n = 5 feste parcialni diferenciélni rovnici
*u *u ou  du
200 20 Y 2,2 7
X2V o +(1+8x Y )( e y&y)
Cviceni 244

—u

Vysetrete extrémy funkce u(x, y,z) zadané rovnici x + y> + 4z + xze" + 4e™" = u.

Cviceni 245
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte tfirozmérnou miru (objem) télesa

e fenace (Bl < V- V)

Necht a,b,c > 0 jsou parametry. Transformujte Laplaceiiv operator z kartézskych souradnic (x, i, z) do pseudocylindric-
kych souradnic (g, @, h) zadanych rovnicemi x = a + g* cos(¢), y = b+ ¢* sin(p), z = ch?.

Cviceni 247
Vypoctéte fffT |z| d(x, v, z), kde

1/3
T = (x,y,z)eE3:[(z—i) +(

7

2\13 [ 2\13 2\ (g U3 a\1/3
+ C_2 < a—z + ﬁ - C_z .
Cviceni 248

Sestavte plny Taylortv rozvoj funkce f(x,y) = ye**¥ v bodé (xo, yo) = (-1,2).

TS

Cviceni 249
Naleznéte hodnoty realnych konstant a,b € R, pro néz transformace

E=ay—x, n=x-by, 8=

< I

prevadi parcialni diferenciélni rovnici pro funkci f(x, y)

2f Pf 2P e O 5 e
6 52t gy * yayz Wor WG, T2 =0

na rovnici
*g

e

pro neznamou funkci g(&, 1).

Cviceni 250
Vysetrete lokalni extrémy funkce f(x, y,z) = sin(2x) - sin(y) - sin(2z) na mnoziné

A:{(x,y,z)eE3:4x+2y+4z=7'c/\x>0/\y>0/\z>0}.

Cviceni 251
Necht a,b,c > 0. VypocCtéte tézisté mnoziny

2 2\ A
y  z
:{(xy,z)eR3 (_+ﬁ) +—<E}.

/2 5
f sin?3(x) dx = 5 V.
0

Uzijte faktu, ze
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Cviceni 252
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = 2x + 6y na mnoziné M = {(x, Y EE?: X2+ > —6x+8y < 15}.

Cviceni 253

Parcialni diferencialni rovnici
82_14 + 82_14 + 482_1/{ + ga_u — 0
oxz Iy 92 zdz

transformujte do soufadnic x = pcos(¢), y = psin(p) a z = h>.

Cviceni 254
Pro funkci z(x, v), jez je implicitné zadana soustavou rovnic

x?+y? + 22+ 16u =22,

2% — 222y — dxyz + 8x*y* = 0,
urete hodnotu Laplaceova operatoru Az v bodé 7= (1,1).
Cviceni 255

Naleznéte Maclarinovu radu funkce
X

(y+1)?

flx,y) =

a urcete jeji obor konvergence.

Cviceni 256
Na mnoziné
M={(JC,]/,Z)€E3 P+ PP +22 =25 A x2+y2=9}

vysetiete extrémy funkce f(x,1,z) = x + 2 V2y. Dale stanovte hodnoty téchto extrémi.

Cviceni 257 .
Vymyslete funkci, pro niz existuje pravé Sest parcialnich limit v bodé 0, a to s hodnotami 1,1,4,4,7,7.

Cviceni 258
Pro kladna x a y vySetrete lokalni extrémy funkce

B ’ xZ ]/2
f(xr]/)_xy 1 27 3

If
0z2

do pseudosférickych souradnic x = gcos(9) cos?(p), y = pcos() sinz(go), z = psin(9).

Cviceni 259
Transformujte vyraz

Cviceni 260
Vysetrete lokalni extrémy funkce

flx,y) = \/COSZ(X) — sin®(y) + sin(x + v)

na mnoziné M = (O, E) X (0 E).

Cviceni 261
Naleznéte linedrni aproximaci funkce z(x, y) v bodé @ = (1,1), je-li z(x,y) zadana rovnici (z

vypoctéte hodnotu a‘i;zy(d).

2 —x¥)xyz — y° = 5. Déle
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Cviceni 262
Pro funkci

3, Y% X, 1Y) * 6;

flx,y) = xyxf”ry +4y’ @ y)
0,’ (X, ]/) = 0/

vypoctéte podle definice parcidlni derivace ax(O) a af(O) Déle rozhodnéte, ma-li funkce f(x,y) v bodé 4 = 0 totalni
diferencial.
Cviceni 263

Necht a, b, ¢ > 0. Transformujte operaror

do zobecnénych cylindrickych souradnic x = apcos(¢), y = bosin(p), z = ch.

Cviceni 264
Parcialni diferencialni rovnici
u 82
9yﬁ + 16X ayz — 24x \/—

&x&y
substituujte transformaénimi vztahy & = x? + y*2, n = y. Stanovte pfislusnou maximalni mnozinu regularity zadaného
zobrazeni a vysledek transformace upravte do nejjednodussiho mozného tvaru.

Cviceni 265
Necht je zadana funkce
o) ={ 4\/_2x2+yzfzz; (220 A yz>0;

0; (x,y,z)=6 vV yz<0;

Pod jakym ahlem stoupd tecna (vedend ve sméru 5= (1,3,1)) ke grafu funkce f(x,y,z) v bodé 0?

Cviceni 266
Na mnoziné M = {(x, v,z u) €EE* :x>0AYy>0Az>0Au>0Ay*+922 =18 A xu = 4} vysetfujte lokalni extrémy
funkce f(x,y,z,u) = x> + 4xu + y + 16u* + 3z.

Cviceni 267
Pro funkci
64

x+2y2 + \z

sestavte prislusny Taylortiv polynom druhého stupné v bodé @ = (3,0, 1).

flxy,2) =

Cviceni 268
Pro funkci

fry) = |J2y(1 - 20) — 2 ~ 52

urCete, Cemu je roven obor hodnot Ran(f).

Cviceni 269
Naleznéte tecnou rovinu g k plose

2x(1 +x) = 2y(3x — 1) + 6y* + 2xz — dyz + 2° = —4

v jejim bodé (—3,-2,0). Zjistéte dale, existuje-li na uvedené plose bod (kromé vySe uvedeného), v némz je prislusna
tecna rovina rovnobézna s rovinou ¢.
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Cviceni 270
Rozhodnéte, zda funkce z(x, y) zadana rovnici

2
(x4 -yt + 24) =3z +4x*
stoupa v bodé (xo, yo) = (1,1) ve sméru § = (-2,2) strmé&ji nez 45°.

Cviceni 271 e
Pro funkci f(x,y) = /1 + y? + 2x vypoctéte %(0).

Cviceni 272
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Naleznéte obecnou rovnici tecné roviny k plose

x3 y3 Z3

v jejim bodé (xo, Yo, zo)-

Cviceni 273
Vypoctéte objem mnoziny

2 2
T= {(x,y,z)e E:(2c+y+1) +(3x—2y+2) +22 <R2},
kde R > 0 je pevné zvoleny parametr.

Cviceni 274
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte klasickou tfirozmérnou miru mnoziny

2 L2
A:{(x,y,z)eE3:((g+%) +i—2) <;—C—%/\x>0/\y>0/\z>0}.

Cviceni 275
Parcialni diferencialni rovnici

2%z 0%z Pz Jdz 0z

o T o T M akay T ax Yoy

=x+y

pro neznamou funkci z(x, y) substituujte transformaénimi vztahy u = x*> + y?, v = xy, w = x + y + z na diferencialni
rovnici pro neznamou funkci w(u, v).

Cviceni 276
Rozhodnéte, zda je mozno funkci

xy?
x4yt

f(x/ y) =

dodefinovat v bodé (0,0) tak, aby byla spojitd v E>. Stanovte pripadnou hodnotu £(0,0).

Cviceni 277
Vypoctéte krivkovy integral

fM xduc(%),

kde M je East paraboly y = x*> mezi body (0,0) a (V2,2).

Cviceni 278
Vypoctéte délku kruznice o poloméru r.
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Cviceni 279
Vypoctéte

1= fcxm +y*3 duc(®),

kde C = {(x,y) EE2:x20Ay>0A 2B+ = a2/3}. Parametr a necht je z mnoziny R*.

Cviceni 280
Vypoctéte délku grafu funkce y(x) = In(cos(x)), kde x € <O, %>

Cviceni 281
Vypocitejte krivkovy integral

x4 y4
fM \/? + 7 A,

kde M = {(x,y) € E2: (X + 1) = xy).

Cviceni 282
Vypoctéte krivkovy integral

fM x dpe(%),

kde M je sjednoceni tsecky mezi body (0,0) a (2,2) a tsecky mezi body (2,2) a (4,0).

Cviceni 283
Vypoctéte krivkovy integral druhého druhu

f (x, —y) de(%),
M

kdeM:{(x,y)eEZ: y=2x* A xe(O,l)}.

Cviceni 284
Pro pevné zvolené a > 0 vypoctéte integral fc [yl dpc(%), kde C = {(x, y) € B2 (2 + y?)? = a?(x® - y2)}. Mnozinu C
nacrtnéte!

Cviceni 285
Primym vypoctem urcete hodnotu krivkového integralu

f(x +y)2dx + (2 + y*)dy,
c
kde C je trojahelnik s vrcholy (2,2), (8,2) a (4,6) obihany proti sméru hodinovych rucicek.

Cviceni 286
Reste predchozi tlohu uzitim Greenovy véty.

Cviceni 287
Spoctéte

f 2 duc(x, y)
C

pro C ={(x,y) € E?: x? + y> = 2ax + 2by}, kde a,b € R jsou konstanty.

Cviceni 288

parametr £ mnozinu (—oo,0).
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Cviceni 289
Naleznéte délku a x—ovou souradnici tézisté krivky urcené parametrizaci

S . 2V2

p(t) = (t cos(t), t sin(f), T\/_ t3/2); t €0,2m).
Cviceni 290

C:{(x,y)eEz:x2/3+y2/3:a2/3 /\x>0/\y>0}.

Cviceni 291
Necht je v mnoziné E? zadana kiivkova parametrizace

@) = (t2 cos(t), £ sin(t)), 0<t

N
N|A

a vektorové pole F(x, y) = ((x2 +y2) 7V (2 + yz)’l/‘l). Vypoctéte f«ﬁ) F(x, y) duc(x, v) a délku kiivky ().

Cviceni 292
Vypoctéte

f xy2dy — x*y dx,
A

kde A je kruznice x? + y? = 1% probihana proti sméru hodinovych rucicek.

Cviceni 293 .
Naleznéte délku krivky zadané parametrizaci ¢(t) = (3t,3t,2#3), od bodu (0,0,0) do bodu (3,3,2).

Cviceni 294
Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte krivkovy integral

f (xz + ]/2 + Zz) dyC(x/ }// Z)/
M
kde M je cast Sroubovice (a cos(t), a sin(t), bt) pro t € (0,2m).

Cviceni 295
Vypoctéte

f A X2+ Y2 duc(x, y),
C

kde C = {(x, Y EeE?: X2+ yt = ay} pro parametr a4 € R*.

Cviceni 296
Vypoctéte
f v duc(x, y),
M
kde M je oblouk cykloidy x = a(t — sin(t)), y = a(1 — cos(t)) pro 0 < t < 2m.
Cviceni 297
Vypocitejte

jz\; e* ((1 - cos(y)) dx — (v — sin(y)) dy),

kde M je hranice oblasti O = {(x, YeEE: 0<x<mAO<y< sin(x)} probihana v kladném sméru.
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Cviceni 298
Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Naleznéte y—ovou souradnici tézisté casti cykloidy

x =at—asin(t), y=a-—acos(t),

lezici mezi body (0,0) a (am,2a).

Cviceni 299
Spoctéte

f(e" siny —y) dx+ (e*cosy —1) dy,
c

kde C = {(x, YEE: X+ =ax Ay> O}. Cislo @ € R* necht je chapano jako parametr.

Cviceni 300
Necht a > 0 je parametr. Vypoctéte krivkovy integral
f zduc(x, y,2),
M
kde x = tcos(f), y = tsin(t) az =1t pro t € (0,a).
Cviceni 301
Vypocitejte
f sin(y) dx + sin(x) dy,
M

kde M je Gsecka s krajnimi body (0, ) a (7, 0).

Cviceni 302
Samostatné vyslovte a dokazte vétu o absolutni hodnoté krivkového integralu prvniho druhu.

Cviceni 303
Bez pouziti Greenovy véty vypoctéte

f arctg(z) dy — dx,
(o) X

kde () je cast paraboly (s vrcholem v pocatku souradného systému) mezi body (0,0) a (1,1) a (1,5) je orientovana tsecka
mezi body (1,1) a (0, 0).

Cviceni 304
Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Naleznéte x—ovou souradnici tézisté Casti cykloidy

x =at—asin(t), y=a—acos(t),

lezici mezi body (0,0) a (am, 24a).

Cviceni 305
Vypocitejte

f(x+y)dx—(x—y)dy,
M

kde M je hranice oblasti ohranicené funkcemiy = x>—1a y = cos (%x), ktera je probihana ve sméru hodinovych rucicek.

Cviceni 306
Vypoctéte krivkovy integral

fM (W + ) dr+ (2 - ) dy,

kde M je dana rovnici y =1 —|1 — x| s omezenim 0 < x < 2.
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Cviceni 307
Vypoctéte

f xy dpe(x, y),
C
kde C je oblouk hyperboly x = a cosh(t), y = asinh(t) pro t € 0, b). Cisla a,b jsou kladné parametry.

Cviceni 308
Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Vypoctéte

f(Za—y)dx+xdy,
c

kde C je oblouk cykloidy x = at —asin(t), y = a —acos(t) pro takova t, pro néz 0 < t < 2m.

Cviceni 309
Vypoctéte plosny integral fszdys(f), kde

S={(x,y,z)€E3:z:x+y/\x>0/\y>0/\x+y<1}.

Cviceni 310
Naleznéte obsah plochy z = 1/x2 + y2 omezené vnittkem valce x* + 1> = 2x.

Cviceni 311
Kolik km? méFi mirné pasmo na severni polokouli, které se rozprostira mezi 23°27" a 66°23’ severni sirky?

Cviceni 312
Vypocitejte plosny integral

[:= sze_zz dus(x, y,2),

kde S ={(x,y,2) € E*: X2 +y2 = 1}.

Cviceni 313
Vypoctéte obsah plochy S = {(x, y,2)€B 2+ +22=r AN0<0v1<z<0p < r} , kde v1, 70,7 € R* jsou parametry.

Cviceni 314
Vypoctéte obsah plochy S = {(x, y,2) e 2+ <P Ax+y+z= 1}, 7 je kladny parametr.

Cviceni 315
Vypoctéte plosny integral druhého druhu fs(y —z,x —z,x — y) dus(x, y,z) pres vn&jsi plast S kuzele x> + y? = 22, kde
0 <z < v pro parametr v > 0.

Cviceni 316
Vypocitejte

fx dydz + y dzdx + zd(x, v),
s

kde S je vngjsi strana polokoule x> + y* +z2 =1 pro z > 0.

Cviceni 317
Parametrizujte matematicky anuloid (toroid) o polomérech ¥ > 0, R > r a vypoctéte jeho povrch.

Cviceni 318
Vypoctéte

f 6xy? dydz + y° dzdx + 6y*z d(x, ),
s

pro S = {(x, y,z) € B2 x? 4+ y? + 22 = 2ax + 2by + 2cz}, kde ¢isla a,b,c € R jsou pevné zvolena.
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Cviceni 319
Vypoctéte

I= f (o + yz +2%) dydz + (y2 +2%) dzdx + 2% d(x, Y)
S

pro

S= {(x,y,z) €E: (X+a)2+(y+2a)2+(z+3a)2 — rz},

kde a,7 € R* jsou parametry.

Cviceni 320
Vypoctéte

ff xdydz + y dzdx + zd(x, y)
e+ 2+ 22 '
je-li S = {(x, y,2) € P+ P+ 22 = rz}, kde 7 je kladny parametr.

Cviceni 321
Necht Cisla a,b € R* jsou zvolena pevné. Vypoctéte integral fszz dus(x, y,z), je-li S anuloid popsany parametrizaci

(b +a cos(u)) cos(v),
Y= (b +a cos(u)) sin(v),

z = asin(u),

kde oba parametry probihaji mnozinu (0, 27).

Cviceni 322
Necht a € R*. Vypoctéte plosny integral

f x? dydz + y* dzdx + 2% d(x, y),
s

kde S je vnéjsi plast telesa T = {(x,y,2) € E>: 0<x<aA0<y<anA0<z<a}.

Cviceni 323
Naleznéte obsah plochy, kterou na povrchu koule o poloméru r vytina valec o poloméru a < 7, jehoz osa prochazi stredem
zadané koule.

Cviceni 324
Gaussovou-Ostrogradského vétou vypoctéte plosny integral druhého druhu

f (x—y+z)dydz+ (y—z+x)dzdx + (z —x + y) d(x, v),
s
kde S je zobecnéna plocha [x —y +z|+|ly—z+x|+z—x+y|=1.

Cviceni 325
Urcete obsah plochy, ktera vznikne rotaci funkce z(x) = x°, (0 < x < 2) kolem osy z.

Cviceni 326
Necht S je plast koule o poloméru r se stredem v bodé (a,b, c) € E. Vypoctéte fs(x2 + ) dps(x, v, 2).
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Cviceni 327

Vypoctéte obsah plasté kulového vrchliku vysky v vy-
fiznutého z koule o poloméru r (viz obrazek).

Cviceni 328
Vypoctéte obsah nasledujici plochy

2 2 2
S={(x,y,z)eE3: ;C—2+Z—z—%:0/\0<z<v},

kde a,b,v > 0 jsou parametry.

Cviceni 329
Vypoctéte integral

ZI(x* + y?) Af7? + 22 + Y2 dps(x, i, 2),
ffs W+ y) y* dus(x, y,2)

kde S je plast koule o poloméru r > 0 majici stred v bodé (0,0, 0).

Cviceni 330
Vypoctéte integral
ffx3|z| dydz + y3|z| dzdx + x3|y| d(x, y),
s

kde S je plocha v E® popsana rovnici

2
(xz + 1 +zz) = x>+

Cviceni 331
Spoctéte

f lyle™ dus(x, y, 2)
S

kde S je plast valce o poloméru 3, jehoz osou je osa z souradného systému.

Cviceni 332
Spoctéte fsxzz dus(x, y,z), kde S je plast kuzele s vrcholem lezZicim v pocatku souradného systému a s podstavou lezici
v roviné z = 2. Polomér podstavy kuzele necht je 2.

Cviceni 333
Vypoctéte povrch plasté kuzele o poloméru podstavy 7 a vysce v. Vysledek poté vyjadrete pomoci tzv. délky strany

kuzele s := Vr2 + v2.

Cviceni 334
Vypoctéte plosny integral

f f x? dydz + y? dzdx + 2% d(x, y),
s

kde S je vngjsi strana koule (x —a)? + (y — b)?> + (z—c)*> = 1* proa,b,c,r > 0.
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Cviceni 335
Uzitim Stokesovy véty vypoctéte krivkovy integral druhého druhu

f(y—z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz,
c
kdeCz{(x,y,z)eE3: +y?P=1 /\x+z:l}.

Cviceni 336
Bez pouziti Stokesovy véty reste priklad 11.3.2.

Cviceni 337
Dokazte tvrzeni véty 11.2.13.

Cviceni 338
Dokazte tvrzeni véty 11.2.15.

Cviceni 339
Dokazte tvrzeni véty 11.2.16.

Cviceni 340
Vypoctéte dvojrozmérnou miru (povrch) mnoziny

2 yZ

M={(x,y,z)eE3: z—2+a—2—2§=0/\0<z<H},

kde a,c, H jsou kladné parametry.

Cviceni 341
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Bez pouziti Stokesovy véty vypoctéte integral

j\(_y/ X, Z) d[uc(x/ Y, Z)/
Q
kde

yZ

2
_ 3. X _ x Yy _z
Q—{(x,y,Z)EE.a—2+ﬁ—1/\a+g—z}.

Cviceni 342
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Gaussovou vétou vypoctéte integral

f (yz, xz, xyz) dus(x, v, 2),
M
bt

kde M je hranice oblasti {(x,y,z) eE: ;‘—j P i—j <1 Axyz> O}.

Cviceni 343
Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte integral

b2 a2
ﬁ( \/ o x% + 07 y? duc(x, ),

2 2
M:{(x,y)eEZ: ;‘—+—<1Ay>o}

kde K je hranice mnoziny

obihana proti sméru hodinovych rucicek.
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Cviceni 344

Necht a > 0. Necht je dana kfivkova parametrizace x = at + asin(f), y = acos(t) + a pro t € (0;2m). Co nejpresnéji
nacCrtnéte geometricky obraz této krivky a rozhodnéte, zda se jednad o hladkou reguldrni kiivku. Vysledek zohlednéte v
obrazku.

Cviceni 345
Vypoctéte

f yz dydz + zx dzdx + xy dxdy,
s

kdeS={(x,y,z)€E3: eyttt =14 x,y,z>0}.

Cvi(:eni 346

Cviceni 347
Necht a, b, c jsou pevné zvolené kladné parametry. Vypoctéte integral

s [x2 3 yz
ffo dydz + 3y dzdx + ) + 7 d(x, y),

kde
— 3. 3 Xz 3 yz 3 Zz _
_{(x,y,z)eE : ‘/a_2+\/b_72+ /C_Z_l )
Cviceni 348

Necht a,b,c > 0. Vypoctéte integral

f (yz; ylzl; e™) dus(x, y, z),
S

2 22 4
5={(x,y,z)eE3; (x—+%) +Z—=1}.

kde

Cviceni 349
Vypoctéte integral

0200100 st ),
5
kde
4 4 4
= 3. X vz
_{(x,y,Z)EE : a_4+ﬁ+__1}‘
Uzijte faktu, ze

f 4/sin(x) cos(x) dx = —\/_

Cviceni 350
Vypoctéte plosny integral ﬂl;(xz - yz)dys(x, Y, z), kde je pro kladny parametr R zadano

B={(x,y,z)eE3:x2+y2<R2/\x+y+z:l/\x>0/\y>0/\x>y}.
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Cviceni 351
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Naleznéte tecny vektor ke krivce

2 2 2
3. y 2 Yy oz
v jejim bodé
S («/6 V2 \/E)
a TCI;Tb,’—C

Dale ve stejném bodé @ naleznéte normalovy vektor k plose
2 2 2
_ 3. YT
S—{(x,y,z)eE t + & + 2 —1}.

12.2 Vysledky cviceni

Dom(f) = {(x,y) € E : |x| > |yl} E 4/3 nespojita E neexistuje e nespojita @ vnitrek valce: Dom(f) = {(x,,z) € E® :

(x=1)%+y?/4 < 1} neexistuje‘ 11:(12 ‘u‘ 13 existuje (podle definice) a je nulova 14 ‘8 15 2x0yo + 2 2
1 Z@1=1/52 L1 =-1/2| 21 |obe (1 + 3ryz + 22222)e= ©,-1,0) ‘ 24 |12v3|25 ‘ 8 ‘ 26 ‘ nulova derivace:
= (a,10a) pro jakékoli nenulové a, maximalni derivace: 5= (10b, —b) pro jakékoli kladné b 1 (2,10,30) d5fﬂ»(dx, dy, dz) =
dz +5dz* dx + 10dz*dy +20dz3dy? +40d(x, y, 2)° + 60d(x, y)*dz* dx +6dy +3dz 2x+2y-z-2=0 2x+y—z =0, bod dotyku:
0,2,2) /4 + X —xy 37 @ fio,nyay(dx, dy) = — V2(4dx® + dy? /2 + 3d(x, ) + 6dxdy) (-3 +43)/50 4x—6y+z+5=0,
bod dotyku: (-1,1,5) 40| ¢ fdx, dy, dz) = 6d(x, y,z) H‘ = 3375 |42 | & f(dx, dy, dz) = —24dx3dy + 48dx3dz + 72dx?dydz
=1,0243788 /4 +xy/2 — X2y /4 + 5y /12 45 12 yrdy(dx® + dy?) 46 0,5023... ’E grad f(x,,2) = (2xyz>,x22%,3x%yz?),
divF(x, ¥,z) =z-2y a rot F(x, y,2) = (242, x — 4xy,0) 50 ‘ = 2,95069 L 1+ 1% —x%)/2 52 22 —xy—y* —6x -3y +5 53
W= x+ (Y — 2 —y+l)/2 1-(2+ 1P )/2‘55 T g CU ) -a) (1750,0 £ 1,2)Q, b) (428,6+0,2Q| DT
2 Y (=1 @n+1) w22 (2m)(2n+1-2m)1) @ giz = xz;gzz/ % = —y;;z gngy = xy uvedena rovnice funkci z(x, y)
na okoli bodu 7 nezadava L@ = g—;@ =e-1)"'a %(i) M 227 = My(a*) =e(l-e)? u(x,y,z) = 2x +y a o(x,y,2) = 2
dzz(dx, dy) = (dy — 2dx)/9 a dzé(dx, dy) = (124dx? — 70d(x, y) + 4dy?)/243 m dzy(dx,dy) = dx + dy a dz§(dx, dy) = —dx?
/h+y soustava definuje implicitni funkce pouze na okoli bodu ¢, tam plati z(x,y) = x+y—1, u(x,y) =x+2y -2 a w(x,y) = x+y
du@,-1,-1) = dx +dy — dz (yolzo) 9Z(xo,zo) % (x0, yo) = -1 - y(x) = 3-x, z(x) = (22 -%)/7 a u(x) = 27 + x)/7
nejnizsi hodnota: 3, nejvyssi hodnota: 7 - ayl T(1,1)=e-2a 9y2(1 1) =-1 - ayl S, =2-ea ayz(l 1) = —2/e
z(x, y) = —8x2 3y +10xy +8x—5y—1 - 3“ =-1, g; =0, g; =0a @ =-1 Y@ == ay’'(x) = z; :%3 dz(_3,1)(dx, dy) =
2(dy — dx)/9 a d?z(_31)(dx, dy) = 4(—dx? +5d(x, y) — 4dy?)/243 - dfix,y) =-2x-y+3 a dfz(x y) = 30(x —1)% +26(y — 1) +28(x — 1)(y — 1)

z(x,y) =2x -2 a axay (%0, v0) = 26/121 - du(dx,dy) = —dy/3 a do(dy,dy) = —dx + dy/3 - dupp)(dx,dy) = (dx + dy)/4 a

dv,)(dx, dy) = (dx —dy)/4 - ¥(@2)=0,y2)=-1,x"2)=-1/4ay"(2) =1/4 - dzy(dx, dy) = 3dy/2 a dz3(dx, dy) = ~3dx(dx — dy)

22+ D=0+

duy(dx, dy) = (dx+dy)/2 a dvz(dx, dy) = —dx/2+(1/2+m/4)dy - dz(dx, dy) = Wdy a d?z(dx, dy) = E(z—x)2+y(y+1)]3

Pu 2, Pw ) 0 \2
-M<>;- Ze (2 + (3 =0(89]

Pz _ 1 32f _ 13
911922; = uv)z?; na mnozmeM,,,g—{(xy)eEz.xiO ANy #0Ax#xy) ‘90‘371 _95 —O- 50 = T

Pu 7 2 . 2 P) of .
(93] 2 -0[94] 24 - 25,5 v mnosine M = (5 € 2 y £ 0. xe<—n,n>}(a—£) R ST —

Mg = {(0,9,9) €E>: 0> 0 A 8] < Z A ¢ € (0,2)) - 1 X jacobian: —16¢2 cos’(8) sin®(8) cos(¢) sin®(¢p)
na mnozing M = {(0,9,9) €E>: 0>0A 3€(0,Z) A pe(0,Z), dM) = R aa=1/2 - u=-1/2 - Fre = 0 na mnoziné

{(o,p) €E?: 00 A @ €(0,7/2)) QZW + cos?(¢) sirﬁq))m =0 Af(x,y) =0 n ‘;u ﬂ u y ‘9“ =0 na
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mnoziné {(x,y) € E2 : leilyl}‘ 104 |2 . 2 =l E 2y %ai-;;; 4(;“1)(& + 917) o 5;{7 x4
m "Zf + 2 —O-M ((y) €E2: y#0 A x € (—m,m)} a OM) = {(1,0) € E2 : 0‘111
A: %+§§g+m5—;+ 012832 a;‘;j;fz)gi - S = - = {9 €E: r>0A @e(0,2m) A 36(0,2)

jacobian: ar? cos?~1(8) sin®~1(9) (u? - 2);1“;; = U(;u - neplati - 82 —Z = m a e +x dy =0 m
;{;fq + % (— 871) =0 m nema extrémy _ a = (1,2) bod lokalniho maxima a b= (=1,-2) bod lokalniho minima
@ = (2,2) bod lokalniho maxima E: (t/6,1/12,71/18) bod lokalniho vdzaného maxima 124 |- (rt/3,1/6) bod lokalniho maxima
@ = (2,-2) bod lokalniho vazaného maxima a b= (0,0) bod lokalniho vazaného minima 126 @ = (1,1) bod lokalniho maxima
a b =(22) bod lokalniho minima & =(1,1) a @ = (-1,-1) body globalniho maxima a b; = (=1,1) a by = (1,~1) body globalniho
minima @ = @1,1,1), a4 = (1,-1,-1), 3 = (-1,1,-1) a @ = (-1,-1,1) body lokalniho vazaného maxima a 51 = (-1,-1,-1),
by = (=1,1,1), by = (1,-1,1) a by = (1,1,-1) body lokalniho vazaného minima a = (0, V2/2, V2/2) a @ = (0,— V2/2,— V2/2) body
lokalniho vazaného maxima a by = (0, V2/2,—V2/2) a by = (0,—V2/2, ¥2/2) body lokalniho vazaného minima 7= (-1,-1,7) bod
lokalniho vézaného maxima a b = (1,1,3) bod lokalniho vazaného minima @ =(0,0) bod globalniho minima a 51 =(0,2), 1?7_ =(0,-2)

body globalniho maxima| L 32 | @ = (0,0,¢) a & = (0,0,—c) body lokalniho vazaného maxima a by = (0,b,0) a bs = (0, b, 0) body lokalniho

vazaného minima | 133 |7 = (0,0,3) a @ = (0,0,-3) body lokalniho vazaného maxima a by = (3,0,0) a by = (=3,0,0) body lokalniho
vézaného minima | 1 34 | # = (n/6,7/6,7/6) bod lokélniho vézaného maxima d, bod globalniho maxima a d a @ = (1,1) body
globainiho minima | 136 | (559) supremum 1+ V2 nastava v bode (¥, 2,1) a infimum ~1/2 nastava v bode (~1,-1, 1)
- (0,0) bod lokalniho minima m (3.1),(-3,-3), (-3, %) a (%, -1) isou body ostrych vazanych maX|m bod = (1,1,1)
je vazanym lokalnim maximem s hodnotou f(@) = 2 pro ¢ = 0 funkce extrem nema, pro ¢ > 0 je bod (£, £) bodem lokalniho maxima
a pro ¢ < 0 je bod (£, £) bodem lokalniho minima funkce extrém nem bod (0,0) je lokalnim minimem globalni
maima: (4,4:4), (-4 4—4), (b-b4) (- —2). dobatsminimas (54—4), (-4, £,4) (b-4-4) » (-h-4 ) [145] o
A = 1/ V2e jsou body (A, 1) a (-1, ~2) lokalnimi minimy a body (A, ~1) a (-1, 1) lokalnimi maximy’m (1/2,1/2) globalni minimum a
(1,1) globalni maximum’ﬁ(—3+\/— 6, 3+ V) lokalni maximum a (~3— V6, ~3— V6) lokalni minimum| 14-8 ‘8 149 ‘7 150 |7
1151 ] 5152w -3[153]u@,, fr ) = 4+ 1 2 L@, fir ) = 4- 1, vedy ® [ fr e ) = 4. 154 | 122 | 155
156 ¢ (1572 g+ 9[158] f [ e dcoy) nebo 7[5, feoyyayar+ [ 2 foc ) dyax - 159] s
1160] ° [ fiv 9 s [161] sy [162] 11 (0 sy s, [163] 1 [164] 1 1V E s mas +
B2 s nac y)zab(%—%) %m-nm (47)[168] 370 [169] 3 & [170] (10,10

171 (23) 1) [176] = [177] (2 - >dt<£:;zz> -
g sin() costg) ™ | 179 (o2, 20) 180\ \ 181 \ S nn(z)\ 182 \ Sabe | 183\ Emsb\ 184 | rao (2

2rabe | 185 122 - 1n2) + [ 186 gm\m?\m\188\m1+1;2)2@7(1”2)\190 191\
- _e-ra 1192] 2 [193] Eaabzw_l) 1194 240195 1720|196 | 12 | 197 | (0,0, 2) 22— 8)
u2b2 2 ‘ 200 ‘ 3abc‘ 201 ‘m} (r-¢ 2r0(1+ 1 )47‘(({1 + 02+ PR 1 612 + ) S30a+b+o)
30,3b, 3¢ ‘ 206 | 27 | 207 | 4y = 1nd, () = 1r@ - 1), tedy A = 1 +0 cos?(w) cos(S) 2252
ubcdnz/Z ’m Navod: vypottéte integral z charakteristické funkce yy pres obdelnik | = (a; —1,a; +1) X (ap —1,a; +2)
% + ﬁ%{ + é M (=2,1,1) ostré lokalni vazané maximum, (2,~1, 1) ostré lokalni vazané minimum X43y-z+4=0

(4

217 neexistuje 43;1 + 33“ =0 arccos( V3/8) m funkce extrém nema nema totalni diferencial
222 maximum v bodé (-7,3) 60° (stoupa) m 52~ E =0 m minima: (=3,2,1) a (7,-2,1) m Af =0
T, Ty EU od20-h | 228 | 2uyos = g m (0,2,5) neni extrémem, (+1,2,5) maximum A(T) =
w2232 (&b 233 ‘fo B e dep+ i forti o fe ey V2rabe/8
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nabc

nabc/3, t3 =




12.2. VYSLEDKY CVICENI

V2ab na?h? /16 A3(C) = abe/3 a yr = 3mb/32 nabc?/3(1 - &) 3rab/64 8rabc/5
- maximum (-2,2) u(x,y) = ¢(£)e 2 +¢(xy) nema extrém, stacionarni bod (4,0,-1) m abc/90
E Tttt at o R m 3mabc? /1024 Lo Do Ao @x+2)F(y -2+ @,b)=(3,2)
nebo (a,b) = (2,3) maximum (1/12, 7/6, 7:/12) m (0,0,15¢/16/ V) minimum (1,-10), maximum (5,2)
3202“ + ;zg;“ + Loy la=o Az, 1) =141 =1 Y1)+ )3y, O = Rx (-1,1) maxima (1,2 V2, +4),
minima (~1,-2v2,+4), Ran(f) = (~9,9) fy2) = xi;ﬁ;ﬁjﬁz maximum (3,1), na elipse 5 + £ = 1 jsou minima
sm2(9) “’Sf(” gy oy LI ) of maximum (11/8,71/8), minimum (370/8, 371/8) m 2(x,y) =
2-2@-1)-L@y-1) a axaj(ﬁ) 2 gradf(0) = (0,4), ale totalni diferencial neexistuje 902 + ;2;; + 2 1g.
9V - 1P) 54 + (3P + 822) 266 | stacionsri bod (4,3,1,1) neni bodem extrém 16 - 4dx - 2dz +
dx? - 8di? + 3d22 + dudz Ran(f) = (0,1) (méng strmg) arctg(2 m 4711291 m ”0 + Wﬂ - 60 =1
1273 £rr2 | 274 2rave m Zy__o_dw_ neexistuje limita, tedy funkci dodefinovat na spojitou nelze

2|278 227972280 | 11n(22) - 11+ v2)| 281 32| 282 5v2[ 283 ] -3[ 284 |are- v3 80
‘286‘—80‘ 287 |- varree 9] 288 - v3a tz(g,—%,%)€=2n(l+n)a e = 2 t—(25” 25”)
Loy Feonditon =245 a0 = 4 (244721292 |17 [ 293 ¢ - 5| 294 | 5302 +an202) vF 572 295 |22 296 | 2.0
11| 298]4.[299 ] 12| 300] 1(@rar2-22) 12113041 S (u43)

2 (cosn??@) ~1)| 308 | 2n2 309 5 [310] v |311 =1, 320710 km? | 312 2 | 313 ] 27r(es - )
‘ 314 ‘ N ‘ 315 ‘ 0 ‘ 316 —on ‘ 317 | x = R+ rcosw) cos(), y = (R + reos(u)) sin(o), z = rsin(u) a u(A) = 4n2R | 318
an@+12+ 22 162 +2) | 319 | 1607 320 ] 42| 321 |22 322 |30 | 323 |anr (- vi7—2) 3241325
2 V55 + EIn(12+ Vi25) | 326 4n(u2+b2)r2+§nr4‘327‘27‘0’0‘328‘7‘( 1+2 ;2 m 5nr6(\/—+1)‘330 331‘
s6vi| 332 2 vax| 333 wrvir s = s s+ b+0)| 335 47| 336 | —ys 24 (@ + 2Ho? - o]
341 |2rw | 342 | rervc/20[ 343 | ria + 1272+ a6 | 344 neni hiacia m ~3n/16 m (0,0,2¢/3) 16mabe/35

348 ni2abc? /4 349 9ra*h3c? /16 350‘ %R‘* ‘ 351 f= (—%a,#b,o) ail (\fbc T\fuc %ac) navic: £ L 7

WI:I

i
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Kapitola 13

Rejstrik

e absolutni hodnota multiindexu 131

e absolutni integrabilita (riemannovska) 159

e absolutni integrovatelnost (riemannovska) 159

e aditivita krivkového integralu v mezich 185

e afinni transformace 100

e alternativni normalni tvar parciélni diferenciélni rovnice 115

e analyticka funkce 65

e argument maxima 146

e argument minima 146

e asteroida 102

e babylonska redukce 128

e bodova konvergence posloupnosti funkci 53

e bodova konvergence fady funkci 57

e Bolzanova-Cauchyova podminka pro limitu funkce bez privlastku 24

e Bolzanova-Cauchyova podminka pro limitu funkce vzhledem k mnoziné 24
e Bolzanova-Cauchyova podminka pro spojitost bez privliastku 26

e Bolzanova-Cauchyova podminka pro spojitost vzhledem k mnoziné 26

e Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci 54
e Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci rady funkci 58
e Cauchyova iloha 109

e cimrmanian 197

e cimrmanoid 195

e Cimrmantv determinant 197

e cylindrické souradnice 102

e CasteCny soucet rady funkci 57

e definicni obor funkce 11

e definicni obor operatoru vyssiho radu 132
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e déleni 2D-intervalu 153

o délka krivky 180

e derivace funkce vice proménnych 33

e diametr mnoziny 156

e diference 43

e diferencialni operatorem vyssiho radu 132

e diferencovatelnost funkce vice proménnych 43

e diskriminant parcialni diferencialni rovnice 123

o divergence funkéniho vektoru 40

e dolni Riemannav integral 155

e dolni soucet 154

e domain 11

e elipticka parcialni diferencialni rovnice 114

e euklidovsky prostor E" 9

e existence krivkového integralu druhého druhu 183
e existence krivkového integralu prvniho druhu 182
e existencni véta (mala) teorie implicitnich funkci 74
e existencni véta (veld) teorie implicitnich funkci 80
e explicitni zadani funkce 73

e Fubiniova véta pro Riemanuv integradl 161

e funkce tridy f(¥) € C*(G) 36

e funkce tridy f(¥) € C*(G) 36

e funkce vice proménnych 10

e funkce zadana implicitné 73

e funkce zadané implicitné 80

e funkéni koeficienty operatoru 132

e funkcni vektor 40

e Gaussova-Ostrogradského véta 205

e generujici bod (pro generujici soustavu) 80

e generujici bod 76

e generujici funkce 76

e generujici rovnice 76

e generujici soustava 80

e geometricky obraz krivkové parametrizace 175

e geometricky obraz plosné parametrizace 193

o globalni extrémy 146
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gradient funkce 40

graf funkce 12

gramian 197

Gramilv determinant 197

Greenova véta 187

Hamiltontiv nabla operator 40
Hamiltoniiv operator 116
harmonicka funkce 41

Heavisideova funkce 11

Heineho véta pro limitu 21

Heineho véta pro spojitost 25
hessian 36

Hessova matice 36

hexadekant 173

hexadekanty 10

Hilbertdiv prostor E" 9

hladka funkce 36

hladka regularni krivka 176

hladka regularni plocha 195

horni Riemanndv integral 155

horni soucet 154

hyperbolicka parcialni diferencialni rovnice 114
charakteristicka funkce mnoziny 158
identita 93

implicitni funkce 73

implicitni funkce 80

index posloupnosti funkci 53
integrabilita (riemannovska) 159
integrovatelnost (riemannovska) 159
inverzni vektorova funkce 94
jacobian funkéniho vektoru 40
Jacobiho matice funkéniho vektoru 40
jednoducha krivka 175

jednoducha plocha 193

jednoduse uzavrena plocha 195

Jordantiv-Peaniiv obsah dvourozmérné mnoziny 158
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e koéd parcialni limity 19

e koeficienty diferencialni rovnice 132

e koeficienty mocninné rady 61

e koeficienty operatoru 132

e kompaktni mnozina 10

e koncovy bod krivky 175

e kriticky bod (pro generujici soustavu) 80

e kriticky bod 76

e kriticky generujici bod (pro generujici soustavu) 80
e kriticky generujici bod 76

e krivka 175

o krivkova parametrizace 175

o krivkovy integral druhého druhu 183

e krivkovy integral prvniho druhu z funkce 180
e krivkovy integral prvniho druhu 180

e kvadranty 10

e kvadraticka forma pridruzend k parcialni diferencialni rovnici 114
e kvaziparcialni diferencialni rovnice 115

e Lagrangeova funkce 142

e Lagrangeovy multiplikatory 142

e Lagrangeav algoritmus 128

e Laplaceova rovnice 115

e Laplacian 40

e lemma o nezavislosti kiivkového integralu druhého druhu na parametrizaci 184
o lemniskata 79

e limita bez privlastku 13

e limita posloupnosti funkci 53

e limita vzhledem k mnoziné 14

e |imita 13

e limitni funkce 53

e linearita krivkového integralu 184

e linearita plosného integralu 200

e linearni Cast parcialni diferencilni rovnice 116
e linearni diferencalni rovnice prvniho radu 109
e linearni diferenciélni rovnice radu m 132

e linearni diferencialni rovnice s nulovou pravou stranou 132
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lineadrni funkce 11

linearni parcialni diferencialni rovnice druhého radu 113
lokalni extrémy 135

Maclaurinova fada funkce 65

Maclaurintiv polynom 68

Maclauriniéiv vzorec 68

majorantni fada funkci 58

matematicka fyzika 100

matematicky anuloid 194

matematicky cimrmanoid 195

mnozina souvisla 10

monotonie krivkového integralu 185

monotonie plosného integralu 201

multifaktorial 131

multiindex 131

multiindexového scitani 132

nadplocha 13

nesmisend derivace 36

nevlastni limita funkce vice proménnych vzhledem k mnoziné 16
nevlastni limita funkce vice proménnych 16
nezavisle proménna 11

norma déleni 156

normalni tvar parcialni diferenciélni rovnice 115
nutna podminka pro vazané lokalni extrémy 141
nutnd podminka stejnomérné konvergence 58

objem mnoziny 172

oblast 10

oblasti excentricity parcialni diferencialni rovnice 114
obor elipticity parcialni diferencialni rovnice 114
obor hodnot funkce 11

obor hyperbolicity parcialni diferencialni rovnice 114
obor konvergence posloupnosti funkci 53

obor konvergence rady funkci 57

obor parabolicity parcialni diferencialni rovnice 114
obraz mnoziny pfi zobrazeni 11

obsah plochy 196
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e okraj plochy 196

e oktant 173

e oktanty 10

e omezend funkce 13

e operator druhého fadu s konstantnimi koeficienty 112
e operator prvniho fadu s konstantnimi koeficienty 109
e operator s konstantnimi koeficienty 132

e osmistén 107

e otevreny interval 10

e parabolicka parcialni diferencialni rovnice 114

e parametrické zadani funkce 73

e parcialni derivace funkce 31

e parcialni derivace ve sméru 38

e parcialni derivace vyssiho radu 35

e parcialni diferencialni operator druhého radu 112

e parcialni diferencialni operator prvniho radu 109

e parcialni diferencialni rovnice druhého fadu s nulovou pravou stranou 113
e parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu s nulovou pravou stranou 109
e parcialni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty 126
e parcialni limita 19

e partial differential equation 109

e partial differential equation 113

e partikularni feseni diferencialni rovnice 133

e partikularni feseni parcialni diferencialni rovnice 113
e PDE 109, 113

e plocha v E3 193

e plosna parametrizace v E° 193

e plosny integral druhého druhu 199

e plosny integral prvniho druhu 196

e po castech hladka regularni krivka 178

e po castech hladka regularni plocha 206

e pocatecni bod krivky 175

e polarni souradnice 101

e polouzavreny interval 10

e posloupnost Castecnych soucti 57

e posloupnost funkci 53
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postacujici podminka pro vazané lokalni extrémy 144
prava strana diferencialni rovnice 132
princip maxima 148

princip minima 149

prosté zobrazeni 91

pseudocylindrické souradnice 107
pseudokruznice 102

pseudopolarni souradnice 102
pseudosféra 107

pseudosférické souradnice 107
pseudovalec 107

range 11

regularni konvergence rady funkci 58
regularni zobrazeni 92

rekurence definice totalniho diferencialu 48
restrikce funkce 13
Riemannovo-Lebesgueovo lemma 173
Riemann(yv integral 155

rotace funkéniho vektoru 41

rada funkci 57

reseni parcialni diferencialni rovnice 110
feseni parcialni diferencialni rovnice 113
separabilni funkce 172

sférické souradnice 104

silny princip maxima 149

silny princip minima 149

slozena funkce 13

smérova derivace 38

smiSend derivace 36

soucet rady funkci 57

souctovéa funkce 57

soustava generujicich rovnic 80
spojitost bez privlastku 25

spojitost funkce na mnoziné 25
spojitost funkce vzhledem k mnoziné 25

spojitost funkce 25
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e srovnavaci kritérium pro stejnomérnou konvergenci 59
e stacionarni bod 33, 136

e stejnomérna konvergence posloupnosti funkci 53
e stejnomérna konvergence rady funkci 58

e stejnomérna spojitost funkce 156

e Stokesova véta 201

e subharmonicka funkce 41

e superharmonicka funkce 41

e supremalni kritérium pro rady funkci 60

o supremalni kritérium 54

e Taylorova rada funkce 65

e Taylorova véta pro funkci vice proménnych 65
e Taylorovy koeficienty 65

e Taylorav polynom 68

e Tayloriiv vzorec 68

e teCna nadrovina ke grafu funkce 45

o tézisté krivky 184

e t&zisté mnoziny 172

e tézisté plochy 197

e topologické vlastnosti mnozin 28

e toroid 194

e térus 194

e totalni diferencial funkce vice proménnych 43
e totalni diferencial vyssiho radu 48

e transformace druhého druhu 98

e transformace prvniho druhu 96

e transformacni vztahy druhého druhu 98

e transformacni vztahy prvniho druhu 96

e uzaviend krivka 175

e uzavieni oblast 10

e uzavreny interval 10

e valcové souradnice 102

e vazané extrémy 141, 142

e vazba 142

e vazbovd mnozina 141

e vazbové rovnice 141
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vazby 141

vektor funkci 40

vektorova generujici funkce 80

véta o dédicnosti limity 16

véta o derivaci slozené funkce 34

véta o derivaci slozené vektorové funkce 51

véta o Hessové matici implicitni funkce ve stacionarnim bodé 136
véta o Hessové matici 38

véta o implicitni funkci 79

véta o kompaktni mnoziné 29

véta o Lagrangeovych multiplikatorech 142

véta o limité slozené funkce vice proménnych 24

véta o lokalni prostoté 94

véta o nezavislosti krivkového integralu druhého druhu na parametrizaci 184
véta o nezavislosti krivkového prvniho druhu integralu na parametrizaci 182
véta o oteviené mnoziné 28

véta o parcialnich limitach 19

véta o polynomialni aproximaci 69

véta o separabilité vicerozmérného integralu 172

véta o souvislé mnoziné 29

véta o spojitosti slozené funkce vice proménnych 26
véta o substituci pro Lebesguetv integral 167

véta o substituci pro Riemanniiv integral 166

véta o Taylorové vzorci 67

véta o Taylorovych koeficientech 65

véta o vztahu dvojrozmérné limity a limit parcidlnich 18
véta o vztahu Riemannova a Lebesgueova integralu 168
vicedimenzionalni mocninna rada 61

vzor mnoziny pfi zobrazeni 11

vzor prvku pri zobrazeni 11

Weierstrassovo kritérium 59

zavisle proménna 11

zbytek v Taylorové vzorci 68

zobecnénd nadplocha 13

zobecnéna transformace prvniho nebo druhého druhu 98
zobecnéné polarni souradnice 101

zobecnéné sférické souradnice 104

zvrhly interval 10
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