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P�EDMLUVA

Toto skriptum pojednává o základní
h oblaste
h matemati
ké analýzy funk
í (a vektorový
h funk
í) ví
e prom¥nný
h.

Jen v n¥m provedena systemati
ká výstavba 
elé teorie (ve formátu de�ni
 a v¥t s d·kazy) od po£áte£ní
h de�ni
, p°es

analýzu topologi
ký
h vlastností, diferen
iální a integrální po£et aº k vy²et°ování extrém· a provád¥ní zám¥n prom¥nný
h

v par
iální
h diferen
iální
h výraze
h. Vedle studia funk
í zadaný
h ve standardním, tj. expli
itním formátu, je ve skripte
h

probráno i studium vlastností funk
í, jeº jsou zadány impli
itn¥ prost°edni
tvím jedné nebo ví
e generují
í
h rovni
. Z

d·vodu kompletnosti jsou ve skriptu diskutovány i okrajov¥j²í oblasti teorie, jakými jsou nap°. posloupnosti a °ady

funk
í ví
e prom¥nný
h, taylorovské rozvoje £i k°ivkové a plo²né integra
e. Samostatnou kapitolou skript je úvod do

teorie par
iální
h diferen
iální
h rovni
 vyuºívají
í metodiku tzv. kanoni
ký
h transforma
í. V záv¥ru skript je nabídnuto

zna£né mnoºství p°íklad· k samostatnému pro
vi£ování aplika
í probrané teorie. Formáln¥j²í £ást textu je dopln¥na

o zna£né mnoºství komentá°·, vysv¥tlení, obrázk· i °e²ený
h p°íklad· s 
ílem usnadnit £tená°i porozum¥ní zkoumané

problemati
e.

5



Zna£ení

Symbol Význam

N mnoºina p°irozený
h £ísel

Q mnoºina ra
ionální
h £ísel

Z mnoºina 
elý
h £ísel

R mnoºina reálný
h £ísel

C mnoºina komplexní
h £ísel

Rr
mnoºina uspo°ádaný
h r−ti
 reálný
h £ísel

R+ mnoºina kladný
h reálný
h £ísel

R⊛ R⊛ = R+ ∪ {0,+∞}
R− mnoºina záporný
h reálný
h £ísel

X0 X ∪ {0}, kde X je libovolná £íselná mnoºina (viz vý²e)

R⋆ R ∪ {−∞,∞}
Er r−rozm¥rný euklidovský prostor

n̂ {m ∈ N : m 6 n}
n̂ {m ∈ N0 : m 6 n}

A,B,C mnoºiny

A,B,C mati
e

A,B,C vektorové prostory

Â, B̂, Ĉ operátory

A ,B,C soustavy mnoºin

Cn(G) t°ída v²e
h funk
í, jeº mají na oblasti G spojité deriva
e aº do °ádu n

C∞(G) t°ída v²e
h funk
í, jeº mají na oblasti G spojité deriva
e v²e
h °ád·

f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x) první, druhá, t°etí deriva
e funk
e f (x) podle prom¥nné x

f (n)(x) n−tá deriva
e funk
e f (x) podle prom¥nné x

˙f (t), f̈ (t) první, druhá deriva
e funk
e f (t) podle prom¥nné t
dn f

dεn n−tá deriva
e funk
e f (ε) podle prom¥nné ε
∂ f

∂xk
par
iální deriva
e funk
e f (~x) podle prom¥nné xk

∂ f

∂~s
sm¥rová par
iální deriva
e funk
e f (~x) ve sm¥ru

~s

dn fa(h) n−tý totální diferen
iál funk
e f (x) : R 7→ R v bod¥ a ∈ R

dn f~a(~h) n−tý totální diferen
iál funk
e f (~x) : Rr 7→ R v bod¥

~a ∈ Rr

U(x),Uε(x) okolí bodu x

U⋆(x),U⋆
ε (x) redukované okolí bodu x

∪,∩ sjedno
ení a pr·nik mnoºin

⊂,& podmnoºina a vlastní podmnoºina mnoºiny

△ symetri
ký dopln¥k mnoºin

Dom( f ) de�ni£ní obor funk
e f (~x)

Ran( f ) obor hodnot funk
e f (~x)

f (A) obraz mnoºiny A p°i zobrazení f (~x)

f−1(A) vzor mnoºiny A p°i zobrazení f (~x)

f−1(a) vzor jednoprvkové mnoºiny {a} p°i zobrazení f (~x)
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Symbol Význam

� p°ibliºn¥

∝ úm¥rn¥

∼ ekvivalen
e mnoºin £i funk
í

A◦,A vnit°ek, resp. uzáv¥r mnoºiny A

bd(A) hrani
e mnoºiny A

der(A) deriva
e mnoºiny A

~b⊺ = (b1, b2, . . . , br) °ádkový vektor nebo bod prostoru Rr

~b = (b1, b2, . . . , br)
⊺

sloup
ový vektor nebo bod prostoru Rr

~bk k−tý vektor posloupnosti (~bn)∞
n=1

bkℓ ℓ−tá sloºka vektoru

~bk

Ai j prvek mati
e A v i−tém °ádku a j−tém sloup
i

A• j j−tý sloupe
 mati
e A

Ai• i−tý °ádek mati
e A

A⊺ mati
e transponovaná k mati
i A

A∗ komplexn¥ sdruºená mati
e k mati
i A

A♯ = (A∗)⊺ hermitovsky sdruºená mati
e k mati
i A

I jednotková (Crone
kerova) mati
e

δi j prvek Crone
kerovy mati
e

det(A) determinant mati
e A

h(A) hodnost mati
e A

diag(x1, x2, . . . , xr) diagonální mati
e s prvky x1, x2, . . . , xr na hlavní diagonále

Er =

(
~e1,~e2, . . . ,~er

)
standardní báze v Rr, tj. ei j

= δi j

a∗ komplexn¥ sdruºené £íslo k £íslu a

⌊x⌋ dolní 
elá £ást £ísla x

⌈x⌉ horní 
elá £ást £ísla x

O symbol vymezený pro obor konvergen
e

R symbol vymezený pro polom¥r konvergen
e

C symbol vymezený pro libovolnou reálnou konstantu (zejména integra£ní)

~x 7→ f (~x; β) funk
e prom¥nné

~x s parametrem β

kartézský sou£in mnoºin A a B A × B := {(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B}
sgn(x) funk
e signum

Θ(~x) ví
erozm¥rná Heavisideova funk
e

[~x1, ~x2, . . . , ~xr]λ lineární obal souboru vektor·

deg(℘) stupe¬ polynomu ℘

q(~x) ⊲ 0 pozitivní de�nitnost kvadrati
ké formy

q(~x) D 0 pozitivní semide�nitnost kvadrati
ké formy

q(~x) ⊳ 0 negativní de�nitnost kvadrati
ké formy

q(~x) E 0 negativní semide�nitnost kvadrati
ké formy

q(~x) ⊳⊲ 0 inde�nitnost kvadrati
ké formy

card(X) kardinální £íslo, resp. mohutnost mnoºiny
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Symbol Význam

ℵ0 mohutnost mnoºiny p°irozený
h £ísel

ℵ1 mohutnost mnoºiny reálný
h £ísel

fn(~x)
M→ f (~x) bodová konvergen
e funk£ní posloupnosti na mnoºin¥ M

fn(~x)
M
⇒ f (~x) stejnom¥rná konvergen
e funk£ní posloupnosti na mnoºin¥ M

fn(~x) _ f (~x) konvergen
e podle normy

limnormn→∞ fn(~x) limita vzhledem ke konvergen
i podle normy

‖~x‖ norma vektoru

~x

〈~x|~y〉 skalární sou£in vektor·

~x a

~y

Mµ, resp. Mλ abstraktní, resp. klasi
ká Lebesgueova σ−algebra
µr(X), resp. λr(X) abstraktní, resp. klasi
ká Lebesgueova r−dimenzionální míra

Λµ t°ída v²e
h µ−m¥°itelný
h funk
í

L ⋆(E, µ) t°ída v²e
h funk
í, jeº mají integrál (L )
∫

E
g(x) dµ(x)

L (E, µ) t°ída v²e
h lebesgueovsky integrabilní
h funk
í p°es mnoºinu E p°i mí°e µ(x)

Zµ základní systém funk
í

Z+µ roz²í°ený systém funk
í

L2(G) t°ída kvadrati
ky integrabilní
h funk
í

Lp(G) t°ída funk
í, pro n¥º je integrál (L )
∫

G
| f (~x)|p d~x kone£ný

L(G) t°ída faktorový
h funk
í, jeº jsou lebesgueovsky integrovatelné na mnoºin¥ G

L2(G) t°ída kvadrati
ky integrabilní
h faktorový
h funk
í

Lp(G) t°ída faktorový
h funk
í, pro n¥º je integrál (L )
∫

G
| f (~x)|p d~x kone£ný

χG(~x) 
harakteristi
ká funk
e mnoºiny G ⊂ Er

f⊖(x) inverzní funk
e

~F⊖(~x) inverzní zobrazení

supp( f ) nosi£ (support) funk
e f (~x)
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Kapitola 1

Základní topologi
ké pojmy a vztahy

mezi nimi

Podobn¥ jako je tomu u funk
e jedné prom¥nné, budou také v úvodní
h partií
h teorie ví
e prom¥nný
h diskutovány

základní topologi
ké pojmy (limita, spojitost, resp. jeji
h alternativy) a vzájemné vazby mezi nimi. P°ednosti spojitý
h

funk
í budou poté demonstrovány na sérii tzv. základní
h topologi
ký
h v¥t, které diskutují p°enos jistý
h vlastností

mnoºin z obrazu na vzor, resp. naopak.

1.1 Elementární 
harakteristiky funk
e ví
e prom¥nný
h

Na úvod kapitoly bude nutné de�novat úst°ední pojmy, se kterými budeme operovat prakti
ky v 
elém skriptu.

1.1.1 Úmluva a komentá°

V 
elé kapilole je symbol r vymezen p°irozenému £íslu v¥t²ímu nebo rovnému dv¥ma. Mnohá z vyslovený
h tvrzení ale

z·stávají v platnosti i pro variantu, kdy r = 1. Doporu£ujeme £tená°i, aby se nad tímto zobe
n¥ním samostatn¥ zamý²lel.

Detek
e odli²ností mezi funk
emi jedné a ví
e prom¥nný
h jsou jedním z klí£ový
h úkon· vedou
í
h k po
hopení 
elé

problematiky funk
e ví
e prom¥nný
h.

1.1.2 Úmluva

Symbolem Er
budeme rozum¥t prostor Rr

uspo°ádaný
h r−ti
 reálný
h £ísel se standardním skalárním sou£inem

〈~x|~y〉s :=

r∑

i=1

xiyi = ~x
⊺~y,

euklidovskou normou ‖~x‖e :=
√
〈~x|~x〉s =

√∑r
i=1 x2

i
a euklidovskou metrikou ̺e(~x, ~y) = ‖~x − ~y‖. Prostor

Er
= {Rr, 〈.|.〉s, ‖.‖e , ̺e(., .)},

který se nazývá euklidovským prostorem, lze tedy povaºovat za prostor metri
ký, normovaný i prehilbertovský. Naví
 se

zjevn¥ jedná i o tzv. Hilbert·v prostor, nebo´ je úplný vzhledem k metri
e generované popsaným (tedy standardním)

skalárním sou£inem. Nebude-li expli
itn¥ uvedeno jinak, budeme vºdy uvaºovat skalární sou£in jako standardní a normu,

resp. metriku jako euklidovské.

1.1.3 Komentá°

Na tomto míst¥ si p°ipomeneme dv¥ d·leºité v¥ty z p°ed
hzí
h partií matemati
ké analýzy. Jedna tvrdí, ºe je-li dimenze

normovaného prostoru kone£ná, pak jsou kaºdé dv¥ normy na n¥m zavedené ekvivalentní. Druhá tvrdí, ºe jsou-li dva

Hilbertovy prostoru H1 a H2 zkonstruovány nad stejným vektorovým prostorem V, jeº je kone£n¥dimenzionální, pak

pro libovolnou posloupnost (~xn)∞
n=1

vektor· zV jsou tvrzení limn→∞ ~xn = ~a v H1 a limn→∞ ~xn = ~a v H2 ekvivalentní.
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KAPITOLA 1. ZÁKLADNÍ TOPOLOGICKÉ POJMY A VZTAHY MEZI NIMI

Tyto v¥ty nám umoº¬ují n¥která z následují
í
h tvrzení p°eformulovat pro obe
n¥j²í metri
ké prostory {Rr, ̺} s
obe
nou metrikou ̺ (jeº je ov²em generována n¥jakou normou). Naví
 nám platnost t¥
hto poznámek umoº¬uje provád¥t

n¥které d·kazy v¥t uºitím jednodu²²í
h metrik, neº je sama metrika euklidovská. Víme totiº, ºe ekvivalen
e metrik v Rr

automati
ky p°ená²í jistá (samoz°ejm¥, ºe ne v²e
hna) tvrzení o metri
kém prostoru {Rr, ̺1} na metri
ký prostor {Rr, ̺2}.

1.1.4 De�ni
e

Ne
h´ jsou dána £ísla xk, yk ∈ R⋆
tak, ºe −∞ 6 xk < yk 6 +∞ pro k ∈ r̂. Mnoºinu I = (x1, y1) × (x2, y2) × · · · × (xr, yr)

nazýváme otev°eným intervalem v Er. Pro úspornost zápis· budeme také zapisovat I =
�r

k=1(xk, yk).

1.1.5 De�ni
e

Ne
h´ jsou dána £ísla xk, yk ∈ R tak, ºe −∞ < xk < yk < +∞ pro k ∈ r̂. Mnoºinu J = 〈x1, y1〉 × 〈x2, y2〉 × · · · × 〈xr, yr〉
nazýváme uzav°eným intervalem v Er.Mnoºinu H = 〈x1, y1)× 〈x2, y2)× · · · × 〈xr, yr) nazýváme polouzav°eným intervalem

v Er. Pro úspornost zápis· budeme také zapisovat J =
�r

k=1〈xk, yk〉, resp. H =
�r

k=1〈xk, yk).

1.1.6 Komentá°

Polouzav°enost intervalu 
hápeme na rozdíl od p°ed
hozí
h partií matemati
ké analýzy striktn¥ji. Pro polouzav°enost

poºadujeme, aby do intervalu pat°il vºdy levý krajní bod kaºdého z jednodimenzionální
h interval· 〈xk, yk) a pravý aby

do n¥j naopak nepat°il.

1.1.7 De�ni
e

Mnoºinu M ⊂ Er
nazveme zvrhlým intervalem v Er, existuje-li uzav°ený interval J ∈ Er

tak, ºe M◦
= J◦, M = J a

J◦ $M $ J.

1.1.8 P°íklad

Ukázkou zvrhlého intervalu je nap°íklad mnoºina M = (0, 2)2⊎ (〈0, 2)∩Q)×{2}, kde symbolika (a, b)r
zjednodu²uje zápis

kartézského sou£inu

�r
k=1(a, b).

1.1.9 Komentá°

Na tomto míst¥ p°ipomínáme (pro úplnost) n¥které de�ni
e z p°ede²lý
h partií matemati
ké analýzy. �ekneme, ºe

mnoºina G ⊂ Er
je oblastí v metri
kém prostoru Er, je-li v Er

otev°ená a souvislá. Uzáv¥r oblasti pak nazýváme

uzav°enou oblastí. �ekneme, ºe mnoºina K je kompaktní v metri
kém prostoru Er, jestliºe z kaºdé posloupnosti (~xn)∞
n=1

prvk·

~xn ∈ K lze vybrat konvergentní posloupnost, jejíº limita leºí v K. Naví
 také (podle v¥ty 6.7.28 ze skript [8℄) v

p°ípad¥ Hilbertova prostoru platí, ºe mnoºina je kompaktní, práv¥ kdyº je omezená a uzav°ená. �ekneme, ºe mnoºina

M je souvislá v metri
kém prostoru {E, ̺}, jestliºe neexistují ºádné dv¥ neprázdné odd¥lené mnoºiny M1,M2 ⊂ E takové,

ºe M1 ∪M2 =M.

1.1.10 Komentá°

Prostor R2
bývá ob£as zvykem rozd¥lovat na tzv. kvadranty . Prvním kvadrantem rozumíme mnoºinu QI := {(x, y) ∈ R2 :

x > 0 ∧ y > 0}, druhým pak mnoºinu QII := {(x, y) ∈ R2 : x < 0 ∧ y > 0}. T°etím, resp. £tvrtým kvadrantem rozumíme

oblasti QIII = {(x, y) ∈ R2 : x < 0 ∧ y < 0}, resp. QIV = {(x, y) ∈ R2 : x > 0 ∧ y < 0}. Z
ela analogi
ky je oblast

QI := {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0}

prvním oktantem prostoru R3
a oblast

QI := {(x, y, z, u) ∈ R4 : x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0 ∧ u > 0}

prvním hexadekantem prostoru R4.

1.1.11 De�ni
e

Zobrazení f (~x) : Er 7→ R, které prvku

~x z r−rozm¥rného euklidovského prostoru Er
p°i°azuje nejvý²e jedno reálné £íslo

f (~x), nazýváme funk
í r prom¥nný
h.

10



1.1. ELEMENTÁRNÍ CHARAKTERISTIKY FUNKCE VÍCE PROM�NNÝCH

1.1.12 Komentá°

Symbol f (~x) tedy zna£í bu¤ funk
i r prom¥nný
h (
hápanou jako jediný objekt) nebo její funk£ní hodnotu ve spe
i�
kém

bod¥

~x. Konkrétní interpreta
i je nutno stanovit podle kontextu. V n¥který
h zdrojí
h se pro funk
i uºívá pouze symbolu

f , ale my se v t¥
hto skripte
h p°idrºíme varianty f (~x). Argument

~x funk
e f (~x) alternativn¥ nazýváme téº nezávisle

prom¥nnou, zatím
o funk
i f (~x) ozna£ujeme ob£as za závisle prom¥nnou. Obe
n¥ji se pojem závisle prom¥nná 
hápe

jako prom¥nná, u které o£ekáváme zm¥ny v d·sledku zm¥n hodnot nezávisle prom¥nné. Nezávisle prom¥nná se obe
n¥


hápe jako veli£ina, jejíº hodnotu m·ºeme ú£elov¥ m¥nit.

1.1.13 Komentá°

Jednou z nejelementárn¥j²í
h funk
í je tzv. Heavisideova funk
e [£ti hevisajd℄. Její jednorozm¥rná verze Θ(x) : R 7→ R

je zavedena p°edpisem

Θ(x) =


0 x 6 0;

1 x > 0.

Pro libovolnou funk
i h(x) : R 7→ R de�nujeme sou£in Θ(x) h(x) jako nulový pro v²e
hna x ∈ I, kde I = (−∞, 0〉, a to

bez ohledu na to, zda je funk
e na mnoºin¥ I de�novaná £i zda v n¥který
h bode
h intervalu I nemá limity, p°ípadn¥

má limity rovné ±∞. Ví
erozm¥rnou Heavisideovou funk
í rozumíme funk
i

Θ(~x) =


0 x1 6 0 ∨ x2 6 0 ∨ . . . ∧ xr 6 0;

1 x1 > 0 ∧ x2 > 0 ∧ . . . ∧ xr > 0.

Pravidlo pro násobení Heavisideovy funk
e libovolnou fun
í h(~x) je vysloveno analogi
ky jako v p°ípad¥ sou£inu Θ(x) h(x).

1.1.14 De�ni
e

Ne
h´ β1, β2, . . . , βr je r−ti
e reálný
h £ísel a γ ∈ R.. Pak funk
i g(~x) : Er 7→ R de�novanou p°edpisem

g(~x) =

r∑

k=1

βkxk + γ (1.1)

budeme nazývat lineární funk
í .

1.1.15 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány funk
e f (~x) : Er 7→ R, mnoºiny A ⊂ Er, B ⊂ R a £íslo b ∈ R. Pak de�nujeme

Dom( f ) :=
{
~x ∈ Er : f (~x) ∈ R

}
;

f (A) :=
{
y ∈ R : (∃~x ∈ A) : y = f (~x)

}
;

f−1(B) :=
{
~x ∈ Er : f (~x) ∈ B

}
;

Ran( f ) := f
(
Dom( f )

)
;

f−1(b) := f−1({b})

a nazýváme po °ad¥ de�ni£ním oborem funk
e f (~x), resp. obrazem mnoºiny A p°i zobrazení f (~x), resp. vzorem mnoºiny

B p°i zobrazení f (~x), resp. oborem hodnot funk
e f (~x), resp. vzorem prvku b p°i zobrazení f (~x).

1.1.16 Komentá°

Poznámka ke zna£ení: Zkratky Dom, resp. Ran jsou odvozeny z angli
ký
h ekvivalent· domain, range. Také dodáváme,

ºe spe
iáln¥ pro A ⊂ Dom( f ) lze pro obraz mnoºiny A psát f (A) = { f (~x) : ~x ∈ A}.
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KAPITOLA 1. ZÁKLADNÍ TOPOLOGICKÉ POJMY A VZTAHY MEZI NIMI

1.1.17 De�ni
e

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R. Mnoºinu

Γ( f ) :=
{
(x1, x2, . . . , xr, y) ∈ Er+1 : ~x ∈ Dom( f ) ∧ y = f (~x)

}
(1.2)

budeme nazývat grafem funk
e f (~x). Pro libovolnou podmnoºinu de�ni£ního oboru, tj. pro M ⊂ Dom( f ), pak ozna£ujeme

symbolem

ΓM( f ) =
{
(x1, x2, . . . , xr, y) ∈ Er+1 : ~x ∈M ∧ y = f (~x)

}

graf funk
e f (~x) zúºený na mnoºinu M. Vrstevni
í funk
e f (~x) o vý²
e a ∈ Ran( f ) rozumíme mnoºinu bod·

Va :=
{
(x1, x2, . . . , xr) ∈ Dom( f ) : f (~x) = a

}
.

1.1.18 P°íklad

Obrázek 1.1

Graf funk
e f (x, y) = 3 + 5 e−
x2

4 −
y2

9
na mnoºin¥ M a její restrik
e (²edá k°ivka)

na kruºni
i A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4} (�alová k°ivka).

Pro ilustra
i zde vykreslujeme graf funk
e

f (x, y) = 3 + 5 e−
x2

4 −
y2

9

na mnoºin¥ M =

{
(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 6 16

}
a p°ipomínáme, ºe graf ΓM( f ) funk
e f (~x) : Er 7→ R je jakousi

zobe
n¥nou nadplo
hou v prostoru Er+1. Krom¥ samotného grafu zde m·ºeme upozornit také na jistou zajímavost

hodnou zapamatování. Ozna£íme-li totiº

A =

{
(x, y) ∈ E2 :

x2

4
+

y2

9
6 1 ∧ x > 0 ∧ y > 0

}
,

dostáváme f (A) = 〈3 + 5e−1, 8〉. Zajímavé ov²em je, ºe pro B = 〈3 + 5e−1, 8〉 vy
hází

f−1(B) =

{
(x, y) ∈ E2 :

x2

4
+

y2

9
6 1

}
,

a tedy f−1
(

f (A)
)
, A.
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1.2. LIMITA FUNKCE VÍCE PROM�NNÝCH

1.1.19 Komentá°

P°i analýze vlastností funk
í ví
e prom¥nný
h veli
e £asto narazíme na pojmy plo
ha, nadplo
ha a zobe
n¥ná nadplo
ha.

Pro spojitou funk
i dvou prom¥nný
h g(~x) : E2 7→ R reprezentuje její graf

Γ( f ) :=
{
(x1, x2, y) ∈ E3 : ~x ∈ Dom( f ) ∧ y = f (~x)

}

t°ídimenzionální plo
hu popsanou rovni
í y = f (~x). Analogi
ky pro spojité funk
e g(~x) : Er 7→ R s ví
edimenzionálními

de�ni£ními obory reprezentuje mnoºina

Γ( f ) :=
{
(x1, x2, . . . , xr, y) ∈ Er : ~x ∈ Dom( f ) ∧ y = f (~x)

}

(r + 1)−dimenzionální nadplo
hu popsanou rovni
í y = f (~x). Je-li zadaná funk
e lineární, tj. je-li tvaru (1.1), pak je

uvedenou plo
hou rovina, resp. nadrovina. Nespl¬uje-li funk
e de�ni
i spojitosti (viz oddíl 1.3), pak hovo°íme o plo
há
h,

resp. nadplo
há
h zobe
n¥ný
h.

1.1.20 De�ni
e

Ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je funk
e r prom¥nný
h a Dom( f ) její de�ni£ní obor. Ne
h´ A ⊂ Dom( f ). Restrik
í funk
e f (~x)
na mnoºinu A budeme rozum¥t funk
i fA(~x) : A 7→ R de�novanou na Dom( fA) = A p°edpisem fA(~x) := f (~x).

1.1.21 Komentá°

Restrik
í funk
e de fa
to rozumíme zúºení de�ni£ního oboru funk
e f (~x) na mnoºinu A. Z na²eho hlediska bude nejzají-

mav¥j²ím p°íkladem restrik
e omezení de�ni£ního oboru funk
e f (~x) na jednorozm¥rnou mnoºinu. Konkrétn¥: je-li funk
e

f (~x) : Er 7→ R de�nována na jistém okolí U(~a) bodu ~a ∈ Er, pak funk
e

f (t) := f (a1, a2, . . . , ai−1, t, ai+1, ai+2, . . . , ar)

p°edstavuje restrik
i funk
e f (~x) na jednorozm¥rnou mnoºinu Ai = {(a1, a2, . . . , ai−1, t, ai+1, ai+2, . . . , ar) ∈ U(~a)}. Viditeln¥
také vºdy platí následují
í vztah mezi grafy obou funk
í: Γ( fA) ⊂ Γ( f ).

1.1.22 De�ni
e

�ekneme, ºe funk
e f (~x) : Er 7→ R je omezená na mnoºin¥ M ⊂ Er, je-li mnoºina f (M) omezená, tj. existuje-li £íslo

K > 0 takové, ºe pro v²e
hna

~x ∈M platí | f (~x)| < K.

1.1.23 De�ni
e

Ne
h´ je dáno s funk
í f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x) : Er 7→ R s de�ni£ními obory Hk := Dom( fk) ⊂ Er. Ozna£me H = ∩s
k=1

Hk.

Ne
h´ je dána funk
e g(~y) : Es 7→ R s de�ni£ním oborem G := Dom(g) ⊂ Es. Ne
h´ je mnoºina B := ~f−1(G) ∩ H

neprázdná. Sloºenou funk
í (g ◦ ~f )(~x) : Er 7→ R rozumíme zobrazení, které prvku

~x ∈ B p°i°azuje funk£ní hodnotu

(g ◦ ~f )(~x) danou p°edpisem (g ◦ ~f )(~x) := g( f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x)).

1.2 Limita funk
e ví
e prom¥nný
h

V této sek
i p°edstavíme zavedení pojmu limity pro funk
i ví
e prom¥nný
h a také jisté zobe
n¥né alternativy k pojm·m

limita zleva, resp. zprava, jeº byly uºívány v teorii funk
e jedné prom¥nné.

1.2.1 De�ni
e

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na jistém redukovaném okolí U⋆(~a) bodu ~a ∈ Er
. �ekneme, ºe funk
e f (~x)

má v bod¥

~a (vlastní) limitu rovnou £íslu c ∈ R, jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a)

platí | f (~x) − c| < ε. Zapisujeme

lim
~x→~a

f (~x) = c.

Uvedený typ limity se ob£asn¥ ozna£uje jako limita bez p°ívlastku.
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KAPITOLA 1. ZÁKLADNÍ TOPOLOGICKÉ POJMY A VZTAHY MEZI NIMI

1.2.2 Komentá°

K demonstra
i de�ni
e limity funk
e ví
e prom¥nný
h poslouºí nejlépe názorný obrázek. Uvaºme funk
i

f (x1, x2) =
7

20
+ e−x2

1
−2x2

2

dvou prom¥nný
h a bod

~a = (a1, a2). Na obrázku níºe klademe

~a = (−1/2,−1/2). Je zjevné, ºe p°íslu²nou hodnotou limity

je

lim
~x→~a

f (x1, x2) =
7

20
+ e−

1
4− 1

2 =
7

20
+ e−

3
4 � 0, 8224 =: c.

To plyne z faktu, ºe zkoumaná funk
e je spojitá, a to dokon
e v²ude v E2. Podle de�ni
e tedy ke kaºdému okolí Uε(c)
(na obrázku vyzna£enému modrou svislou £arou) existuje redukované δ−okolí U⋆

δ (~a) bodu

~a (na obrázku vyzna£ené

�alov¥) tak, ºe pro jakékoli

~x ∈ U⋆
δ (~a) padne funk£ní hodnota f (~x) práv¥ do Uε(c). Pro úplnost dodáváme, ºe ²edá

oblast vyzna£ená na zelené plo²e grafu Γ( f ) funk
e f (~x) p°edstavuje graf restrik
e funk
e fUδ(~a).

Obrázek 1.2

K demonstra
i pojmu limita funk
e ví
e prom¥nný
h.

1.2.3 Komentá°

�etn¥ uºívanými pojmy v teorii funk
í jedné prom¥nné byly limita zleva, resp. zprava. S ohledem na skute£nost, ºe de�ni£ní

obory diskutované v t¥
hto skripte
h jsou ví
erozm¥rné, je moºností, jak se blíºit do vybraného bodu

~a, podstatn¥ ví
.

V následují
í de�ni
i tedy vyslovíme zajímavé zobe
n¥ní obou vý²e uvedený
h pojm·.

1.2.4 De�ni
e

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R je de�nována na mnoºin¥ M \ {~a}, kde M ⊂ Er
a

~a ∈ der(M). �ekneme, ºe funk
e f (~x) má

v bod¥

~a (vlastní) limitu vzhledem k mnoºin¥ M rovnou £íslu c ∈ R, jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe pro

v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) ∩M platí | f (~x) − c| < ε. Zapisujeme

lim
~x∈M,~x→~a

f (~x) = c.

1.2.5 Komentá°

To, ºe je bod

~a hromadným bodem mnoºiny M, mimo jiné znamená, ºe M je nutn¥ nekone£ná, nebo´ v kaºdém

redukovaném okolí bodu

~a musí leºet alespo¬ jeden dal²í bod mnoºiny M.
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1.2. LIMITA FUNKCE VÍCE PROM�NNÝCH

1.2.6 Komentá°

Podobn¥ jako v poznám
e 1.2.2 uºijeme k vysv¥tlení pojmu limita funk
e ví
e prom¥nný
h vzhledem k mnoºin¥ obrázek.

Obrázek 1.3

K demonstra
i pojmu limita funk
e ví
e prom¥nný
h vzhledem k mnoºin¥.

Uvaºujeme stejnou funk
i i bod jako v poznám
e 1.2.2. Za mnoºinu M, vzhledem k níº budeme limitu vy²et°ovat,

poloºíme p°ímku

M =
{
(x1, x2) ∈ E2 : x2 = x1

}

(£erná p°eru²ovaná £ára na obrázku). Ozna£íme X pr·nik δ−okolí U⋆
δ (~a) bodu ~a a mnoºiny M (na obrázku je mnoºina

X vyzna£ena r·ºov¥). Graf restrik
e funk
e fX na mnoºinu X je v obrázku vyzna£en modrou k°ivkou leºí
í na grafu Γ( f ).
Zkoumáme-li limitu funk
e f (x1, x2) vzhledem k mnoºin¥ M, vy²et°ujeme de fa
to pouze 
hování funk
e f (x1, x2) na

de�ni£ním oboru X. Pak pro kaºdé okolíUε(c) bodu c leºí
í v obraze f (X) mnoºiny X existuje δ > 0 tak, ºe pro jakékoliv

~x z mnoºiny X =U⋆
δ (~a) ∩M leºí p°íslu²ná hodnota práv¥ v Uε(c).

1.2.7 V¥ta

Funk
e f (~x) : Er 7→ R má v bod¥

~a ∈ Er
nejvý²e jednu limitu bez p°ívlastku, resp. nejvý²e jednu limitu vzhledem k mnoºin¥.

D·kaz:

• ne
h´ lim~x→~a f (~x) = c1 a lim~x→~a f (~x) = c2

• pokud pro spor p°edpokládáme, ºe c1 , c2, existuje jist¥ ε > 0 tak, ºe

Uε(c1) ∩Uε(c2) = ∅ (1.3)

• pro toto ε existuje δ1 > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ1

(~a) platí | f (~x)−c1| < ε, 
oº je ekvivalentní zápisu f (~x) ∈ Uε(c1)

• pro ono zmi¬ované ε existuje ale také δ2 > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ2

(~a) platí f (~x) ∈ Uε(c2)

• pro δ := min{δ1, δ2} tedy existuje

~x ∈ U⋆
δ (~a) tak, ºe f (~x) ∈ Uε(c1) ∩Uε(c2)

• nalezli jsme tudíº prvek pr·niku Uε(c1) ∩Uε(c2), p°estoºe víme, ºe platí disjunk
e (1.3), 
oº zavr²uje o£ekávaný

spor

• druhá verze v¥ty se dokazuje obdobn¥
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KAPITOLA 1. ZÁKLADNÍ TOPOLOGICKÉ POJMY A VZTAHY MEZI NIMI

1.2.8 De�ni
e

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R je de�nována na jistém redukovaném okolí U⋆(~a) bodu ~a ∈ Er
. �ekneme, ºe funk
e f (~x)

má v bod¥

~a nevlastní limitu rovnou ∞, resp. −∞, jestliºe pro kaºdé K > 0 existuje δ > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a)

platí f (~x) > K, resp. f (~x) < −K. Zapisujeme

lim
~x→~a

f (~x) = ∞, resp. lim
~x→~a

f (~x) = −∞.

1.2.9 De�ni
e

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R je de�nována na mnoºin¥ M \ {~a}, kde M ⊂ Er
a

~a ∈ der(M). �ekneme, ºe funk
e f (~x) má

v bod¥

~a nevlastní limitu vzhledem k mnoºin¥ M rovnou ∞, resp. −∞, jestliºe pro kaºdé K > 0 existuje δ > 0 tak, ºe pro

v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) ∩M platí f (~x) > K, resp. f (~x) < −K. Zapisujeme

lim
~x∈M,~x→~a

f (~x) = ∞, resp. lim
~x∈M,~x→~a

f (~x) = −∞.

1.2.10 V¥ta � o d¥di£nosti limity

Ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je funk
e de�novaná na mnoºin¥ M \ {~a}, kde M ⊂ Er
. Ne
h´ N ⊂ M a

~a ∈ der(N). Existuje-li v
bod¥

~a vlastní, resp. nevlastní limita funk
e f (~x) vzhledem k mnoºin¥ M, pak také existuje vlastní, resp. nevlastní limita

funk
e f (~x) vzhledem k mnoºin¥ N a platí

lim
~x∈N,~x→~a

f (~x) = lim
~x∈M,~x→~a

f (~x).

D·kaz:

• jelikoº

~a ∈ der(N) a také N ⊂M, platí z°ejm¥ vztah

~a ∈ der(M)

• P°ípad vlastní limity:

� vezm¥me ε > 0

� p°edpokladem je, ºe existuje δ > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) ∩ M platí | f (~x) − c| < ε, kde c :=

lim~x∈M,~x→~a f (~x)

� jelikoºU⋆
δ (~a)∩N je podmnoºinouU⋆

δ (~a)∩M, plyne odsud, ºe pro vý²e zvolené ε existuje δ > 0 (ono zmín¥né)

tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) ∩N platí | f (~x) − c| < ε

� tím je dokázáno tvrzení

• P°ípad nevlastní limity:

� d·kaz provedeme pro nevlastní limitu ∞, pro p°ípad −∞ je d·kaz analogi
ký

� zvolme K > 0

� p°edpokladem je, ºe existuje δ > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) ∩M platí f (~x) > K

� jelikoº stále U⋆
δ (~a) ∩N je podmnoºinou U⋆

δ (~a) ∩M, plyne odsud, ºe pro vý²e zvolené K existuje δ > 0 (ono

zmi¬ované) tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) ∩N platí f (~x) > K

� tím je d·kaz zkompletován

1.2.11 D·sledek

Existuje-li limita funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ Er
a je-li rovna £íslu c, pak pro libovolnou mnoºinu M ⊂ Er, pro kterou

~a ∈ der(M), platí lim~x∈M,~x→~a f (~x) = c.

1.2.12 D·sledek

Má-li funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ Er
nevlastní limitu ∞, resp. −∞, pak pro libovolnou mnoºinu M ⊂ Er, pro kterou

~a ∈ der(M), platí lim~x∈M,~x→~a f (~x) = ∞, resp. lim~x∈M,~x→~a f (~x) = −∞.
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1.2.13 Komentá°

V¥ta 1.2.10 se svými d·sledky se hojn¥ uºívá p°i vyvra
ení existen
e limity funk
e f (~x) v daném bod¥

~a ∈ Er. Pokud jsou

totiº nalezeny dv¥ mnoºiny M,N, pro které je

~a hromadným bodem, a pokud platí, ºe lim~x∈M,~x→~a f (~x) , lim~x∈N,~x→~a f (~x),
pak limita bez p°ívlastku existovat nem·ºe. Ukáºeme si v následují
ím p°íklad¥, jakým zp·sobem lze tuto metodu

aplikovat v praxi.

1.2.14 P°íklad

Ukaºme, ºe reálná funk
e

f (x, y) =
xy

x2 + y2

s de�ni£ním oborem R2 \ {~0} nemá v bod¥

~0 = (0, 0) limitu. Pro k ∈ R de�nujme mnoºiny Mk = {(x, y) ∈ R2 : y = kx}.
Tyto mnoºiny tedy p°edstavují p°ímky v rovin¥ R2

pro
házejí
í bodem

~0. Funk
e f (x, y) se na mnoºiná
h Mk\{~0} redukují
na konstantní funk
e

f (x, kx) =
k

1 + k2
.

Tedy jist¥

lim
(x,y)→(0,0),(x,y)∈Mk

f (x, y) = lim
x→0

f (x, kx) = lim
x→0

k

1 + k2
=

k

1 + k2
.

Protoºe pro r·zná k (tj. pro r·zné p°ímky pro
házejí
í po£átkem) jsou tyto limity r·zné, nemá funk
e f (x, y) podle v¥ty

1.2.10 v bod¥

~0 = (0, 0) limitu. Pro ilustra
i zde vykreslujeme graf studované funk
e.

Obrázek 1.4

Graf funk
e f (x, y) =
xy

x2+y2 .

1.2.15 V¥ta

Výrok lim~x→~a f (~x) = c je ekvivalentní výroku lim‖~x−~a‖→0 f (~x) = c, jenº 
hápeme takto:

(∀ε > 0)(∃δ > 0) : ‖~x − ~a‖ ∈ U⋆
δ (0)⇒ | f (~x) − c| < ε.

D·kaz:

• kvanti�kátorová podoba prvního z výrok· je (∀ε > 0)(∃δ > 0) : ~x ∈ U⋆
δ (~a)⇒ | f (~x) − c| < ε;

• kvanti�kátorová podoba druhého výroku je uvedena ve zn¥ní v¥ty

• p°itom ale platí (p°i aplika
i axiom· metriky a de�ni
e metriky indukované normou) sada ekvivalen
í

~x ∈ U⋆
δ (~a)⇔

0 < ̺(~x, ~a) < δ⇔ 0 < ‖~x − ~a‖ < δ

• proto jsou uvedená tvrzení ekvivalentní
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1.2.16 Komentá°

Nabízí se nyní otázka, zda nelze hledat limity funk
e ví
e prom¥nný
h za pomo
í pravidel pro limity funk
e jedné

prom¥nné. Jak budeme ilustrovat v následují
í
h v¥tá
h, za jistý
h p°edpoklad· to moºné bude. Nejprve to ukáºeme pro

funk
i dvou prom¥nný
h, kde je d·kaz nejp°ehledn¥j²í.

1.2.17 V¥ta � o vztahu dvojrozm¥rné limity a limit par
iální
h

Ne
h´ je dána funk
e f (x1, x2) : E2 7→ R a existuje U⋆(a1, a2) ⊂ Dom( f ). Ne
h´ ∆ > 0. Ozna£me

A = (a1 − ∆, a1 + ∆), B = (a2 − ∆, a2 + ∆).

Ne
h´ existuje vlastní limita

lim
(x1,x2)→(a1 ,a2)

f (x1, x2) = c. (1.4)

Ne
h´ pro kaºdé x1 ∈ A existuje

lim
x2→a2

f (x1, x2) = ϕ(x1). (1.5)

Potom existuje limita limx1→a1
ϕ(x1) a platí limx1→a1

ϕ(x1) = c.

D·kaz:

• ne
h´ je pevn¥ zvoleno ε > 0

• z p°edpokladu existen
e limity (1.4) tedy jist¥ existuje δ > 0 takové, ºe pro v²e
hna (x1, x2) ∈ U⋆
δ (~a) platí nerovnost

∣∣∣ f (x1, x2) − c
∣∣∣ < ε

2

• díky |x1 − a1| < δ√
2
a |x2 − a2| < δ√

2
, potom (x1, x2) ∈ Uδ(~a), protoºe (x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 < δ2

• tedy platí pro v²e
hna (x1, x2) taková, ºe 0 < |x1 − a1| < δ√
2
a 0 < |x2 − a2| < δ√

2
, nerovnost

∣∣∣ f (x1, x2) − c
∣∣∣ < ε

2

• ne
h´ η := min{ δ√
2
,∆}

• zvolme nyní x1 takové, ºe 0 < |x1 − a1| < η

• potom podle práv¥ dokázaného platí implika
e 0 < |x2 − a2| < η ⇒
∣∣∣ f (x1, x2) − c

∣∣∣ < ε
2

• limitním p°e
hodem x2 → a2 pak získáme nerovnost |ϕ(x1) − c| 6 ε
2 < ε

• pro libovolné x1 takové, ºe 0 < |x1 − a1| < η, tudíº platí, ºe |ϕ(x1) − c| < ε

• platí tedy limx1→a1
ϕ(x1) = c

1.2.18 D·sledek

Ne
h´ je dána funk
e f (x1, x2) : E2 7→ R a existuje U⋆(a1, a2) ⊂ Dom( f ). Ne
h´ ∆ > 0. Ozna£me

A = (a1 − ∆, a1 + ∆), B = (a2 − ∆, a2 + ∆).

Ne
h´ existuje vlastní limita

lim
(x1,x2)→(a1 ,a2)

f (x1, x2) = c.

Ne
h´ pro kaºdé x2 ∈ B existuje

lim
x1→a1

f (x1, x2) = ψ(x2). (1.6)

Potom existuje limita limx2→a2
ψ(x2) a platí limx2→a2

ψ(x2) = c.
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1.2.19 Komentá°

Uvedené dv¥ v¥ty tedy diskutují vztah mezi "dvojrozm¥rnou limitou"a tzv. par
iálními limitami. Existuje-li totiº dvoj-

rozm¥rná limita (1.4) i vnit°ní limity (1.5) a (1.6), je dvojrozm¥rná limita rovna £íslu

lim
(x1 ,x2)→(a1 ,a2)

f (x1, x2) = lim
x1→a1

(
lim

x2→a2

f (x1, x2)
)
= lim

x2→a2

(
lim

x1→a1

f (x1, x2)
)
.

Takové tvrzení lze jist¥ zobe
nit i pro funk
e ví
e neº dvou prom¥nný
h. To bude nám¥tem následují
í de�ni
e a v¥ty.

1.2.20 De�ni
e

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R a k bodu

~a ∈ Er
existuje U⋆(~a) ⊂ Dom( f ). Libovolnou permuta
i (k1, k2, . . . , kr)

£ísel z mnoºiny r̂ budeme (pro ú£ely této de�ni
e) nazývat kódem par
iální limity. �íslo

lim
xk1
→ak1

(
lim

xk2
→ak2

. . .

(
lim

xkr→akr

f (~x)

))
,

které bylo vypo£teno postupnou aplika
í r jednorozm¥rný
h limit, budeme nazývat (pokud existuje) par
iální limitou

funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a aso
iovanou s kódem (k1, k2, . . . , kr).

1.2.21 V¥ta � o par
iální
h limitá
h

Ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je funk
e,

~a ∈ Er
a existuje vlastní limita lim~x→~a f (~x) = c. Ne
h´ (k1, k2, . . . , kr) je libovolný kód.

Potom platí

lim
xk1
→ak1

(
lim

xk2
→ak2

. . .

(
lim

xkr→akr

f (~x)

))
= c

za p°edpokladu, ºe je výraz na levé stran¥ de�nován.

D·kaz:

• je proveden opakovanou aplika
í v¥ty 1.2.17

1.2.22 Komentá°

P°ed
házejí
í v¥ta vlastn¥ °íká, ºe existují-li v²e
hny par
iální limity i limita bez p°ívlastku, pak hodnoty par
iální
h limit

nezávisejí na jeji
h kódu. Existují-li naopak dva r·zné kódy, vzhledem k nimº jsou par
iální limity rozdílné, pak limita bez

p°ívlastku existovat nem·ºe. V¥ta 1.2.21 má tudíº dv¥ základní vyuºití. Jednak detekuje moºnou hodnotu limity v daném

bod¥ a jednak také m·ºe podobn¥ jako v¥ta 1.2.10 slouºit k vyvrá
ení existen
e limity. Druhý z bod· demonstrujeme

na následují
ím jednodu
hém p°íklad¥.

1.2.23 P°íklad

Pomo
í v¥ty 1.2.21 ukaºme, ºe limita

lim
(x,y)→(0,0)

y2 x2 + y2

x2 + y4

neexistuje. Snadno nahlédneme, ºe

lim
x→0

lim
y→0

y2 x2 + y2

x2 + y4
= 0, kdeºto lim

y→0
lim
x→0

y2 x2 + y2

x2 + y4
= 1.

Podle uvedené v¥ty tedy vy²et°ovaná limita neexistuje, nebo´ hodnoty par
iální
h limit jsou závislé na kóde
h. I zde bude

jist¥ ú£elné nahlédnout do pr·b¥hu funk
e f (x, y).
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Obrázek 1.5

Graf funk
e f (x, y) = y2 x2+y2

x2+y4 .

Pov²imn¥me si, ºe blíºíme-li se k bodu (0, 0) podle kódu (1,2), je par
iální limitou nula, kdeºto blíºíme-li se k nule podle

kódu (2,1), je par
iální limitou jedni£ka.

1.2.24 Komentá°

V této fázi úvodní
h úvah o topologii funk
e ví
e prom¥nný
h je namíst¥ shrnout moºné p°ístupy k limitování. Pro odli²ení

t°í základní
h p°ístup· (limita bez p°ívlastku/limita vzhledem k mnoºin¥/par
iální limita) bude ú£elné demonstrovat

odli²nosti t¥
hto p°ístup· na obrázku.

Obrázek 1.6

K ilustra
i existují
í
h p°ístup· k limitování.
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Na prvním obrázku je symboli
ky nazna£ena konstruk
e limity bez p°ívlastku, kdy se do bodu

~a = (1, 3, 2) blíºíme

"ze v²e
h sm¥r·,"tj. zmen²ováním polom¥ru euklidovského okolí bodu

~a. Druhý a t°etí obrázek demonstrují p°ístup

p°i vy£íslování limity vzhledem k mnoºin¥. V prvém p°ípad¥ (obrázek vpravo naho°e) jde o limitu vzhledem ke kruhu

leºí
ímu v rovin¥ z = 2, pro n¥jº je bod

~a st°edem. Obrázek vlevo dole demonstruje limitu vzhledem k obe
né k°iv
e ve

t°ídimenzionálním prostoru, na níº bod

~a leºí (jako její hromadný bod). Poslední obrázek symboli
ky nasti¬uje zp·sob,

jakým je vypo£ítávána limita par
iální.

1.2.25 Komentá°

Zajímavou otázkou, jeº se dotýká existen
e limity funk
e ví
e prom¥nný
h, je otázka konvergen
e £íselné posloupnosti

funk£ní
h hodnot ( f (~xn))∞
n=1
, kde (~xn)∞

n=1
je posloupnost bod· z de�ni£ního oboru Dom( f ) funk
e f (~x) : Er 7→ R. P°itom

nás budou zajímat pouze takové posloupnosti (~xn)∞
n=1
, jeº konvergují k bodu

~a, ale zárove¬ jej neprotínají (v bod¥

~a totiº

funk
e f (~x) nemusí být obe
n¥ de�nována). Intuitivn¥ lze o£ekávat, ºe bude-li mít funk
e f (~x) v bod¥

~a limitu rovnou

c ∈ R, pak kaºdá taková posloupnost ( f (~xn))∞
n=1
, kde

~xn
n→∞−→ ~a ∧ (∀n ∈ N) : ~xn , ~a,

bude konvergentní a její limitou bude práv¥ £íslo c. O£ekáváme tudíº implika
i

lim
~x→~a

f (~x) = c ⇒ lim
n→∞

f (~xn) = c.

Rozeberme tuto situa
i s pomo
í názorného obrázku 1.7. Mod°e je na n¥m vyobrazena posloupnost bod· (~xn)∞
n=1

z

dvojrozm¥rného de�ni£ního oboru funk
e f (~x) taková, jeº konverguje k bodu

~a (na obrázku £ern¥), v n¥mº vy²et°ujeme

limitu, pop°. spojitost funk
e f (x1, x2). P°itom zelená plo
ha reprezentuje graf Γ( f ). �edé body na zelené plo²e grafu

odpovídají bod·m (xn1
, xn2

, f (xn1
, xn2

)) a pro n rostou
í nade v²e
hny meze konvergují k bodu (a1, a2, c), jeº je na obrázku
vyobrazen �alov¥. Je-li funk
e f (~x) v bod¥

~a spojitá, pak naví


lim
n→∞

(
xn1
, xn2

, f (xn1
, xn2

)
)
=

(
a1, a2, f (a1, a2)

)
.

Citované poznatky budeme nyní sumarizovat v následují
h v¥tá
h.

Obrázek 1.7

Ilustra£ní obrázek k Heineho v¥t¥ o limit¥, resp. spojitosti.

1.2.26 V¥ta � Heineho pro limitu

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R a k bodu

~a ∈ Er
existuje U⋆(~a) ⊂ Dom( f ).
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• Ne
h´ lim~x→~a f (~x) = c. Potom pro kaºdou posloupnost (~xn)∞
n=1

konvergují
í k bodu

~a ∈ Er
takovou, ºe

~xn , ~a pro

v²e
hna n ∈ N, platí limn→∞ f (~xn) = c.

• Jestliºe pro kaºdou posloupnost (~xn)∞
n=1

, kde

~xn , ~a pro v²e
hna n ∈ N, konvergují
í k bodu

~a ∈ Er
existuje

limn→∞ f (~xn), pak je pro kaºdé dv¥ takové posloupnosti stejná a funk
e f (~x) má v bod¥

~a limitu rovnou této jeji
h

spole£né hodnot¥.

D·kaz:

• První tvrzení:

� ne
h´ tedy existuje lim~x→~a f (~x) = c

� potom pro v²e
hna ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) je | f (~x) − c| < ε

� vezm¥me nyní libovolnou posloupnost (~xn)∞
n=1

konvergují
í k pevnému bodu

~a ∈ Er
takovou, ºe

~xn , ~a pro

v²e
hna n ∈ N

� tedy pro v²e
hna δ > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro p°irozená n > n0 platí ̺(~xn, ~a) < δ

� dohromady tedy platí: pro jakékoliv ε > 0 existuje index n0 ∈ N tak, ºe pro p°irozená n > n0 platí | f (~xn)−c| < ε,

oº dokazuje tvrzení, ºe limn→∞ f (~xn) = c

• Druhé tvrzení:

� ne
h´ je dána libovolná posloupnost (~xn)∞
n=1

, kde

~xn , ~a pro v²e
hna n ∈ N, konvergují
í k bodu

~a ∈ Er

� ne
h´ je dále dána posloupnost (~yn)∞
n=1

, kde

~yn , ~a pro v²e
hna n ∈ N, konvergují
í rovn¥º k bodu

~a ∈ Er

� také posloupnost

~x1, ~y1, ~x2, ~y2, ~x3, ~y3, . . . konverguje k bodu

~a a ºádný její prvek se nerovná

~a

� tedy podle p°edpokladu má posloupnost f (~x1), f (~y1), f (~x2), f (~y2), . . . limitu, ozna£me ji c

� kaºdá vybraná posloupnost musí ale nevyhnuteln¥ mít tutéº limitu

� zbývá dokázat, ºe lim~x→~a f (~x) = c

� kdyby toto nebylo pravda, existovalo by ε > 0 takové, ºe pro ºádné δ > 0 by neplatila implika
e

~x ∈ U⋆
δ (~a) ⇒

| f (~x) − c| < ε
� to jest, ke kaºdé hodnot¥ δ = 1/n by existoval bod

~xn tak, ºe by si
e bylo

~xn , ~a a ̺(~xn, ~a) < 1/n, ale
sou£asn¥ by bylo | f (~xn) − c| > ε

� takºe by ale z
ela jist¥ neplatilo, ºe limn→∞ f (~xn) = c, 
oº je zamý²lený spor

1.2.27 V¥ta

Má-li funk
e f (~x) v bod¥ ~a ∈ der(M) vlastní limitu vzhledem k mnoºin¥ M, pak je pro n¥jaké δ > 0 omezená na mnoºin¥

Uδ(~a) ∩M.

D·kaz:

• posta£í vy²et°ovat omezenost funk
e f (~x) : Er 7→ R na redukovaném okolí U⋆
δ (~a), nebo´ z
ela jist¥ platí, ºe

f (~a) < ∞, pokud ~a ∈ Dom( f )

• ne
h´ lim~x→~a,~x∈M f (~x) = c

• zvolíme pevn¥ ε > 0

• jelikoº má zmi¬ovaná funk
e v bod¥

~a vlastní limitu c, existuje δ > 0 takové, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) ∩M platí

| f (~x) − c| < ε

• dále | f (~x)| 6 | f (~x) − c| + |c| 6 ε + |c| =: K, £ímº je hledané K z de�ni
e 1.1.22 nalezeno
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1.2.28 V¥ta

Ne
h´ jsou dány funk
e f (~x) : Er 7→ R, g(~x) : Er 7→ R, bod ~a ∈ Er, pro který existuje U⋆(~a) tak, ºe U⋆(~a) ⊂
Dom( f ) ∩Dom(g). Ne
h´ dále existují ob¥ vlastní limity lim~x→~a f (~x) = c1 a lim~x→~a g(~x) = c2. Pak platí rovnosti

• lim~x→~a( f + g)(~x) = c1 + c2,

• lim~x→~a( f g)(~x) = c1c2,

• lim~x→~a
(

f

g

)
(~x) = c1

c2
,

jsou-li výrazy na pravý
h straná
h de�novány.

D·kaz:

• Sou£et funk
í:

� vezm¥me ε > 0

� z p°edpokladu víme, ºe k n¥mu existují δ1 > 0 a δ2 > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ1

(~a) je | f (~x) − c1| < ε/2 a

pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ2

(~a) je |g(~x) − c2| < ε/2
� ne
h´ δ = min{δ1, δ2}
� pak pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) platí | f (~x) + g(~x) − (c1 + c2)| 6 | f (~x) − c1| + |g(~x) − c2| < ε

� odtud lim~x→~a( f + g)(~x) = c1 + c2

• Sou£in funk
í:

� uvaºujme p°ípad c2 , 0

� pro c2 = 0 je d·kaz jednodu
hý

� podle v¥ty 1.2.27 je funk
e f (~x) na jistém okolí Uδ1
(~a) bodu

~a omezená, tedy existuje K > 0 tak, ºe pro

v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ1

(~a) platí | f (~x)| < K
� vezm¥me ε > 0

� k n¥mu existuje δ2 > 0 takové, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ2

(~a) platí |g(~x) − c2| < ε
2K

� existuje také δ3 > 0 takové, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ3

(~a) platí | f (~x) − c1| < ε
2|c2 |

� ne
h´ δ := min{δ1, δ2, δ3}
� pro kaºdé

~x ∈ U⋆
δ (~a) pak platí

∣∣∣ f (~x)g(~x) − c1c2

∣∣∣ =
∣∣∣ f (~x)g(~x) − f (~x)c2 + f (~x)c2 − c1c2

∣∣∣ 6

6
∣∣∣ f (~x)| |g(~x) − c2

∣∣∣ +
∣∣∣c2

∣∣∣
∣∣∣ f (~x) − c1

∣∣∣ < K ε
2K
+ |c2|

ε

2|c2|
= ε

� tedy lim~x→~a( f g)(~x) = c1c2

• Podíl funk
í:

� poºadujeme, aby lim~x→~a g(~x) = c , 0

� ukáºeme, ºe

lim
~x→~a

1

g(~x)
= c−1

(1.7)

� zbytek d·kazu je pouhá aplika
e jiº dokázaného bodu 2 této v¥ty

� jelikoº c , 0, existuje jist¥ δ1 > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ1

(~a) je 2|g(~x)| > |c|
� a pro libovolné ε > 0 existuje δ2 > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ2

(~a) je 2|g(~x) − c| < εc2

� poloºme δ := min{δ1, δ2}
� pro kaºdé

~x ∈ U⋆
δ (~a) pak platí

∣∣∣∣∣∣
1

g(~x)
− 1

c

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
g(~x) − c

c g(~x)

∣∣∣∣∣∣ <
εc2

2

2

c2
= ε

� tím je dokázána platnost vztahu (1.7)
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1.2.29 V¥ta � Bolzanova-Cau
hyova podmínka pro limitu funk
e vzhledem k mnoºin¥

Funk
e f (~x) : Er 7→ R má v bod¥

~a ∈ der(M) vlastní limitu vzhledem k mnoºin¥ M práv¥ tehdy, kdyº platí tvrzení

(∀ε > 0) (∃δ > 0)
(
∀~x, ~y ∈ U⋆

δ (~a) ∩M
)

: | f (~x) − f (~y)| < ε. (1.8)

D·kaz:

• První implika
e:

� ne
h´ lim~x∈M,~x→~a f (~x) = c

� zvolme pevn¥ ε > 0

� z p°edpokladu víme, ºe existuje δ > 0 takové, ºe

(
∀~x, ~y ∈ U⋆

δ (~a) ∩M
)

: | f (~x) − c| < ε

2
∧ | f (~y) − c| < ε

2

� odsud tedy pro zvolené ε existuje zmi¬ované kladné δ tak, ºe pro kaºdá ~x, ~y ∈ U⋆
δ (~a)∩M platí série nerovností

| f (~x) − f (~y)| 6 | f (~x) − c| + | f (~y) − c| < ε
• Druhá implika
e:

� zvolme pevné ε > 0

� dále zvolme δ > 0 tak, aby tvrzení (1.8) platilo

� vezm¥me libovolnou posloupnost (~xn)∞
n=1

prvk· z M, kde ~xn , ~a pro v²e
hna n ∈ N, konvergují
í k bodu

~a ∈ der(M)

� tedy existuje n0 ∈ N tak, ºe pro p°irozená n > n0 platí ̺(~xn, ~a) < δ

� pro m, n > n0 a pro

~xm, ~xn ∈ U⋆
δ (~a) ∩M podle podmínky (1.8) platí | f (~xn) − f (~xm)| < ε

� posloupnost f (~x1), f (~x2), . . . tedy spl¬uje Bolzano-Cau
hyovu podmínku pro £íselné posloupnosti (viz [8℄, v¥ta

1.1.8), tudíº existuje její vlastní limita limn→∞ f (~xn)

� jelikoº jsme ov¥°ili, ºe limita limn→∞ f (~xn) existuje pro jakoukoli posloupnost (~xn)∞
n=1

s vý²e uvedenou vlast-

ností, platí podle Heineho v¥ty 1.2.26, ºe se její hodnota rovná limit¥ lim~x→~a,~x∈M f (~x)

1.2.30 D·sledek � Bolzanova-Cau
hyova podmínka pro limitu funk
e bez p°ívlastku

Funk
e f (~x) : Er 7→ R de�novaná na jistém redukovaném okolí bodu

~a má v bod¥

~a limitu práv¥ tehdy, kdyº platí tvrzení

(∀ε > 0) (∃δ > 0)
(
∀~x, ~y ∈ U⋆

δ (~a)
)

: | f (~x) − f (~y)| < ε. (1.9)

1.2.31 V¥ta � o limit¥ sloºené funk
e

Ne
h´ funk
e fi(~x) : Er 7→ R pro i ∈ ŝ mají v bod¥

~a ∈ der(M) limity ci ∈ R vzhledem k mnoºin¥ M. Ne
h´ funk
e

g(~y) : Es 7→ R má v bod¥

~c = (c1, c2, . . . , cs) limitu vzhledem k mnoºin¥ P ⊂ Es, pro níº

~c ∈ der(P). Jestliºe existuje

takové okolí U⋆
∆

(~a) bodu ~a, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
∆

(~a) ∩M platí

(
f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x)

)
∈ P \ {~c}, pak

lim
~x∈M,~x→~a

(g ◦ ~f )(~x) = lim
~y∈P,~y→~c

g(~y).

D·kaz:

• podle p°edpokladu existuje pro funk
i fi(~x) limita lim~x∈M,~x→~a fi(~x) = ci

• tedy pro pevn¥ zvolené η > 0 existují δi > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δi

(~a) ∩M platí

| fi(~x) − ci| < η (i ∈ ŝ)

• vezm¥me je²t¥ takové okolíU⋆
∆

(~a), ºe v²e
hna ~x ∈ U⋆
∆

(~a)∩M se zobrazují prost°edni
tvím v²e
h funk
í fi(~x) mimo

bod ci

• dále z p°edpokladu víme, ºe pro libovolné pevn¥ zvolené ε > 0 existuje η > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~y ∈ U⋆
η (~c) ∩ P

platí |g(~y) − b| < ε, kde b = lim~y∈P,~y→~c g(~y)

• 
elkem tedy: pro ε > 0 existuje δ := min{∆, δ1, δ2, . . . , δs} zprost°edkované p°e
hodem p°es η tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U⋆
δ (~a) ∩M platí

|g( f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x)) − b| = |g(~y) − b| < ε,

oº bylo dokázat
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1.3 Spojitost funk
e ví
e prom¥nný
h

Druhým ze základní
h topologi
ký
h pojm· teorie funk
í ví
e prom¥nný
h je spojitost. I tento pojem má svého p°ed
h·d
e

v teorii funk
í jedné prom¥nné a nebude proto obtíºné jednodimenzionální pojetí tohoto termínu transformovat do

ví
erozm¥rné alternativy.

1.3.1 De�ni
e

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na jistém okolí U(~a) bodu ~a ∈ Er. �ekneme, ºe funk
e f (~x) je spojitá v bod¥

~a, jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje δ > 0 takové, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uδ(~a) platí | f (~x) − f (~a)| < ε. �ekneme, ºe funk
e

f (~x) je spojitá na mnoºin¥ N, je-li spojitá v kaºdém bod¥ mnoºiny N. Uvedený typ spojitosti se ob£asn¥ ozna£uje jako

spojitost bez p°ívlastku.

1.3.2 P°íklad

Ch
eme dokázat, ºe funk
e f (x, y) = 2xy je spojitá v bod¥ (0, 0). Úkolem je tedy prokázat, ºe pro v²e
hna ε > 0

existuje δ > 0 tak, ºe pro v²e
hna (x, y) ∈ Uδ(~0) spl¬ují v²e
hny p°íslu²né funk£ní hodnoty nerovnost | f (x, y)− f (0, 0)| =
| f (x, y)| < ε. Tvrzení (x, y) ∈ Uδ(~0) je p°itom ekvivalentní nerovnosti x2 + y2 < δ2. Prokáºeme nyní, ºe poloºíme-li

δ :=
√
ε pro libovolné ε > 0, bude de�ni£ní vztah spln¥n. Uºijeme p°itom triviální nerovnosti |2xy| 6 x2 + y2, o jejíº

platnosti se lze snadno p°esv¥d£it. Pak tedy, je-li (x, y) ∈ Uδ(~0), je z°ejm¥ spln¥na nerovnost x2 + y2 < ε2. Tehdy
| f (x, y)| = |2xy| 6 x2

+ y2 < ε. To zavr²uje d·kaz spojitosti funk
e f (x, y) = 2xy.

1.3.3 De�ni
e

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na mnoºin¥ M ⊂ Er
a

~a ∈ der(M) ∩M. �ekneme, ºe funk
e f (~x) je spojitá

v bod¥

~a vzhledem k mnoºin¥ M, jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje δ > 0 takové, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uδ(~a) ∩M platí

| f (~x) − f (~a)| < ε.

1.3.4 Komentá°

Doporu£ujeme £tená°i, aby rozváºil, ºe ani v p°ípad¥, kdy je mnoºinou, vzhledem k níº se spojitost zkoumá, 
elý de�ni£ní

obor, pojmy z de�ni
 1.3.1 a 1.3.3 nesplývají. Ztotoºn¥ní obou pojm· nastane, pokud M = Dom( f ) a bod

~a je vnit°ním

bodem mnoºiny M, tj. ~a ∈M◦. Tehdy je totiº spln¥no, ºe funk
e f (~x) je skute£n¥ de�nována na jistém okolí U(~a) bodu
~a.

1.3.5 V¥ta

Ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je funk
e de�novaná na mnoºin¥ M ⊂ Er
a

~a ∈ der(M)∩M. Pak f (~x) je v bod¥ ~a spojitá vzhledem

k mnoºin¥ M práv¥ tehdy, kdyº existuje limita lim~x∈M,~x→~a f (~x) a její hodnota se rovná £íslu f (~a).

D·kaz:

• plyne p°ímo z de�ni
 1.3.3 a 1.2.4

1.3.6 D·sledek

Funk
e f (~x) : Er 7→ R je v bod¥

~a spojitá práv¥ tehdy, kdyº lim~x→~a f (~x) = f (~a).

1.3.7 V¥ta � Heineho pro spojitost

Funk
e f (~x) : Er 7→ R je spojitá v bod¥

~a ∈ Er
práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdou posloupnost (~xn)∞

n=1
konvergují
í k bodu

~a
platí limn→∞ f (~xn) = f (~a).

D·kaz:

• plyne z Heineho v¥ty pro limitu 1.2.26 a d·sledku 1.3.6
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1.3.8 V¥ta � Bolzanova-Cau
hyova podmínka pro spojitost vzhledem k mnoºin¥

Funk
e f (~x) : Er 7→ R je spojitá v bod¥

~a ∈ der(M) ⊂ Er
vzhledem k mnoºin¥ M práv¥ tehdy, kdyº pro jakékoli ε > 0

existuje kladné δ tak, ºe pro v²e
hna

~x, ~y ∈ Uδ(~a) ∩M platí nerovnost | f (~x) − f (~y)| < ε.

D·kaz:

• plyne z Bolzano-Cau
hyovy podmínky pro limitu 1.2.29 a d·sledku 1.3.6

1.3.9 D·sledek � Bolzanova-Cau
hyova podmínka pro spojitost bez p°ívlastku

Funk
e f (~x) : Er 7→ R je spojitá v bod¥

~a ∈ Dom( f ) práv¥ tehdy, kdyº pro jakékoli ε > 0 existuje kladné δ tak, ºe pro

v²e
hna

~x, ~y ∈ Uδ(~a) platí nerovnost | f (~x) − f (~y)| < ε.

1.3.10 V¥ta � o spojitosti sloºené funk
e

Ne
h´ jsou funk
e fk(~x) : Er 7→ R pro k = 1, 2, . . . , s spojité v bod¥

~a ∈ ∩s
k=1

Dom( fk) a funk
e g(~y) : Es 7→ R je spojitá v

bod¥

~c = ( f1(~a), f2(~a), . . . , fs(~a)), pak funk
e (g ◦ ~f )(~x) je spojitá v bod¥

~a. Naví
 platí, ºe

lim
~x→~a

(g ◦ ~f )(~x) = lim
~y→~c

g(~y) = g(~c).

D·kaz:

• podle p°edpokladu existuje pro v²e
hny funk
e fk(~x) limita lim~x→~a fk(~x) =: ck a naví
 ck = fk(~a)

• tedy pro pevn¥ zvolené η > 0 existují δk > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uδk
(~a) platí

∣∣∣ fk(~x) − ck

∣∣∣ < η (k ∈ ŝ)

• dále z p°edpokladu víme, ºe pro libovolné pevn¥ zvolené ε > 0 existuje η > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~y ∈ Uη(~c) platí
|g(~y) − g(~c)| < ε

• podotýkáme, ºe g(~c) = lim~y→~c g(~y) díky platnosti v¥ty 1.3.5

• 
elkem tedy: pro ε > 0 existuje δ := min{δ1, δ2, . . . , δs} zprost°edkované p°e
hodem p°es η tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uδ(~a) platí |g( f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x)) − g(~c)| = |g(~y) − g(~c)| < ε, 
oº bylo dokázat

• z výrazu |g( f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x)) − g(~c)| = |g(~y) − g(~c)| < ε naví
 také plyne, ºe

lim
~x→~a

(g ◦ ~f )(~x) = lim
~y→~c

g(~y) = g(~c)

1.3.11 P°íklad

Ne
h´ je dána funk
e

f (x, y) =



8x2(y+2)

15x4+(y+2)2 . . . (x, y) , (0,−2),

1 . . . (x, y) = (0,−2).

Nalezn¥me alespo¬ dv¥ mnoºiny, vzhledem k nimº je f (x, y) spojitá v bod¥ (0,−2). Zvolme nejprve sí´ mnoºin, pro které

je bod (0,−2) bodem hromadným. S ohledem na povahu funk
e f (x, y) volíme mnoºiny

Mk = {(x, y) ∈ R2 : y = −2 + kx2},
kde k ∈ R je parametr. Výpo£et limity vzhledem k mnoºin¥ Mk

lim
(x,y)∈Mk ,~x→(0,−2)

8x2(y + 2)

15x4 + (y + 2)2
= lim

x→0

8x2 · kx2

15x4 + k2x4
=

8k

15 + k2

ukazuje, ºe funk
e je z
ela zjevn¥ nespojitá v bod¥ (0,−2), protoºe tyto limity nabývají r·zný
h hodnot pro r·zná k. Práv¥
prokázaná nespojitost zkoumané funk
e bez p°ívlastku ale je²t¥ nezabra¬uje spojitosti vzhledem k n¥které z mnoºin Mk.
Podle de�ni
e 1.3.3 by pro p°ípadnou spojitost vzhledem k mnoºin¥ Mk muselo platit, ºe

lim
(x,y)∈Mk ,~x→(0,−2)

8x2(y + 2)

15x4 + (y + 2)2
=

8k

15 + k2

!
= f (0,−2) = 1.

26



1.3. SPOJITOST FUNKCE VÍCE PROM�NNÝCH

Jelikoº rovni
e

8k

15 + k2
= 1

°e²ení má, a si
e k = 3 a k = 5, uzavíráme °e²ení úlohy sd¥lením, ºe zadaná funk
e je spojitá vzhledem k parabole

y + 2 − 3x2 = 0, p°ípadn¥ y + 2 − 5x2 = 0.

1.3.12 P°íklad

Heineovou v¥tou rozhodn¥me, zda má funk
e

h(x, y) =



y(x+3)

y2+(x+3)2 + 3(x − 1) . . . (x, y) , (−3, 0),

−12 . . . (x, y) = (−3, 0),

limitu v bod¥ (−3, 0). Nejprve prove¤me pomo
ný výpo£et. Pro sí´ mnoºin

Mk = {(x, y) ∈ R2 : y = k(x + 3); k ∈ R},
jejimiº hromadnými body je bod

~a = (−3, 0), vy
hází, ºe

lim
(x,y)∈K,~x→~a

h(x, y) = lim
x→−3

[
k(x + 3)2

k2(x + 3)2 + (x + 3)2
+ 3(x − 1)

]
=

k

k2 + 1
− 12.

Tento výpo£et uº fakti
ky prokazuje, ºe zadaná funk
e limitu v bod¥

~a mít nem·ºe. Uvaºte pro£. Jelikoº ale zadání

poºaduje vyvrá
ení existen
e limity výhradn¥ pomo
í Heineovy v¥ty, je nyní t°eba najít posloupnost vektor·

~ωn = (xn, yn),
která si
e konverguje k bodu

~a = (−3, 0), aniº by ho protínala, ale neplatí pro ni, ºe limn→∞ h(~ωn) = 12. Na základ¥

pomo
ného výpo£tu zvolme

xn = −3 +
1

n
& yn = k(xn + 3) =

k

n
.

Pak tedy zjevn¥ platí:

(xn, yn)
n→∞−→ (−3, 0)

∀n ∈ N :

(
−3 +

1

n
,

k

n

)
, (−3, 0)

lim
n→∞

h(~ωn) =
k

k2 + 1
− 12.

Tedy nap°íklad pro k = 1 je limn→∞ h(~ωn) = −23/2 , −12, 
oº zavr²uje na²i snahu vyvrátit existen
i limity v bod¥

~a.

1.3.13 P°íklad

Pokusme se rozhodnout, zda je moºno funk
i

f (x, y) =
xy

x2 + ey − y − 1
(1.10)

dode�novat v bod¥ (0, 0) tak, aby byla spojitá v E2. Takovou dode�novanou hodnotou by mohla být jedin¥ limita

lim
(x,y)→~0

xy

x2 + ey − y − 1
. (1.11)

Rozhodn¥me, zda existuje. Nejprve budeme studovat par
iální limity zadané funk
e. Snadno ur£íme, ºe

lim
x→0

lim
y→0

xy

x2 + ey − y − 1
= lim

y→0
lim
x→0

xy

x2 + ey − y − 1
= 0.

Tento výsledek tedy úlohu ne°e²í. Zkoumejme proto limity vzhledem k mnoºinám

Mk =

{
(x, y) ∈ E2 : y = kx

}
.

Pro n¥ platí

lim
(x,y)→~0,x∈Mk

xy

x2 + ey − y − 1
= lim

x→0

kx2

x2 + ekx − kx − 1
= lim

x→0

2kx

2x + kekx − k
= lim

x→0

2k

2 + k2ekx
=

2k

2 + k2
.

Jelikoº jsou p°íslu²né hodnoty závislé na hodnot¥ parametru k, limita bez p°ívlastku (1.11) neexistuje. A proto nem·ºe

být funk
e (1.10) dode�nována ºádnou hodnotou tak, aby byla spojitá.
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1.3.14 V¥ta

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R spojitá na otev°ené mnoºin¥ G ⊂ Er. Pak graf (1.2) funk
e f (~x) z de�ni
e 1.1.17

reprezentuje r−dimenzionální nadplo
hu v prostoru Er.

D·kaz:

• v tomto d·kaze s p°edstihem uplatníme de�ni
i plo
hy 11.1.1

• podle ní m°uºe být spojité zobrazení

~Ω(x1, x2) : G 7→ E3
de�nované p°edpisem

~Ω(x1, x2) = (x1, x2, f (~x)) 
hápáno

jako plo²ná parametriza
e t°ídimenzionální plo
hy Γ( f ) :=
{
(x1, x2, y) ∈ E3 : ~x ∈ Dom( f ) ∧ y = f (~x)

}

• analogi
ky m°uºe být spojité zobrazení

~Ω(x1, x2, . . . , xr) : G 7→ Er+1
de�nované p°edpisem

~Ω(x1, x2, . . . , xr) =

(x1, x2, . . . , xr, f (~x)) 
hápáno jako nadplo²ná parametriza
e r−dimenzionální plo
hy Γ( f ) :=
{
(x1, x2, . . . , xr, y) ∈

Er+1 : ~x ∈ Dom( f ) ∧ y = f (~x)
}

• Ran(~Ω) je totiº podle de�ni
e 11.1.1 p°íslu²ným geometri
kým obrazem

• protoºe Γ( f ) :=
{
(x1, x2, . . . , xr, y) ∈ Er+1 : ~x ∈ G ∧ y = f (~x)

}
= Ran(~Ω), spl¬uje Γ( f ) de�ni
i r−dimenzionální

nadplo
hy v prostoru Er

• pro plné po
hopení d·kazu doporu£ujeme £tená°i reduk
i tvrzení na variantu r = 2 a následné napojení na de�ni
e

plo²né parametriza
e, geometri
kého obrazu plo²né parametriza
e a dvoudimenzionální plo
hy v prostoru 3D (viz

kapitola £. 11)

1.4 Základní topologi
ké v¥ty

Jedny z první
h otázek, které je t°eba na úvod teorie funk
í ví
e prom¥nný
h °e²it, jsou otázky p°enos· jistý
h topo-

logi
ký
h vlastností z obraz· na vzory £i v obrá
eném sm¥ru. Budeme se tedy nap°. ptát, zda otev°enost de�ni£ního

oboru z·stane po aplika
i zobrazení f (~x) nezm¥n¥na. To znamená, formáln¥ji °e£eno, ºe budeme rozhodovat o platnosti

následují
í
h tvrzení: Ne
h´ A = A◦ ⊂ Er
je mnoºina, na níº je de�nována funk
e f (~x). Za jaký
h podmínek (kladený
h

na funk
i f (~x)) bude také obraz f (A) otev°enou mnoºinou? Lze tuto vlastnost v·be
 garantovat? Podobn¥ vzneseme

dotaz: Ne
h´ B = B◦ ⊂ R je podmnoºina oboru hodnot funk
e f (~x). Za jaký
h podmínek bude také vzor f−1(B) otev°enou
mnoºinou? Tyto a mnohé dal²í dotazy zodpoví následují
í série v¥t.

1.4.1 Komentá°

Mezi tzv. topologi
ké vlastnosti mnoºin °adíme otev°enost, omezenost, kompaktnost, uzav°enost, souvislost, £i odd¥le-

nost. Pro p°ipomenutí de�ni
 t¥
hto pojm· doporu£ujeme nahlédnout do skript [8℄, pop°. do komentá°e 1.1.9.

1.4.2 V¥ta � o otev°ené mnoºin¥

Vzor otev°ené mnoºiny p°i spojitém zobrazení je otev°ená mnoºina, p°esn¥ji: je-li B ⊂ Ran( f ), B = B◦ a f (~x) : Er 7→ B
je spojitým zobrazením na Dom( f ), pak f−1(B) je otev°enou mnoºinou v Er.

D·kaz:

• ozna£me A := f−1(B), kde tedy B = B◦ ⊂ Ran( f ) je zvolena libovoln¥

• 
h
eme ukázat, ºe i mnoºina A je otev°ená

• tedy 
h
eme ukázat, ºe pro libovolné pevn¥ zvolené

~a ∈ A existuje U(~a) tak, ºe U(~a) ⊂ A

• ke zvolenému

~a jist¥ existuje c ∈ B tak, ºe f (~a) = c

• jelikoº B je otev°ená, existuje ε > 0 tak, ºe Uε(c) ⊂ B

• pro toto ε ale ze spojitosti funk
e f (~x) existuje δ > 0 takové, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uδ(~a) je

| f (~x) − c| < ε,


oº je ekvivalentní zápisu f (~x) ∈ Uε(c)
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• ze vztahu f (~x) ∈ Uε(c) ⊂ B tudíº vyplývá, ºe

~x ∈ Uδ(~a) ⊂ A

• nalezli jsme tedy okolí Uδ(~a) bodu ~a, které 
elé leºí v A

• a protoºe byl bod

~a zvolen v A libovoln¥, dokazuje to, ºe A = A◦

1.4.3 V¥ta � o souvislé mnoºin¥

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R je spojitá na souvislé mnoºin¥ M ⊂ Er. Ne
h´ pro dv¥ r·zná

~a1, ~a2 ∈ M platí f (~a1) = c1 a

f (~a2) = c2 > c1. Pak funk
e f (~x) na mnoºin¥ M nabývá v²e
h hodnot z intervalu 〈c1, c2〉.

D·kaz:

• ne
h´ M ⊂ Er
je souvislá mnoºina

• ne
h´ dle p°edpoklad· existují

~a1, ~a2 ∈M tak, ºe f (~a1) = c1 a sou£asn¥ f (~a2) = c2 > c1

• zvolme c ∈ (c1, c2) a p°edpokládejme, ºe neexistuje ºádné

~b ∈M takové, ºe f (~b) = c

• de�nujme mnoºiny M1 =

{
~x ∈M : f (~x) < c

}
, M2 =

{
~x ∈M : f (~x) > c

}

• ob¥ mnoºiny jsou neprázdné, nebo´

~a1 ∈M1 a

~a2 ∈M2

• díky p°edpokladu pro spor také vidíme, ºe M1 ∪M2 =M a naví
 M1 ∩M2 = ∅

• dokazujme nyní, ºe M1 ∩M2 = ∅

• protoºe jist¥ M1 ∩M2 = ∅, jak plyne z de�ni
e mnoºin M1 a M2, je dokazovaná rovnost ekvivalentní rovnosti

bd(M1) ∩M2 = ∅

• posta£í tedy dokázat, ºe hrani
e mnoºiny M1 nemá s M2 ºádný pr·nik

• zvolme

~a ∈ bd(M1) libovoln¥

• podle jisté v¥ty teorie metri
ký
h prostor· lze ale z
ela jist¥ do kaºdého hrani£nímu bodu dokonvergovat po bode
h

dané mnoºiny (to souvisí s de�ni
í hrani£ního bodu, nebo´ v kaºdém jeho okolí o polom¥ru ε = 1
n , kde n ∈ N,

totiº jist¥ leºí n¥jaký prvek dané mnoºiny)

• v na²em p°ípad¥ to zna£í, ºe existuje posloupnost (~xm)∞
m=1

prvk·

~xm ∈M1 taková, ºe limm→∞ ~xm = ~a

• protoºe je funk
e f (~x) podle p°edpoklad· v¥ty spojitá, lze uºít Heineovy v¥ty

• podle ní: limm→∞ f (~xm) = f (~a)

• jelikoº ale (na základ¥ zavedení mnoºiny M1) jist¥ f (~xm) < c pro v²e
hna m, plyne odtud, ºe f (~a) 6 c

• odtud jiº p°ímo plyne, ºe

~a <M2, 
oº bylo dokázat

• analogi
ky se prokáºe, ºe M2 ∩M1 = ∅

• tím jsme ov²em nalezli dv¥ odd¥lené a zárove¬ neprázdné mnoºiny v mnoºin¥ M, které ji pokrývají, 
oº je z°etelný
spor se souvislostí mnoºiny M

• ze vzniklého sporu vyplývá, ºe zmi¬ované

~b existuje

1.4.4 V¥ta � o kompaktní mnoºin¥

Ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je spojitá funk
e a A ⊂ Dom( f ) kompaktní mnoºina. Pak f (A) je kompaktní.

D·kaz:

• jelikoº A je dle p°edpoklad· kompaktní mnoºinou, lze z kaºdé posloupnosti (~zn)∞
n=1

jeji
h prvk· vybrat konvergentní

posloupnost, jeº má limitu v A

• zvolme libovolnou posloupnost (yn)∞
n=1

bod· z f (A)

• zamý²líme dokázat, ºe z ní lze vybrat podposloupnost, jeº má limitu z f (A)

29
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• pro kaºdé n ∈ N zvolme

~xn ∈ A tak, ºe yn = f (~xn)

• z posloupnosti (~xn)∞
n=1

vyberme konvergentní podposloupnost (~xnk
)∞
k=1
, 
oº lze díky kompaktnosti mnoºiny A a

ozna£me

~a := limk→∞ ~xnk

• jelikoº A je kompaktní, je zaru£eno, ºe

~a ∈ A

• z Heineho v¥ty pro spojité funk
e (viz 1.3.7) plyne, ºe limk→∞ f (~xnk
) = f (~a)

• jelikoº ale

~a ∈ A, je f (~a) ∈ f (A)

• tím je d·kaz zavr²en, nebo´ jsme ukázali, ºe z libovolné posloupnosti (yn)∞
n=1

bod· z f (A) lze vybrat konvergentní
podposloupnost ( f (~xnk

))∞
k=1

mají
í limitu v f (A)

1.4.5 P°íklad

Nalezn¥me obor hodnot funk
e f (x, y) = x2 + y2
de�nované na elipse E = {(x, y) ∈ R2 : 9x2 + 4y2 6 36.} Jelikoº je

zadaná funk
e na E spojitá a mnoºina E je uzav°ená a omezená, a tudíº kompaktní, je jasné, ºe hledaný obraz f (E)
bude také kompaktní mnoºinou. Nalezneme-li naví
 v mnoºin¥ f (E) nejmen²í a nejv¥t²í hodnotu, bude podle v¥ty 1.4.3

f (E) rovno uzav°enému intervalu ohrani£enému práv¥ t¥mito dv¥ma hodnotami. K nalezení £ísel min(x,y)∈E f (x, y) a

max(x,y)∈E f (x, y) bude t°eba s p°edstihem vyuºít teorie o lokální
h a globální
h extréme
h. Doporu£ujeme proto £tená°i,

aby se k tomu p°íkladu vrátil, aº po prostudování osmé kapitoly. Podle ní nastanou globální extrémy bu¤ ve sta
ionární
h

bode
h funk
e f (x, y), které ale leºí v E, nebo v bode
h, kde neexistuje gradient, 
oº ov²em není p°ípad na²í funk
e,

pop°. na hrani
i, bd(E) = {(x, y) ∈ R2 : 9x2 + 4y2 = 36}, tj. ve sta
ionární
h bode
h Lagrangeovy funk
e

L(x, y|λ) := f (x, y) + λg(x, y) = x2
+ y2

+ λ(9x2
+ 4y2 − 36),

kde g(x, y) = 9x2
+ 4y2 − 36 je vazba, na níº vázané extrémy hledáme. Rovni
e

∂ f

∂x
= 2x

!
= 0;

∂ f

∂y
= 2y

!
= 0

°e²í zjevn¥ jediný bod (0, 0), který v E leºí. Rovni
e pro sta
ionární bod Lagrangeovy funk
e

∂L

∂x
= 18λx + 2x

!
= 0;

∂L

∂y
= 8λy + 2y

!
= 0

°e²í (po dosazení do rovni
e vazby) body

~a = (0,−3), ~b = (0, 3), ~c = (−2, 0) a

~d = (2, 0). Maximum a minimum pak

snadno nalezneme tak, ºe v podez°elý
h bode
h, tj. v t¥
h detekovaný
h, vy£íslíme funk£ní hodnoty:

f (0, 0) = 0; f (0,−3) = 9; f (0,−3) = 9; f (−2, 0) = 4; f (2, 0) = 4.

Minimem funk
e f (x, y) na E je tedy nula a maximem (ve smyslu funk£ní hodnoty) je hodnota 9. Podle v¥ty 1.4.3 tedy

platí, ºe f (E) = 〈0, 9〉.
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Kapitola 2

Diferen
iální po£et

Po zevrubném zkoumání topologi
ký
h vlastností funk
e ví
e prom¥nný
h p°istoupíme v nové kapitole k budování di-

feren
iálního po£tu. Budeme se tedy zabývat de�ni
emi par
iální
h deriva
í (oby£ejný
h £i sm¥rový
h), ale vystavíme

také robustní pojem totálního diferen
iálu pro funk
i ví
e prom¥nný
h. V rám
i tohoto oddílu probereme také základy

vektorové analýzy pro vektory funk
í ví
e prom¥nný
h.

2.1 Par
iální deriva
e a jeji
h alternativy

2.1.1 De�ni
e

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na jistém okolí bodu

~a = (a1, a2, . . . , ar) ∈ Er. Potom par
iální deriva
í funk
e

f (~x) podle prom¥nné xk (k ∈ r̂) v bod¥

~a nazýváme limitu (pokud existuje a je vlastní)

∂ f

∂xk
(~a) := lim

h→0

f (a1, a2, . . . , ak−1, ak + h, ak+1, . . . , ar) − f (~a)

h
. (2.1)

2.1.2 Komentá°

Na tomto míst¥ rad¥ji up°es¬ujeme, ºe v n¥který
h jiný
h zdrojí
h m·ºe být pojem par
iální deriva
e zaveden nepatrn¥

obe
n¥ji. Na rozdíl o poºadavku z de�ni
e 2.1.1, aby zkoumaná funk
e byla de�nována na jistém okolí Uδ(~a) bodu

~a,
poºadují n¥které de�ni
e slab²í p°edpoklad, a si
e aby byla funk
e de�nována p°inejmen²ím na mnoºin¥ Uδ(~a)∩Ek, kde
Ek = {(a1, a2, . . . , ak−1, ξ, ak+1, . . . , ar) ∈ Er : ξ ∈ R} je p°ímka rovnob¥ºná s k−tou sou°adnou osou pro
házejí
í bodem

~a.

2.1.3 Komentá°

Par
iální deriva
e funk
e f (~x) podle prom¥nné xk v bod¥

~a je tedy podle de�ni
e 2.1.1 rovna oby£ejné deriva
i funk
e

jedné prom¥nné ψ(t) = f (a1, a2, . . . , ak−1, t, ak+1, . . . , ar) v bod¥ t = ak. Tedy

∂ f

∂xk
(~a) =

dψ

dt
(ak).

Vzhledem k tomuto faktu p°edstavuje par
iální derivování fakti
ky oby£ejné derivování podle vybrané prom¥nné xk, kdy
na zbylé prom¥nné x j ( j , k) je nahlíºeno jako na parametry. Dále poznamenáváme, ºe de�ni£ní vztah (2.1) je ekvivalentní

vztahu

∂ f

∂xk
(~a) = lim

xk→ak

f (a1, a2, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , ar) − f (~a)

xk − ak
.

Této rovnosti bylo dosaºeno substitu
í h = xk − ak v rovnosti (2.1).

2.1.4 P°íklad

Uvaºme funk
i f (x, y) = cos
(√

x2 + y2
)
de�novanou na mnoºin¥ M = 〈−π, π〉 × 〈−π, π〉. Graf funk
e je vyobrazen na

následují
ím obrázku.

31



KAPITOLA 2. DIFERENCIÁLNÍ PO�ET

Obrázek 2.8

K demonstra
i par
iální deriva
e.

Pokusme se nyní demonstrovat geometri
ký význam par
iální deriva
e

∂ f

∂x (~a) v bod¥

~a = (π/4,−
√

3π/4). V obrázku je

tu£nou £arou vyzna£en °ez grafu funk
e rovinou y = −
√

3π/4. Tímto °ezem je k°ivka vyobrazená na obrázku níºe.

x 

z 

π/4 α

Obrázek 2.9

K demonstra
i par
iální deriva
e.

Hodnotou par
iální deriva
e

∂ f

∂x (~a) v bod¥

~a = (π/4,−
√

3π/4) je tangens orientovaného úhlu α, který svírá te£na k


itované k°iv
e sestrojená v bod¥

~a s osou x.

2.1.5 P°íklad

Uvaºme funk
i f (x, y) = 8x2y a vypo£t¥me podle de�ni
e ob¥ par
iální deriva
e v bod¥

~a = (1, 3). Podle de�ni
e 2.1.1

platí rovnost

∂ f

∂x
(~a) = lim

h→0

24(1+ h)2 − 24

h
= lim

h→0

24h2 + 48h

h
= 48.

Analogi
ky

∂ f

∂y
(~a) = lim

h→0

8(3 + h) − 24

h
= lim

h→0

8h

h
= 8.
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2.1.6 De�ni
e

Ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je de�nována na jistém okolí bodu

~a ∈ Er
. Ne
h´ pro v²e
hna k ∈ r̂ existují par
iální deriva
e

∂ f

∂xk
(~a).

(Totální) deriva
í funk
e f (~x) v bod¥

~a rozumíme vektor

D f

D~x (~a) =
D f

D(x1, x2, . . . , xr)
(~a) :=

(
∂ f

∂x1
(~a),

∂ f

∂x2
(~a), · · · , ∂ f

∂xr
(~a)

)
.

�ekneme, ºe deriva
e

D f

D~x má ur£itou vlastnost (typi
ky: spojitost, hladkost, p°íslu²nost ke t°íd¥ Cm(G) apod.), mají-li

tuto vlastnost v²e
hny její sloºky.

2.1.7 De�ni
e

Bod

~a ∈ Er
nazveme sta
ionárním bodem funk
e f (~x) : Er 7→ R, jestliºe grad f (~a) = ~0.

2.1.8 Komentá°

Sta
ionární bod má mezi ostatními body de�ni£ního oboru, jak uvidíme v kapitole 8, jakési privilegované postavení. Pro

typi
ké zástup
e funk
í ví
e prom¥nný
h spo£ívá sta
ionarita bodu ve faktu, ºe funk
e v tomto bod¥ ani neroste ani

neklesá. To ze sta
ionárního bodu £iní bod podez°elý z lokálního extrému.

2.1.9 V¥ta � o elementární
h vlastnoste
h par
iální deriva
e

Ne
h´ f (~x), g(~x) : Er 7→ R jsou funk
e de�nované na jistém okolí U(~a) bodu

~a ∈ Er
. Ne
h´ f (~x) a g(~x) mají par
iální

deriva
e podle prom¥nné xk a ne
h´ λ ∈ R. Potom platí rovnosti

∂( f + g)

∂xk
(~a) =

∂ f

∂xk
(~a) +

∂g

∂xk
(~a),

∂(λ f )

∂xk
(~a) = λ

∂ f

∂xk
(~a),

∂( f g)

∂xk
(~a) =

∂ f

∂xk
(~a) g(~a) + f (~a)

∂g

∂xk
(~a),

∂
(

f

g

)

∂xk
(~a) =

∂ f

∂xk
(~a) g(~a) − f (~a)

∂g

∂xk
(~a)

g2(~a)
, pokud g(~a) , 0.

D·kaz:

• díky poznám
e 2.1.3 plyne d·kaz z analogi
ký
h v¥t pro funk
i jedné prom¥nné

2.1.10 V¥ta

Má-li funk
e f (~x) v bod¥

~a ∈ Er
par
iální deriva
i

∂ f

∂xk
, pak je v tomto bod¥ spojitá vzhledem k mnoºin¥

M =
{
(a1, a2, . . . , ak−1, ξ, ak+1, . . . , ar) ∈ Dom( f ) : ξ ∈ R

}
.

D·kaz:

• na základ¥ skute£nosti diskutované v komentá°i 2.1.3 lze uvedenou v¥tu p°evést na odpovídají
í tvrzení pro funk
i

ψ(ξ) = f (a1, a2, . . . , ak−1, ξ, ak+1, . . . , ar) jedné prom¥nné ξ

• a protoºe pro funk
i jedné prom¥nné platí tvrzení, ºe z existen
e deriva
e v bod¥ ak plyne spojitost v tomto bod¥,

pak to zna£í, ºe f (~x) je spojitá vzhledem k M
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2.1.11 P°íklad

Zatím
o pro funk
i jedné prom¥nné f (x) : R 7→ R vyplývala z existen
e deriva
e f ′(x) v bod¥ a spojitost funk
e f (x) v
bod¥ a, u funk
í ví
e prom¥nný
h je situa
e zna£n¥ odli²ná. M·ºe nap°íklad nastat situa
e, kdy funk
e f (~x) : Er 7→ R

má v bod¥

~a v²e
hny par
iální deriva
e, ale p°esto není v bod¥

~a spojitá. Takovou funk
í je nap°íklad funk
e

f (x, y) =



xy

x2+y2

0

. . .

. . .

(x, y) , ~0;

(x, y) = ~0.
(2.2)

Pro její par
iální deriva
i podle první prom¥nné z de�ni
e platí

∂ f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

(0+h)0
(0+h)2+0

− 0

h
= lim

h→0
0 = 0.

Podobn¥ také

∂ f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

0(0+h)
0+(0+h)2 − 0

h
= lim

h→0
0 = 0.

P°estoºe funk
e (2.2) má v bod¥ (0, 0) deriva
i, není v n¥m spojitá, jak bylo ukázáno v p°íklad¥ 1.2.14.

2.1.12 V¥ta � o deriva
i sloºené funk
e

Ne
h´ jsou dány funk
e f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x) : Er 7→ R, jeº jsou spojité v bod¥ ~a ∈ Er
a mají v bod¥

~a deriva
i, tj. par
iální

deriva
e podle v²e
h prom¥nný
h. Ne
h´ je dána funk
e g(~y) : Es 7→ R, jeº je spojitá v bod¥

~b =
(

f1(~a), f2(~a), . . . , fs(~a)
)

a má v bod¥

~b deriva
i, tj. par
iální deriva
e podle v²e
h prom¥nný
h. Ne
h´ je funk
e (g ◦ ~f )(~x) : Er 7→ R de�nována

na jistém okolí bodu

~a. Pak pro libovolné i ∈ r̂ platí

∂(g ◦ ~f )

∂xi
(~a) =

s∑

j=1

∂g

∂ f j
(~b)

∂ f j

∂xi
(~a). (2.3)

D·kaz:

• d·kaz demonstrujeme na p°íkladu r = s = 2, tedy pro sloºenou funk
i

(g ◦ ~f )(x1, x2) = g( f1(x1, x2), f2(x1, x2)) : E2 7→ R

• hledáme par
iální deriva
i funk
e (g ◦ ~f )(x1, x2) v bod¥

~a = (a1, a2) ∈ E2

• poloºme podle p°edpoklad·

~b =
(

f1(a1, a2), f2(a1, a2)
)
= (b1, b2)

• z de�ni
e par
iální deriva
e vyplývá

∂(g ◦ ~f )

∂x1
(a1, a2) = lim

x1→a1

g
(

f1(x1, a2), f2(x1, a2)
)
− g

(
f1(a1, a2), f2(a1, a2)

)

x1 − a1

• do £itatele limitního zlomku p°i£teme a zárove¬ od n¥j ode£teme výraz g( f1(a1, a2), f2(x1, a2)), £ímº se posledn¥

uvedená limita rozpadne na sou£et dvou limit

β1 := lim
x1→a1

g
(

f1(x1, a2), f2(x1, a2)
)
− g

(
f1(a1, a2), f2(x1, a2)

)

x1 − a1

β2 := lim
x1→a1

g
(

f1(a1, a2), f2(x1, a2)
)
− g

(
f1(a1, a2), f2(a1, a2)

)

x1 − a1

• pro první z ni
h platí (po roz²í°ení jedni£kou)

β1 := lim
x1→a1

g
(

f1(x1, a2), f2(x1, a2)
)
− g

(
f1(a1, a2), f2(x1, a2)

)

f1(x1, a2) − f1(a1, a2)

f1(x1, a2) − f1(a1, a2)

x1 − a1
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• zatím
o ve druhé £ásti této limity snadno rozpoznáváme par
iální deriva
i

lim
x1→a1

f1(x1, a2) − f1(a1, a2)

x1 − a1
=
∂ f1

∂x1
(~a),

p°i výpo£tu druhé £ásti vyuºijeme nejprve faktu, ºe funk
e f2(x1, x2) je z p°edpoklad· v¥ty spojitá, a poté jiº

snadnou substitu
í ur£íme, ºe

lim
x1→a1

g
(

f1(x1, a2), f2(x1, a2)
)
− g

(
f1(a1, a2), f2(x1, a2)

)

f1(x1, a2) − f1(a1, a2)
=

= lim
x1→a1

g
(

f1(x1, a2), f2(a1, a2)
)
− g

(
f1(a1, a2), f2(a1, a2)

)

f1(x1, a2) − f1(a1, a2)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h := f1(x1, a2) − f1(a1, a2)

b1 = f1(a1, a2)

b2 = f2(a1, a2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= lim
h→0

g(b1 + h, b2) − g(~b)

h
=
∂g

∂ f1
(~b)

• tedy

β1 =
∂g

∂ f1
(~b)

∂ f1

∂x1
(~a)

• analogi
ky pro β2 platí

β2 := lim
x1→a1

g
(

f1(a1, a2), f2(x1, a2)
)
− g

(
f1(a1, a2), f2(a1, a2)

)

f2(x1, a2) − f2(a1, a2)

f2(x1, a2) − f2(a1, a2)

x1 − a1
=

=
∂g

∂ f2
(~b)

∂ f2

∂x1
(~a)

• odtud tedy

∂(g ◦ ~f )

∂x1
(a1, a2) =

∂g

∂ f1
(~b)

∂ f1

∂x1
(~a) +

∂g

∂ f2
(~b)

∂ f2

∂x1
(~a)

• podobn¥ by se dokázala rovnost

∂(g ◦ ~f )

∂x2
(a1, a2) =

∂g

∂ f1
(~b)

∂ f1

∂x2
(~a) +

∂g

∂ f2
(~b)

∂ f2

∂x2
(~a)

2.1.13 Komentá°

P°ed
házejí
í v¥ta je zobe
n¥ním v¥ty o deriva
i sloºené funk
e pro funk
i jedné prom¥nné. Ta °íká, ºe máme-li zadánu

funk
i f (u) s nezávisle prom¥nnou u a tato závisí na jiné nezávisle prom¥nné x podle p°edpisu u = u(x), pak pro deriva
i

funk
e f (x) podle nové prom¥nné x platí (v pon¥kud neformálním zápise)

d f

dx
=
d f

du

du

dx
.

Uvaºme nyní ví
erozm¥rnou analogii. M¥jme funk
i f (u, v,w) t°í nezávisle prom¥nný
h u, v,w a tyto ne
h´ závisejí kaºdá

na dvou dal²í
h nezávislý
h prom¥nný
h x, y podle p°edpis· u = u(x, y), v = v(x, y) a w = w(x, y). Pak nap°. pro par
iální
deriva
i funk
e f (x, y) podle nové prom¥nné y platí podle p°ed
hozí v¥ty vztah

∂ f

∂y
=
∂ f

∂u

∂u

∂y
+
∂ f

∂v

∂v

∂y
+
∂ f

∂w

∂w

∂y
.

2.1.14 De�ni
e

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na jistém okolí bodu

~a ∈ Er
a k ∈ N \ {1}. Pak k-tou par
iální deriva
í funk
e

f (~x) v bod¥

~a podle prom¥nný
h xi1 , xi2 , . . . , xik (v uvedeném po°adí) rozumíme následují
í hodnotu (je-li de�nována)

∂k f

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik

(~a) :=
∂

∂xik

(
∂k−1 f

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik−1

)
(~a),

kde je na symbol

∂k−1 f

∂xi1
∂xi2

...∂xik−1

nahlíºeno jako na funk
i prom¥nné

~x.
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2.1.15 De�ni
e

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R a ne
h´ existují v²e
hny její par
iální deriva
e druhého °ádu

∂2 f

∂x j∂xk
(~a) v bod¥

~a ∈ Dom( f ). Pak mati
i

H~a :=

(
∂2 f

∂x j∂xk
(~a)

)r

j,k=1

budeme nazývat Hessovou mati
í funk
e f (~x) v bod¥

~a. Tj. prvkem Hessovy mati
e vyskytují
ím se na j−tém °ádku a

k−tém sloup
i je par
iální deriva
e

∂2 f

∂x j∂xk
(~a). Determinant Hessovy mati
e budeme nazývat hessiánem.

2.1.16 De�ni
e

Ne
h´ G ⊂ Er
je otev°enou mnoºinou a f (~x) : Er 7→ R je funk
í r prom¥nný
h de�novanou na mnoºin¥ G. �ekneme, ºe

funk
e f (~x) je t°ídy Cn
na mnoºin¥ G a ozna£íme f (~x) ∈ Cn(G), jestliºe pro libovolnou kombina
i index· i1, i2, . . . , in z

mnoºiny n̂ je par
iální deriva
e

∂n f

∂xi1∂xi2 . . . ∂xin

spojitá v kaºdém bod¥ mnoºiny G. �ekneme, ºe funk
e f (~x) je t°ídy C∞ na mnoºin¥ G a ozna£íme f (~x) ∈ C∞(G), jestliºe
v²e
hny par
iální deriva
e (tj. deriva
e v²e
h °ád·) funk
e f (~x) jsou spojité v kaºdém bod¥ mnoºiny G. Funk
e t°ídy

C∞(G) nazýváme také hladkými funk
emi na G.

2.1.17 Komentá°

Mnoºina G ⊂ Er
z p°ede²lé de�ni
e je volena jako otev°ená kv·li tvaru de�ni
e 2.1.1, kde je poºadováno, aby (má-li

existovat alespo¬ teoreti
ká moºnost, ºe v daném bod¥ existuje par
iální deriva
e) s daným bodem pat°ilo do de�ni£ního

oboru funk
e také n¥jaké okolí tohoto bodu. To lze ale zaru£it pouze u otev°ené mnoºiny.

2.1.18 Komentá°

Bývá zvykem nap°. par
iální deriva
i

∂3 f

∂x4∂x4∂x4

ozna£ovat souhrnným symbolem

∂3 f

∂x3
4

.

Deriva
e takového typu nazýváme £asto nesmí²enými. Zajímavá vlastnost smí²ený
h deriva
í je demonstrována na

následují
ím p°íklad¥. Uvaºme nap°. funk
i

f (x, y) = y2
+ arctg(xy2).

Jelikoº

∂ f

∂x
=

y2

1 + x2y4
,

∂ f

∂y
= 2y +

2xy

1 + x2y4
,

je snadné ukázat, ºe

∂2 f

∂x∂y
=
∂

∂y

(
∂ f

∂x

)
= 2y

1 − x2y4

(1 + x2y4)2
,

∂2 f

∂y∂x
=
∂

∂x

(
∂ f

∂y

)
= 2y

1 − x2y4

(1 + x2y4)2
.

Tato shoda mezi odpovídají
ími smí²enými par
iálními deriva
emi není nahodilá, nýbrº za jistý
h okolností zákonitá.

Vyslovíme a dokáºeme nyní v¥tu o této shod¥.

2.1.19 V¥ta � o zám¥n¥ smí²ený
h par
iální
h deriva
í druhého °ádu

Ne
h´ pro i, j ∈ r̂ existují na jistém okolí bodu

~a ∈ Er
par
iální deriva
e

∂ f

∂xi
,

∂ f

∂x j
funk
e f (~x) : Er 7→ R. Ne
h´ je par
iální

deriva
e

∂2 f

∂xi∂x j
spojitá v bod¥

~a. Potom existuje také

∂2 f

∂x j∂xi
v bod¥

~a a naví
 platí

∂2 f

∂xi∂x j
(~a) =

∂2 f

∂x j∂xi
(~a).

D·kaz:
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• d·kaz v¥ty p°edvedeme pro variantu funk
e dvou prom¥nný
h

• ozna£me pro p°ehlednost zápis·

f1(~x) =
∂ f

∂x1
(~x), f2(~x) =

∂ f

∂x2
(~x)

f12(~x) =
∂2 f

∂x1∂x2
(~x), f21(~x) =

∂2 f

∂x2∂x1
(~x)

• m¥li by
hom nejprve ukázat, ºe existuje limita

f21(~a) = lim
h→0

f2(a1 + h, a2) − f2(a1, a2)

h

a ºe její hodnota je rovna f12(~a)

• z existen
e par
iální deriva
e f2(~a) vyplývá, ºe

f2(a1 + h, a2) − f2(a1, a2)

h
= lim

k→0

f (a1 + h, a2 + k) − f (a1 + h, a2) − f (a1, a2 + k) + f (a1, a2)

kh

• ozna£me

F(h, k) :=
f (a1 + h, a2 + k) − f (a1 + h, a2) − f (a1, a2 + k) + f (a1, a2)

kh

• máme tedy dokázat, ºe

lim
h→0

(
lim
k→0

F(h, k)
)
= f12(~a)

• z p°edpoklad· v¥ty plyne, ºe limita limk→0 F(h, k) existuje pro jakékoliv h vyhovují
í pro jisté δ > 0 nerovnosti

0 < |h| < δ

• podle v¥ty 1.2.21 tudíº sta£í dokázat, ºe existuje dvojná limita

lim
(k,h)→(0,0),k,0,h,0

F(h, k) = f12(~a) (2.4)

• zvolme tedy k ∈ U⋆
δ (0) a h ∈ U⋆

δ (0) a poloºme ϕ(x1) = f (x1, a2 + k) − f (x1, a2)

• pak podle Lagrangeovy v¥ty o p°ír·stku funk
e jedné prom¥nné existuje Θ1 ∈ (0, 1) tak, ºe platí

F(h, k) =
ϕ(a1 + h) − ϕ(a1)

hk
=
ϕ′(a1 + Θ1h)

k
=

f1(a1 + Θ1h, a2 + k) − f1(a1 + Θ1h, a2)

k

• ozna£me ψ(x2) := f1(a1 + Θ1h, x2)

• jelikoº funk
e f12(~x) existuje na okolí bodu

~a, platí podle Lagrangeovy v¥ty o p°ír·stku také

F(h, k) = ψ′(a2 + Θ2k) = f12(a1 + Θ1h, a2 + Θ2k),

kde Θ2 ∈ (0, 1)

• ze spojitosti funk
e f12(~x) plyne, ºe

lim
(k,h)→(0,0),k,0,h,0

F(h, k) = lim
(k,h)→(0,0),k,0,h,0

f12(a1 + Θ1h, a2 + Θ2k) = f12(~a)

• tím je vztah (2.4) dokázán, a tedy f21(~a) = f12(~a)

2.1.20 D·sledek � o zám¥n¥ smí²ený
h par
iální
h deriva
í vy²²í
h °ád·

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R má na jistém okolíU(~a) bodu ~a ∈ Er
spojité v²e
hny par
iální deriva
e aº do °ádu k ∈ N\{1}

v£etn¥. Potom tyto deriva
e nezávisejí na po°adí derivování.
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2.1.21 V¥ta � o Hessov¥ mati
i

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) ∈ C2(G), kde G ⊂ Er
je oblast. Pak pro kaºdý bod

~a ∈ G je Hessova mati
e H~a reálná,

symetri
ká, a má tudíº reálné spektrum, tj σ(H~a) ⊂ R.

D·kaz:

• symetrie Hessovy mati
e je snadným d·sledkem tvrzení 2.1.20

• reálnost spektra σ(H~a) pak plyne z u£iva lineární algebry

2.1.22 De�ni
e

Ne
h´

~s je nenulový vektor z vektorového prostoru Er. Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na jistém okolí bodu

~a ∈ Er. Pak par
iální deriva
í funk
e f (~x) v bod¥

~a ve sm¥ru

~s rozumíme limitu (pokud existuje a je vlastní)

∂ f

∂~s
(~a) :=

1

‖~s‖ lim
h→0

f (~a + h~s) − f (~a)

h
.

Uvedenou deriva
i ob£asn¥ nazýváme téº sm¥rovou deriva
í.

2.1.23 Komentá°

Na tomto míst¥ rad¥ji up°es¬ujeme, ºe v n¥který
h jiný
h zdrojí
h m·ºe být také pojem sm¥rové (par
iální) deriva
e

zaveden obe
n¥ji. Na rozdíl od poºadavku z de�ni
e 2.1.22, aby zkoumaná funk
e byla de�nována na jistém okolí

Uδ(~a) bodu ~a, poºadují n¥které de�ni
e slab²í p°edpoklad, a si
e aby byla funk
e de�nována p°inejmen²ím na mnoºin¥

Uδ(~a) ∩ E~s, kde E~s = {(a1 + s1ξ, a2 + s2ξ, . . . , ar + srξ) ∈ Er : ξ ∈ R} je p°ímka rovnob¥ºná s vektorem

~s a pro
házejí
í

bodem

~a.

2.1.24 Lemma

Ne
h´

~s je nenulový vektor z vektorového prostoru Er
a c , 0. Ne
h´ pro funk
i f (~x) : Er 7→ R existuje v bod¥

~a par
iální

deriva
e ve sm¥ru

~s. Pak platí

∂ f

∂(c~s)
(~a) = sgn(c)

∂ f

∂~s
(~a).

2.1.25 Lemma � o vztahu sm¥rové a par
iální deriva
e

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R a bod

~a ∈ Er. Potom pro libovolné k ∈ r̂ a libovolné c > 0 platí

∂ f

∂(c~ǫk)
(~a) =

∂ f

∂xk
(~a),

kde

~ǫk je k−tý vektor standardní báze v Rr, pokud alespo¬ jedna z uvedený
h par
iální
h deriva
í existuje.

2.1.26 Komentá°

Diskutujme nyní geometri
ký význam sm¥rové par
iální deriva
e v bod¥

~a. Graf funk
e

Γ( f ) =
{
(x1, x2, . . . , xr, y) ∈ Er+1 : ~x ∈ Dom( f ) ∧ y = f (~x)

}
(2.5)

p°edstavuje podle v¥ty 1.3.14 zobe
n¥nou plo
hu (nadplo
hu) v prostoru Er+1
nad de�ni£ním oborem Dom( f ) ⊂ Er.

Provedeme-li v bod¥ (~a, f (~a)) ∈ Γ( f ) °ez této plo
hy rovinou, jeº je kolmá k rovin¥, v níº leºí Dom( f ) ⊂ Er, a rovnob¥ºná

s vektorem

~s, obdrºíme k°ivku pro
házejí
í bodem

(
a1, a2, . . . , ar, f (~a)

)
∈ Γ( f ). Hodnota sm¥rové par
iální deriva
e v bod¥

~a pak p°edstavuje tangentu orientovaného úhlu, který svírá te£na v bod¥ (a1, a2, . . . , ar, f (~a)) ke zmín¥né k°iv
e s rovinou,

v níº leºí de�ni£ní obor. Populárn¥ °e£eno: stojíme-li na grafu funk
e f (~x) nad bodem

~a de�ni£ního oboru a zamý²líme-li

jít sm¥rem

~s, pak hodnota

∂ f

∂~s
(~a) je mírou pro stoupání £i klesání zamý²lené trasy.
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Obrázek 2.10

K demonstra
i sm¥rové par
iální deriva
e.

Pokusme se vý²e uvedené poznatky demonstrovat na konkrétním p°ípad¥. Budeme tedy hledat sm¥rovou par
iální deriva
i

funk
e

f (x, y) = cos(

√
x2 + y2)

v bod¥

~a = (
√

2π/36,
√

2π/36) ve sm¥ru

~s = (1, 1). Na grafu funk
e z = f (x, y) vyzna£me °ez rovinou x − y = 0. Jde
o rovinu, jeº pro
hází bodem

~a, je kolmá k rovin¥ z = 0 a její °ez v rovin¥ z = 0 je p°ímka se sm¥rovým vektorem

~s.
Zmín¥ný °ez je vyobrazen na obrázku níºe. P°ipomínáme, ºe vodorovnou osou je vzhledem ke zp·sobu provedení °ezu

p°ímka {(x, x) : x ∈ R} se sm¥rovým vektorem

~s = (1, 1). Hodnota hledané sm¥rové par
iální deriva
e je na obrázku

p°edstavována tangentou orientovaného úhlu α, který svírá te£na ke grafu funk
e sestrojená v bod¥ (a1, a2, f (a1, a2))
uvedeného °ezu a sm¥r

~s.

z

α

1

(s
1
,s

2
)=(1,1)

(a
1
,a

2
)

Obrázek 2.11

K demonstra
i sm¥rové par
iální deriva
e.

2.1.27 P°íklad

Ne
h´ je dána funk
e

f (x, y, z) =
x2ez

y
,

sm¥r

~s = (2, 2, 1) a bod ~a = (1, 1, 0). Vypo£t¥me sm¥rovou par
iální deriva
i funk
e f (x, y, z) v bod¥ ~a ve sm¥ru

~s. Z°ejm¥

platí

~a + h~s = (1 + 2h, 1+ 2h, h), a tedy podle de�ni
e 2.1.22 dostáváme

∂ f

∂~s
(1, 1, 0) :=

1√
22 + 22 + 1

lim
h→0

1

h

[
(1 + 2h)2eh

1 + 2h
− 1

]
= lim

h→0

(1 + 2h)eh − 1

3h
= 1.
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Graf funk
e f (x, y, z) tedy stoupá v bod¥ (1, 1, 0) ve sm¥ru

~s = (2, 2, 1) po úhlem 45◦.

2.2 Základy vektorové analýzy

V mnoha prakti
ký
h aplika
í
h je nanejvý² výhodné pra
ovat s tzv. s−dimenzionálními funk
ionálními vektory, tj. s

vektory, které m¥ní svoji podobu v závislosti na poloze bodu v r−dimenzionálním de�ni£ním oboru. M·ºeme je proto s

výhodou reprezentovat uspo°ádanou s-ti
í funk
í r prom¥nný
h. Hodnot¥ argumentu

~x ∈ Er, pak lze p°i°adit konkrétní

hodnotu vektoru

~f (~x) = ( f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x)), podobn¥ jako u b¥ºné funk
e. V takovém p°ípad¥ hovo°íme o vektorový
h

funk
í
h, pop°. funk£ní
h (funk
ionální
h) vektore
h, a zna£íme

~f (~x) : Er 7→ Es.

2.2.1 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány funk
e f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x) : Er 7→ R. Funk£ním vektorem (vektorem funk
í)

~f (~x) nazýváme zobrazení

z Er
do Es

de�nované p°edpisem

~f (~x) = ( f1(~x), f2(~x), . . . , fs(~x)). �ekneme, ºe funk£ní vektor

~f (~x) má jistou vlastnost

(typi
ky: existen
i limity, spojitost, existen
i par
iální deriva
e, existen
i totálního diferen
iálu, hladkost, p°íslu²nost ke

t°íd¥ Cm(G) apod.), mají-li tuto vlastnost v²e
hny jeho sloºky.

2.2.2 De�ni
e

Ja
obiho mati
í funk£ního vektoru

~f (~x) : Er 7→ Es
v bod¥

~a ∈ Er
rozumíme mati
i

D ~f

D~x (~a) =
D( f1, f2, . . . , fs)

D(x1, x2, . . . , xr)
(~a) :=




D f1
D~x
D f2
D~x
...
D fs
D~x




(~a) =




∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

. . .
∂ f1
∂xr

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

. . .
∂ f2
∂xr

...
...

. . .
...

∂ fs
∂x1

∂ fs
∂x2

. . .
∂ fs
∂xr




(~a).

Determinant Ja
obiho mati
e (pokud je de�nován, tj. pokud s = r) nazýváme Ja
obiho determinantem (ja
obiánem)

funk£ního vektoru

~f (~x). �ekneme, ºe Ja
obiho mati
e má jistou vlastnost (typi
ky: spojitost, hladkost, p°íslu²nost ke

t°íd¥ Cm(G)), mají-li tuto vlastnost v²e
hny její prvky.

2.2.3 De�ni
e

Hamiltonovým operátorem (nabla operátorem) rozumíme zobrazení z mnoºiny v²e
h funk
í f (~x) : Er 7→ R, jeº mají na

oblasti G ⊂ Er
v²e
hny par
iální deriva
e prvního °ádu, do mnoºiny v²e
h funk£ní
h vektor· de�nované symboli
kým

p°edpisem

∇ :=

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xr

)
.

2.2.4 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány funk
e f (~x) : Er 7→ R a funk£ní vektor

~F(~x) : Er 7→ Er, pro n¥º v oblasti G ⊂ Er
existují v²e
hny níºe

zmín¥né par
iální deriva
e. Gradientem funk
e f (~x) na mnoºin¥ G rozumíme funk£ní vektor

grad f (~x) :=

(
∂ f

∂x1
(~x),

∂ f

∂x2
(~x), · · · , ∂ f

∂xr
(~x)

)
.

Divergen
í funk£ního vektoru

~F(~x) na mnoºin¥ G rozumíme funk
i

div~F(~x) :=

r∑

k=1

∂Fk

∂xk
(~x).

Lapla
iánem rozumíme zobrazení, které funk
i f (~x) p°i°azuje funk
i ∆ f (~x) :=
∑r

k=1
∂2 f

∂x2
k

a funk£nímu vektoru

~F(~x) vektor

∆~F(~x) = (∆F1(~x),∆F2(~x), . . . ,∆Fr(~x)).
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2.2. ZÁKLADY VEKTOROVÉ ANALÝZY

2.2.5 De�ni
e

Ne
h´ je dán funk£ní vektor

~G(~x) : E3 7→ E3, pro n¥jº v oblasti G ⊂ E3
existují v²e
hny níºe zmín¥né par
iální deriva
e.

Rota
í funk£ního vektoru

~G(~x) na mnoºin¥ G rozumíme funk£ní vektor

rot ~G(~x) :=

(
∂G3

∂x2
(~x) − ∂G2

∂x3
(~x);

∂G1

∂x3
(~x) − ∂G3

∂x1
(~x);

∂G2

∂x1
(~x) − ∂G1

∂x2
(~x)

)
.

2.2.6 Komentá°

Práv¥ zavedené základní opera
e vektorové analýzy mohou být symboli
kou aplika
í nabla operátoru zjednodu²eny do

formát· grad f (~x) := ∇ f (~x), div~F(~x) := 〈∇ | ~F(~x)〉, resp.

rot ~G(~x) := ∇ × ~G(~x) = det




~ǫ1

∂
∂x1

G1(~x)

~ǫ2

∂
∂x2

G2(~x)

~ǫ3

∂
∂x3

G3(~x)



,

kde

~ǫ1 = (1, 0, 0), ~ǫ2 = (0, 1, 0) a

~ǫ3 = (0, 0, 1) jsou jednotkové vektory standardní báze prostoru E3. Podobn¥ také

(symboli
ky): ∆ f (~x) := 〈∇ f (~x)|∇ f (~x)〉, nebo výrazn¥ neformáln¥ ∆ = ∇2.

2.2.7 De�ni
e

�ekneme, ºe funk
e f (~x) : Er 7→ R je harmoni
ká na mnoºin¥ G ⊂ Er
, jestliºe f (~x) ∈ C2(G) a pro v²e
hna

~x ∈ G platí

rovnost ∆ f (~x) = 0.

2.2.8 De�ni
e

�ekneme, ºe funk
e f (~x) : Er 7→ R je superharmoni
ká na mnoºin¥ G ⊂ Er
, jestliºe f (~x) ∈ C2(G) a pro v²e
hna

~x ∈ G
platí nerovnost ∆ f (~x) 6 0. �ekneme, ºe funk
e f (~x) : Er 7→ R je subharmoni
ká na mnoºin¥ G ⊂ Er

, jestliºe f (~x) ∈ C2(G)
a pro v²e
hna

~x ∈ G platí nerovnost ∆ f (~x) > 0.

2.2.9 V¥ta � o základní
h rovnoste
h vektorové analýzy

Ne
h´ jsou dány funk
e f (~x) ∈ C2(G) a vektory funk
í ~F(~x), ~G(~x) ∈ C2(G), kde G ⊂ E3
je libovolná oblast. Pak na mnoºin¥

G platí rovnosti

• grad f (~x) =
D f

D~x ;

• rot grad f (~x) = ~0;

• div rot ~F(~x) = 0;

• div grad f (~x) = ∆ f (~x);

• rot rot ~F(~x) = grad div~F(~x) − ∆~F(~x);

• div
(
~F(~x) × ~G(~x)

)
=

〈
~G(~x) | rot ~F(~x)

〉
−

〈
~F(~x) | rot ~G(~x)

〉
;

• div
(

f (~x) ~F(~x)
)
= f (~x) div~F(~x) +

〈
~F(~x) | grad f (~x)

〉
.

D·kaz:

• prokázání platnosti uvedený
h rovností vektorové analýzy budeme demonstrovat na d·kazu druhého bodu

• snadno nahlédneme, ºe

rot grad f (~x) := ∇ × grad f (~x) = det




~ǫ1

∂
∂x1

∂ f

∂x1

~ǫ2

∂
∂x2

∂ f

∂x2

~ǫ3

∂
∂x3

∂ f

∂x3



=

=

(
∂2 f

∂x3∂x2
− ∂2 f

∂x2∂x3
;
∂2 f

∂x1∂x3
− ∂2 f

∂x3∂x1
;
∂2 f

∂x2∂x1
− ∂2 f

∂x1∂x2

)
= (0, 0, 0)

• poslední rovnost plyne z p°íslu²nosti funk
e f (~x) do t°ídy C2(G), kde je podle d·sledku 2.1.20 zaru£ena zám¥nnost

odpovídají
í
h si par
iální
h deriva
í
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KAPITOLA 2. DIFERENCIÁLNÍ PO�ET

2.3 Totální diferen
iál

V následují
í sek
i se budeme snaºit dát zmi¬ované základní pojmy diferen
iálního po£tu do souvislosti s topologi
kými

vlastnostmi z první kapitoly. Budeme p°itom mít na z°eteli výsledek p°íkladu 2.1.11, který zjevn¥ prokázal, ºe ani existen
e

totální deriva
e není garantem spojitosti funk
e ví
e prom¥nný
h. Bude tedy t°eba nalézt siln¥j²í alternativu k pojmu

par
iální deriva
e. Takovou alternativou bude pojem totálního diferen
iálu, o jehoº síle se p°esv¥d£íme za malou 
hvíli.

2.3.1 V¥ta � o p°ír·stku

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R má na otev°eném intervalu I =
�r

k=1(αk, βk) totální deriva
i. Potom pro v²e
hna

~x, ~y ∈ I

existují body

~ξ1, ~ξ2, . . . , ~ξr ∈ I tak, ºe platí

f (~x) − f (~y) =

r∑

i=1

∂ f

∂xi
(~ξi) (xi − yi).

D·kaz:

• d·kaz budeme demonstrovat (bez újmy na obe
nosti) na p°ípadu r = 2, kdy I = (α1, β1) × (α2, β2)

• ne
h´

~x = (x1, x2) a ~y = (y1, y2)

• z
ela bez jaký
hkoliv po
hybností platí formální rovnost

f (~x) − f (~y) = f (x1, x2) − f (y1, x2) + f (y1, x2) − f (y1, y2)

• de�nujme pro t ∈ 〈x1, y1〉 funk
i ψ1(t) = f (t, x2) a pro t ∈ 〈x2, y2〉 funk
i ψ2(t) = f (y1, t)

• pak ψ1(t), ψ2(t) jsou na svý
h de�ni£ní
h obore
h spojité (viz v¥ta 2.1.10) a mají tam deriva
e

∂ f

∂x1
(t, x2), resp.

∂ f

∂x2
(y1, t),

• podle Lagrangeovy v¥ty o p°ír·stku (aplikované odd¥len¥ na funk
e ψ1(t) a ψ2(t)) tedy existují £ísla η1 ∈ (x1, y1)
a η2 ∈ (x2, y2) taková, ºe

ψ1(x1) − ψ1(y1) = ψ′1(η1) (x1 − y1), ψ2(x2) − ψ2(y2) = ψ′2(η2) (x2 − y2)

• dostáváme proto

f (~x) − f (~y) = ψ1(x1) − ψ1(y1) + ψ2(x2) − ψ2(y2) = ψ′1(η1) (x1 − y1) + ψ′2(η2) (x2 − y2) =

=
∂ f

∂x1
(η1, x2) (x1 − y1) +

∂ f

∂x2
(y1, η2) (x2 − y2),

tj. za body

~ξ1, ~ξ2 z tvrzení v¥ty sta£í volit body

~ξ1 = (η1, x2) a ~ξ2 = (y1, η2), které z°ejm¥ pat°í do I

2.3.2 V¥ta

Ne
h´ je pro funk
i f (~x) : Er 7→ R spln¥n alespo¬ jeden z p°edpoklad·: 1) f (~x) má na jistém okolí U(~a) bodu ~a totální

deriva
i, která je naU(~a) omezená; 2) f (~x) má na jistém okolíU(~a) spojitou totální deriva
i. Pak f (~x) je v bod¥ ~a spojitá.

D·kaz:

• nejprve prokáºeme první z obou tvrzení

• funk
e f (~x) : Er 7→ R má podle p°edpoklad· na okolí U(~a) bodu

~a vlastní par
iální deriva
e prvního °ádu podle

v²e
h prom¥nný
h

• v okolí U(~a) jist¥ leºí n¥jaký otev°ený interval tvaru I =
�r

k=1(αk, βk), a lze tudíº uºít v¥ty o p°ír·stku 2.3.1

• v ní poloºme

~y = ~a

• pro

~x ∈ U(~a) tedy existují

~ξi ∈ I (i ∈ r̂) tak, ºe

f (~x) − f (~a) =

r∑

i=1

∂ f

∂xi
(~ξi) (xi − ai)
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2.3. TOTÁLNÍ DIFERENCIÁL

• z omezenosti deriva
e na U(~a) plyne existen
e £ísla K > 0, pro n¥jº a v²e
hna

~x ∈ U(~a) a i ∈ r̂ platí

∣∣∣∣∣
∂ f

∂xi
(~ξi)

∣∣∣∣∣ < K

• tedy

| f (~x) − f (~a)| < K
r∑

i=1

|xi − ai| = K ̺1(~x, ~a),

kde ̺1 je sí´ová metrika

• pro v²e
hna

~x, pro neº ̺1(~x, ~a) < ε
K
, tedy p°i δ = ε

K
, je | f (~x) − f (~a)| < ε, 
oº díky ekvivalentnosti metrik v Rr

(viz

poznámka 1.1.3) dokazuje poºadovanou spojitost funk
e f (~x) v bod¥

~a

• druhé z dokazovaný
h tvrzení plyne po aplika
i v¥ty 1.2.27 z faktu, ºe funk
e spojitá v

~a (a de�novaná na n¥jakém

okolí bodu

~a) je jistém U(~a) nutn¥ omezená, a d·kaz se proto p°evádí na bod £. 1

2.3.3 De�ni
e

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R je de�nována na jistém okolí bodu

~a ∈ Er
. Totálním diferen
iálem funk
e f (~x) v bod¥

~a

nazýváme lineární funk
i d f~a(~h) tvaru

d f~a(~h) =

r∑

i=1

αihi,

kde

~h = (h1, h2, . . .hr) ∈ U(~0) ⊂ Er
a αi ∈ R (i ∈ r̂), pro niº platí

f (~a + ~h) − f (~a) =

r∑

i=1

αihi + η(~h), (2.6)

p°i£emº

lim
~h→~0

η(~h)

‖~h‖
= 0. (2.7)

Jestliºe taková funk
e s vlastnostmi uvedenými vý²e existuje, °íkáme, ºe funk
e f (~x) má v bod¥

~a totální diferen
iál

nebo ºe je v bod¥

~a diferen
ovatelná. Nezávisle prom¥nnou hk (k ∈ r̂) vystupují
í ve funk
i d f~a(~h) budeme nazývat k−tou
diferen
í.

2.3.4 Komentá°

Nezávisle prom¥nnou

~h z de�ni
e totálního diferen
iálu bývá zvykem ozna£ovat také d~x a její sloºky (diferen
e) hk

symboly dxk. Z kontextu de�ni
e vyplývá, ºe hodnota dxk p°edstavuje od
hylku (sm¥rov¥ orientovanou) k−té sou°adni
e
libovolného bodu

~x od k−té sou°adni
e bodu ~a, v n¥mº totální diferen
iál vy²et°ujeme, tedy dxk = xk−ak. Dále povaºujeme

za d·leºité p°ipomenout ekvivalen
i rovností

lim
~h→~0

η(~h)

‖~h‖
= 0 ⇔ lim

~h→~0

|η(~h)|
‖~h‖

= 0.

2.3.5 Komentá°

V následují
ím textu vyslovíme jednu ze základní
h v¥t diferen
iálního po£tu funk
e ví
e prom¥nný
h. Dokáºeme, ºe roli

garanta spojitosti p°evezme pro funk
i ví
e prom¥nný
h práv¥ totální diferen
iál. A naví
 také prokáºeme, ºe kaºdá funk
e

má ve vybraném bod¥

~a nejvý²e jeden totální diferen
iál, tj. ºe koe�
ienty αk v de�ni
i 2.3.3 jsou ur£eny jednozna£n¥.

Toto sd¥lení je obsahem nad
házejí
í v¥ty.
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2.3.6 V¥ta � o koe�
iente
h totálního diferen
iálu

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R má v bod¥

~a ∈ Er
totální diferen
iál

∑r
k=1 αkhk. Pak pro koe�
ienty αk totálního diferen
iálu

2.3.3 platí

αk =
∂ f

∂xk
(~a), (k ∈ r̂).

D·kaz:

• v de�ni
i 2.3.3 volme pro ú£ely tohoto d·kazu

~h = t~ǫk, kde ~ǫk reprezentuje k−tý vektor standardní báze v Rr

• dostáváme tak sadu rovností

∣∣∣∣∣∣
f (~a + t~ǫk) − f (~a)

t
− αk

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

f (~a + t~ǫk) − f (~a)

t
−

r∑

i=1

αiδik

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣
f (~a + t~ǫk) − f (~a)

t
− 1

t

r∑

i=1

αitǫki

∣∣∣∣∣∣∣
=
|η (

t~ǫk
) |

|t| =
|η (

t~ǫk
) |

‖t~ǫk‖
(2.8)

• poznamenáváme pro úplnost, ºe v p°ede²lý
h úvahá
h bylo vyuºito krom¥ jiného také de�ni
e normy

• pravá strana rovnosti (2.8) má podle de�ni
e 2.3.3, resp. podle vztahu (2.7) pro t→ 0 limitu nula

• proto tedy

lim
t→0

∣∣∣∣∣∣
f (~a + t~ǫk) − f (~a)

t
− αk

∣∣∣∣∣∣ = lim
t→0

|η (
t~ǫk

) |
‖t~ǫk‖

= |~h = t~ǫk| = lim
~h→~0

|η(~h)|
‖~h‖

= 0,

kde bylo vyuºito v¥ty o vztahu limity bez p°ívlastku a limity vzhledem k mnoºin¥

• jelikoº limita bez p°ívlastku lim~h→~0
|η(~h)|
‖~h‖

existuje, musí podle v¥ty 1.2.11 existovat i limita vzhledem k úse£
e

{(0, 0, . . . , 0, t, 0, . . . , 0, 0) : t ∈ Uδ(0)} ⊂ Uδ(~0) leºí
í v jistém okolí Uδ(~0) a ob¥ limity se musejí rovnat

• protoºe je rovnost lim~h→~0
|η
(
~h
)
|

‖~h‖
= 0 garantována p°ímo v de�ni
i totálního diferen
iálu, d·kaz se tím uzavírá, nebo´

lim
t→0

∣∣∣∣∣∣
f (~a + t~ǫk) − f (~a)

t
− αk

∣∣∣∣∣∣ = lim
t→0

f (~a + t~ǫk) − f (~a)

t
− αk = 0

• odtud αk =
∂ f

∂xk
(~a)

2.3.7 V¥ta

Ne
h´ má funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ Er
totální diferen
iál. Pak je v bod¥

~a spojitá a má v n¥m deriva
i.

D·kaz:

• podle de�ni
e totálního diferen
iálu platí pro

~h→ ~0

| f (~a + ~h) − f (~a)| =
∣∣∣∣∣∣∣

r∑

i=1

αihi + η(~h)

∣∣∣∣∣∣∣
6 ‖~h‖1 max

i∈r̂
|αi| + |η(~h)| → 0

• p°itom ‖~h‖1 =
∑r

i=1 |hi| je sí´ová norma vektoru

~h

• tedy pro kaºdé ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uδ(~a) platí pro funk£ní hodnoty nerovnost
∣∣∣ f (~x)− f (~a)

∣∣∣ <
ε

• to dokazuje spojitost funk
e f (~x) v bod¥

~a

• existen
e deriva
e plyne p°ímo z v¥ty 2.3.6
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2.3.8 Komentá° � o geometri
kém významu totálního diferen
iálu

Ne
h´ je funk
e f (~x) : E2 7→ R de�nována na okolí bodu (x0, y0). Potom má její totální diferen
iál následují
í význam.

Ne
h´ gα,β(~x) : E2 7→ R je lineární funk
e de�novaná p°edpisem

gα,β(x, y) = f (x0, y0) + α(x − x0) + β(y − y0),

kde α, β ∈ R. Grafem této funk
e je rovina pro
házejí
í bodem (x0, y0, f (x0, y0)) ∈ E3. Potom funk
e f (x, y) má v bod¥

(x0, y0) totální diferen
iál práv¥ tehdy, kdyº existují taková α, β ∈ R, ºe pro funk
i

η(x − x0, y − y0) := f (x, y) − gα,β(x, y)

platí

η(h1, h2)

‖~h‖
→ 0

pro

~h→ 0, tj. od
hylka roviny z = gα,β(x, y) od grafu funk
e f (x, y) je veli£ina nekone£n¥ malá vzhledem ke vzdálenosti√
(x − x0)2 + (y − y0)2. Taková rovina se pak (podle níºe uvedené de�ni
e) nazývá te£nou rovinou ke grafu funk
e

f (x, y) v bod¥ (x0, y0). Je tedy moºné °í
i, ºe f (x, y) má v bod¥ (x0, y0) totální diferen
iál práv¥ tehdy, kdyº v bod¥

(x0, y0, f (x0, y0)) ∈ E3
existuje te£ná rovina ke grafu funk
e f (x, y). Z vý²e uvedeného proto vyplývá, ºe normálovým

vektorem te£né nadroviny ke grafu (1.2) obe
né funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥ (a1, a2, . . . , ar, f (~a)) ∈ Er+1
je vektor

(
∂ f

∂x1
(~a),

∂ f

∂x2
(~a), . . . ,

∂ f

∂xr
(~a),−1

)
. (2.9)

2.3.9 De�ni
e

Ne
h´ má funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ Er
totální diferen
iál

∑r
k=1 αkhk. Pak nadrovinu popsanou rovni
í

y − f (~a) =

r∑

k=1

αk(xk − ak)

budeme nazývat te£nou nadrovinou ke grafu Γ f v jeho bod¥ (~a, f (~a)).

2.3.10 P°íklad

Nalezn¥me rovni
i te£né roviny k funk
i z(x, y) =
√

50 − x2 − y2
v bod¥

~a = (3, 4). Funk£ní hodnotou je z(3, 4) = 5. Dále

∂z

∂x
(~a) =

−x√
50 − x2 − y2

(~a) = −3

5
,

∂z

∂y
(~a) =

−y
√

50 − x2 − y2
(~a) = −4

5
.

Pak rovni
i te£né roviny získáme z p°edpisu totálního diferen
iálu

z − 5 = −3

5
(x − 3) − 4

5
(y − 4),

která nakone
 vede k �nálnímu tvaru 3x + 4y + 5z = 50. Výsledek úlohy je vyobrazen na následují
ím obrázku.
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Obrázek 2.12

Te£ná rovina ke grafu funk
e.

2.3.11 P°íklad

Zkoumejme totální diferen
iál funk
e (2.2) z p°íkladu 2.1.11. Podle jiº zji²t¥ný
h skute£ností by totální diferen
iál této

funk
e v bod¥

~0 nem¥l existovat. Kdyby existoval, pak by ale jist¥ m¥l podle v¥ty 2.3.6 tvar

d f~0(dx, dy) =
∂ f

∂x
(~0) dx +

∂ f

∂y
(~0) dy = 0 dx + 0 dy = 0.

Pro zbytkovou funk
i by tudíº platilo

η(h, k) =
hk

h2 + k2
.

Ov²em limita

lim
(h,k)→~0

η(h, k)

‖(h, k)‖ = lim
(h,k)→~0

hk

(h2 + k2)3/2

neexistuje, jak se lze p°esv¥d£it, hledáme-li limitu vzhledem k p°ímkám Mγ = {(k, h) ∈ E2 : k = γh}. Snadno nahlédneme,

ºe limita

lim
(h,k)→~0,(h,k)∈Mγ

= lim
h→0

γh2

h3(1 + γ2)3/2
=

γ

(1 + γ2)3/2
lim
h→0

1

h

neexistuje, a tedy není spln¥na podmínka (2.7) z de�ni
e totálního diferen
iálu 2.3.3. Zkoumaná funk
e proto skute£n¥

v bod¥

~0 totální diferen
iál nemá.

2.3.12 P°íklad

V tomto p°íklad¥ ukáºeme, ºe funk
e

f (x, y) =



2|xy|
|x|+|y|

0

(x, y) , (0, 0);

(x, y) = (0, 0);
(2.10)

má ob¥ par
iální deriva
e v bod¥ 0 = (0, 0) nulové, je v tomto bod¥ spojitá, ale nemá v n¥m totální diferen
iál. Kdyby

totální diferen
iál existoval, pak by m¥l podle v¥ty 2.3.6 tvar

d f~0(dx, dy) =
∂ f

∂x
(~0) dx +

∂ f

∂y
(~0) dy = 0 dx + 0 dy = 0.

Pro zbytkovou funk
i by pak platilo

η(h, k) =
2|hk|
|h| + |k| .

Limita

lim
(h,k)→~0

η(h, k)

‖(h, k)‖ = lim
(h,k)→~0

2|hk|√
h2 + k2(|h|+ |k|)
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ale op¥t neexistuje, nebo´ hledáme-li limitu vzhledem k p°ímkám Mγ = {(k, h) ∈ E2 : k = γh}, zji²´ujeme, ºe limita

lim
(h,k)→~0,(h,k)∈Mγ

= lim
h→0

2|γ|h2

h2
√

1 + γ2

1

1 + |γ| =
2|γ|

√
1 + γ2

1

1 + |γ|

závisí na volb¥ konstanty γ ∈ R, a tedy na základ¥ platnosti v¥ty 1.2.11 limita bez p°ívlastku neexistuje. Zkoumaná

funk
e proto nemá v bod¥ (0, 0) totální diferen
iál, a tudíº neexistuje te£ná rovina ke grafu této funk
e v bod¥ grafu

(0, 0, 0) � viz také obrázek.

Obrázek 2.13

Graf funk
e f (x, y) =
2|xy|
|x|+|y| .

Snadno nahlédneme (ostatn¥ jiº jsme tohoto faktu uºili), ºe funk
e (2.10) má v bod¥

~0 ob¥ par
iální deriva
e a naví


je v tomto bod¥ také spojitá. O tom se p°esv¥d£íme z de�ni
e. Máme dokázat, ºe pro v²e
hna ε > 0 existuje δ > 0 tak,

ºe pro v²e
hna (x, y) ∈ Uδ(~0) spl¬ují v²e
hny p°íslu²né funk£ní hodnoty nerovnost | f (x, y)| < ε. Tvrzení (x, y) ∈ Uδ(~0)
je p°itom ekvivalentní nerovnosti x2 + y2 < δ2. Prokáºeme nyní, ºe jestliºe pro libovolné ε > 0 poloºíme δ := ε√

2
, bude

de�ni£ní vztah spln¥n. Uºijeme p°itom triviální
h nerovností

∣∣∣∣∣
2xy

|x| + |y|

∣∣∣∣∣ 6 |x| + |y|, (x, y) , (0, 0),

|x| + |y| 6
√

2x2 + 2y2,

o jeji
hº platnosti se lze p°esv¥d£it snadnými úpravami. Pak tedy, je-li (x, y) ∈ Uδ(~0), je z°ejm¥ spln¥na nerovnost

√
x2 + y2 <

ε√
2
.

Tehdy ale

| f (x, y)| =
∣∣∣∣∣

2xy

|x| + |y|

∣∣∣∣∣ 6 |x| + |y| 6
√

2x2 + 2y2 <
√

2
ε√
2
= ε.

To zavr²uje d·kaz spojitosti funk
e (2.10).

2.3.13 Komentá°

Úzus zna£ení totálního diferen
iálu bývá pon¥kud r·znorodý. Existuje totiº n¥kolik v²eobe
n¥ uznávaný
h variant. Má-li

funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ Er
totální diferen
iál, lze krom¥ tvaru z de�ni
e 2.3.3 uºít i alternativy

d f~a(dx1, dx2, . . . , dxr) =

r∑

k=1

∂ f

∂xk
(~a) dxk,

resp.

d f~a(~x) =

r∑

k=1

∂ f

∂xk
(~a)(xk − ak).
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2.3.14 De�ni
e

Ne
h´ m ∈ N. Ne
h´ má funk
e f (~x) : Er 7→ R m−tý totální diferen
iál dm f~x(~h) ve v²e
h bode
h

~x okolí Uδ(~a) bodu

~a ∈ Er. Ozna£me g(~x) := dm f~x(~h) funk
i 
hápanou jako zobrazení z okolíUδ(~a) do mnoºiny v²e
h reálný
h £ísel, kde se

~h
pro ú£ely této de�ni
e 
hápe jako vektor parametr·. Totálním diferen
iálem °ádu m+ 1 funk
e f (~x) v bod¥

~a rozumíme

funk
i dm+1 f~a(~h) de�novanou p°edpisem dm+1 f~a(~h) := dg~a(~h), pokud je pravá strana dob°e de�nována (v souladu s de�ni
í

2.3.3).

2.3.15 Komentá°

Tvar de�ni
e 2.3.14 bývá ozna£ován jako rekurentní, nebo´ k ur£ení diferen
iálu m−tého °ádu je nezbytné znát diferen
iál

°ádu m − 1. Jak de�ni
e funguje si oz°ejmíme na následují
ím p°íklad¥. Pro funk
i f (~x) : Er 7→ R ozna£me v souladu s

de�ni
í 2.3.3 symbolem d f~x(~h) její totální diferen
iál vypo£tený v bod¥

~x a poloºme g(~x) := d f~x(~h). Funk
e g(~x) je tedy

de�nována v²ude tam, kde má funk
e f (~x) totální diferen
iál. Odtud tedy

g(~x) =

r∑

k=1

∂ f

∂xk
(~x) hk.

Podle de�ni
e 2.3.14 je nyní t°eba vypo£ítat (první) totální diferen
iál této funk
e. Pokud v bod¥

~a existuje, nutn¥ platí

d
2 f~a(~h) = dg~a(

~h) =

r∑

k=1

∂g

∂xk
(~a) hk =

r∑

k=1

∂

∂xk




r∑

ℓ=1

∂ f

∂xℓ
(~x) hℓ




∣∣∣∣∣∣∣
~a

hk =

r∑

k=1

r∑

ℓ=1

∂2 f

∂xℓ∂xk
(~a) hkhℓ.

Analogi
kým postupem lze získat také tvar diferen
iál· vy²²í
h °ád·

dm f~a(~h) =

r∑

k1=1

r∑

k2=1

. . .
r∑

km=1

∂m f

∂xk1
∂xk2

. . . ∂xkm

(~a) hk1
hk2
. . . hkm

. (2.11)

Pov²imn¥te si, ºe se ve výrazu (2.11) vyskytují v²e
hny p°ípustné varianty m−té par
iální deriva
e. Zápis (2.11) ov²em

nevyuºívá d·sledku 2.1.20 o zám¥nnosti smí²ený
h par
iální
h deriva
í. Uºijeme-li ho, tedy p°edpokládáme-li, ºe f (~x) ∈
Cm(Uδ(~a)), zjistíme, ºe par
iální deriva
e

∂m f

∂xk1
∂xk2

. . . ∂xkm

(~a) (2.12)

má

m!

ℓ1!ℓ2! . . . ℓr!
(2.13)

shodný
h alternativ, kde ℓk(k ∈ r̂) je po£et výskyt· prom¥nné xk v deriva
i (2.12). Vzore
 (2.13) p°edstavuje po£et

permuta
í r prvk· s opakováním prvku £. 1 ℓ1-krát, prvku £. 2 ℓ2-krát atd. P°itom
∑r

k=1 ℓk = m.

2.3.16 V¥ta

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R má na jistém okolí bodu

~a ∈ Er
deriva
i, která je spojitá. Pak má v bod¥

~a totální diferen
iál.

D·kaz:

• dle p°edpoklad· v¥ty má funk
e f (~x) : Er 7→ R na jistém okolí bodu

~a ∈ Er
spojité první par
iální deriva
e podle

v²e
h prom¥nný
h, tj. existuje δ > 0 tak, ºe f (~x) ∈ C1(Uδ(~a))

• v tom okolí Uδ(~a) jist¥ existuje otev°ený interval I ⊂ Uδ(~a), jehoº je ~a sou£ástí

• podle v¥ty o p°ír·stku 2.3.1 proto existují pro pevn¥ zvolený (dostate£n¥ malý) vektor

~h vektory

~ξ1, ~ξ2, . . . , ~ξr ∈ I,

pro které platí ̺(~ξi(~h), ~a) 6 ‖~h‖, tak, ºe platí rovnost

f (~a + ~h) − f (~a) =

r∑

i=1

∂ f

∂xi
(~ξi) hi,

• odtud

η(~h) = f (~a + ~h) − f (~a) −
r∑

i=1

∂ f

∂xi
(~a)hi =

r∑

i=1

(
∂ f

∂xi
(~ξi) −

∂ f

∂xi
(~a)

)
hi
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• a tedy

|η(~h)|
‖~h‖

=

r∑

i=1

∣∣∣∣∣
∂ f

∂xi
(~ξi) −

∂ f

∂xi
(~a)

∣∣∣∣∣
|hi|
‖~h‖
6

r∑

i=1

∣∣∣∣∣
∂ f

∂xi
(~ξi) −

∂ f

∂xi
(~a)

∣∣∣∣∣
‖h‖1
‖~h‖

,

kde ‖h‖1 =
∑r

k=1 |hk| je sí´ová metrika vektoru

~h

• v kone£n¥dimenzionálním prostoru jsou ale podle v¥ty 6.3.5 ze skript [8℄ v²e
hny metriky ekvivalentní

• existuje tudíº α > 0 tak, ºe pro v²e
hny vektory

~x ∈ Er
platí: ‖~x‖1 6 α‖~x‖

• protoºe jsou par
iální deriva
e

∂ f

∂xi
na okolí bodu

~a spojité, existuje ke kaºdému ε > 0 takové δ > 0, ºe z nerovnosti

̺(~x, ~a) < δ plyne

∣∣∣∣∣
∂ f

∂xi
(~x) − ∂ f

∂xi
(~a)

∣∣∣∣∣ <
ε

α
; (i ∈ r̂)

• pro ‖~h‖ < δ platí také nerovnost ̺(~ξi(~h), ~a) < δ

• tedy pro ‖~h‖ < δ dostáváme kone£n¥

|η(~h)|
‖~h‖

6 α
ε

α
= ε

• tedy

lim
~h→~0

|η(~h)|
‖~h‖

= lim
~h→~0

η(~h)

‖~h‖
= 0

• tím je existen
e hledaného totálního diferen
iálu prokázána

2.3.17 Komentá°

Na základ¥ platnosti p°ede²lé v¥ty získává symbol Ck(G) novou (podstatn¥ siln¥j²í) interpreta
i. Doposud jsme zápisem

f (~x) ∈ Ck(G) rozum¥li skute£nost, ºe funk
e f (~x) má na oblasti G spojité v²e
hny par
iální deriva
e °ádu k ∈ N. Nyní
ale byla de fa
to dokázána implika
e

f (~x) ∈ Ck(G)⇒ f (~x) ∈ Ck−1(G).

Tento pravdivý výrok nevyplývá pouze z v¥ty 2.3.16, ale také z v¥ty 2.3.7. Symbol Ck(G) lze tedy nov¥ interpretovat

jako mnoºinu funk
í, které mají na mnoºin¥ G spojité par
iální deriva
e aº do °ádu k v£etn¥.

2.3.18 V¥ta � o kvadrati
ké form¥ druhého totálního diferen
iálu

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R, která je na oblasti G ⊂ Er
t°ídy C2(G). Pak má tato funk
e na G druhý totální

diferen
iál d2 f~a(d~x), který p°edstavuje r−dimenzionální kvadrati
kou formu, jejíº mati
í je mati
e Hessova (viz de�ni
e

2.1.15), tj. pro kaºdé

~a ∈ G platí rovnost

d2 f~a(d~x) = d~x⊺H~a d~x. (2.14)

D·kaz:

• za daný
h okolností je Hessova mati
e jist¥ mati
í symetri
kou, 
oº je pro d·kaz tvrzení nezbytné prokázat

• p°edpis d~x⊺H~a d~x tudíº skute£n¥ reprezentuje kvadrati
kou formu

• naví
 p°íslu²nost funk
e ke t°íd¥ C2(G) garantuje podle v¥ty 2.3.16 existen
i druhého totálního diferen
iálu

• zbývá tudíº pouze prokázat rovnost (2.14), 
oº je ale banální
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2.3.19 V¥ta � o vzor
i pro výpo£et sm¥rové par
iální deriva
e

Ne
h´ má funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ Er
totální diferen
iál. Potom má v bod¥

~a par
iální deriva
i v kaºdém sm¥ru

~s , ~0 a platí

∂ f

∂~s
(~a) =

1

‖~s‖ 〈grad f (~a) |~s〉. (2.15)

D·kaz:

• z de�ni
e sm¥rové deriva
e a totálního diferen
iálu dostáváme

f (~a + t~s) − f (~a)

t‖~s‖ =

∑r
i=1

∂ f

∂xi
(~a) t si + η(t~s)

t‖~s‖ =
1

‖~s‖

r∑

i=1

∂ f

∂xi
(~a) si +

η(t~s)

t‖~s‖

• podle vlastnosti funk
e η(~h) z de�ni
e totálního diferen
iálu platí

lim
t→0

|η(t~s)|
|t|‖~s‖ = lim

t→0

∣∣∣∣∣∣
η(t~s)

‖t~s‖

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

~h = t~s

‖~h‖ = |t| · ‖~s‖

∣∣∣∣∣∣∣
= lim
~h→~0

|η(~h)|
‖~h‖

= 0

• poznamenáváme také, ºe i zde bylo uºito v¥ty 1.2.15

• z p°ede²lého mezivýpo£tu vyplývá, ºe

lim
t→0

η(t~s)

t‖~s‖ = 0

• odsud

∂ f

∂~s
(~a) =

1

‖~s‖

r∑

i=1

∂ f

∂xi
(~a) si =

1

‖~s‖ 〈grad f (~a) |~s〉

2.3.20 P°íklad

Pro funk
i

f (x, y) =


5x +

(x−1)y2

(x−1)2+4y2 (x, y) , (1, 0);

5 (x, y) = (1, 0);

ur£eme sm¥rovou par
iální deriva
i ve sm¥ru

~s = (2,−1) v bod¥ ~a = (1, 0), existuje-li. Není t¥ºké ukázat, ºe grad f (1, 0) =
(5, 0). Odtud

1

‖~s‖ 〈grad f (~a) |~s〉 = 1√
5
〈(5, 0)|(2,−1)〉 = 2

√
5.

Ale podle de�ni
e

∂ f

∂~s
(~a) =

1√
5

lim
h→0

f (1 + 2h,−h)− f (1, 0)

h
=

1√
5

lim
h→0

1

h

[
5 + 10h +

h

4
− 5

]
=

1√
5
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oº jasn¥ ukazuje, ºe p°edpoklad ve v¥t¥ 2.3.19 není spln¥n, a tedy totální diferen
iál v bod¥ (1, 0) jist¥ neexistuje.

2.3.21 V¥ta

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R a bod

~a ∈ Dom( f ). Ne
h´ pro kaºdý bod

~b z jistého okolí Uε(~a) bodu ~a má funk
e

f (~x) totální diferen
iál d f~b(~x), pro n¥jº platí d f~b(~x) = 0. Pak existuje C ∈ R tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uε(~a) platí rovnost

f (~x) = C.

D·kaz:

• zvolme bod

~b ∈ Uε(~a) libovoln¥

• z p°edpoklad· v¥ty plyne, ºe d f~b(~x) = 0

• podle vztahu (2.15) jsou tedy v²e
hny sm¥rové deriva
e

∂ f

∂~s
(~b) v bod¥

~b nulové

• naví
 z existen
e totálního diferen
iálu v kaºdém bod¥ mnoºiny Uε(~a) vyplývá, ºe funk
e je na Uε(~a) spojitá

• shrnuto tedy: v kaºdém sm¥ru

~s a v kaºdém bod¥ mnoºiny Uε(~a) jsou sm¥rové deriva
e nulové, tudíº funk
e

f (~x) : Er 7→ R je konstantní na Uε(~a)
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2.3.22 Komentá°

Práv¥ dokázanou v¥tu lze jednodu²e shrnout následují
ím zp·sobem. Má-li funk
e na okolí vybraného bodu nulový totální

diferen
iál, pak je na tomto okolí konstantní. Rad¥ji upozor¬ujeme £tená°e, ºe podobné tvrzení vyslovené pro jediný bod

není platné. Tedy existují funk
e, jeº mají v bod¥ nulový totální diferen
iál, a p°esto nejsou konstantní. To je doufejme

o£ividné. Stejn¥ je tomu pro deriva
i funk
e jedné prom¥nné.

2.3.23 D·sledek

Ne
h´ jsou dány funk
e f (~x) : Er 7→ R, g(~x) : Er 7→ R a bod

~a ∈ Dom( f ). Ne
h´ pro kaºdý bod

~b z jistého okolí Uε(~a)
bodu

~a mají funk
e f (~x) a g(~x) totální diferen
iály d f~b(~x), resp. dg~b(~x), pro n¥º platí d f~b(~x) = dg~b(~x). Pak existuje C ∈ R

tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uε(~a) platí rovnost f (~x) = g(~x) + C.

2.3.24 V¥ta � o deriva
i sloºené vektorové funk
e

Ne
h´ vektorová funk
e

~f (~x) : Er 7→ Es
má totální diferen
iál v bod¥

~a ∈ Er
a dále vektorová funk
e

~g(~y) : Es 7→ Ep
má

totální diferen
iál v bod¥

~b = ~f (~a) ∈ Es
. Potom také sloºená vektorová funk
e

~F(~x) := (~g ◦ ~f )(~x) : Er 7→ Ep
má totální

diferen
iál v bod¥

~a a platí následují
í tvrzení. Je-liA Ja
obiho mati
í vektorové funk
e

~f (~x) v bod¥ ~a a B Ja
obiho mati
í

vektorové funk
e

~g(~y) v bod¥ ~b, pak Ja
obiho mati
e C sloºené vektorové funk
e

~F(~x) v bod¥ ~a je dána vzor
em C = B·A.

D·kaz:

• v²e
hny zú£astn¥né funk
e mají odpovídají
í totální diferen
iál, tudíº podle v¥ty 2.3.6 mají téº p°íslu²né par
iální

deriva
e (a jsou naví
 i spojité)

• v¥ta 2.1.12 aplikovaná odd¥len¥ na sloºky Fk(~x) : Er 7→ R vede p°ímo ke vztahu

∂Fk

∂xi
(~a) =

s∑

j=1

∂gk

∂ f j
(~b) ·

∂ f j

∂xi
(~a); (k ∈ p̂, i ∈ r̂) (2.16)

• z p°edpoklad· v¥ty také víme, ºe

A =




∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

. . .
∂ f1
∂xr

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

. . .
∂ f2
∂xr

...
...

. . .
...

∂ fs
∂x1

∂ fs
∂x2

. . .
∂ fs
∂xr




(~a), B =




∂g1

∂y1

∂g1

∂y2
. . .

∂g1

∂ys

∂g2

∂y1

∂g2

∂y2
. . .

∂g2

∂ys

...
...

. . .
...

∂gp

∂y1

∂gp

∂y2
. . .

∂gp

∂ys




(~b)

• pak tedy podle jiº dokázané rovnosti (2.16) platí pro prvek Cki (k ∈ p̂, i ∈ r̂) Ja
obiho mati
e vektorové funk
e

~F(~x) := (~g ◦ ~f )(~x) : Er 7→ Ep
v bod¥

~a rovnost

Cki =
∂Fk

∂xi
(~a) =

s∑

j=1

∂gk

∂ f j
(~b) ·

∂ f j

∂xi
(~a) =

s∑

j=1

Bkj ·A ji

• odtud tedy C = B ·A

2.3.25 P°íklad

Ukaºme, jak se zm¥ní výraz

y2 ∂
2u

∂y2
− x2 ∂

2u

∂x2
+ 3x

∂u

∂x
− 3y

∂u

∂y

p°e
hodem do prom¥nný
h a = xy a b =
y

x . P°ed samotným výpo£tem nejprve stanovíme, na jaké mnoºin¥ je zadaná

transforma
e regulární. Protoºe transforma£ní vztahy jsou spojit¥ diferen
ovatelné v²ude krom¥ roviny x = 0, plyne z

nerovnosti

det

(
D(a, b)

D(x, y)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
y x

− y

x2
1
x .

∣∣∣∣∣∣∣
= 2

y

x
, 0,
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ºe mnoºinou regularity je 
elý prostor R2
s výjimkou rovin x = 0 a y = 0, tj.

G = {(x, y) ∈ R2 : x , 0 ∧ y , 0}.

Podle obe
ného tvrzení v¥ty 2.1.12 pak pro par
iální deriva
e funk
e u(a, b) platí:

∂u

∂x
= y

∂u

∂a
− y

x2

∂u

∂b
,

∂u

∂y
= x

∂u

∂a
+

1

x

∂u

∂b
.

Opakovanou aplika
í téºe v¥ty pak obdrºíme tvary transformovaný
h druhý
h par
iální
h deriva
í. Jsou to

∂2u

∂x2
= y2 ∂

2u

∂a2
− 2

y2

x2

∂2u

∂a∂b
+

y2

x4

∂2u

∂b2
+ 2

y

x3

∂u

∂b
,

∂2u

∂y2
= x2∂

2u

∂a2
+ 2

∂2u

∂a∂b
+

1

x2

∂2u

∂b2
.

Dosadíme-li tyto vztahy do p·vodního výrazu, máme

4y2 ∂
2u

∂a∂b
− 8

y

x

∂u

∂b
.

V tomto tvaru se ale stále je²t¥ mísí p·vodní a nové prom¥nné. Protoºe ab = y2, lze tento výraz veli
e jednodu²e p°evést

na �nální tvar

4ab
∂2u

∂a∂b
− 8b

∂u

∂b
.
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Kapitola 3

Posloupnosti a °ady funk
í ví
e

prom¥nný
h

Protoºe nás ve £tvrté kapitole £eká studium polynomiální
h aproxima
í funk
í ví
e prom¥nný
h, kdy se budeme snaºit

nahrazovat komplikovan¥j²í funk
e polynomiálními ekvivalenty tvaru

∞∑

k1=0

∞∑

k2=0

. . .
∞∑

kr=0

βk1k2...kr
(x1 − c1)k1 (x2 − c2)k2 . . . (xr − cr)

kr

(podobn¥ jako jsme to p°edvedli pro funk
e jediné prom¥nné ve skripte
h [8℄), bude nezbytné nejprve probádat vlastnosti

funk
ionální
h °ad funk
í ví
e prom¥nný
h.

3.1 Posloupnosti funk
í ví
e prom¥nný
h

Jelikoº jsou vlastnosti funk
ionální
h °ad siln¥ propojeny s vlastnostmi posloupností, budeme se v úvodu kapitoly zaobírat

práv¥ jimi.

3.1.1 De�ni
e

Ne
h´ ∅ ,M ⊂ Er. Potom kaºdé zobrazení mnoºiny N do mnoºiny v²e
h funk
í de�novaný
h na M nazýváme posloup-

ností funk
í na M. Je-li £íslu n ∈ N tímto zp·sobem p°i°azena funk
e fn(~x), zapisujeme funk£ní posloupnost

f1(~x), f2(~x), . . . nebo
(

fn(~x)
)∞

n=1
. (3.1)

P°irozené £íslo n p°itom nazýváme indexem a funk
i fn(~x) n−tým £lenem posloupnosti (3.1).

3.1.2 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost funk
í (3.1) de�novaná na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er. �ekneme, ºe posloupnost funk
í (3.1)

konverguje v bod¥

~c ∈ M, jestliºe konverguje £íselná posloupnost ( fn(~c))∞
n=1
, tj. existuje-li γ ∈ R takové, ºe pro kaºdé

ε > 0 existuje p°irozené n0 tak, ºe pro v²e
hna n > n0 platí nerovnost | fn(~c) − γ| < ε. �ekneme, ºe posloupnost funk
í

(3.1) konverguje (bodov¥) na mnoºin¥ N ⊂M, jestliºe konverguje v kaºdém bod¥ mnoºiny N.

3.1.3 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost funk
í (3.1) de�novaná na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er. Ne
h´ pro kaºdé

~c ∈ N, kde N ⊂M,
posloupnost ( fn(~c))∞

n=1
konverguje. Ozna£me f (~c) hodnotu limity posloupnosti ( fn(~c))∞

n=1
. Tímto zp·sobem je na mnoºin¥

N de�nována funk
e

~x 7→ f (~x), kterou nazýváme limitou posloupnosti funk
í (3.1) (nebo alternativn¥ limitní funk
í)

a zna£íme f (~x) = limn→∞ fn(~x). Oborem konvergen
e O posloupnosti (3.1), který je zárove¬ de�ni£ním oborem limitní

funk
e, nazýváme mnoºinu v²e
h bod·

~c ∈M, ve který
h tato posloupnost konverguje.

3.1.4 De�ni
e

Ne
h´ (3.1) je posloupnost funk
í de�novaný
h na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er
. �ekneme, ºe tato posloupnost stejno-

m¥rn¥ konverguje na M k funk
i f (~x), jestliºe pro v²e
hna ε > 0 existuje n0 tak, ºe pro v²e
hna n > n0 a pro v²e
hna

~x ∈M platí nerovnost | fn(~x) − f (~x)| < ε.
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3.1.5 Komentá°

Bodovou konvergen
i zna£íme oby£ejn¥ symbolem fn(~x)→ f (~x), stejnom¥rnou pak fn(~x)⇒ f (~x). Rozdíl mezi bodovou

a stejnom¥rnou konvergen
í je dob°e patrný z kvanti�kátorového zápisu de�ni
 obou pojm·:

• bodová konvergen
e

(∀ε > 0) (∀~x ∈M) (∃n0 ∈ N) : n ∈ N ∧ n > n0 ⇒
∣∣∣ fn(~x) − f (~x)

∣∣∣ < ε. (3.2)

• stejnom¥rná konvergen
e

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : n ∈ N ∧ n > n0 ∧ ~x ∈M⇒
∣∣∣ fn(~x) − f (~x)

∣∣∣ < ε. (3.3)

Stejnom¥rná konvergen
e tedy poºaduje existen
i "univerzálního"n0, které plní svoji roli pro v²e
hna

~x ∈M.

3.1.6 V¥ta � Bolzanova-Cau
hyova podmínka pro stejnom¥rnou konvergen
i

Posloupnost funk
í (3.1) je stejnom¥rn¥ konvergentní na M ⊂ Er
práv¥ tehdy, kdyº spl¬uje tzv. Bolzanovu-Cau
hyovu

podmínku tvaru

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : m, n > n0 ∧ ~x ∈M⇒ | fn(~x) − fm(~x)| < ε. (3.4)

D·kaz:

• První implika
e:

� ne
h´ ( fn(~x))∞
n=1

stejnom¥rn¥ konverguje na M k jisté funk
i f (~x)

� pak pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, ºe pro libovolná m, n ∈ N taková, ºe m, n > n0, a pro v²e
hna

~x ∈M platí

| fn(~x) − f (~x)| < ε

2
∧ | fm(~x) − f (~x)| < ε

2

� a tedy | fn(~x) − fm(~x)| 6 | fn(~x) − f (~x)| + | fm(~x) − f (~x)| < ε

• Druhá implika
e:

� ne
h´ posloupnost funk
í spl¬uje vztah (3.4)

� pak podle Bolzanovy-Cau
hyovy podmínky pro £íselné posloupnosti posloupnost (3.1) konverguje bodov¥ k

jisté funk
i na mnoºin¥ M (ozna£me ji f (~x))

� 
h
eme dokázat, ºe fn(~x)⇒ f (~x) na M

� zvolme ε > 0 a k £íslu

ε
2 vyberme podle (3.4) n0 tak, aby pro v²e
hna m, n > n0 platilo

| fn(~x) − fm(~x)| < ε

2

� pro libovolné pevn¥ zvolené n > n0 a pro m rostou
í nade v²e
hny meze pak odsud dostaneme nerovnost

| fn(~x) − f (~x)| 6 ε/2 < ε platnou pro kaºdé

~x ∈M

• tím je d·kaz zkompletován

3.1.7 V¥ta � supremální kritérium

Ne
h´ f (~x) a fn(~x) pro v²e
hna n jsou funk
e de�nované na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er. Ozna£me

σn := sup
~x∈M

| fn(~x) − f (~x)|

pro kaºdé n. Pak posloupnost funk
í ( fn(~x))∞
n=1

konverguje na mnoºin¥ M stejnom¥rn¥ k funk
i f (~x) práv¥ tehdy, kdyº

limn→∞ σn = 0.

D·kaz:

• pro v²e
hna

~x ∈M a v²e
hna n ∈ N z°ejm¥ platí nerovnost | fn(~x) − f (~x)| 6 σn

• První implika
e:
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� p°edpokládejme, ºe limn→∞ σn = 0

� z de�ni
e limity £íselné posloupnosti (σn)∞
n=1

plyne, ºe pro libovolné ε > 0 existuje n0 takové, ºe |σn| = σn < ε
pro v²e
hna n > n0

� to zna£í (jak vyplývá z de�ni
e suprema), ºe pro v²e
hna n > n0 a v²e
hna ~x ∈M platí také | fn(~x)− f (~x)| < ε,
a tedy fn(~x)⇒ f (~x) na M

• Druhá implika
e:

� p°edpokládejme, ºe fn(~x)⇒ f (~x) na M

� zvolme libovolné ε > 0, k n¥muº jist¥ existuje n0 takové, ºe pro v²e
hna n > n0 a v²e
hna

~x ∈ M platí

nerovnost | fn(~x) − f (~x)| < ε/2
� odtud a z vlastností suprema plyne, ºe pro n > n0 platí σn 6 ε/2 < ε, a tedy limn→∞ σn = 0

3.1.8 V¥ta

Ne
h´ posloupnost (3.1) funk
í spojitý
h na mnoºin¥ M ⊂ Er
stejnom¥rn¥ konverguje na M k funk
i f (~x). Potom je

funk
e f (~x) na M spojitá.

D·kaz:

• aby
hom dokázali spojitost funk
e f (~x) na M, musíme dokázat spojitost pro kaºdé

~c ∈M

• zvolme libovolné ε > 0

• ze stejnom¥rné konvergen
e posloupnosti ( fn(~x))∞
n=1

plyne, ºe k £íslu ε existuje index n0 tak, ºe

(∀n ∈ N) (∀~x ∈M) : n > n0 ⇒ | fn(~x) − f (~x)| < ε

3
(3.5)

• ze spojitosti funk
e fn0
(~x) v bod¥

~c plyne, ºe k £íslu ε existuje okolí U(~c) takové, ºe

(
∀~x ∈ U(~c) ∩M

)
: | fn0

(~x) − fn0
(~c)| < ε

3
(3.6)

• zvolíme-li index n0 tak, aby platilo (3.5), a okolí U(~c) tak, aby platilo (3.6), dostáváme 
elkem, ºe k £íslu ε > 0
existuje U(~c) tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ U(~c) ∩M platí

| f (~x) − f (~c)| 6 | f (~x) − fn0
(~x)| + | fn0

(~x) − fn0
(~c)| + | fn0

(~c) − f (~c)| < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

• tím je d·kaz dokon£en

3.1.9 Komentá°

Následují
í v¥ta pon¥kud p°edbíhá probranou látku. Budeme se v ní zaobírat moºností zám¥ny limity a ví
erozm¥rného

integrálu. Teorie ví
erozm¥rný
h integra
í ale nebyla dosud v t¥
hto skripte
h probrána. Doporu£ujeme proto £tená°i

bu¤ nastudovat základy Lebesgueova integrálu ze skript [9℄ nebo následují
í v¥tu v této 
hvíli p°esko£it a vrátit se k ní

aº po nastudování poslední kapitoly t¥
hto skript, v níº budou probrány riemannovské integra£ní postupy.

3.1.10 V¥ta

Ne
h´ je dána posloupnost ( fn(~x))∞
n=1

funk
í spojitý
h na neprázdné kompaktní (tj. omezené a uzav°ené) mnoºin¥ K ⊂ Er.
Ne
h´ zadaná posloupnost stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ K k funk
i f (~x). Potom platí

∫

K

f (~x) d~x = lim
n→∞

∫

K

fn(~x) d~x. (3.7)

D·kaz:

• ozna£me nejprve symbolem µ(K) klasi
kou r−dimenzionální míru (objem) mnoºiny K

• je-li µ(K) = 0, je tvrzení v¥ty triviální, nebo´ vztah (3.7) se za tohoto p°edpokladu redukuje na limitování nulové

posloupnosti
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• p°edpokládejme tedy, ºe K není µ−nulová, tj. ºe nemá nulovou míru

• funk
e f1(~x), f2(~x), . . . jsou na mnoºin¥ K spojité, a proto v²e
hny integrály

∫
K

fn(~x) d~x existují (jak v riemannovském

tak v lebesgueovském smyslu) a jsou kone£né

• podle v¥ty 3.1.8 je v²ak spojitá také funk
e f (~x) a levá strana rovnosti (3.7) tedy rovn¥º existuje

• ozna£íme-li

γn :=

∫

K

fn(~x) d~x,

je na²ím úkolem prokázat, ºe posloupnost (γn)∞
n=1

konverguje k hodnot¥ γ :=
∫

K
f (~x) d~x, tj. ºe pro kaºdé ε > 0

existuje index n0 ∈ N takový, ºe pro v²e
hna n > n0 je spln¥na nerovnost

|γn − γ| =
∣∣∣∣∣
∫

K

fn(~x) d~x −
∫

K

f (~x) d~x

∣∣∣∣∣ < ε

• z de�ni
e stejnom¥rné konvergen
e 3.1.4 plyne, ºe k pevn¥ zvolenému £íslu ε > 0 existuje n0 tak, ºe

(∀n ∈ N) (∀~x ∈ K) : n > n0 ⇒ | fn(~x) − f (~x)| < ε

µ(K)

• odtud a z vlastností ví
erozm¥rného integrálu plyne

∣∣∣∣∣
∫

K

fn(~x) d~x −
∫

K

f (~x) d~x

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫

K

(
fn(~x) − f (~x)

)
d~x

∣∣∣∣∣ 6
∫

K

| fn(~x) − f (~x)| d~x 6

6 µ(K) · sup
~x∈K

| fn(~x) − f (~x)| = µ(K) ·max
~x∈K
| fn(~x) − f (~x)| < ε

µ(K)
· µ(K) = ε,


oº podle de�ni
e limity dokazuje platnost vztahu (3.7)

3.1.11 Komentá°

Obsah p°ede²lé v¥ty lze vyjád°it také jednodu
hou v¥tou: "Pro stejnom¥rn¥ konvergentní posloupnost ví
erozm¥rný
h

spojitý
h funk
í lze na kompaktní mnoºin¥ zam¥nit limitu a integrál,"tedy

∫

K

lim
n→∞

fn(~x) d~x = lim
n→∞

∫

K

fn(~x) d~x.

3.1.12 Komentá°

Zde nabádáme £tená°e, aby v teorii Lebesgueova integrálu vyhledal v¥ty, které °e²í stejnou problematiku jako práv¥

probraná v¥ta, ale za podstatn¥ slab²í
h p°edpoklad·. Jedná se zejména o slavnou Lebesgueovu v¥tu o integrabilní

majorant¥ (viz v¥ta 5.3.52 ve skripte
h [9℄). Ta prokazuje, ºe za jistý
h okolností lze zám¥nu limity a integrálu provést i

bez spln¥ní vlastnosti stejnom¥rné konvergen
e.

3.1.13 V¥ta

Ne
h´ je dána posloupnost (3.1) funk
í, pro kterou existují na oblasti G ⊂ Er
v²e
hny par
iální deriva
e

∂ fn
∂xk
. Ne
h´

posloupnost (3.1) konverguje bodov¥ v G k limitní funk
i f (~x). Ne
h´ naví
 posloupnost

(
∂ fn

∂xk

)∞

n=1

stejnom¥rn¥ konverguje na G. Pak má funk
e f (~x) par
iální deriva
i podle xk v²ude v G a pro kaºdé

~x ∈ G platí rovnost

∂ f

∂xk
(~a) = lim

n→∞
∂ fn

∂xk
(~a). (3.8)

D·kaz:

• zvolme

~a ∈ G libovoln¥ a prokaºme, ºe rovnost (3.8) skute£n¥ platí
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• zave¤me v souladu s komentá°em 2.1.3 nové funk
e ψn(t) = fn(a1, a2, . . . , ak−1, t, ak+1, . . . , ar) a novou mnoºinu

G~a := {t ∈ R : ~x ∈ G ∧ x1 = a1 ∧ x2 = a2 ∧ . . . ∧ xk−1 = ak−1 ∧ xk+1 = ak+1 ∧ . . . xr = ar}

• pro v²e
hna n ∈ N je Dom(ψn(t)) = G~a

• zjevn¥

∂ fn
∂xk

(~a) =
dψn

dt (ak) pro v²e
hna n ∈ N

• díky d¥di£nosti bodové konvergen
e konverguje posloupnost (ψn(t))∞
n=1

alespo¬ v jednom bod¥

• díky d¥di£nosti stejnom¥rné konvergen
e konverguje posloupnost (
dψn

dt )∞
n=1

stejnom¥rn¥ na G~a

• tím jsou pro posloupnost (ψn(t))∞
n=1

spln¥ny p°edpoklady v¥ty 1.3.12 ze skript [8℄, podle níº existují limity limn→∞ ψn(t) :=

ψ(t) a limn→∞
dψn

dt := σ(t) a platí pro n¥ rovnost σ(t) =
dψ
dt

• ta je ale po dosazení bodu

~a ekvivalentní rovnosti

lim
n→∞

∂ fn

∂xk
(~a) = lim

n→∞
dψn

dt
(ak) = σ(ak) =

dψ

dt
(ak) =

∂ f

∂xk
(~a) =

∂

∂xk
lim
n→∞

fn(~x)

∣∣∣∣∣
~a

• jelikoº byl bod

~a volen v G libovoln¥, je tvrzení dokázáno

3.1.14 Komentá°

Také tato v¥ta by mohla být podobn¥ jako v¥ta 3.1.10 vyslovena v siln¥j²í
h verzí
h. Pro na²e ú£ely ale posta£í toto

zn¥ní.

3.2 �ady funk
í ví
e prom¥nný
h

Dal²ím z
ela p°irozeným krokem v teorii funk
í ví
e prom¥nný
h je zavedení a analýza funk£ní
h °ad, tj. °ad, jeji
hº £leny

jsou funk
e ví
e prom¥nný
h.

3.2.1 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost funk
í (3.1) de�novaná na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er
. Potom nekone£ný sou£et f1(~x) +

f2(~x) + . . . + fn(~x) + . . . nazýváme °adou funk
í na M a zna£íme symbolem

∞∑

n=1

fn(~x). (3.9)

3.2.2 De�ni
e

Ne
h´ je dána funk£ní °ada (3.9) de�novaná na neprázdné mnoºin¥ M. Funk
i sn(~x) =
∑n

k=1 fk(~x) pro n ∈ N a

~x ∈ M
budeme nazývat n−tým £áste£ným sou£tem °ady (3.9) a posloupnost (sn(~x))∞

n=1
pak posloupností £áste£ný
h sou£t·

dané °ady aso
iovanou se zadanou funk£ní °adou.

3.2.3 De�ni
e

Ne
h´ je dána funk£ní °ada (3.9) de�novaná na neprázdné mnoºin¥ M. Ne
h´ (sn(~x))∞
n=1

je p°íslu²ná posloupnost její
h

£áste£ný
h sou£t·. �ekneme, ºe °ada (3.9) konverguje v bod¥

~c ∈M, jestliºe konverguje £íselná posloupnost (sn(~c))∞
n=1
.

�ekneme, ºe °ada (3.9) konverguje (bodov¥) na mnoºin¥ N ⊂M, jestliºe konverguje v kaºdém bod¥ mnoºiny N. Vlastní
limitu s(~x) := limn→∞ sn(~x) posloupnosti £áste£ný
h sou£t· pak nazýváme sou£tem °ady (sou£tovou funk
í) (3.9) a

zapisujeme

s(~x) =

∞∑

n=1

fn(~x). (3.10)

De�ni£ní obor Dom(s), tj. mnoºinu v²e
h

~c ∈M, pro n¥º posloupnost (sn(~c))∞
n=1

konverguje, budeme dále nazývat oborem

konvergen
e °ady (3.9) a zna£it symbolem O.
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3.2.4 De�ni
e

�ekneme, ºe °ada funk
í

∑∞
n=1 fn(~x) konverguje na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er

stejnom¥rn¥ ke svému sou£tu s(~x) a

ozna£íme

∑∞
n=1 fn(~x)

M≡ s(~x), jestliºe posloupnost její
h £áste£ný
h sou£t· konverguje na M stejnom¥rn¥ k funk
i s(~x).

3.2.5 V¥ta � Bolzanova-Cau
hyova podmínka pro stejnom¥rnou konvergen
i °ad

�ada funk
í (3.9) konverguje na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er
stejnom¥rn¥ práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdé ε > 0 existuje

index n0 ∈ N takový, ºe pro jakékoli dva indexy m, n ∈ N takové, ºe m > n > n0 a pro jakékoliv

~x ∈ M je spln¥na

nerovnost

| fn(~x) + fn+1(~x) + . . . + fm(~x)| < ε.
D·kaz:

• tvrzení této v¥ty bezprost°edn¥ plyne z v¥ty 3.1.6

• ozna£íme-li totiº (sn(~x))∞
n=1

p°íslu²nou posloupnost £áste£ný
h sou£t·, získáváme rovnosti

sn−1(~x) =

n−1∑

k=1

fk(~x), sm(~x) =

m∑

k=1

fk(~x)

• podle v¥ty 3.1.6 (v nepatrné obm¥n¥) konverguje posloupnost (sn(~x))∞
n=1

na M stejnom¥rn¥ práv¥ tehdy, kdyº pro

kaºdé ε > 0 existuje index n0 ∈ N takový, ºe pro jakékoli dva indexy m, n ∈ N takové, ºe m > n > n0 a pro

jakékoliv

~x ∈M je spln¥na nerovnost |sm(~x) − sn−1(~x)| < ε

• z této nerovnosti ov²em vyplývá, ºe

∣∣∣∣∣∣∣

m∑

k=1

fk(~x) −
n−1∑

k=1

fk(~x)

∣∣∣∣∣∣∣
= | fn(~x) + fn+1(~x) + . . . + fm(~x)| < ε

3.2.6 De�ni
e

�ekneme, ºe °ada funk
í

∑∞
n=1 fn(~x) konverguje na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er

regulárn¥, jestliºe °ada

∑∞
n=1 | fn(~x)|

konverguje na M stejnom¥rn¥.

3.2.7 V¥ta � nutná podmínka stejnom¥rné konvergen
e

Jestliºe °ada funk
í

∑∞
n=1 fn(~x) konverguje na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er

stejnom¥rn¥, potom posloupnost funk
í

( fn(~x))∞
n=1

konverguje na této mnoºin¥ stejnom¥rn¥ k nulové funk
i.

D·kaz:

• z p°edpoklad· v¥ty plyne, ºe

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m, n ∈ N)
(
m > n > n0

)
(∀~x ∈M) :

∣∣∣ fn(~x) + fn+1(~x) + . . . + fm(~x)
∣∣∣ < ε

• jelikoº toto tvrzení platí pro jakákoli m > n > n0, platí také p°i spe
iální volb¥, kdy m = n

• pak ale (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)
(
n > n0

)
(∀~x ∈ M) : | fn(~x)| = | fn(~x) − o(~x)| < ε, kde o(~x) je symbol pro

nulovou funk
i

• tento výrok je ale ekvivalentní tvrzení, ºe posloupnost funk
í ( fn(~x))∞
n=1

konverguje na mnoºin¥ M stejnom¥rn¥ k

nulové funk
i

3.2.8 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány funk£ní °ady

∑∞
n=1 fn(~x) a

∑∞
n=1 gn(~x) de�nované na neprázdné mnoºin¥ M. Ne
h´ existuje n0 ∈ N tak,

ºe pro v²e
hna n > n0 a v²e
hna

~x ∈ M platí | fn(~x)| 6 gn(~x). Pak °adu

∑∞
n=1 gn(~x) nazýváme °adou majorantní k °ad¥∑∞

n=1 fn(~x).
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3.2.9 V¥ta � srovnáva
í kritérium

Ne
h´ °ada

∑∞
n=1 gn(~x) je na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er

majorantní k °ad¥

∑∞
n=1 fn(~x) a ne
h´ °ada

∑∞
n=1 gn(~x) je stejno-

m¥rn¥ konvergentní na M. Pak jsou °ady

∑∞
n=1 fn(~x) a

∑∞
n=1 | fn(~x)| stejnom¥rn¥ konvergentní na M, tj. °ada

∑∞
n=1 fn(~x)

konverguje na M regulárn¥.

D·kaz:

• uºijeme Bolzanovu-Cau
hyovu podmínku 3.2.5

• z p°edpokladu víme, ºe °ada

∑∞
n=1 gn(~x) stejnom¥rn¥ konverguje na M, tedy pro jakékoli ε > 0 existuje n0 takové,

ºe pro v²e
hna p°irozená m > n > n0 a pro v²e
hna

~x ∈M platí

0 6 gn(~x) + gn+1(~x) + . . . + gm(~x) < ε

• dále víme, ºe existuje m0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈M a v²e
hny indexy n > m0 platí | fn(~x)| 6 gn(~x)

• pro zvolené ε a v²e
hna n > max{n0,m0} pak platí

| fn(~x) + fn+1(~x) + . . . + fm(~x)| 6 | fn(~x)| + | fn+1(~x)| + . . . + | fm(~x)| 6 gn(~x) + gn+1(~x) + . . . + gm(~x) < ε

• to dokazuje ob¥ tvrzení v¥ty

3.2.10 D·sledek

Konverguje-li °ada na neprázdné mnoºin¥ M regulárn¥, konverguje na M také stejnom¥rn¥.

3.2.11 V¥ta � Weierstrassovo kritérium

Ne
h´

∑∞
n=1 an je konvergentní £íselná °ada, fn(~x) jsou funk
e a pro v²e
hna

~x ∈ M ⊂ Er
a v²e
hna n ∈ N \ n̂0 je

| fn(~x)| 6 an. Pak °ady

∑∞
n=1 fn(~x) a

∑∞
n=1 | fn(~x)| stejnom¥rn¥ konvergují na M, tj. °ada

∑∞
n=1 fn(~x) konverguje na M

regulárn¥.

D·kaz:

• v p°ed
hozí v¥t¥ poloºíme gn(~x) := an pro v²e
hna

~x ∈ M a uv¥domíme si, ºe pojmy bodové a stejnom¥rné

konvergen
e u °ady konstantní
h funk
í splývají

3.2.12 P°íklad

Vy²et°eme nyní stejnom¥rnou konvergen
i funk£ní °ady

∞∑

n=2

(x2
1
+ x2

2
)n

n · ln2(n)

na jejím oboru konvergen
e. Z limitního podílového kritéria

lim
n→∞

(x2
1
+ x2

2)n+1

(n + 1) · ln2(n + 1)

n · ln2(n)

(x2
1
+ x2

2
)n
= lim

n→∞
(x2

1 + x2
2)

n

n + 1

(
ln(n)

ln(n + 1)

)2

= x2
1 + x2

2

!
< 1

vy
hází, ºe zadaná °ada jist¥ konverguje na otev°eném kruhu x2
1
+ x2

2 < 1. Na kruºni
i x2
1
+ x2

2 = 1 ale konverguje tato

°ada také, jak uvidíme za malý okamºik. Proto je oborem konvergen
e uzav°ený kruh

K = {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 6 1}.

Protoºe ale zjevn¥ pro v²e
hny uspo°ádané dvoji
e z mnoºiny K platí nerovnost

∣∣∣∣∣∣
(x2

1
+ x2

2
)n

n · ln2(n)

∣∣∣∣∣∣ 6
1

n · ln2(n)
,
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upírá se ná² zrak na £íselnou °adu

∑∞
n=2

1
n·ln2(n)

. O její konvergen
i se p°esv¥d£íme integrálním kritériem. Protoºe je

integrál

∫ ∞

2

1

x · ln2(x)
dx =

∥∥∥∥∥∥∥
y = ln(x)

dy = dx/x

∥∥∥∥∥∥∥
=

∫ ∞

ln(2)

1

y2
dy =

[
− 1

y

]∞

ln(2)

=
1

ln(2)
∈ R

podle nastín¥ného výpo£tu integrabilní, konverguje podle integrálního kritéria také °ada

∑∞
n=2

1
n·ln2(n)

. Z Weierstrassova

kritéria 3.2.11 pak odtud p°ímo plyne, ºe zadaná °ada

∞∑

n=2

(x2
1
+ x2

2
)n

n · ln2(n)

konverguje na kruhu K = {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1
+ x2

2
6 1} stejnom¥rn¥.

3.2.13 V¥ta � supremální kritérium pro °ady funk
í

Ne
h´ je dána °ada

∑∞
n=1 gn(~x) na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er. Ozna£me σn := sup~x∈M |gn(~x)|. Konverguje-li £íselná °ada∑∞

n=1 σn, pak °ada

∑∞
n=1 gn(~x) konverguje na M regulárn¥.

D·kaz:

• plyne ihned z Weierstrassova kritéria 3.2.11

3.2.14 V¥ta

Ne
h´ °ada (3.9) spojitý
h funk
í stejnom¥rn¥ konverguje na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ Er. Potom sou£tem této °ady je

funk
e spojitá na M.

D·kaz:

• tvrzení této v¥ty plyne bezprost°edn¥ z v¥ty 3.1.8

• je-li funk£ní °ada

∑∞
n=1 fn(~x) °adou spojitý
h funk
í, pak jist¥ také p°íslu²ná posloupnost £áste£ný
h sou£t· (sn(~x))∞

n=1
je posloupností spojitý
h funk
í

• z p°edpoklad· v¥ty ale vyplývá, ºe sn(~x)⇒ s(~x)

• tím je zaru£eno spln¥ní p°edpoklad· v¥ty 3.1.8 a limita s(~x) posloupnosti £áste£ný
h sou£t· je tudíº spojitou funk
í

• sou£tem °ady

∑∞
n=1 fn(~x) je tedy za daný
h okolností spojitá funk
e

3.2.15 V¥ta

P°edpokládejme, ºe °ada (3.9) spojitý
h funk
í stejnom¥rn¥ konverguje na neprázdné kompaktní mnoºin¥ K ⊂ Er
a ºe

jejím sou£tem na K je funk
e s(~x). Potom £íselná °ada

∑∞
n=1

∫
K

fn(~x) d~x konverguje a pro její sou£et platí

∞∑

n=1

∫

K

fn(~x) d~x =

∫

K

s(~x) d~x =

∫

K

∞∑

n=1

fn(~x) d~x.

D·kaz:

• aplikujeme v¥tu 3.1.10 na posloupnost (sn(x))∞
n=1

£áste£ný
h sou£t·

• ozna£me tedy sn(~x) =
∑n

k=1 fk(~x)

• jelikoº v²e
hny funk
e fn(~x) jsou podle p°edpoklad· spojité, je také kaºdá funk
e sn(~x) na K spojitá

• dále na K platí, ºe sn(~x)⇒ s(~x), £ímº jsou napln¥ny p°edpoklady v¥ty 3.1.10, a z jejího tvrzení tudíº vyplývá, ºe

∫

K

lim
n→∞

sn(~x) d~x = lim
n→∞

∫

K

sn(~x) d~x

• dále snadno

∫

K

s(~x) d~x =

∫

K

lim
n→∞

sn(~x) d~x = lim
n→∞

∫

K

n∑

k=1

fk(~x) d~x = lim
n→∞

n∑

k=1

∫

K

fk(~x) d~x =
∞∑

k=1

∫

K

fk(x) d~x
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3.2.16 Komentá°

Na tomto míst¥ je vhodné upozornit, ºe také práv¥ dokázaná v¥ta má (podobn¥ jako to bylo probráno v komentá°i 3.1.12

o posloupnoste
h) své kvalitn¥j²í verze, tzn. verze s podstatn¥ slab²ími p°edpoklady. Jedná se zejména o tzv. Leviho v¥tu

o °adá
h uvedenou nap°. v [9℄.

3.2.17 V¥ta

Ne
h´ je dána °ada

∑∞
n=1 fn(~x) funk
í, pro kterou existují na oblasti G ⊂ Er

v²e
hny par
iální deriva
e

∂ fn
∂xk
. Ne
h´ má

tato °ada na G sou£et s(~x). Ne
h´ naví
 °ada

∞∑

n=1

∂ fn

∂xk
(~x)

stejnom¥rn¥ konverguje na G k sou£tové funk
i σ(~x). Pak má funk
e s(~x) par
iální deriva
i podle xk v²ude v G a pro

kaºdé

~a ∈ G platí rovnost

∂s

∂xk
(~a) =

∞∑

n=1

∂ fn

∂xk
(~a) = σ(~a).

D·kaz:

• aplikujeme v¥tu 3.1.13 na posloupnost (sn(~x))∞
n=1

£áste£ný
h sou£t·

• z p°edpoklad· v¥ty víme, ºe posloupnost (sn(~x))∞
n=1

konverguje k funk
i s(~x)

• dále víme, ºe posloupnost £áste£ný
h sou£t· (σn(~x))∞
n=1

°ady

∑∞
n=1

∂ fn
∂xk

(~x) konverguje na G stejnom¥rn¥, tedy

σn(~x)⇒ σ(~x)

• tím jsou napln¥ny p°edpoklady v¥ty 3.1.13, a platí proto

∂s
∂xk

(~x) = limn→∞
∂sn

∂xk
(~x)

• odtud

∂s

∂xk
(~x) = lim

n→∞
∂

∂xk




n∑

ℓ=1

fℓ(~x)


 = lim

n→∞

n∑

ℓ=1

∂ fℓ

∂xk
(~x) = lim

n→∞
σn(~x) = σ(~x)

3.3 Mo
ninné °ady ví
e prom¥nný
h

V tomto oddíle probereme n¥která spe
i�ka funk£ní
h °ad, jeji
hº £leny jsou mo
ninné funk
e tvaru

g(~x) = a(x1 − c1)m1 (x2 − c2)m2 . . . (xr − cr)
mr , (3.11)

kde a ∈ R, ~c ∈ Er
a m1,m2, . . . ,mr ∈ N0. Jelikoº se za daný
h okolností jedná o spe
iální variantu obe
né funk£ní °ady,

z·stávají v²e
hna tvrzení p°ed
hozí sek
e v platnosti.

3.3.1 De�ni
e

Ne
h´ jsou pevn¥ zvoleny bod

~c = (c1, c2, . . . , cr) ∈ Er
a konstanta a ∈ R. Ne
h´ dále m1,m2, . . . ,mr ∈ N0. Funk
i tvaru

(3.11) budeme nazývat monomi
kou funk
í nebo r−dimenzionálním monomem stupn¥ m1 +m2 + . . .+mr 
entrovaným

do bodu

~c (se st°edem v bod¥

~c.)

3.3.2 De�ni
e

Funk£ní °adu ∞∑

m1,...,mr=0

am1,...,mr
(x1 − c1)m1 (x2 − c2)m2 . . . (xr − cr)

mr
(3.12)

sestavenou z monomi
ký
h funk
í 
entrovaný
h do stejného �xního bodu

~c ∈ Er
budeme nazývat r−dimenzionální

mo
ninnou °adou se st°edem v bod¥

~c ∈ Er. Reálná £ísla am1,...,mr
budeme nazývat koe�
ienty mo
ninné °ady.

3.3.3 Komentá°

�adu (3.12) se st°edem

~c ∈ Er
lze snadno p°evést na °adu s nulovým st°edem. To lze provést substitu
í yk = xk − ck pro

v²e
hna k ∈ r̂. V dal²ím textu se proto omezíme na studium mo
ninný
h °ad se st°edem v bod¥ (0, 0, . . . , 0).
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3.3.4 V¥ta

Je-li °ada ∞∑

m1,...,mr=0

am1,...,mr
xm1

1
xm2

2
. . . xmr

r (3.13)

regulárn¥ konvergentní v bod¥

~u ∈ Er, pak je regulárn¥ konvergentní v kaºdém bod¥

~x ∈ D, kde

D :=
{
~x ∈ Er : |x1| 6 |u1| ∧ |x2| 6 |u2| ∧ . . . ∧ |xr| 6 |ur|

}
.

Sou£et f (~x) °ady (3.13) je spojitou funk
í na mnoºin¥ D.

D·kaz:

• vyuºijeme toho, ºe (v analogii s °adami funk
í jedné prom¥nné) pro regulárn¥ konvergentní °ady nezáleºí na po°adí

s£ítání (které ani není v uvedené symboli
e zohledn¥no)

• srovnejme £leny °ady (3.13) do posloupnosti monomi
ký
h funk
í g1(~x), g2(~x), . . .

• kaºdá z funk
í je n¥který ze £len· am1,...,mr
xm1

1
xm2

2
. . .xmr

r

• v²e
hny monomi
ké funk
e jsou z
ela jist¥ spojité v Er

• °ada

∑∞
m1,...,mr=0 am1,...,mr

um1

1
um2

2
. . .umr

r je podle p°edpoklad· konvergentní

• platí-li nerovnosti vymezují
í mnoºinu D, pak |gn(~x)| 6 |gn(~u)|

• ze srovnáva
ího kritéria 3.2.9 pro stejnom¥rnou konvergen
i je tudíº °ada

∑∞
n=1 gn(~x) konvergentní regulárn¥ na D

• podle v¥ty 3.2.14 je tudíº její sou£et na D spojitou funk
í

3.3.5 V¥ta

Je-li °ada (3.13) regulárn¥ konvergentní v bod¥

~x ∈ Er, kde x j , 0 pro v²e
hna j ∈ r̂, pak existuje £íslo K > 0 tak, ºe

v²e
hny koe�
ienty am1,...,mr
spl¬ují nerovnost

|am1,...,mr
| 6 K

|x1|m1 . . . |xr|mr
.

D·kaz:

• z konvergen
e °ady

∑∞
n=1 gn(~x) (viz d·kaz p°ede²lé v¥ty) plyne, ºe posloupnost monomi
ký
h funk
í g1(~x), g2(~x), . . .

je omezená

• existuje tedy K > 0 tak, ºe |gn(~x)| 6 K pro v²e
hna n ∈ N

• odtud jiº vyplývá platnost dokazovaného tvrzení

3.3.6 V¥ta

Ne
h´ je °ada (3.13) regulárn¥ konvergentní pro v²e
hna

~x ∈ Er, pro n¥º

|x1| < R1 ∧ |x2| < R2 ∧ . . . ∧ |xr| < Rr,

kde R1 > 0, R2 > 0, . . . , Rr > 0. Ozna£me sou£et °ady jako f (~x). Potom je v mnoºin¥

D :=
{
~x ∈ Er : |x1| < R1 ∧ |x2| < R2 ∧ . . . ∧ |xr| < Rr

}

regulárn¥ konvergentní také °ada ∑

m1>1,m2>0,...,mr>0

m1am1,...,mr
xm1−1

1
xm2

2
. . . xmr

r (3.14)

a její sou£tovou funk
í (sou£tem) na mnoºin¥ D je funk
e

∂ f

∂x1
(~x).

D·kaz:
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• pro r = 1 platí dokazované tvrzení na základ¥ platnosti v¥ty 2.3.25 ze skript [8℄

• budiº tedy r > 1

• zvolme reálná £ísla ξ1, ξ2, . . . , ξr tak, aby pro v²e
hna j ∈ r̂ platilo, ºe |ξ j| < R j

• potom je °ada (
hápaná jako °ada prom¥nné x1)

f (x1, ξ2, ξ3, . . . , ξr) =

∞∑

m1,...,mr=0

am1,...,mr
xm1

1
ξm2

2
ξm3

3
. . . ξmr

r

regulárn¥ konvergentní na (−R1, R1)

• dále

f (x1, ξ2, ξ3, . . . , ξr) =

∞∑

m1=0

xm1

1




∞∑

m2,...,mr=0

am1,...,mr
ξm2

2
ξm3

3
. . . ξmr

r


 ,

kde °ada na pravé stran¥ (
hápaná jako °ada prom¥nné x1) má polom¥r konvergen
e jist¥ v¥t²í nebo p°inejhor²ím

roven R1

• podle v¥ty 2.3.25 ze skript [8℄ lze tuto °adu derivovat podle x1 £len po £lenu, tj. pro v²e
hna ξ1 taková, ºe |ξ1| < R1,
platí:

∂ f

∂x1
(ξ1, ξ2, . . . , ξr) =

∞∑

m1=1

m1ξ
m1−1
1




∞∑

m2 ,...,mr=0

am1,...,mr
ξm2

2
ξm3

3
. . . ξmr

r


 (3.15)

• zbývá dokázat, ºe °ada ∑

m1>1,m2>0,...,mr>0

m1am1,...,mr
ξm1−1

1
ξm2

2
. . . ξmr

r (3.16)

regulárn¥ konverguje

• pak bude totiº výraz (3.15) roven sou£tu °ady (3.16)

• zvolme

~S ∈ Er
tak, aby pro v²e
hna j ∈ r̂ platilo, ºe |ξ j| < S j < R j

• podle v¥ty 3.3.5 existuje K > 0 takové, ºe

|am1,...,mr
| 6 K

S
m1

1
. . . Smr

r

.

• vidíme tedy, ºe pro q j := |ξ j|/S j, kde 0 6 q j < 1, je

m1|am1,...,mr
|ξm1−1

1
ξm2

2
. . . ξmr

r 6
K

S1
m1qm1−1

1
qm2

2
. . . qmr

r

• zkoumaná °ada je tedy skute£n¥ regulárn¥ konvergentní ze srovnáva
ího kritéria, nebo´ nalezená majorantní °ada

m·ºe být transformována do tvaru

K

S1

∞∑

m1=1

m1qm1−1
1
·
∞∑

m2=0

qm2

2
· · ·

∞∑

mr=0

qmr
r ,

který reprezentuje ví
erozm¥rnou variantu geometri
ké °ady s kvo
ienty ost°e men²ími neº jedna

• tato majoranta je z
ela z°ejm¥ konvergentní, 
oº zavr²uje d·kaz

3.3.7 Komentá°

Uvedená v¥ta vlastn¥ °e²í problematiku par
iálního derivování £len po £lenu. A£koliv byla pro p°ehlednost d·kazu vyslovena

pouze pro par
iální derivování podle prom¥nné x1, není obtíºné nahlédnout, ºe její platnost je mnohem obe
n¥j²í. Toto

zobe
n¥ní postihne následují
í v¥ta.
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3.3.8 V¥ta

Ne
h´ je °ada (3.13) regulárn¥ konvergentní na mnoºin¥

D :=
{
~x ∈ Er : |x1| < R1 ∧ |x2| < R2 ∧ . . . ∧ |xr| < Rr

}
,

kde R1 > 0, R2 > 0, . . . , Rr > 0. Potom má její sou£tová funk
e par
iální deriva
e v²e
h °ád· a tyto deriva
e jsou na

mnoºin¥ D dány jako sou£ty regulárn¥ konvergentní
h °ad, které vznikly derivováním °ady (3.13) £len po £lenu. Tyto

deriva
e jsou spojité, a tudíº vyhovují kritériu zám¥nnosti.

D·kaz:

• jedná (v první £ásti tvrzení) se o opakovanou aplika
i v¥ty 3.3.6

• druhá £ást tvrzení se opírá o zn¥ní v¥t a komentá°· 2.3.16, 2.3.17 a 2.1.20
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Kapitola 4

Teorie Taylorový
h °ad a taylorovský
h

rozvoj·

S metodikou taylorovský
h rozvoj· funk
í jsme byli jiº seznámeni z p°ed
hozí
h partií
h matemati
ké analýzy. Ukázali

jsme si nap°íklad, ºe funk
e y(x) = ex
je rovna na 
elém svém de�ni£ním oboru sou£tu °ady

∑∞
k=0

xk

k! . Náhrady analyti
ký
h
funk
í p°íslu²nými mo
ninnými °adami se ukázaly jako extrémn¥ ú£inné p°i °e²ení jak prakti
ký
h tak i teoreti
ký
h úloh.

Lze ale podobné náhrady konstruovat také pro funk
e ví
e prom¥nný
h? Zodpov¥zení nejen této, ale i dal²í
h relevantní
h

otázek p°inese následují
í text.

4.1 Taylorovy a Ma
laurinovy °ady

Nejprve se budeme zaobírat moºnostmi nahrazení vybraný
h funk
í ví
e prom¥nný
h nekone£nými °adami diskutovanými

v p°ede²lé kapitole.

4.1.1 De�ni
e

Ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je funk
e de�novaná na jistém okolí U(~c) bodu ~c ∈ Er
. Ne
h´ na tomto okolí platí

f (~x) =

∞∑

k1=0

∞∑

k2=0

. . .
∞∑

kr=0

ak1k2...kr
(x1 − c1)k1(x2 − c2)k2 . . . (xr − cr)

kr , (4.1)

kde ak1k2...kr
∈ R jsou tzv. Taylorovy koe�
ienty. Potom °adu (4.1) nazýváme Taylorovou °adou funk
e f (~x) se st°edem

v bod¥

~c ∈ Er. Spe
iáln¥ pro

~c = ~0 mluvíme o tzv. Ma
laurinov¥ °ad¥. Funk
i f (~x), pro kterou lze nalézt Taylorovy

koe�
ienty tak, aby na n¥jakém okolí bodu

~c platila rovnost (4.1), nazýváme funk
í analyti
kou v bod¥

~c.

4.1.2 Komentá°

Rovnost (4.1) lze tedy pro analyti
ké funk
e interpretovat dvojím zp·sobem. Jednak je tedy °ada na pravé stran¥

Taylorovou °adou dané funk
e (tzn. ºe pro danou funk
i byla tato °ada odvozena na základ¥ znalosti f (~x)), ale nabízí se
i obrá
ená interpreta
e, a si
e ºe sou£tem dané °ady je práv¥ a jedin¥ funk
e f (~x) (tzn. ºe funk
e f (~x) byla dopo£tena

na základ¥ zadání tvaru °ady).

4.1.3 V¥ta � Taylorova (o Taylorový
h koe�
iente
h)

P°edpokládejme, ºe funk
e f (~x) : Er 7→ R je analyti
ká v bod¥

~c ∈ Er
. Potom má funk
e f (~x) v bod¥ ~c par
iální deriva
e

v²e
h °ád· a pro koe�
ienty ak1k2...kr
její Taylorovy °ady se st°edem v bod¥

~c platí:

ak1k2...kr
=

1

k1! k2! · · · kr!

∂κ f

∂xk1

1
∂xk2

2
. . . ∂xkr

r

(~c), (4.2)

kde κ :=
∑r

i=1 ki.

D·kaz:

• d·kaz budeme demonstrovat na p°íklad¥ funk
e dvou prom¥nný
h
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• p°edpokládejme, ºe na jistém U(~c) bodu ~c = (c1, c2) platí rovnost

f (x1, x2) =

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=0

akℓ(x1 − c1)k(x2 − c2)ℓ (4.3)

• pak lze ale snadno nahlédnout, ºe platí a00 = f (c1, c2)

• podle v¥ty 3.3.8 je ale uvedená analyti
ká funk
e hladká na n¥jakém okolí bodu

~c, tj. f (~x) ∈ C∞(U(~c))

• bude ji proto moºno libovoln¥ par
iáln¥ derivovat a odpovídají
í si par
iální deriva
e budou z
ela jist¥ zám¥nné

(viz v¥ta 2.1.19 a d·sledek 2.1.20)

• derivujeme-li vztah (4.3) podle prom¥nné x1, dostáváme

∂ f

∂x1
(x1, x2) =

∞∑

k=1

∞∑

ℓ=0

akℓ k(x1 − c1)k−1(x2 − c2)ℓ

• po dosazení

~x = ~c pak snadno

a10 =
∂ f

∂x1
(c1, c2)

• derivujeme-li vztah (4.3) podle prom¥nné x2, dostáváme

∂ f

∂x2
(x1, x2) =

∞∑

k=0

∞∑

ℓ=1

akℓ ℓ(x1 − c1)k(x2 − c2)ℓ−1

• po dosazení

~x = ~c op¥t snadno

a01 =
∂ f

∂x2
(c1, c2)

• analogi
ky k p°ede²lým výpo£t·m lze postupovat dále

• pom¥rn¥ jednodu²e do
házíme k hodnot¥ par
iální deriva
e

∂n+m f

∂xn
1
∂xm

2

(x1, x2) =

∞∑

k=n

∞∑

ℓ=m

akℓ k(k − 1) . . . (k − n + 1)ℓ(ℓ − 1) . . . (ℓ −m + 1) (x1 − c1)k−n(x2 − c2)ℓ−m

• odtud (po dosazení

~x = ~c)

∂n+m f

∂xn
1
∂xm

2

(~c) = anm n(n − 1)(n − 2) . . . (n − n + 1) m(m− 1)(m − 2) . . . (m −m + 1) = anmn!m!

• upravíme-li tento vztah, dostáváme

anm =
1

n!m!

∂n+m f

∂xn
1
∂xm

2

(~c) =
1

(n +m)!

(n +m)!

n!m!

∂n+m f

∂xn
1
∂xm

2

(~c)

• v koe�
ientu anm je zohledn¥n komentá° 2.3.13, kdy £íslo

(n +m)!

n!m!

p°edstavuje po£et v²e
h ekvivalentní
h alternativ výpo£tu par
iální deriva
e

∂n+m f

∂xn
1
∂xm

2

• tím je v¥ta dokázána
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4.2. POLYNOMIÁLNÍ APROXIMACE FUNKCÍ

4.1.4 Komentá°

Vzore
 (4.1) lze pro funk
i dvou prom¥nný
h zapsat, jak je patrno z úvah v d·kazu p°ede²lé v¥ty, do kompaktn¥j²ího

tvaru

f (x1, x2) =

∞∑

n=0

n∑

k=0

1

n!

(
n

k

)
∂n f

∂xk
1
∂xn−k

2

(c1, c2) (x1 − c1)k(x2 − c2)n−k.

P°itom pro pevn¥ zvolené n ∈ N0 odpovídá suma

n∑

k=0

(
n

k

)
∂n f

∂xk
1
∂xn−k

2

(c1, c2) (x1 − c1)k(x2 − c2)n−k

totálnímu diferen
iálu funk
e f (x1, x2) °ádu n, o kterém mimo jiné víme, ºe existuje pro v²e
hny funk
e t°ídy C∞(U(~c)),

oº je práv¥ p°ípad, který p°ede²lá v¥ta rozebírá. Odtud

f (x1, x2) =

∞∑

n=0

dn f(c1 ,c2)(dx1, dx2)

n!
.

Podotýkáme, ºe analogi
ký vztah by platil také pro obe
nou funk
i f (~x) : Er 7→ R r prom¥nný
h. Tedy za jistý
h

p°edpoklad·, jeji
hº obdobu zná £tená° ze studia Taylorový
h polynom· pro funk
e jediné prom¥nné (viz komentá°

4.1.5), platí rovnost

f (~a + ~h) =

∞∑

n=0

dn f~a(~h)

n!
,

respektive

f (~x) =

∞∑

n=0

dn f~a(~x)

n!
,

kde formáln¥ klademe d0 f~a (~h) := f (~a).

4.1.5 Komentá°

Poznamenáváme, ºe studium vlastností Taylorový
h °ad v prostore
h Er
je dosti komplikované. V zásad¥ lze °í
i, ºe

by nás (stejn¥ jako u funk
e jedné prom¥nné) m¥lo zajímat, kde Taylorova °ada jako mo
ninná °ada v Er
konverguje

a 
o je na jejím oboru konvergen
e jejím sou£tem, spe
iáln¥ tedy, zda je vý
hozí funk
e i sou£tem p°íslu²né Taylorovy

°ady. Známe totiº p°íklady z teorie funk
e jedné prom¥nné, kdy Taylorova °ada konverguje ke z
ela jiné funk
i, neº ze

které byla sestrojena (viz nap°. p°íklad 3.2.18, strana 75, skripta [8℄). Jistou moºnost, jak 
elý problém °e²it, nabídne

následují
í sek
e.

4.2 Polynomiální aproxima
e funk
í

V tomto oddíle ukáºeme, ºe pokus aproximovat vybranou funk
i ví
e prom¥nný
h kone£nou °adou monomi
ký
h funk
í

m·ºe být u£in¥n i pro funk
e, které analyti
ké nejsou. Budeme tedy diskutovat, jak lze odhadnout 
hybu, které se

dopou²tíme, kdyº vybranou funk
i aproximujeme monomi
kou funk
í zvoleného stupn¥. A také ukáºeme, ºe pro analyti
ké

funk
e lze tento aproxima£ní pro
es zdokonalit tím, ºe od
hylka mezi funk
í a její aproxima
í m·ºe být stla£ena pod

libovoln¥ malou hodnotu.

4.2.1 V¥ta � Taylorova (o Taylorov¥ vzor
i)

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R má na otev°ené mnoºin¥ G ⊂ Er
v²e
hny spojité par
iální deriva
e aº do °ádu (m+1) v£etn¥.

Ne
h´ dále

~a ∈ G,

~h ∈ Er
jsou takové, ºe 
elá úse£ka

{
~x ∈ Er : ~x = ~a + t~h, t ∈ 〈0, 1〉

}
leºí v G. Potom existuje τ ∈ (0, 1)

takové, ºe platí

f (~a + ~h) = f (~a) +

r∑

i=1

∂ f

∂xi
(~a) hi +

1

2!

r∑

i1,i2=1

∂2 f

∂xi1∂xi2

(~a) hi1hi2 + . . .+

+
1

m!

r∑

i1,i2,...,im=1

∂m f

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim

(~a) hi1hi2 . . . him+ (4.4)
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+
1

(m + 1)!

r∑

i1 ,i2,...,im+1=1

∂m+1 f

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim+1

(~a + τ~h) hi1hi2 . . .him+1
.

D·kaz:

• poloºme

F(t) = f (~a + t~h) = f (a1 + th1, a2 + th2, . . . , ar + thr)

• snadno nahlédneme, ºe F(0) = f (~a) a F(1) = f (~a + ~h)

• podle v¥ty 3.1.1 o Taylorov¥ vzor
i pro funk
i jedné prom¥nné (viz skripta [8℄) platí, ºe pro dva r·zné body c, t leºí
í
v jistém uzav°eném intervalu, kde jsou spln¥ny podmínky dostate£né hladkosti funk
e F(t) � viz zn¥ní 
itované

v¥ty o Taylorov¥ vzor
i � existuje bod τ ∈ (c, t), resp. τ ∈ (t, c), tak, ºe platí

F(t) = F(c) +
Ḟ(c)

1!
(t − c) +

F̈(c)

2!
(t − c)2

+ . . . +
F(n)(c)

n!
(t − c)n

+ Rn+1(t), (4.5)

kde

Rn+1(t) =
F(n+1)(τ)

(n + 1)!
(t − c)n+1

(4.6)

• spe
i�kujeme-li toto tvrzení pro c = 0 a t = 1, dostáváme odtud, ºe jist¥ existuje τ ∈ (0, 1) takové, ºe

F(t) = F(0) + Ḟ(0) +
1

2!
F̈(0) + . . . +

1

n!
F(n)(0) +

1

(n + 1)!
F(n+1)(τ) (4.7)

• vzhledem k faktu, ºe

dF

dt
(0) =

r∑

i=1

∂ f

∂xi
(~a) hi

a

d2F

dt2
(0) =

r∑

i1=1

r∑

i2=1

∂2 f

∂xi1∂xi2

(~a) hi1hi2 ,

aº

dmF

dtm
(0) =

r∑

i1=1

r∑

i2=1

. . .
r∑

im=1

∂m f

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim

(~a) hi1hi2 . . . him ,

snadno nahlédneme, ºe ze vztahu (4.7) vyplývá dokazovaný vztah (4.4)

4.2.2 De�ni
e

Rovnost (4.4) nazýváme Taylorovým vzor
em funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ Er
. Sumu

Tm
~a

(~x) :=

m∑

k=0

dk f~a(~x)

k!

pak nazýváme Taylorovým polynomem °ádu m funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ Er
. Výraz

Rm+1(~h) :=
1

(m + 1)!

r∑

i1,i2,...,im+1=1

∂m+1 f

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim+1

(~a + τ~h) hi1 hi2 . . . him+1

z v¥ty 4.2.1 nazýváme Lagrangeovým zbytkem v Taylorov¥ vzor
i po m−tém £lenu. Pro

~a = ~0 uºíváme (voliteln¥) u v²e
h

práv¥ de�novaný
h pojm· namísto ozna£ení Taylor·v ozna£ení Ma
laurin·v.

4.2.3 Komentá°

Taylor·v polynom Tm
~a

(~x) °ádu m m·ºe být v n¥který
h p°ípade
h niº²ího stupn¥ neº m. To nastane tehdy, je-li dm f~a(~x) = 0.
Proto je nutno d·sledn¥ rozli²ovat významy termín· stupe¬ a °ád Taylorova polynomu.
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4.2.4 V¥ta

Ne
h´ funk
e f (~x) : Er 7→ R má v bod¥

~a ∈ Er
deriva
e v²e
h °ád·. Potom mo
ninná °ada

∞∑

n=0

dn f~a(~x)

n!
(4.8)

je konvergentní a má sou£et f (~x) práv¥ pro taková

~x ∈ Er
, pro která platí, ºe limn→∞ Rn+1(~x) = 0, kde Rn+1(~x) je

Lagrange·v zbytek po n £lene
h Taylorova vzor
e (viz v¥ta 4.2.1).

D·kaz:

• z v¥ty 4.2.1 plyne, ºe

f (~x) =

n∑

k=0

dk f~a(~x)

k!
+ Rn+1(~x) = T n

~a
(~x) + Rn+1(~x)

• °ada (4.8) je konvergentní a má sou£et f (~x) práv¥ tehdy, kdyº limn→∞ T n
~a

(~x) = f (~x), tj. kdyº

lim
n→∞

Rn+1(~x) = lim
n→∞

[
f (~x) − T n

~a
(~x)

]
= f (~x) − f (~x) = 0

• tím je tvrzení dokázáno

4.2.5 V¥ta � o polynomiální aproxima
i

Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R, jeº je analyti
ká v bod¥

~a ∈ Er. Pak pro kaºdé ε > 0 existuje m0 ∈ N0 tak, ºe pro

v²e
hna m > m0 platí ∣∣∣∣∣∣∣
f (~x) −

m∑

n=0

dn f~a(~x)

n!

∣∣∣∣∣∣∣
< ε,


oº zna£í, ºe kaºdou analyti
kou funk
i lze aproximovat polynomiální funk
í libovoln¥ p°esn¥.

D·kaz:

• jde o p°ímý d·sledek de�ni
e analyti
ké funk
e a tvrzení v¥ty 4.2.4

• protoºe za daný
h okolností platí podle v¥ty 4.2.4 rovnost limm→∞ Rm+1(~x) = 0, plyne odtud, ºe pro kaºdé ε > 0
existuje m0 ∈ N0 tak, ºe pro jakýkoli index m > m0 je |Rm+1(~x)| < ε

• pro tato m tedy

∣∣∣ f (~x) − Tm
~a

(~x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
f (~x) −

m∑

n=0

dn f~a(~x)

n!

∣∣∣∣∣∣∣
= |Rm+1(~x)| < ε

4.2.6 Komentá°

Za p°edpokladu, ºe je skute£n¥ spln¥na podmínka limn→∞ Rn+1(~x) = 0, je tedy výraz

∑n
k=0

dk f~a(~x)

k! p°ibliºným vyjád°ením

funk£ní
h hodnot funk
e f (~x) na okolí bodu

~a.

4.2.7 P°íklad

Hledejme Ma
laurin·v polynom funk
e f (x, y) = sin(x + 2y) °ádu t°i. Snadno vypo£teme

∂ f

∂x
= cos(x + 2y),

∂ f

∂y
= 2 cos(x + 2y),

∂2 f

∂x2
= − sin(x + 2y),

∂2 f

∂y2
= −4 sin(x + 2y),

∂2 f

∂x∂y
= −2 sin(x + 2y).

Pro par
iální deriva
e t°etího °ádu pak platí:

∂3 f

∂x3
= − cos(x + 2y),

∂3 f

∂y3
= −8 cos(x + 2y),

∂3 f

∂x2∂y
= −2 cos(x + 2y),

∂3 f

∂x∂y2
= −4 cos(x + 2y).
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Po vy£íslení vý²e vyjád°ený
h par
iální
h deriva
í v bod¥

~a = (0, 0), tj.

f (0, 0) = 0,
∂ f

∂x
(0, 0) = 1,

∂ f

∂y
(0, 0) = 2,

∂2 f

∂x2
(0, 0) =

∂2 f

∂y2
(0, 0) =

∂2 f

∂x∂y
(0, 0) = 0,

∂3 f

∂x3
(0, 0) = −1,

∂3 f

∂y3
(0, 0) = −8,

∂3 f

∂x2∂y
(0, 0) = −2,

∂3 f

∂x∂y2
(0, 0) = −4,

dostáváme

sin(x + 2y) � x + 2y − 1

6
x3 − 4

3
y3 − x2y − 2xy2. (4.9)

Funk
e x+ 2y− 1
6 x3 − 4

3 y3 − x2y− 2xy2
je tedy na okolí bodu (0, 0) polynomiální aproxima
í funk
e f (x, y) = sin(x+ 2y).

Obrázek 4.14

Polynomiální aproxima
e funk
e f (x, y) = sin(x + 2y). Barevn¥ je vyobrazena

zkoumaná funk
e, zatím
o p°íslu²ná polynomiální aproxima
e (4.9) je

vyobrazena ²ed¥.

4.2.8 P°íklad

Cílem tohoto p°íkladu je vypo£ítat totální diferen
iál tisí
ího °ádu funk
e f (x, y) = ln(1 + xy) v bod¥

~a = (0, 0). Zp·sob
°e²ení je vybrán s ohledem na fakt, ºe p°ímé derivování do par
iální
h deriva
í tisí
ího °ádu je neúnosn¥ zdlouhavé.

Uºijeme tedy jednak skute£nosti, ºe

f (x, y) = f (~0) +

∞∑

n=1

dn f~0(x, y)

n!
(4.10)

a jednak znalosti Ma
laurinova rozvoje funk
e

ln(1 + t) =

∞∑

n=1

(−1)n+1 tn

n
.

Dosadíme-li do posledn¥ uvedené rovnosti t = xy, obdrºíme veli
e jednodu²e Ma
laurinovu °adu funk
e f (x, y), a si
e

ln(1 + xy) =

∞∑

n=1

(−1)n+1 xnyn

n
= xy − 1

2
x2y2

+ . . . − x500y500

500
+ . . . .

Sou£ástí tohoto rozvoje je i hledaný diferen
iál d1000
~0

f (x, y). Zp·sob jeho detek
e je z°ejmý ze vztahu (4.10). Z n¥j plyne,

ºe

d1000 f~0(x, y)

1000!
= − 1

500
x500y500,

potaºmo

d1000 f~0(x, y) = −1000!

500
x500y500,

£ímº je úloha zakon£ena.
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4.2. POLYNOMIÁLNÍ APROXIMACE FUNKCÍ

4.2.9 P°íklad

Nalezn¥me Ma
laurinovu °adu funk
e

f (x, y) =

√
1 + 4x + y2.

Ozna£íme-li t = 4x + y2, lze úlohu °e²it metodami známými z teorie funk
e jedné prom¥nné. Podle ní

f (t) = (1 + t)1/2
=

∞∑

n=0

(
1
2

n

)
tn
=

∞∑

n=0

1
2

(
− 1

2

) (
− 3

2

)
. . .

(
1
2 − n + 1

)

n!
tn
= 1 +

t

2
+

∞∑

n=2

(−1)n+1 (2n − 3)!!

(2n)!!
tn.

Uvedená mo
ninná °ada má p°itom, jak se lze pom¥rn¥ jednodu²e p°esv¥d£it, obor konvergen
e rovný uzav°enému

intervalu O = 〈−1, 1〉. Dále snadno

f (x, y) = 1 + 2x +
y2

2
+

∞∑

n=2

(−1)n+1 (2n − 3)!!

(2n)!!
(4x + y2)n

=

= 1 + 2x +
y2

2
+

∞∑

n=2

n∑

k=0

(−1)n+1 (2n − 3)!!

(2n)!!

(
n

k

)
4kxky2n−2k

= 1 + 2x +
y2

2
+

∞∑

n=2

n∑

k=0

(−1)n+1 (2n − 3)!!

k!(n − k)!
22k−nxky2n−2k.

Tato °ada je ov²em rovno
enným ekvivalentem funk
e f (x, y) =
√

1 + 4x + y2
pouze na mnoºin¥

Ox,y =

{
(x, y) ∈ E2 : −1 6 4x + y2 6 1

}
.

Touto mnoºinou je uzav°ená oblast vymezená parabolami 4x = −y2 ± 1, viz také obrázek.

x

y

−1

1

1/4−1/4

Obrázek 4.15

Vyobrazení oboru konvergen
e Ox,y =
{
(x, y) ∈ E2 : −1 6 4x + y2 6 1

}
.

4.2.10 P°íklad

Nalezn¥me Ma
laurinovu °adu funk
e f (x, y) = ln(1 + 2x3 + y) a ur£eme její obor konvergen
e. Op¥t uºijeme teorii

mo
ninný
h ekvivalent· pro funk
e jedné prom¥nné. Tentokrát uºijeme substitu
i t = 2x3 + y a rozvineme funk
i

f (t) = ln(1 + t) do známého tvaru

ln(1 + t) =

∞∑

n=1

(−1)n+1 tn

n
.

Proto

f (x, y) =

∞∑

n=1

(−1)n+1 (2x3 + y)n

n
=

∞∑

n=1

∞∑

k=0

(−1)n+1 1

n

(
n

k

)
(2x3)kyn−k

=

∞∑

n=1

∞∑

k=0

(−1)n+1 (n − 1)!

k!(n − k)!
2kx3kyn−k.

Oborem konvergen
e je p°itom mnoºina O =
{
(x, y) ∈ E2 : −1 < 2x3 + y 6 1

}
. Její tvar je vyobrazen na obrázku níºe.
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y

x

1

−1

−2−1/3

2−1/3

Obrázek 4.16

Vyobrazení oboru konvergen
e O =
{
(x, y) ∈ E2 : −1 < 2x3 + y 6 1

}
.

4.2.11 P°íklad

Pro funk
i

f (x, y) =
√

1 + y2 + 2x

vypo£t¥me

∂40

∂y30∂x10 (~0). Hledat par
iální deriva
i

β =
∂40

∂y30∂x10
(~0)

p°ímo není jist¥ ú£elné, proto uºijeme strategi£t¥j²í postup. Sestavme Ma
laurin·v rozvoj vy²et°ované funk
e. Podobn¥

jako v p°ede²lý
h p°íklade
h platí

f (x, y) =

∞∑

n=0

(
1
2

n

)
(y2
+ 2x)n

= 1 + x +
y2

2
+

∞∑

n=2

n∑

k=0

(
1
2

n

)(
n

k

)
y2k(2x)n−k

=

= 1 + x +
y2

2
+

∞∑

n=2

n∑

k=0

(−1)n+1 (2n − 3)!!

(2k)!!(n − k)!
y2kxn−k. (4.11)

Ozna£me αℓm ∈ R koe�
ient u £lenu αℓmxℓym
v rozvoji mo
ninné °ady (4.11). Podle teorie pro n¥j platí

40!

30! 10!
β

1

40!
= α10,30,

kde £íslo

40!
30! 10! reprezentuje násobnost zkoumané deriva
e a

1
40! d¥lení faktoriálem °ádu totálního diferen
iálu, jehoº je

uvedená deriva
e sou£ástí. Jelikoº ℓ = 10 a m = 30, plyne ze vztahu (4.11), ºe k = 15 a n = 25. Uzavíráme tedy, ºe

α10,30 = (−1)25+1 47!!

30!! 10!!
, β =

47!!

30!! 10!!
30! 10!! = 47!! 29!!
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Kapitola 5

Teorie impli
itní
h funk
í

Seznamme se nyní i s mén¥ obvyklými zp·soby zadání funk
e. Ukáºeme si postupn¥, ºe zkoumat ur£ité vybrané vlast-

nosti bude moºno nejen u funk
í zadaný
h známým (tzv. expli
itním) p°edpisem y = f (x1, x2, . . . , xr), ale i u funk
í s

komplikovan¥j²í formou zadání.

5.1 Funk
e zadaná impli
itn¥ rovni
í

P°ipome¬me n¥kolik moºný
h zp·sob· zadávání funk
í. Existuje ji
h totiº 
elá °ada. My zde uvedeme pouze t°i nejzá-

sadn¥j²í:

• expli
itní zadání funk
e f (x, y, z) p°edpisem nap°. f (x, y, z) = x + y4 + ez;

• parametri
ké zadání funk
e y(x) rovni
emi nap°. x(t) = 4 cos(t), y(t) = 4 sin(t), kde t ∈ 〈0, π〉 je parametr;

• impli
itní zadání funk
e y(x) rovni
í nap°. F(x, y) = x2 + y2 − 4 = 0.

Je t°eba si uv¥domit, ºe v n¥který
h p°ípade
h lze z
ela jednodu²e p°evád¥t jednotlivé typy zadání libovoln¥ jeden na

druhý, ale v jiný
h ne. Je-li nap°. funk
e y(x) zadána impli
itn¥ rovni
í x + y + ln(x) + ln(y) = 0, není moºné ºádnými

úpravami do
ílit expli
itního vyjád°ení y(x). Následují
í úvahy nám v²ak umoºní zkoumat v²e
hny pot°ebné vlastnosti i

pro funk
e, které uvedeným handi
apem neexisten
e expli
itního vyjád°ení trpí.

5.1.1 De�ni
e

Ne
h´ je dána funk
e F(~x, y) : X×Y 7→ R, kde X ⊂ Er
a Y ⊂ R. �íkáme, ºe funk
e y(~x) : X 7→ R je na neprázdné oblasti

G ⊂ X funk
í zadanou impli
itn¥ rovni
í

F(~x, y) = 0, (5.1)

nebo stru£n¥ impli
itní funk
í, pokud pro kaºdé

~x ∈ G platí F(~x, y(~x)) = 0.

5.1.2 P°íklad

Rovni
e F(x, y) = x4− y = 0 zadává na G = (−1, 1) impli
itní funk
i y(x) = x4. Naproti tomu rovni
e F(x, y) = x2− y2 = 0
na G = (−1, 1) zadává dv¥ impli
itní funk
e, a si
e f (x) = −x a g(x) = x. Rovni
e F(x, y) = x2

+ y4
+ 1 = 0 naproti tomu

nezadává ºádnou impli
itní funk
i.

5.1.3 Komentá°

S ohledem na výsledky p°ed
hozího p°íkladu bude nejprve t°eba roz°e²it dv¥ st¥ºejní otázky 
elé teorie, a si
e otázku

existen
e a otázku jednozna£nosti impli
itní funk
e. Odpov¥di na tyto otázky budeme hledat vºdy na okolí U(~x0, y0)
jistého vybraného bodu (~x0, y0), pro který je spln¥na rovnost F(~x0, y0) = 0. Nejprve budeme °e²it existen£ní problém pro

zjednodu²enou variantu úlohy, kdy r = 1, a tudíº hledaná impli
itní funk
e (bude-li v·be
 existovat) bude funk
í jediné

prom¥nné.
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5.1.4 V¥ta � malá existen£ní

Ne
h´ je dána funk
e F(x, y) : E2 7→ R, otev°ený interval L ⊂ E2
a bod (x0, y0) ∈ L takový, ºe F(x0, y0) = 0. Ne
h´

F(x, y) ∈ C1(L), p°i£emº platí

∂F

∂y
(x0, y0) , 0.

Pak existují £ísla ∆1 > 0 a ∆2 > 0 tak, ºe platí: Ke kaºdému £íslu x ∈ (x0 − ∆1, x0 + ∆1) existuje v intervalu

(y0 − ∆2, y0 + ∆2) práv¥ jediné y tak, ºe F(x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y znakem f (x), je rovni
e F(x, y) = 0 na

mnoºin¥ (x0 −∆1, x0 +∆1)× (y0 −∆2, y0 +∆2) spln¥na práv¥ tehdy, kdyº y = f (x). Funk
e f (x) je tedy funk
í impli
itn¥

zadanou rovni
í F(x, y) = 0 a vyhovuje podmín
e y0 = f (x0).

D·kaz:

K

x0

c
2

c
2

y0

x1

(x y )1, 1

(x y )0, 0

D1D1

c

c

x

y

Obrázek 5.17

Demonstra£ní obrázek k d·kazu existen£ní v¥ty.

• poloºme bez újmy na obe
nosti

∂F
∂y (x0, y0) = α > 0

• kdyby

∂F
∂y (x0, y0) < 0, vy²et°ovali by
hom namísto funk
e F(x, y) funk
i −F(x, y), 
oº na sd¥lení v¥ty ni
 nem¥ní

• z de�ni
e spojitosti (aplikované na funk
i

∂F
∂y ) vyplývá existen
e £ísla c > 0 takového, ºe ve v²e
h bode
h (x, y)

intervalu K = (x0 − c, x0 + c) × (y0 − c, y0 + c) je

∣∣∣∣∣
∂F

∂y
(x, y)− ∂F

∂y
(x0, y0)

∣∣∣∣∣ <
α

2
(5.2)

• proto

3α

2
>
∂F

∂y
(x, y) >

α

2
> 0 (5.3)

• zvolme ono c naví
 tak malé, aby K ⊂ L

• potom jsou ob¥ par
iální deriva
e prvního °ádu v K spojité

• funk
e F(x0, y) jedné prom¥nné y má podle (5.2) v intervalu (y0−c, y0+c) kladnou deriva
i, a je tam tudíº rostou
í

• mimoto pro y = y0 je F(x0, y0) = 0

• F(x0, y) má tedy v bod¥ y = y0 + c kladnou hodnotu a v bod¥ y = y0 − c zápornou hodnotu

• tedy F(x0, y0 + c) > 0 a F(x0, y0 − c) < 0

• funk
e F(x, y0 + c) jedné prom¥nné x je v bod¥ x0 spojitá a kladná

• funk
e F(x, y0 − c) jedné prom¥nné x je v bod¥ x0 spojitá a záporná
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• existuje tedy £íslo ∆1 > 0 takové, ºe pro |x − x0| < ∆1 je

F(x, y0 − c) < 0 ∧ F(x, y0 + c) > 0 (5.4)

• volme zárove¬ ∆1 < c

• nyní vyberme x1 libovoln¥ z intervalu 〈x0 − ∆1, x0 + ∆1〉

• funk
e F(x1, y) jedné prom¥nné y je podle (5.3) spojitá a rostou
í na intervalu (y0− c, y0+ c), tedy téº na intervalu
〈y0 − c/2, y0 + c/2〉

• pro y = y0 − c/2 je hodnota F(x1, y) podle (5.4) záporná a pro y = y0 + c/2 kladná

• proto nutn¥ existuje v intervalu 〈y0 − c/2, y0 + c/2〉 £íslo y1 takové, ºe F(x1, y1) = 0

• naví
 existuje jen jedno y1 s touto vlastností, nebo´ F(x1, y) je v tomto intervalu rostou
í

• poloºíme-li nyní ∆2 = c/2, vidíme, ºe ke kaºdému x z intervalu 〈x0−∆1, x0+∆1〉 existuje v intervalu 〈y0−∆2, y0+∆2〉
práv¥ jedno £íslo y takové, ºe F(x, y) = 0

• pokud ozna£íme toto y symbolem f (x), pak je napln¥na de�ni
e 5.1.1, a y = f (x) je tudíº funk
í zadanou na okolí

generují
ího bodu (x0, y0) impli
itn¥ rovni
í F(x, y) = 0

5.1.5 V¥ta

Ne
h´ je dána funk
e F(x, y) : E2 7→ R a bod (x0, y0) ∈ E2
takový, ºe F(x0, y0) = 0. Ne
h´ na jistém okolí tohoto bodu

má funk
e F(x, y) spojitou deriva
i, tj. F(x, y) ∈ C1(U(x0, y0)), p°i£emº platí

∂F

∂y
(x0, y0) , 0. (5.5)

Pak na jistém jednodimenzionálním okolí Uδ(x0) bodu x0 existuje jediná spojitá funk
e y(x), která je impli
itn¥ zadána

rovni
í F(x, y) = 0 a vyhovuje podmín
e y0 = y(x0). Naví
 má tato funk
e y(x) v kaºdém bod¥ ξ ∈ Uδ(x0) spojitou

deriva
i s hodnotou

y′(ξ) = −
∂F
∂x (ξ, y(ξ))

∂F
∂y (ξ, y(ξ))

. (5.6)

Spe
iáln¥ tedy y′(x0) = −
∂F
∂x

(x0 ,y0)
∂F
∂y (x0 ,y0)

.

D·kaz:

• uvaºujeme generují
í rovni
i F(x, y) = 0 a generují
í bod (x0, y0), který není, jak plyne z podmínky (5.5), bodem

kriti
kým (viz de�ni
e 5.1.7)

• nejpodstatn¥j²í otázka, kterou je otázka existen
e diskutované impli
itní funk
e na okolí generují
ího bodu (x0, y0),
je roz°e²ena ve v¥t¥ 5.1.4

• podle jejího zn¥ní máme nyní stopro
entní jistotu, ºe hledaná impli
itní funk
e skute£n¥ existuje

• hledejme tedy dále v jistém okolí Uδ(x0) deriva
i diskutované impli
itní funk
e y(x), která je zadána generují
í

rovni
í F(x, y) = 0

• generují
í rovni
i F(x, y(x)) = 0 zderivujeme podle nezávisle prom¥nné x s ohledem na fakt, ºe prom¥nná y na

nezávisle prom¥nné x závisí

• derivovat p°itom lze, nebo´ F(x, y) ∈ C1(U(x0, y0))

• díky p°edpoklad·m platí

∂F

∂x
+
∂F

∂y

dy

dx
= 0, (5.7)

kde po dosazení bodu (ξ, y(ξ)) ∈ U(x0, y0) do obou stran rovni
e dostáváme

∂F

∂x
(ξ, y(ξ)) +

∂F

∂y
(ξ, y(ξ))

dy

dx
(ξ) = 0 (5.8)
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• protoºe

∂F
∂y (ξ, y(ξ)) , 0, 
oº je garantováno volbou okolí U(x0, y0), lze rovni
i (5.8) upravit do tvaru dokazované

rovnosti (5.6)

• volbou ξ = x0, z níº vyplývá, ºe y(ξ) = y(x0) = y0, pak dostáváme, ºe y′(x0) = −
∂F
∂x (x0,y0)
∂F
∂y

(x0,y0)

• deriva
e (5.6) je naví
 vUδ(x0) spojitá, nebo´ je podílem dvou spojitý
h funk
í a jmenovatel je v mnoºin¥U(x0, y0)
nenulový

• díky existen
i deriva
e y′(x) lze tvrdit, ºe sama funk
e y(x) je na jistém okolí bodu x0 spojitá

• zbývají
í £ást d·kazu týkají
í se jednozna£nosti dokáºeme sporem

• ne
h´ tedy existují na jistém okolí Uδ(x0) bodu x0 dv¥ r·zné funk
e y(x) a ỹ(x), které jsou impli
itními °e²eními

rovni
e F(x, y) = 0 a vyhovují podmín
e y(x0) = ỹ(x0) = y0

• z rovnosti (5.6) ale vyplývá, ºe y′(x) = ỹ′(x) v²ude na Uδ(x0), tj. ne pouze v bod¥ x0

• proto jist¥ existuje C ∈ R tak, ºe pro v²e
hna x ∈ Uδ(x0) platí ỹ(x) = y(x) + C

• to spole£n¥ s rovností y(x0) = ỹ(x0) = y0 vede k faktu, ºe konstanta C je nulová

• tudíº na uvaºovaném okolí bodu x0 platí y(x) = ỹ(x), 
oº je spor s existen
í dvou r·zný
h funk
í

5.1.6 Komentá°

Uvaºujme nyní dodate£ný poºadavek, ºe pro funk
i F(x, y) z p°ede²lé v¥ty platí také, ºe F(x, y) ∈ Cm(U(x0, y0)), kde
m > 2. Dal²ím derivováním vztahu (5.7) lze vyjád°it i vy²²í deriva
e funk
e y(x). Nap°. deriva
í rovni
e (5.7) podle x
získáme vztah

∂2F

∂x2
+
∂2F

∂x∂y

dy

dx
+
∂2F

∂y∂x

dy

dx
+
∂2F

∂y2

(
dy

dx

)2

+
∂F

∂y

d2y

dx2
= 0,

který vede (za 
itovaného p°edpokladu) k vyjád°ení druhé deriva
e y′′(x0) do tvaru

y′′(x0) = −
∂2F
∂x2 (x0, y0) + 2 ∂2F

∂x∂y (x0, y0)
dy

dx (x0) + ∂2F
∂y2 (x0, y0)

(
dy

dx (x0)
)2

∂F
∂y (x0, y0)

.

Jak je patrno, k výpo£tu druhé deriva
e bude zapot°ebí jiº znát hodnotu první deriva
e ve studovaném bod¥. Obdobn¥

se postupuje p°i výpo£tu deriva
í vy²²í
h.

5.1.7 De�ni
e

Funk
i F(~x, y) : X × Y 7→ R, kde X ⊂ Er
a Y ⊂ R, z de�ni
e 5.1.1 budeme nazývat generují
í funk
í. Rovni
i F(~x, y) = 0

budeme nazývat generují
í rovni
í a bod (~x0, y0) ∈ X × Y, pro který je spln¥na rovnost F(~x0, y0) = 0, budeme nazývat

generují
ím bodem. Generují
í bod naví
 nazveme kriti
kým, pokud vyhovuje rovnosti

∂F
∂y (x0, y0) = 0.

5.1.8 Komentá°

Podle v¥t 5.1.5 a 5.1.12 garantuje podmínka

∂F
∂y (x0, y0) , 0 existen
i práv¥ jediné impli
itní funk
e y = y(~x) na jistém

okolíU(~x0, y0). Kriti£nost bodu (~x0, y0) ∈ X×Y spo£ívá tedy v tom, ºe za podmínky

∂F
∂y (~x0, y0) = 0 nelze existen
i impli-


itní funk
e y = y(~x) nebo její jednozna£nost zaru£it. Ukaºme si to na následují
í
h p°íklade
h. Ne
h´ je dána generují
í

rovni
e F(x, y) = x2
+ y2 − 1 = 0 reprezentují
í jednotkovou kruºni
i se st°edem v po£átku sou°adného systému. Bod

(x0, y0) = (1, 0) je jejím kriti
kým bodem, nebo´

∂F
∂y (1, 0) = 0. Na okolí tohoto kriti
kého bodu ale ºádná impli
itní funk
e

y = y(x) existovat nem·ºe, nebo´ pro ξ ∈ (1 − δ, 1) existují dv¥ r·zné hodnoty y takové, ºe F(ξ, y) = ξ2 + y2 − 1 = 0.
Existen
e impli
itní funk
e je proto v p°ímém rozporu s de�ni
í pojmu funk
e. Uvaºme druhý p°íklad. Ne
h´ je dána

generují
í rovni
e G(x, y) = x2 − y2 = 0. Tehdy je bod (x0, y0) = (0, 0) jejím kriti
kým bodem. Ale a£koliv je podmínka

kriti£nosti napln¥na, existují dokon
e dv¥ p°íslu²né impli
itní funk
e, a to y1(x) = x a y2(x) = −x. T°etím p°íkladem je

generují
í rovni
e H(x, y) = x − y3
= 0. Znovu je bod (x0, y0) = (0, 0) kriti
kým bodem, v n¥mº ale p°íslu²ná impli
itní

funk
e existuje a je ur£ena jednozna£n¥. Touto impli
itní funk
í je funk
e y(x) = |x|1/3sgn(x).

76



5.1. FUNKCE ZADANÁ IMPLICITN� ROVNICÍ

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

x

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

y

Obrázek 5.18

Vizualiza
e k°ivek F(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, G(x, y) = x2 − y2 = 0 a

H(x, y) = x − y3
= 0.

5.1.9 Úmluva

Kriti£nost generují
í bodu si
e (podle úvah probíraný
h v p°ede²lém komentá°i) nutn¥ neznamená neexisten
i p°íslu²né

impli
itní funk
e, jen její existen
e není narozdíl od generují
ího bodu, který kriti
kým není, garantována. Proto provedeme

následují
í úmluvu, která p°isp¥je k systemati£nosti °e²ení úloh na impli
itní funk
e. Bude-li v daném p°íklad¥ zji²t¥no,

ºe n¥který generují
í bod je kriti
ký, nebudeme na okolí tohoto bodu (pokud nebude °e£eno jinak) p°íslu²nou impli
itní

funk
i hledat.

5.1.10 P°íklad

Na²im úkolem je nyní hledat te£nu ke k°iv
e

2x2 − 12xy + 20y2 − 2 = 0,

která je rovnob¥ºná s osou x. Na k°ivku budeme nahlíºet jako na generují
í rovni
i H(x, y) = 0 zadanou prost°edni
tvím

generují
í funk
e H(x, y) = 2x2 − 12xy + 20y2 − 2 dvou prom¥nný
h. P°edpokládejme, ºe rovni
e H(x, y) = 0 zadává

v n¥který
h svý
h bode
h (x0, y0) impli
itní funk
i y = y(x). Zkoumejme nejprve omezení pro takový bod. Podmínka

kriti£nosti

∂H

∂y
(x0, y0) = −12x0 + 40y0 = 0

zjevn¥ vylu£uje ty body, mezi jeji
hº sou°adni
emi platí vztah −12x0 + 40y0 = 0. Snadno zji²´ujeme, ºe se jedná o body

(x0, y0) = (
√

10, 3/
√

10), pop°ípad¥ (x0, y0) = (−
√

10,−3/
√

10). Ty je pot°eba z následují
ího výpo£tu vylou£it. Podle

v¥ty o impli
itní funk
i dále platí, ºe deriva
e impli
itní funk
e y = y(x) m·ºe být z generují
í funk
e vypo£tena podle

vztahu

y′(x0) = −
∂H
∂x (x0, y0)

∂H
∂y (x0, y0)

.

Ch
eme-li, aby te£na funk
e y = y(x) v n¥jakém bod¥ x0 byla rovnob¥ºná s osou x, musí nutn¥ y′(x0) = 0. Z této úvahy

a z p°ed
hozího vztahu plyne, ºe takový bod bude jist¥ vyhovovat rovni
i

∂H

∂x
(x0, y0)

!
= 0.

�e²íme tedy soustavu

∂H

∂x
(x0, y0) = 40x0 − 12y0 = 0,

2x2
0 − 12x0y0 + 20y2

0 − 2 = 0.

Tu °e²í body (x0, y0) = (−3,−1) a (x0, y0) = (3, 1). V t¥
hto bode
h je skute£n¥, jak je patrno i z obrázku, te£na ke

k°iv
e 2x2 − 12xy + 20y2 − 2 = 0 rovnob¥ºná s osou x. Podotýkáme, ºe Lagrange·v algoritmus

H(x, y) = 2(x2 − 6xy + 10y2 − 1) = 2[(x − 3y)2
+ y2 − 1]
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odhaluje, ºe danou k°ivkou je elipsa. Její st°ed m·ºe být naví
 vypo£ten z rovnosti A~s = ~b, tj.

A~s =




2 −12

−12 20







s1

s2


 = ~b =




0

0


 .

Odtud vidno, ºe st°edem je po£átek sou°adné soustavy. Protoºe elipsu (kruºni
i) a2 + b2 = 1 lze p°irozen¥ vykreslit

prost°edni
tvím parametri
kého p°edpisu (a, b) = (cos τ, sin τ), kde τ ∈ 〈0, 2π〉), lze k°ivku (x − 3y)2 + y2 − 1 = 0 (viz

Lagrangeovo dopln¥ní na £tver
e) vykreslit pomo
í p°edpisu (x, y) = (cos τ + 3 sin τ, sin τ), kde op¥t τ ∈ 〈0, 2π〉.
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Obrázek 5.19

Elipsa 2x2 − 12xy + 20y2 − 2 = 0 a její te£ny rovnob¥ºné s osou x.

5.1.11 P°íklad

y 

x 

1/2 

31/2/2

Obrázek 5.20

Pr·b¥h impli
itní funk
e y(x).

Pokusme se roz²ifrovat podobu grafu funk
e y(x), která je impli
itn¥ zadána rovni
í

(x2
+ y2)2

= 2(x2 − y2). (5.9)

Vzhledem k symetrii posta£í vy²et°it pr·b¥h funk
e pouze v prvním kvadrantu. Naví
 jelikoº levá strana rovnosti (5.9)

je vºdy nezáporná, musí být x2 > y2, 
oº zna£í, ºe v prvním kvadrantu se graf funk
e y(x) bude vyskytovat pouze pod

osou x = y. Pokusme se nalézt extrémy vy²et°ované funk
e. Podle v¥ty o impli
itní funk
i 5.1.5 platí

2(x2
+ y2)(2x + 2yy′) = 2(2x − 2yy′),

odkud pak tedy

y′ =
x(1 − x2 − y2)

y(1 + x2 + y2)
.
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Deriva
e y′(x) je tedy nulová v pr·se£íku kruºni
e x2 + y2 = 1 a k°ivky (5.9). Tímto pr·se£íkem v prvním kvadrantu je

bod

~a = (
√

3/2, 1/2). Jelikoº pr·se£íky k°ivky (5.9) s osou x jsou body

~0 a (
√

2, 0), je po studiu znaménka první deriva
e

jasné, ºe bod

~a je bodem lokálního maxima funk
e y(x). Nyní tedy lze vyobrazit pr·b¥h vy²et°ované impli
itní funk
e.

Podotýkáme, ºe vyobrazenou k°ivkou je tzv. lemniskáta.

5.1.12 V¥ta � o impli
itní funk
i

Ne
h´ je dána funk
e F(~x, y) : Er+1 7→ R a bod (~x0, y0) ∈ Er+1
takový, ºe F(~x0, y0) = 0. Ne
h´ na jistém okolí tohoto

bodu má funk
e F(~x, y) spojitou deriva
i, tj. F(~x, y) ∈ C1(U(~x0, y0)), p°i£emº platí

∂F

∂y
(~x0, y0) , 0. (5.10)

Pak na jistém r−dimenzionálním okolí Uδ(~x0) bodu

~x0 existuje jediná spojitá funk
e y(~x), která je impli
itn¥ zadána

rovni
í F(~x, y) = 0 a vyhovuje podmín
e y0 = y(~x0). Naví
 má tato funk
e y(~x) v kaºdém bod¥

~ξ ∈ Uδ(~x0) spojité

v²e
hny par
iální deriva
e s hodnotou

∂y

∂xk
(~ξ) = −

∂F
∂xk

(~ξ, y(~ξ))

∂F
∂y (~ξ, y(~ξ))

. (5.11)

Spe
iáln¥ tedy

∂y

∂xk
(~x0) = −

∂F
∂xk

(~x0,y0)

∂F
∂y (~x0,y0)

.

D·kaz:

• uvaºujeme tedy generují
í rovni
i F(~x, y) = 0 a generují
í bod (~x0, y0), který není, jak plyne z podmínky (5.10),

bodem kriti
kým

• nejpodstatn¥j²í otázka, kterou je otázka existen
e diskutované impli
itní funk
e na okolí generují
ího bodu (~x0, y0),
je roz°e²ena ve v¥t¥ 5.2.3

• podle jejího zn¥ní máme nyní stopro
entní jistotu, ºe hledaná impli
itní funk
e ví
e prom¥nný
h skute£n¥ existuje

• hledejme tedy dále v jistém okolí Uδ(~x0) deriva
i diskutované impli
itní funk
e y(~x), která je zadána generují
í

rovni
í F(~x, y) = 0

• generují
í rovni
i F(~x, y(x)) = 0 zderivujeme podle nezávisle prom¥nné xk s ohledem na fakt, ºe prom¥nná y na

nezávisle prom¥nné xk závisí

• derivovat p°itom lze, nebo´ F(~x, y) ∈ C1(U(~x0, y0))

• díky p°edpoklad·m platí

∂F

∂xk
+
∂F

∂y

∂y

∂xk
= 0, (5.12)

kde po dosazení bodu (~ξ, y(~ξ)) ∈ U(~x0, y0) do obou stran rovni
e dostáváme

∂F

∂xk
(~ξ, y(~ξ)) +

∂F

∂y
(~ξ, y(~ξ))

∂y

∂xk
(~ξ) = 0 (5.13)

• protoºe

∂F
∂y (~ξ, y(~ξ)) , 0, 
oº je garantováno volbou okolí U(~x0, y0), lze rovni
i (5.13) upravit do tvaru dokazované

rovnosti (5.11)

• volbou

~ξ = ~x0, z níº vyplývá, ºe y(~ξ) = y(~x0) = y0, pak dostáváme, ºe

∂y

∂xk
(~x0) = −

∂F
∂xk

(~x0 ,y0)

∂F
∂y

(~x0,y0)

• deriva
e (5.11) je naví
 v Uδ(~x0) spojitá, nebo´ je podílem dvou spojitý
h funk
í a jmenovatel je v mnoºin¥

U(~x0, y0) nenulový

• díky existen
i deriva
e

∂y

∂xk
(~ξ) lze tvrdit, ºe sama funk
e y(~x) je na jistém okolí bodu

~x0 spojitá

• zbývají
í £ást d·kazu týkají
í se jednozna£nosti provedeme metodou konstruk
e sporu

• ne
h´ tedy existují na jistém okolí Uδ(~x0) bodu ~x0 dv¥ r·zné funk
e y(~x) a ỹ(~x), které jsou impli
itními °e²eními

rovni
e F(~x, y) = 0 a vyhovují podmín
e y(~x0) = ỹ(~x0) = y0
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• z rovnosti (5.11) ale vyplývá, ºe grad(y)(~x) = grad(ỹ)(~x) v²ude na Uδ(~x0), tj. ne pouze v bod¥

~x0

• proto jist¥ existuje (podle d·sledku 2.3.23) C ∈ R tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uδ(~x0) platí ỹ(~x) = y(~x) + C

• to spole£n¥ s rovností y(~x0) = ỹ(~x0) = y0 vede k faktu, ºe konstanta C je nulová

• tudíº na uvaºovaném okolí bodu

~x0 platí y(~x) = ỹ(~x), 
oº je spor s existen
í dvou r·zný
h funk
í

5.2 Funk
e zadané impli
itn¥ soustavou rovni


Logi
kým zobe
n¥ním p°ede²lé problematiky je situa
e, kdy generují
í rovni
e není pouze jedna, ale je ji
h n¥kolik. V

tom p°ípad¥ lze o£ekávat, ºe sada s generují
í
h rovni
 bude (p°i p°íznivé konstela
i podmínek, tj. p°i spln¥ní podmínky

analogi
ké k podmín
e (5.5)) indukovat sadu s impli
itní
h funk
í. Bude i v tomto p°ípad¥ moºné ze znalosti v²e
h

par
iální
h deriva
í v²e
h generují
í
h funk
í jednozna£n¥ ur£it par
iální deriva
e funk
í impli
itní
h? A jak v této

obm¥n¥ bude vypadat podmínka kriti£nosti? Na to nám p°inese odpov¥¤ následují
í text.

5.2.1 De�ni
e

Ne
h´ je dána soustava rovni


F1(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys) = 0;

F2(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys) = 0;
...

Fs(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys) = 0,

(5.14)

kde

~x ∈ X ⊂ Er
a

~y ∈ Y ⊂ Es. Funk
emi zadanými impli
itn¥ rovni
emi (5.14) nebo stru£n¥ impli
itními funk
emi na

oblasti G ⊂ X nazýváme takové funk
e

y1(x1, x2, . . . , xr);

y2(x1, x2, . . . , xr);
...

ys(x1, x2, . . . , xr),

(5.15)

ºe po dosazení y1(x1, x2, . . . , xr) za y1, y2(x1, x2, . . . , xr) za y2 aº ys(x1, x2, . . . , xr) za ys do soustavy (5.14) jsou v²e
hny

rovni
e (5.14) identi
ky spln¥ny na G.

5.2.2 De�ni
e

Vektorovou funk
i

~F(~x, ~y) : X × Y 7→ Es, kde X ⊂ Er
a Y ⊂ Es, z de�ni
e 5.2.1 budeme nazývat vektorovou generují
í

funk
í. Rovni
i

~F(~x, ~y) = ~0 budeme nazývat generují
í soustavou a bod (~x0, ~y0) ∈ X × Y, pro který je spln¥na rovnost

~F(~x0, ~y0) = ~0, budeme nazývat generují
ím bodem. Generují
í bod naví
 nazveme kriti
kým, pokud vyhovuje rovnosti

det

(
D(F1, F2, . . . , Fs)

D(y1, y2, . . . , ys)

)
(~x0, ~y0) = 0.

5.2.3 V¥ta � velká existen£ní

Ne
h´ je dán bod (a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs) ∈ Er+s
a s funk
í F j(~x, ~y) : Er+s 7→ R, jeº mají na jistém okolí uvedeného

bodu spojité první par
iální deriva
e prvního °ádu podle v²e
h prom¥nný
h. Ne
h´ dále

F j(a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs) = 0

pro v²e
hny j ∈ ŝ, tj. (a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs) ∈ Er+s
je generují
ím bodem. Ne
h´ naví


det

(
D(F1, F2, . . . , Fs)

D(y1, y2, . . . , ys)

)
(a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs) , 0. (5.16)

Potom pro kaºdé ∆0 > 0 existují δ ∈ (0,∆0) a ∆ ∈ (0,∆0) tak, ºe ke kaºdému

~x = (x1, x2, . . . , xr) ∈ J, J = {~x ∈ Er : |x1 − a1| < δ, |x2 − a2| < δ, . . . , |xr − ar| < δ}
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5.2. FUNKCE ZADANÉ IMPLICITN� SOUSTAVOU ROVNIC

existuje v intervalu K = {~y ∈ Es : |y1 − b1| < δ, |y2 − b2| < δ, . . . , |ys − bs| < δ} práv¥ jediný bod

~y = (y1, y2, . . . , ys) tak,

ºe je spln¥na rovni
e

~F(~x, ~y) = ~0. Sou°adni
e y1, y2, . . . , ys tohoto bodu jsou tudíº funk
emi bodu

~x, 
oº zna£í, ºe takto

získané funk
e y j = ϕ j(~x) jsou funk
emi impli
itn¥ zadanými rovností

~F(~x, ~y) = ~0 na okolí generují
ího bodu.

D·kaz:

• v d·kazu bude striktn¥ zna£it

~x = (x1, x2, . . . , xr), ~y = (y1, y2, . . . , ys) a (~x, ~y) = (x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys)

• dále

~a = (a1, a2, . . . , ar) a ~b = (b1, b2, . . . , bs) a ~α = (~a,~b) = (a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs)

• symbolem σ(~y,~z) budeme rozum¥t σ−metriku, tj. σ(~y,~z) = max16k6s |yk − zk|

• znakem c jk ozna£me hodnotu deriva
e

∂F j

∂yk
(~α) v bod¥

~α

• podle p°edpokladu v¥ty tedy

C =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 . . . c1s

c21 c22 . . . c2s

...
...

. . .
...

cs1 cs2 . . . css

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, 0

• jelikoº jsou funk
e

∂F j

∂yk
spojité v bod¥

~α, existuje jist¥ £íslo ∆1 ∈ (0,∆0) tak, ºe ve v²e
h bode
h intervalu

|xi − ai| < ∆1, |y j − b j| < ∆1 (i ∈ r̂, j ∈ ŝ) (5.17)

je

det

(
D(F1, F2, . . . , Fs)

D(y1, y2, . . . , ys)

)
, 0

• zvolme naví
 £íslo ∆1 tak malé, aby v²e
hny funk
e F j(~x, ~y) byly spojité a m¥ly par
iální deriva
e prvního °ádu

podle y1, y2, . . . , ys v intervalu (5.17)

• poloºme

H j(~x, ~y) = c j1y1 + c j2y2 + . . . + c jsys − F j(~x, ~y)

• vektorová generují
í rovni
e

~F(~x, ~y) = ~0 pak zna£í totéº 
o rovni
e

c j1y1 + c j2y2 + . . . + c jsys = H j(~x, ~y), ( j ∈ ŝ) (5.18)

• odtud

∂H j

∂yk
= c jk −

∂F j

∂yk

a také

∂H j

∂yk
(~α) = 0, ( j, k ∈ ŝ) (5.19)

• rovni
e (5.18) jsou, jak vyplývá z teorie lineární algebry (viz skripta [1℄), spln¥ny práv¥ tehdy, kdyº

y j =

s∑

k=1

Ckj

C
Hk(~x, ~y) ( j ∈ ŝ), (5.20)

kde Ckj je dopln¥k prvku ckj v determinantu C

• pravou stranu rovni
e (5.20) ozna£me G j(~x, ~y), takºe místo rovni
 (5.18) m·ºeme vy²et°ovat rovni
e

y j = G j(~x, ~y) ( j ∈ ŝ), (5.21)

nebo´ (5.21) platí práv¥ tehdy, platí-li (5.18)

• jelikoº jsou rovni
e F j(~x, ~y) = 0 spln¥ny v bod¥

~α = (~a,~b), platí totéº o rovni
í
h (5.21), tj. platí

b j = G j(~a,~b) ( j ∈ ŝ), (5.22)
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• funk
e G j(~x, ~y) spl¬ují ov²em také p°edpoklady o spojitosti a o existen
i par
iální
h deriva
í prvního °ádu, které

jsme v p°ed
házejí
ím textu u£inili o funk
í
h F j(~x, ~y)

• mimoto je podle (5.19) a podle de�ni
e funk
í G j(~x, ~y) spln¥no:

∂G j

∂yk
(~α) = 0 ( j, k ∈ ŝ), (5.23)

• protoºe

∂G j

∂yk
(~x, ~y) jsou funk
e spojité v bod¥

~α = (~a,~b) a protoºe platí (5.23), existuje £íslo ∆ ∈ (0,∆1) tak, ºe ve

v²e
h bode
h intervalu

|xi − ai| < ∆, |y j − b j| < ∆ (i ∈ r̂, j ∈ ŝ) (5.24)

je ∣∣∣∣∣∣
∂G j(~x, ~y)

∂yk

∣∣∣∣∣∣ <
1

2s
( j, k ∈ ŝ), (5.25)

• ze spojitosti funk
í G j(~x, ~y) plyne, ºe existuje δ ∈ (0,∆) tak, ºe ve v²e
h bode
h intervalu

|xi − ai| < δ (i ∈ r̂) (5.26)

je

|G j(~x,~b) − G j(~a,~b)| < ∆
4

(5.27)

• ozna£me: K = {~y ∈ Es : |y j − b j| < ∆; j ∈ ŝ}

• d·kaz hlavního tvrzení nyní provedeme tak, ºe jej rozloºíme na d·kazy £ty° subtvrzení

• První subtvrzení: Je-li

~x ∈ J, ~y ∈ K, ~z ∈ K a j ∈ ŝ, pak

|G j(~x, ~y) − G j(~x,~z)| 6 σ(~y,~z)

2
.

• je-li

~y = ~z, pak je platnost vztahu jasná

• volme tedy

~y , ~z

• je-li

~x voleno pevn¥, jsou G j(~x, ~y) funk
e prom¥nný
h y1, y2, . . . , ys mají
í v intervalu K par
iální deriva
e prvního

°ádu

• podle v¥ty o p°ír·stku 2.3.1 existují v K body

~η1, ~η2, . . . , ~ηr ∈ K tak, ºe platí

G j(~x, ~y) − G j(~x,~z) =

s∑

k=1

∂G j

∂yk
(~x, ~ηk) (yk − zk)

• podle (5.25) tedy

|G j(~x, ~y) − G j(~x,~z)| 6 1

2s

s∑

k=1

|yk − zk| 6
σ(~y,~z)

2

• Druhé subtvrzení: Ke kaºdému

~x ∈ J existuje nejvý²e jeden bod

~y = (y1, y2, . . . , ys) ∈ K takový, ºe y j = G j(~x, ~y)
pro j ∈ ŝ.

• ne
h´

~x ∈ J, ~y ∈ K, ~z ∈ K, y j = G j(~x, ~y) a z j = G j(~x,~z)

• 
h
eme dokázat, ºe za daný
h okolností je

~y = ~z, 
oº prokáºe onu jednozna£nost

• pro j ∈ ŝ ale máme 2|y j − z j| = 2|G j(~x, ~y) − G j(~x,~z)| 6 σ(~y,~z), a tedy

σ(~y,~z) = max
16k6s

|yk − zk| 6
σ(~y,~z)

2
,

odkuº jiº z°eteln¥ plyne, ºe σ(~y,~z) = 0
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• z axiom· metriky ale plyne, ºe

~y = ~z, 
oº bylo dokázat

• T°etí subtvrzení: Ke kaºdému

~x ∈ J existuje bod ~Y ∈ K (a podle druhého subtvrzení bod jediný) tak, ºe Y j = G j(x,Y)
pro v²e
hna j ∈ ŝ.

• zave¤me posloupnost bod·

~y0, ~y1, ~y2, . . . de�novanou takto:

1. Klademe

~y0 =
~b, a tedy y0 j

= b j a y0 j
= G j(~a, ~y0), jak plyne ze vztahu (5.22).

2. Je-li bod

~yn−1 jiº de�nován, pak de�nujeme

yn j
= G j(~x, ~yn−1). (5.28)

• nyní lze (a my to pone
háme £tená°i) prokázat induk
í, ºe pro n ∈ N platí

σ(~yn, ~yn−1) 6
∆

2n+1
(5.29)

• odtud dále plyne, ºe pro kaºdé j a n je

σ(yn j
, yn−1 j

) 6
∆

2n+1
(5.30)

• °ada

y0 j
+ (y1 j

− y0 j
) + (y2 j

− y1 j
) + (y3 j

− y2 j
) + . . . (5.31)

konverguje, a existuje tudíº limita

lim
n→∞

yn j
= Y j

• z p°ede²lého ale vy
hází, ºe |Y j − b j| 6 ∆/2, takºe bod ~Y = (Y1,Y2, . . .,Ys) leºí v K

• funk
e G j(~x, ~y) (pro �xovanou hodnotu

~x) jsou proto spojité v bod¥

~Y

• následkem této spojitosti pak platí limn→∞G j(~x, ~yn) = G j(~x, ~Y)

• takºe podle (5.28) je

Y j = lim
n→∞

yn j
= lim

n→∞
G j(~x, ~yn−1) = G j(~x, ~Y),

£ímº je t°etí subtvrzení dokázáno

• �tvrté subtvrzení: Funk
e Y1,Y2, . . . ,Ys jsou spojité na J.

• £ísla yn j
a Y j ze t°etího subtvrzení jsou zjevn¥ funk
emi

~x

• jelikoº jsou funk
e yn j
spojitými funk
emi na J, jak bylo prokázáno vý²e, a jelikoº je °ada (5.31) na J stejnom¥rn¥

konvergentní (jak plyne ze srovnáva
ího kritéria zaloºeného na platnosti nerovnosti (5.30)), plyne odtud (a z v¥ty

3.1.8 o spojitosti limitní funk
e), ºe v²e
hny Y j jsou spojité

• ozna£íme-li je²t¥ ϕ j(~x) = Y j(~x), vidíme, ºe je 
elá velká existen£ní v¥ta dokázána

5.2.4 V¥ta � o impli
itní
h funk
í
h

Ne
h´ jsou dány funk
e Fi(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys) pro i ∈ ŝ. Ne
h´ bod

~λ = (x◦1, x
◦
2, . . . , x

◦
r , y
◦
1, y
◦
2, . . . , y

◦
s )

vyhovuje soustav¥ (5.14) a v²e
hny funk
e Fi(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys) pro i ∈ ŝ mají v okolí bodu

~λ spojité par
iální

deriva
e prvního °ádu podle v²e
h prom¥nný
h, p°i£emº

∆ := det

(
D(F1, F2, . . . , Fs)

D(y1, y2, . . . , ys)

)
(~λ) , 0. (5.32)
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Pak na jistém okolí bodu

~x◦ = (x◦
1
, x◦

2
, . . . , x◦r ) existuje jediná soustava spojitý
h funk
í (5.15) impli
itn¥ zadaný
h

soustavou (5.14) taková, ºe platí

y◦
1
= y1(x◦

1
, x◦2, . . . , x

◦
r );

y◦2 = y2(x◦
1
, x◦2, . . . , x

◦
r );

...

y◦s = ys(x
◦
1
, x◦

2
, . . . , x◦r ).

Kaºdá z funk
í y1(x1, x2, . . . , xr), y2(x1, x2, . . . , xr), . . . , ys(x1, x2, . . . , xr) má p°itom na okolí uvaºovaného bodu spojitou

deriva
i, tj. spojité deriva
e podle v²e
h nezávisle prom¥nný
h x1, x2, . . . , xr, p°i£emº platí, ºe

∂y j

∂xk
(~x◦) =

1

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂y1
(~λ) ∂F1

∂y2
(~λ) . . . ∂F1

∂y j−1
(~λ) ∂F1

∂xk
(~λ) ∂F1

∂y j+1
(~λ) . . . ∂F1

∂ys
(~λ)

∂F2

∂y1
(~λ) ∂F2

∂y2
(~λ) . . . ∂F2

∂y j−1
(~λ) ∂F2

∂xk
(~λ) ∂F2

∂y j+1
(~λ) . . . ∂F2

∂ys
(~λ)

. . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂Fs

∂y1
(~λ) ∂Fs

∂y2
(~λ) . . . ∂Fs

∂y j−1
(~λ) ∂Fs

∂xk
(~λ) ∂Fs

∂y j+1
(~λ) . . . ∂Fs

∂ys
(~λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (5.33)

D·kaz:

• uvaºujeme generují
í soustavu

~F(~x, ~y) = ~0 a generují
í bod

~λ, který není, jak plyne z podmínky (5.10), bodem

kriti
kým

• nejpodstatn¥j²í otázka, kterou je otázka existen
e diskutované impli
itní funk
e na okolí generují
ího bodu

~λ, je
roz°e²ena ve v¥t¥ 5.2.3

• podle jejího zn¥ní máme nyní stopro
entní jistotu, ºe hledané impli
itní funk
e ví
e prom¥nný
h skute£n¥ existují

• hledejme tedy dále v jistém okolí Uδ(~x0) par
iální deriva
e diskutovaný
h impli
itní
h funk
í y j(~x), které jsou

zadány generují
í soustavou

~F(~x, ~y) = 0

• podobn¥ jako lze v
elku jednodu²e vypo£ítat deriva
i funk
e y(x) zadané impli
itn¥ rovni
í F(x, y) = 0, lze i pro

funk
e (5.15) zadané impli
itn¥ rovni
emi (5.14) po£ítat jeji
h par
iální deriva
e

• provedeme výpo£et par
iální
h deriva
í

(
∂y1

∂xk
,
∂y2

∂xk
, . . . ,

∂ys

∂xk

)
v²e
h takto de�novaný
h funk
í podle vybrané nezávisle

prom¥nné xk (k ∈ r̂)

• deriva
í soustavy (5.14) podle xk získáme soustavu

∂F1

∂xk
+

∂F1

∂y1

∂y1

∂xk
+

∂F1

∂y2

∂y2

∂xk
+ . . . + ∂F1

∂ys

∂ys

∂xk
= 0

∂F2

∂xk
+

∂F2

∂y1

∂y1

∂xk
+

∂F2

∂y2

∂y2

∂xk
+ . . . + ∂F2

∂ys

∂ys

∂xk
= 0

...
∂Fs

∂xk
+

∂Fs

∂y1

∂y1

∂xk
+

∂Fs

∂y2

∂y2

∂xk
+ . . . + ∂Fs

∂ys

∂ys

∂xk
= 0

• jedná se o soustavu rovni
 s neznámými

∂y1

∂xk
,
∂y2

∂xk
, . . . ,

∂ys

∂xk
, která je díky spln¥né podmín
e (5.32) vºdy °e²itelná,

nebo´ determinant soustavy

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
. . . ∂F1

∂ys

∂F2

∂y1

∂F2

∂y2
. . . ∂F2

∂ys

. . . . . .
. . . . . .

∂Fs

∂y1

∂Fs

∂y2
. . . ∂Fs

∂ys

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
je shodný s determinantem vystupují
ím v nerovnosti (5.32)

• to lze nahlédnout z mati
ového vyjád°ení vý²e uvedené soustavy




∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
. . . ∂F1

∂ys

∂F2

∂y1

∂F2

∂y2
. . . ∂F2

∂ys

. . . . . .
. . . . . .

∂Fs

∂y1

∂Fs

∂y2
. . . ∂Fs

∂ys







∂y1

∂xk

∂y2

∂xk

...
∂ys

∂xk




= −




∂F1

∂xk

∂F2

∂xk

...
∂Fs

∂xk



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• odtud obe
n¥

∂y j

∂xk
= −
∆(k, j)

∆
,

kde ∆(k, j) vznikne podle Cramerova pravidla zám¥nou j−tého sloup
e determinantu ∆ za sloup
ový vektor

(
∂F1

∂xk
,
∂F2

∂xk
, . . . ,

∂Fs

∂xk

)⊺

• p°episem tohoto poznatku je práv¥ rovnost (5.33)

• díky nenulovosti determinantu ∆ jsou pak na jistém okolí bodu

~x◦ v²e
hny par
iální deriva
e

∂y j

∂xk
pro k ∈ r̂, j ∈ ŝ

spojité, a tedy spojité jsou i funk
e y j(~x) : Er 7→ R

• jednozna£nost funk
e y j(~x) prokáºeme sporem

• ne
h´ tedy existují dv¥ r·zné funk
e y j(~x) a ỹ j(~x), které jsou °e²ením soustavy (5.14) a spl¬ují rovnost

y j(~x
◦) = ỹ j(~x

◦) (5.34)

• z p°ede²lé £ásti d·kazu ale vyplývá, ºe na ur£itém okolí bodu

~x◦ platí

Dy j

D~x (~x) =
Dỹ j

D~x (~x)

• ob¥ deriva
e jsou naví
 podle p°ed
hozího spojité, a tudíº z v¥ty 2.3.16 vyvozujeme, ºe ob¥ funk
e y j(~x) a ỹ j(~x)
mají na jistém okolí Uδ(~x◦) bodu ~x◦ totální diferen
iály, pro které platí

dy j(dx1, dx2, . . . , dxr) = dỹ j(dx1, dx2, . . . , dxr)

• z d·sledku 2.3.23 proto vyplývá, ºe existuje C ∈ R tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Uδ(~x◦) platí rovnost ỹ j(~x) = y j(~x) + C

• z podmínky (5.34) ale plyne, ºe C = 0, 
oº vede k o£ekávanému sporu

5.2.5 P°íklad

Budeme hledat Taylorovy polynomy prvního °ádu funk
í zadaný
h impli
itn¥ soustavou rovni


F(x, y, z, u) = x + y − 2u2 − 2z2 − 4uz = 0;

G(x, y, z, u) = x2 − y2 + 8u2z2 + 4u3z + 4uz3 = 0
(5.35)

v bod¥

~a = (z0, u0) = (1, 2). Nejprve vypo£teme zbylé sou°adni
e bodu

~λ = (x0, y0, 1, 2), v n¥mº by m¥la vý²e uvedená

soustava rovni
 de�novat impli
itní funk
e x(z, u) a y(z, u). Po dosazení budeme tedy hledat °e²ení soustavy x+y−18 = 0,

x2 − y2 + 72 = 0. Odtud snadno

~λ = (7, 11, 1, 2), 
oº tedy zna£í, ºe funk£ní hodnoty impli
itní
h funk
í jsou x(~a) = 7 a

y(~a) = 11. Ov²em stále je²t¥ není zodpov¥zena otázka existen
e p°íslu²ný
h impli
itní
h funk
í. Podle v¥ty 5.2.4 je totiº

nutno zaru£it nenulovost determinantu

det

(
D(F,G)

D(x, y)

)
(~λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1

2x −2y

∣∣∣∣∣∣∣
(7, 11, 1, 2) = −36 , 0.

P°i hledání par
iální
h deriva
í

∂x
∂u (~a) a

∂y

∂u (~a) derivujeme rovni
e (5.35) podle prom¥nné u. To vede k rovni
ím

∂x
∂u +

∂y

∂u − 4u − 4z = 0;

2x ∂x
∂u − 2y

∂y

∂u + 16uz2 + 12u2z + 4z3 = 0

a následn¥ po dosazení bodu

~a k soustav¥

∂x
∂u (~a) +

∂y

∂u (~a) = 12;

14 ∂x
∂u (~a) − 22

∂y

∂u (~a) = −84.
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Odsud pak

∂x

∂u
(~a) = 5,

∂y

∂u
(~a) = 7.

Z
ela analogi
ky po deriva
i soustavy (5.35) podle prom¥nné z obdrºíme rovni
e

∂x
∂z +

∂y

∂z − 4z − 4u = 0;

2x ∂x
∂z − 2y

∂y

∂z + 16u2z + 4u3 + 12uz2 = 0;

a po dosazení bodu

~a soustavu

∂x
∂z (~a) +

∂y

∂z (~a) = 12;

14 ∂x
∂z (~a) − 22

∂y

∂z (~a) = −120.

�e²ením této soustavy jsou par
iální deriva
e

∂x

∂z
(~a) = 4,

∂y

∂z
(~a) = 8.

Uzavíráme tedy, ºe hledanými Taylorovými polynomy prvního stupn¥ jsou polynomy

x(u, z) � 7 + 5(u − 2) + 4(z − 1) = 5u + 4z − 7

y(u, z) � 11 + 7(u − 2) + 8(z − 1) = 7u + 8z − 11.

5.2.6 P°íklad

Nalezn¥me druhý diferen
iál funk
e z(x, y), jeº je zadána impli
itn¥ rovni
emi

2x2 + 2y2 − z2 − 2u3 = 0;

x + y + z − u = 2;
(5.36)

v bod¥

~a = (1,−1). P°i °e²ení úlohy je t°eba si uv¥domit, ºe dv¥ rovni
e (5.36) zadávají krom¥ funk
e z(x, y) také funk
i
u(x, y). Je-li x = 1 a y = −1, musí být nutn¥ spln¥ny rovni
e

4 − z2 − 2u3
= 0;

z − u = 2.

Odtud jednodu²e vy
hází, ºe z(~a) = 2 a u(~a) = 0. Tedy bodem, ve kterém by rovni
e (5.36) m¥ly zadávat zmín¥né

impli
itní funk
e, je bod

~λ = (1,−1, 2, 0). O tom, jsou-li spln¥ny p°edpoklady v¥ty o impli
itní
h funk
í
h, se snadno

p°esv¥d£íme výpo£tem determinantu

det

(
D(F,G)

D(z, u)

)
(~λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
−2z −6u2

1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
(~λ) = 4 , 0.

Tedy ni
 jiº nebrání výpo£tu. Zderivujeme-li vztahy (5.36) podle x, obdrºíme soustavu

4x − 2z ∂z
∂x − 6u2 ∂u

∂x = 0,

1 + ∂z
∂x − ∂u

∂x = 0,
(5.37)

kterou po dosazení bodu

~λ °e²í hodnoty

∂z

∂x
(~a) = 1,

∂u

∂x
(~a) = 2.

Analogi
ky vede soustava

4y − 2z ∂z
∂y − 6u2 ∂u

∂y = 0,

1 + ∂z
∂y − ∂u

∂y = 0

k hodnotám

∂z

∂y
(~a) = −1,

∂u

∂y
(~a) = 0.
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Dal²ím derivováním rovni
 (5.37) získáme soustavu

4 − 2
(
∂z
∂x

)2 − 2z ∂
2z
∂x2 − 12u

(
∂u
∂x

)2 − 6u2 ∂2u
∂x2 = 0,

∂2z
∂x2 − ∂2u

∂x2 = 0,

jejímº °e²ením pro

~λ = (1,−1, 2, 0) je hodnota
∂2z

∂x2
(~a) =

1

2
.

Analogi
ky by
hom vypo£etli také hodnotu

∂2z

∂y2
(~a) =

1

2
,

která ale nevyplývá ze zdánlivé symetrie zadání. Pov²imn¥me si, ºe prom¥nné x a y jsou si
e zám¥nné v rovni
í
h (5.36),

ale bod

~a = (1,−1) jiº symetrii nevykazuje. Zderivujeme-li nyní rovni
e (5.37) podle y, povede vzniklá soustava

−2 ∂z
∂x

∂z
∂y − 2z ∂2z

∂x∂y − 12u ∂u
∂x

∂u
∂y − 6u2 ∂2u

∂x∂y = 0,
∂2z
∂x∂y − ∂2u

∂x∂y = 0

k hodnot¥ smí²ené par
iální deriva
e

∂2z

∂x∂y
(~a) =

1

2
.

Zakon£ujeme tedy tvrzením, ºe druhým diferen
iálem impli
itní funk
e z(x, y) zadané rovni
emi (5.36) v bod¥

~a je

kvadrati
ká forma

d2z~a(dx, dy) =
1

2

(
dx2
+ 2dxdy + dy2

)
.

5.2.7 P°íklad

V tomto p°íklad¥ budeme zkoumat Taylorovu aproxima
i funk
e z(x, y) zadané impli
itn¥ rovni
í

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, (5.38)

kde a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Hledat budeme Taylor·v polynom druhého stupn¥ v bod¥ (x0, y0) = (0, 0),

kde z(x0, y0) = −c := z0. Ozna£me proto

~λ = (0, 0,−c) a zkoumejme nejprve, zda rovni
e (5.38) skute£n¥ zadává na

okolí tohoto bodu

~λ impli
itní funk
i z(x, y). Podle obe
né v¥ty o impli
itní
h funk
í
h musí být (krom¥ jiného) spln¥no,

ºe

∂F

∂z
(~λ) , 0,

kde

F(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1 = 0.

Tato podmínka ale v na²em p°ípad¥ spln¥na je, nebo´

∂F

∂z
(~λ) = 2

z

c2

∣∣∣∣
(x,y,z)=(0,0,−c)

= −2

c
, 0.

Par
iální deriva
í rovni
e (5.38) podle prom¥nné x a posléze podle y dostáváme

∂z

∂x
= − c2

a2

x

z
,

∂z

∂y
= − c2

b2

y

z
,

odkud

∂z

∂x
(x0, y0) =

∂z

∂y
(x0, y0) = 0.

Dal²ím derivováním snadno vypo£teme

∂2z

∂x2
= − c2

a2

z − x ∂z
∂x

z2
,

∂2z

∂x2
(x0, y0) =

c

a2
,
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∂2z

∂y2
= − c2

b2

z − y ∂z
∂y

z2
,

∂2z

∂y2
(x0, y0) =

c

b2
,

∂2z

∂x∂y
=

c2

a2

x ∂z
∂y

z2
,

∂2z

∂x∂y
(x0, y0) = 0.

Taylorovým polynomem druhého stupn¥ funk
e z(x, y) je tudíº polynom

T 2(x, y) = −c +
c

2a2
x2
+

c

2b2
y2.

Proto je elipti
ký paraboloid

x2

2a2
+

y2

2b2
− z

c
= 1 (5.39)

kvadrati
kou plo
hou aproximují
í na okolí bodu

~λ = (0, 0,−c) skute£né 
hování impli
itní funk
e z(x, y) zadané rovni
í
(5.38).

Obrázek 5.21

Elipti
ký paraboloid (5.39) te£ný k nerota£nímu elipsoidu (5.38).

5.2.8 P°íklad

Pokusme se sestavit obe
ný vzore
 pro te£nou rovinu k elipti
kému hyperboloidu

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1 (5.40)

v jeho bod¥ (x0, y0, z0). P°itom a, b, c > 0 ne
h´ jsou pevn¥ zvolené parametry. Na rovni
i (5.40) budeme pohlíºet jako

na rovni
i generují
í impli
itní funk
i z = z(x, y). Ch
eme-li nalézt te£nou rovinu ke grafu funk
e z = z(x, y), tj. k plo²e

(5.40), je t°eba zkonstruovat p°íslu²ný první totální diferen
iál. Pro korektnost °e²ení vylu£ujeme z uvedeného postupu

ty body (x0, y0, z0), v ni
hº není spln¥na podmínka

∂

∂z

(
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
− 1

)
, 0,

tj. body, kde z0 = 0. Jde tedy o v²e
hny body elipsy

E =

{
(x, y, 0) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

b2
= 1

}
.

Podle v¥ty o impli
itní
h funk
í
h snadno vypo£teme, ºe

∂z

∂x
=

c2

a2

x

z
,

∂z

∂y
=

c2

b2

y

z
.
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Proto

∂z

∂x
(x0, y0) =

c2

a2

x0

z0
,

∂z

∂y
(x0, y0) =

c2

b2

y0

z0

a pro totální diferen
iál funk
e z = z(x, y) tak dostáváme rovnost

dz(x0,y0)(dx, dy) = z − z0 =
c2

a2

x0

z0
dx +

c2

b2

y0

z0
dy.

Po jednodu
hý
h úpravá
h

z − z0 =
c2

a2

x0

z0
(x − x0) +

c2

b2

y0

z0
(y − y0),

c2

a2

x0

z0
x +

c2

b2

y0

z0
y − z =

c2

a2

x0

z0
x0 +

c2

b2

y0

z0
y0 − z0,

xx0

a2
+

yy0

b2
− zz0

c2
=

x2
0

a2
+

y2
0

b2
−

z2
0

c2
,

pak snadno odvodíme hledanou rovni
i pro te£nou rovinu ve tvaru

xx0

a2
+

yy0

b2
− zz0

c2
= 1. (5.41)

Podotýkáme, ºe bylo uºito faktu, ºe bod (x0, y0, z0) je bodem studovaného elipti
kého hyperboloidu, a tedy

x2
0

a2
+

y2
0

b2
−

z2
0

c2
= 1.

Rovni
e (5.41) naví
 z·stává v platnosti i pro vylou£ené body elipsy E, jak se lze jednodu²e p°esv¥d£it modi�ka
í °e²ení

pro impli
itní funk
e x = x(y, z) £i y = y(x, z).
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Kapitola 6

Regulární transforma
e par
iální
h

diferen
iální
h výraz·

Zam¥¬ovat nezávisle prom¥nné v oby£ejný
h diferen
iální
h rovni
í
h je pom¥rn¥ snadnou a standardní úlohou. Víme

nap°íklad z teorie diferen
iální
h rovni
 Eulerova typu, ºe takové zám¥ny mohou být extrémn¥ výhodné p°i °e²ení

diferen
iální
h rovni
. Vzpome¬me ku p°íkladu, ºe transforma
e tvaru x = et
p°evede Eulerovu diferen
iální rovni
i∑n

m=0 amxmy(m)(x) = q(x) pro neznámou funk
i y(x) na rovni
i s konstantními koe�
ienty

∑n
m=0 bmy(m)(t) = q(t). Lze ale

obdobné postupy aplikovat také na °e²ení par
iální
h diferen
iální
h rovni
? To si ukáºeme nyní.

6.1 Zám¥na prom¥nný
h

V první £ásti této kapitoly se budeme v¥novat teorii transforma
í par
iální
h diferen
iální
h výraz· (£i par
iální
h di-

feren
iální
h rovni
) do nový
h prom¥nný
h. To je základní pro
edura nezbytná k úpravám par
iální
h diferen
iální
h

rovni
 do elegantn¥j²í
h, a tedy snáze °e²itelný
h tvar·.

6.1.1 Komentá°

Ze v²e
h moºný
h transforma
í v prostore
h Er
se budeme zabývat pouze t¥mi, které "za
hovávají podstatu transformo-

vaný
h objekt·,"tedy t¥mi, které nap°. p°evádí regulární k°ivky na jiné regulární k°ivky, regulární plo
hy na jiné regulární

plo
hy atd. Vyne
háme proto tzv. singulární transforma
e, jakou je nap°. transforma
e (x, y)↔ (ξ, η), de�novaná p°ed-

pisem

x(ξ, η) =
√

2ξ; y(ξ, η) = ξ.

Taková transforma
e totiº nap°. polorovinu {(ξ, η) ∈ E2 : ξ > 0} v sou°adni
í
h ξ, η deformuje na parabolu x2 − 2y = 0
v sou°adni
í
h x, y.

6.1.2 De�ni
e

Vektorovou funk
i

~F(~x) : Er 7→ Er
nazveme prostou, resp. prostým zobrazením na mnoºin¥ G ⊂ Er

, pokud pro kaºdé dva

r·zné body

~x, ~y ∈ G (~x , ~y) platí, ºe ~F(~x) , ~F(~y).

6.1.3 Komentá°

Vyslovíme nyní uºite£né v¥ty (uvedené jako lemmata) z teorie lineární algebry. Budeme je dále vyuºívat p°i d·kaze
h

n¥který
h v¥t.
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6.1.4 Lemma

Ne
h´ A = (ai j)
r
i, j=1

je regulární £tver
ová mati
e °ádu r. Ozna£me βi j algebrai
ký dopln¥k jejího prvku ai j, tj.

βi j = (−1)i+ j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1, j−1 a1, j+1 . . . a1,r−1 a1,r

a21 a22 . . . a2, j−1 a2, j+1 . . . a2,r−1 a2,r

...
...

. . .
...

...
...

...
...

ai−1,1 ai−1,2 . . . ai−1, j−1 ai−1, j+1 . . . ai−1,r−1 ai−1,r

ai+1,1 ai+1,2 . . . ai+1, j−1 ai+1, j+1 . . . ai+1,r−1 ai+1,r

...
...

...
...

...
. . .

...
...

ar−1,1 ar−1,2 . . . ar−1, j−1 ar−1, j+1 . . . ar−1,r−1 ar−1,r

ar1 ar2 . . . ar, j−1 ar, j+1 . . . ar,r−1 arr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Pak ozna£íme-li B = (βi j)
r
i, j=1

mati
i t¥
hto algebrai
ký
h dopl¬k·, platí rovnost det(B) =
(
det(A)

)r−1
.

D·kaz:

• viz p°íklad 2.42, strana 36 ve skripte
h [1℄

6.1.5 Lemma

Ne
h´ A = (ai j)
r
i, j=1

je regulární £tver
ová mati
e °ádu r a βi j algebrai
ký dopln¥k jejího prvku ai j. Pak

A−1
=

1

det(A)




β11 β12 . . . β1r

β21 β22 . . . β2r

. . . . . .
. . . . . .

β1r β2r . . . βrr




.

D·kaz:

• viz v¥ta 2.40, strana 35 ve skripte
h [1℄

6.1.6 De�ni
e

Vektorovou funk
i

~F(~x) : Er 7→ Er
nazveme regulární, resp. regulárním zobrazením na mnoºin¥ G ⊂ Er

, pokud

• mnoºina G je otev°ená,

• ~F(~x) má na G spojitou Ja
obiho mati
i, tj. v²e
hny prvky Ja
obiho mati
e jsou na G spojitými funk
emi,

• a pro v²e
hna

~x ∈ G platí nerovnost det
(D(F1,F2,...,Fr)
D(x1,x2,...,xr)

)
(~x) , 0.

6.1.7 Komentá°

Pov²imn¥te si, ºe regulární zobrazení nemusí podle de�ni
e být nutn¥ prosté! To ukáºeme v následují
ím p°íklad¥.

6.1.8 P°íklad

Ukaºme nyní, ºe zobrazení (x, y) = ~F(̺, ϕ) := (̺ cos(ϕ), ̺ sin(ϕ)) je na mnoºin¥ G = (0,+∞)× (0, 4π) regulární. Snadno

nahlédneme, ºe G je otev°enou mnoºinou a

~F(̺, ϕ) na ní spojit¥ diferen
ovatelné. Vypo£t¥me tedy p°íslu²ný ja
obián.

Ten je tvaru

det

(D(x, y)

D(̺, ϕ)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
cos(ϕ) −̺ sin(ϕ)

sin(ϕ) ̺ cos(ϕ)

∣∣∣∣∣∣∣
= ̺,

a nem·ºe tudíº na G nabýt nulové hodnoty. P°estoºe je ale nyní prokázáno, ºe

~F(̺, ϕ) je na G regulárním zobrazením,

není na G zobrazením prostým, nebo´ pro dva r·zné body (̺1, ϕ1) = (1, π) a (̺2, ϕ2) = (1, 3π) platí rovnost ~F(̺1, ϕ1) =
~F(̺2, ϕ2) = (−1, 0), 
oº odporuje de�ni
i prostoty.
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6.1.9 V¥ta

Ne
h´

~F(~x) : Er 7→ Er
je regulární zobrazení na mnoºin¥ G ⊂ Er. Pak pro kaºdé

~a ∈ G a kaºdý index i ∈ r̂ existuje totální

diferen
iál

dFi~a (dx1, dx2, . . . , dxr)

funk
e Fi(~x) : Er 7→ R v bod¥

~a.

D·kaz:

• podle p°edpoklad· má funk
e Fi(~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈ G spojité v²e
hny par
iální deriva
e

• podle v¥ty 2.3.16 tedy existuje totální diferen
iál dFi~a (dx1, dx2, . . . , dxr)

6.1.10 De�ni
e

Vektorovou funk
i

~I(~x) : Er 7→ Er
de�novanou p°edpisem Ii(~x) = xi pro i ∈ r̂ nazýváme identitou v Er.

6.1.11 Lemma

Identita

~I(~x) : Er 7→ Er
na r−dimenzionálním prostoru Er

je regulárním a prostým zobrazením. Ja
obiho mati
í identity

je jednotková mati
e °ádu r.

6.1.12 V¥ta

Ne
h´

~F(~x) : Er 7→ Er
je regulární zobrazení na A, kde A ⊂ Er

je tedy otev°enou mnoºinou. Potom

~F(A) je otev°ená

mnoºina v Er.

D·kaz:

• zvolme

~b ∈ ~F(A) libovoln¥

• pak jist¥ existuje

~a ∈ A tak, ºe

~b = ~F(~a)

• snahou je (podle de�ni
e otev°ené mnoºiny) ukázat, ºe

~b je vnit°ním bodem mnoºiny

~F(A), tj. ºe existuje okolí

Uε(~b) takové, ºe 
elé leºí v mnoºin¥

~F(A)

• 
h
eme tedy de fa
to dokázat, ºe kaºdý bod

~y ∈ Uε(~b) má vzor

~x, který leºí v A

• jinými slovy: rovni
e

~y = ~F(~x) (6.1)

by m¥la mít pro kaºdé

~y ∈ Uε(~b) n¥jaké °e²ení ~x ∈ A

• rovni
i (6.1) zapí²eme ve tvaru

~Φ(~x, ~y) = ~0, (6.2)

kde jsme poloºili

~Φ(~x, ~y) = ~F(~x) − ~y

• jelikoº

~b = ~F(~a), je ~Φ(~a,~b) = ~0

• dále

det



D~Φ
D~x


 = det



D~F
D~x


 , 0

• tudíº podle v¥ty o impli
itní
h funk
í
h 5.2.4 existujeUε(~b) takové, ºe pro v²e
hna

~y ∈ Uε(~b) existuje práv¥ jediné
~x ∈ Uδ(~a) impli
itn¥ zadané rovni
í (6.2)

• platí pro n¥j, ºe

~Φ(~x, ~y) = ~0, tj. ~y = ~F(~x)

• to dokon£uje d·kaz
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6.1.13 V¥ta � o lokální prostot¥

Ne
h´ A ⊂ Er
je otev°ená mnoºina a

~F(~x) : Er 7→ Er
regulární zobrazení na A. Potom pro kaºdý bod

~a ∈ A existuje okolí

Uδ(~a) tak, ºe ~F(~x) je prosté na Uδ(~a).

D·kaz:

• zvolme

~a ∈ A libovoln¥ a ozna£me

~b = ~F(~a)

• z p°ede²lé v¥ty vyplývá, ºe existuje Uε(~b) ⊂ ~F(A) tak, ºe pro jakékoli

~y z okolí Uε(~b) existuje jednozna£n¥ ur£ené

~x ∈ A tak, ºe

~y = ~F(~x)

• tím je tedy de�nováno (op¥t podle v¥ty o impli
itní
h funk
í
h) spojité zobrazení

~x = ~ϕ(~y)

• vezm¥me okolí Uδ(~a) bodu ~a tak, aby

~F(Uδ(~a)) ⊂ Uε(~b)

• vzor B mnoºiny Uδ(~a) p°i spojitém zobrazení

~x je podle v¥ty 1.4.2 otev°enou mnoºinou, tj. B = B◦

• tím je zaru£eno, ºe zobrazení

~F(~x) mezi Uδ(~a) a B je bijektivní, tedy i prosté

6.1.14 Lemma

Ne
h´ je vektorová funk
e

~F(~x) : Er 7→ Er
regulárním zobrazením de�novaným na mnoºin¥ M ⊂ Er. Ne
h´ ~G(~y) : Er 7→ Er

je regulárním zobrazením de�novaným na mnoºin¥

~F(M) ⊂ Er. Pak zobrazení (~G◦~F)(~x) : Er 7→ Er
je regulárním zobrazením

na mnoºin¥ M ⊂ Er.

6.1.15 De�ni
e

Ne
h´ je na mnoºin¥ A ⊂ Er
zadána vektorová funk
e

~F(~x) : Er 7→ Er. Vektorovou funk
i

~G(~x) : Er 7→ Er
nazveme

inverzní vektorovou funk
í k vektorové funk
i

~F(~x) a ozna£íme

~F⊖(~x) práv¥ tehdy, kdyº pro v²e
hna

~x ∈ A platí rovnost

(~G ◦ ~F)(~x) = ~I(~x).

6.1.16 V¥ta � o regularit¥ inverzního zobrazení

Ne
h´

~F(~x) : Er 7→ Er
je regulární a prosté zobrazení na mnoºin¥ G ⊂ Er. Pak k n¥mu existuje inverzní zobrazení

~G(~x) : Er 7→ Er, které je na mnoºin¥

~F(G) regulární a prosté.

D·kaz:

• prostota inverzního zobrazení je za daný
h p°edpoklad· z°ejmá a plyne p°ímo z de�ni
e inverzního zobrazení

• ozna£íme-li H = ~F(G) obraz mnoºiny G p°i zobrazení

~F(~x), plyne z v¥ty 6.1.12, ºe H = H◦

• naví
 systém rovni


Ω j(~x, ~y) = y j − F j(x1, x2, . . . , xr) = 0, ( j ∈ r̂) (6.3)

p°edstavuje soustavu r rovni
 pro r neznámý
h x1, x2, . . . , xr

• na okolí kaºdého bodu

~λ = (a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , br) ∈ G × ~F(G)

je determinant

det



D~Ω
D~x


 (~λ) = det

(
D(F1, F2, . . . , Fr)

D(x1, x2, . . . , xr)

)
(~a) , 0 (6.4)

nenulový

• jsou tak napln¥ny p°edpoklady v¥ty 5.2.4 o impli
itní
h funk
í
h

• soustava (6.3) tedy zadává jednozna£n¥ funk
e x j = x j(y1, y2, . . . , yr), kde j ∈ r̂)

• na²ím 
ílem nyní je získat Ja
obiho mati
i inverzního zobrazení

~x = ~x(~y), tj. vypo£ítat par
iální deriva
e

∂xk

∂yi
, (i ∈ r̂, k ∈ r̂) (6.5)
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• par
iální deriva
í soustavy (6.3) podle prom¥nné yi získáme sadu r rovni


0 = ∂F1

∂x1

∂x1

∂yi
+

∂F1

∂x2

∂x2

∂yi
+

∂F1

∂x3

∂x3

∂yi
+ . . . + ∂F1

∂xr

∂xr

∂yi

0 = ∂F2

∂x1

∂x1

∂yi
+

∂F2

∂x2

∂x2

∂yi
+

∂F2

∂x3

∂x3

∂yi
+ . . . + ∂F2

∂xr

∂xr

∂yi

0 = . . .

0 = ∂Fi−1

∂x1

∂x1

∂yi
+

∂Fi−1

∂x2

∂x2

∂yi
+

∂Fi−1

∂x3

∂x3

∂yi
+ . . . + ∂Fi−1

∂xr

∂xr

∂yi

1 = ∂Fi

∂x1

∂x1

∂yi
+

∂Fi

∂x2

∂x2

∂yi
+

∂Fi

∂x3

∂x3

∂yi
+ . . . + ∂Fi

∂xr

∂xr

∂yi

0 = ∂Fi+1

∂x1

∂x1

∂yi
+

∂Fi+1

∂x2

∂x2

∂yi
+

∂Fi+1

∂x3

∂x3

∂yi
+ . . . + ∂Fi+1

∂xr

∂xr

∂yi

0 = . . .

0 = ∂Fr

∂x1

∂x1

∂yi
+

∂Fr

∂x2

∂x2

∂yi
+

∂Fr

∂x3

∂x3

∂yi
+ . . . + ∂Fr

∂xr

∂xr

∂yi

• ta p°edstavuje soustavu r rovni
 pro r neznámý
h

∂x1

∂yi
, ∂x2

∂yi
, . . . , ∂xr

∂yi

• zapsána do mati
ového tvaru má tato soustava tvar




∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
. . . ∂F1

∂xr

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2
. . . ∂F2

∂xr

. . . . . . . . . . . .
∂Fi

∂x1

∂Fi

∂x2
. . . ∂Fi

∂xr

. . . . . . . . . . . .
∂Fr

∂x1

∂Fr

∂x2
. . . ∂Fr

∂xr







∂x1

∂yi

∂x2

∂yi

...
∂xi

∂yi

...
∂xr

∂yi




=




0

0
...

1
...

0




• determinantem této soustavy je práv¥ determinant (6.4), a proto je soustava z Frobeniovy v¥ty °e²itelná

• podle Cramerova pravidla má soustava °e²ení

∂xk

∂yi
=
∆(ik)

∆
,

kde

∆ = det

(
D(F1, F2, . . . , Fr)

D(x1, x2, . . . , xr)

)

je determinant soustavy a ∆(ik) je determinant mati
e, jeº vznikne nahrazením k−tého sloup
e mati
e soustavy

sloup
ovým vektorem pravé strany (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)⊺, kde jedni£ka vystupuje na i−té pozi
i

• kaºdá deriva
e

∂xk

∂yi
je tedy spojitá, £ímº je napln¥n druhý poºadavek kladený na regularitu zobrazení

~x = ~G(~y)

• zbývá tedy dokázat, ºe p°íslu²ný determinant není nulový

• Ja
obiho mati
í zkoumaného inverzního zobrazení

~x = ~x(~y) = ~G(~y) je, jak bylo demonstrováno vý²e, mati
e

B =
D(G1,G2, . . . ,Gr)

D(y1, y2, . . . , yr)
=

(
∆(ik)

∆

)r

i,k=1

=
1

∆r

(
∆(ik)

)r

i,k=1

• uv¥domíme-li si nyní, ºe determinant ∆(ik) je roven algebrai
kému dopl¬ku βik £ísla aik mati
e

A =

(
∂Fi

∂xk

)r

i,k=1

=
D~F
D~x ,

platí podle lemmatu 6.1.4 rovnost

det(B) =
1

∆r
det(C) =

(
det(A)

)r−1

∆r
=
∆r−1

∆r
=

1

∆
, 0,

kde C =
(
βik

)r

i,k=1
je mati
e sestavená z algebrai
ký
h dopl¬k· βik

• jelikoº determinant inverzního zobrazení

~x = ~x(~y) = ~G(~y) je nenulový, je toto inverzní zobrazení regulární
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6.1.17 Komentá°

Z vý²e uvedeného d·kazu naví
 plyne, ºe

B =
1

det(A)




β11 β21 . . . βr1

β21 β22 . . . βr2

. . . . . .
. . . . . .

β1r β2r . . . βrr




,

a proto platí podle v¥ty 6.1.5 rovnost B = A−1. Ja
obiho mati
e regulárního zobrazení

~F(~x) : Er 7→ Er
je tudíº inverzní

k Ja
obiho mati
i inverzního zobrazení

~F⊖(~y) : Er 7→ Er. Dopl¬kov¥ bude tento problém °e²en také ve v¥t¥ 6.1.18.

6.1.18 V¥ta � o Ja
obiho mati
i inverzního zobrazení

Ne
h´ je na mnoºin¥ G ⊂ Er
zadáno regulární a prosté zobrazení

~F(~x) : Er 7→ Er. Pak pro Ja
obiho mati
i B inverzního

zobrazení

~F⊖(~x) : Er 7→ Er
v bod¥

~b = ~F(~a) a Ja
obiho mati
iA vektorové funk
e

~F(~x) v bod¥ ~a ∈ G platí rovnostB = A−1.

D·kaz:

• ne
h´ A je Ja
obiho mati
e regulárního a prostého zobrazení

~F(~x) : Er 7→ Er
v bod¥

~a ∈ G

• pak z de�ni
e regulárního zobrazení plyne, ºe det(A) , 0

• podle v¥ty 6.1.16 tedy existuje k

~F(~x) inverzní zobrazení ~F⊖(~x)

• ozna£me B Ja
obiho mati
i tohoto inverzního zobrazení

~F⊖(~x) : Er 7→ Er
v bod¥

~b = ~F(~a)

• snadno nahlédneme, ºe Ja
obiho mati
e identity z de�ni
e 6.1.10 je jednotkovou mati
í I °ádu r

• podle v¥ty 6.1.9 mají jak zobrazení

~F⊖(~x) tak samotné

~F(~x) totální diferen
iály v bod¥

~b, resp. ~a

• tím jsou napln¥ny p°edpoklady v¥ty 2.3.24, a bude tudíº moºno uºít jejího tvrzení, ºe B ·A = I

• odtud je jiº z°ejmo, ºe B = A−1

6.1.19 D·sledek � o ja
obiánu inverzního zobrazení

Ne
h´ platí p°edpoklady p°ede²lé v¥ty. Pak ja
obián inverzního zobrazení

~F⊖(~x) v bod¥

~b = ~F(~a) je roven p°evrá
ené

hodnot¥ ja
obiánu zobrazení

~F(~x) v bod¥

~a.

6.1.20 De�ni
e

Ne
h´

Φ


x1, x2, . . . , xr,

∂z

∂x1
,
∂z

∂x2
, . . . ,

∂z

∂xr
,
∂2z

∂x2
1

, . . .


 (6.6)

je diferen
iální výraz pro funk
i z(~x) : Er 7→ R. Ne
h´

~x(~ξ) : Er 7→ Er
je regulárním a prostým zobrazením na mnoºin¥

M ⊂ Er
. Potom r vztah· xi = xi(ξ1, ξ2, . . . , ξr) pro i ∈ r̂ nazýváme transforma£ními vztahy prvního druhu a p°e
hod od

výrazu (6.6) k výrazu

Φ


ξ1, ξ2, . . . , ξr,

∂z

∂ξ1
,
∂z

∂ξ2
, . . . ,

∂z

∂ξr
,
∂2z

∂ξ2
1

, . . .


 (6.7)

pro funk
i z(~ξ) : Er 7→ R transforma
í prvního druhu.
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6.1.21 P°íklad

Budeme nyní transformovat par
iální diferen
iální rovni
i

y2 ∂
2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+ x2 ∂

2u

∂y2
− x

∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0

pro neznámou funk
i u(x, y) na rovni
i pro funk
i u(̺, ϕ) prost°edni
tvím vztah·

x = ̺ cos(ϕ), y = ̺ sin(ϕ). (6.8)

Jelikoº

det

(D(x, y)

D(̺, ϕ)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
cos(ϕ) −̺ sin(ϕ)

sin(ϕ) ̺ cos(ϕ)

∣∣∣∣∣∣∣
= ̺,

je zadaná transforma
e regulární a prostá na mnoºin¥ A = {(̺, ϕ) ∈ R2 : ̺ > 0 ∧ 0 < ϕ < 2π}. Zderivujeme-li vztahy

(6.8) podle x dostáváme soustavu

1 =
∂̺

∂x
cos(ϕ) − ̺ sin(ϕ)

∂ϕ

∂x
,

0 =
∂̺

∂x
sin(ϕ) + ̺ cos(ϕ)

∂ϕ

∂x

pro neznámé

∂̺
∂x a

∂ϕ
∂x . �e²ením je dvoji
e

∂̺

∂x
= cos(ϕ),

∂ϕ

∂x
= −sin(ϕ)

̺
.

Podobn¥ po derivování soustavy (6.8) podle y získáme rovni
e

0 =
∂̺

∂y
cos(ϕ) − ̺ sin(ϕ)

∂ϕ

∂y
,

1 =
∂̺

∂y
sin(ϕ) + ̺ cos(ϕ)

∂ϕ

∂y
,

jeji
hº °e²eními jsou par
iální deriva
e

∂̺

∂y
= sin(ϕ),

∂ϕ

∂y
=

cos(ϕ)

̺
.

Odtud tedy

∂u

∂x
=
∂u

∂̺
cos(ϕ) − ∂u

∂ϕ

sin(ϕ)

̺
,

∂u

∂y
=
∂u

∂̺
sin(ϕ) +

∂u

∂ϕ

cos(ϕ)

̺
.

Dal²ím derivováním první z dvoji
e t¥
hto rovni
 podle x obdrºíme druhou par
iální deriva
i

∂2u

∂x2
= cos2(ϕ)

∂2u

∂̺2
− 2 sin(ϕ) cos(ϕ)

̺

∂2u

∂̺∂ϕ
+

sin2(ϕ)

̺2

∂2u

∂ϕ2
+

sin2(ϕ)

̺

∂u

∂̺
+

2 sin(ϕ) cos(ϕ)

̺2

∂u

∂ϕ
.

Analogi
ky vypo£teme

∂2u

∂y2
= sin2(ϕ)

∂2u

∂̺2
+

2 sin(ϕ) cos(ϕ)

̺

∂2u

∂̺∂ϕ
+

cos2(ϕ)

̺2

∂2u

∂ϕ2
+

cos2(ϕ)

̺

∂u

∂̺
− 2 sin(ϕ) cos(ϕ)

̺2

∂u

∂ϕ
,

∂2u

∂x∂y
= sin(ϕ) cos(ϕ)

∂2u

∂̺2
+

cos(2ϕ)

̺

∂2u

∂̺∂ϕ
− sin(ϕ) cos(ϕ)

̺2

∂2u

∂ϕ2
− sin(ϕ) cos(ϕ)

̺

∂u

∂̺
− cos(2ϕ)

̺2

∂u

∂ϕ
,


oº po dosazení do p·vodní rovni
e vede k výsledku

∂2u

∂ϕ2
= 0.
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6.1.22 De�ni
e

Ne
h´ (6.6) je diferen
iální výraz pro funk
i z(~x) : Er 7→ R. Ne
h´

~ξ(~x) : Er 7→ Er
je regulárním a prostým zobrazením

na mnoºin¥ M ⊂ Er
. Potom r vztah· ξi = ξi(x1, x2, . . . , xr) pro i ∈ r̂ nazýváme transforma£ními vztahy druhého druhu a

p°e
hod od výrazu (6.6) k výrazu (6.7) pro funk
i z(~ξ) : Er 7→ R transforma
í druhého druhu.

6.1.23 P°íklad

Budeme nyní transformovat par
iální diferen
iální rovni
i

x3 ∂
2 f

∂x2
− xy2∂

2 f

∂y2
− 3x2∂ f

∂x
+ 3xy

∂ f

∂y
+ 8x4y5

= 0

transforma£ními vztahy

ξ = xy, η =
y

x

druhého druhu. Tato transforma
e je regulární na mnoºin¥ M = {(x, y) ∈ R2 : x , 0 ∧ y , 0}, nebo´ pro její ja
obián

platí

det

(D(ξ, η)

D(x, y)

)
= 2

y

x
.

Nyní budeme provád¥t samotnou transforma
i. Z°ejm¥

∂ f

∂x
= y

∂ f

∂ξ
− y

x2

∂ f

∂η
;

∂ f

∂y
= x

∂ f

∂ξ
+

1

x

∂ f

∂η
.

Podobn¥ získáme také druhé deriva
e

∂2 f

∂x2
= y2 ∂

2 f

∂ξ2
+

y2

x4

∂2 f

∂η2
− 2

y2

x2

∂2 f

∂ξ∂η
+

2y

x3

∂ f

∂η
;

∂2 f

∂y2
= x2 ∂

2 f

∂ξ2
+

1

x2

∂2 f

∂η2
+ 2

∂2 f

∂ξ∂η
.

Po dosazení získáme rovni
i

−4xy2 ∂
2 f

∂ξ∂η
+ 8y

∂ f

∂η
+ 8x4y5

= 0,

kterou na mnoºin¥ M snadno upravíme do �nálního tvaru

∂2 f

∂ξ∂η
− 2

ξ

∂ f

∂η
− 2ξ3

= 0.

6.1.24 Komentá°

Pro zadaný diferen
iální výraz (6.6) lze vºdy provést pouze transforma
i prvního druhu, nebo´ pro provedení obe
né

transforma
e je t°eba znát vztahy xi = xi(ξ1, ξ2, . . . , ξr) pro i ∈ r̂. U transforma
e druhého druhu, a£koliv je samo její

provedení jednodu²²í, bývá n¥kdy problemati
ké nalézt expli
itní vyjád°ení p·vodní
h prom¥nný
h

~x pomo
í prom¥nný
h

~ξ nov¥ zavád¥ný
h.

6.1.25 Komentá°

Krom¥ transforma
í nezávisle prom¥nný
h de�novaný
h v de�ni
í
h 6.1.20 a 6.1.22, kdy provádíme p°e
hod od funk
e

z(x1, x2, . . . , xr) ke stejné funk
i z(ξ1, ξ2, . . . , ξr), lze provád¥t i obe
n¥j²í p°e
hod, kdy jsou zam¥¬ovány nejen nezávisle

prom¥nné, ale i závisle prom¥nné (tedy funk
e). Od funk
e z(x1, x2, . . . , xr) p°e
házíme k nové funk
i w(x1, x2, . . . , xr, z(x1, x2, . . . , xr))
bu¤ zobe
n¥nou transforma
í prvního druhu zavedenou vztahy

xi = xi(ξ1, ξ2, . . . , ξr,w(ξ1, . . . , ξr)),

z = z(ξ1, ξ2, . . . , ξr,w(ξ1, ξ2, . . . , ξr)),

nebo zobe
n¥nou transforma
í druhého druhu, zavedenou vztahy

ξi = ξi

(
x1, x2, . . . , xr, z(x1, x2, . . . , xr)

)
,

w = w
(
x1, x2, . . . , xr, z(x1, x2, . . . , xr)

)
.
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Pro regularitu t¥
hto obe
ný
h transforma
í poºadujeme, aby na mnoºin¥, kde je transforma
e provád¥na, platilo

det

(
D(x1, x2, . . . , xr, z)

D(ξ1, ξ2, . . . , ξr,w)

)
, 0,

nebo (
oº je díky d·sledku 6.1.19 ekvivalentní)

det

(
D(ξ1, ξ2, . . . , ξr,w)

D(x1, x2, . . . , xr, z)

)
, 0.

6.1.26 P°íklad

Budeme substituovat diferen
iální rovni
i

x2 ∂
2z

∂x2
− 2xy

∂2z

∂x∂y
+ y2 ∂

2z

∂y2
− 4xy2

x2 − y2

∂z

∂x
+ 2y

x2
+ y2

x2 − y2

∂z

∂y
= 0

pro neznámou funk
i z = z(x, y) zobe
n¥nými transforma£ními vztahy druhého druhu

a = x2
+ y2, b = 2xy, w =

z

xy
,

kde w(a, b) p°edstavuje novou funk
i. Zjist¥me nejprve maximální mnoºinu M, na níº je zadaná transforma
e regulární.

Vypo£teme proto Ja
obiho determinant

det

(
D(a, b,w)

D(x, y, z)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x 2y 0

2y 2x 0

− z
x2 y

− z
xy2

1
xy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

4(x2 − y2)

xy
,

z jehoº tvaru plyne, ºe M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x , 0 ∧ y , 0 ∧ x , ±y

}
. Jak je patrno, plynou z transforma£ní rovnosti

z = xyw dva vý
hozí vztahy

∂z

∂x
= yw + xy

∂w

∂x
,

∂z

∂y
= xw + xy

∂w

∂y
.

Dále vypo£teme první deriva
e nové funk
e:

∂w

∂x
= 2x

∂w

∂a
+ 2y

∂w

∂b
,

∂w

∂y
= 2y

∂w

∂a
+ 2x

∂w

∂b
.

Po dosazení do vý²e uvedený
h rovností obdrºíme vztahy

∂z

∂x
= yw + 2x2y

∂w

∂a
+ 2xy2∂w

∂b
,

∂z

∂y
= xw + 2xy2∂w

∂a
+ 2x2y

∂w

∂b
.

Druhé par
iální deriva
e pak získáme standardním algoritmem.

∂2z

∂x2
= y

(
2x
∂w

∂a
+ 2y

∂w

∂b

)
+ 4xy

∂w

∂a
+ 2y2∂w

∂b
+ 4x3y

∂2w

∂a2
+ 8x2y2 ∂

2w

∂a∂b
+ 4xy3∂

2w

∂b2
,

∂2z

∂y2
= x

(
2y
∂w

∂a
+ 2x

∂w

∂b

)
+ 4xy

∂w

∂a
+ 2x2∂w

∂b
+ 4xy3∂

2w

∂a2
+ 8x2y2 ∂

2w

∂a∂b
+ 4x3y

∂2w

∂b2
,

∂2z

∂x∂y
= w + y

(
2y
∂w

∂a
+ 2x

∂w

∂b

)
+ 2x2∂w

∂a
+ 4xy

∂w

∂b
+ 4x2y2 ∂

2w

∂a2
+ 4(x3y + xy3)

∂2w

∂a∂b
+ 4x2y2 ∂

2w

∂b2
.

Zde jiº m·ºeme dosadit do zadané rovni
e za v²e
hny transformované výrazy. Výsledek

4xy(x2 − y2)2 ∂
2w

∂a2
+ 2xy(x2 − y2)

∂w

∂a
= 0

dále m·ºeme na mnoºin¥ M upravit do tvaru

∂2w

∂a2
+

1

2(x2 − y2)

∂w

∂a
= 0.
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Uv¥domíme-li si dále, ºe a2 − b2 = (x2 − y2)2, dostáváme kone£nou podobu výsledku tohoto p°íkladu, a si
e

∂2w

∂a2
+

1

2
√

a2 − b2

∂w

∂a
= 0.

D·vodem, pro£ jsou transforma
e v matemati
e tak frekventované, je skute£nost, ºe transformují rovni
e na jednodu²²í

typy, jeº jsou jiº snadn¥ji °e²itelné. Tak nap°íklad posledn¥ uvedená rovni
e p°ejde substitu
í v = ∂w
∂a na oby£ejnou

diferen
iální rovni
i

dv

da
+

v

2
√

a2 − b2
= 0

s parametrem b. Takovou rovni
i pohodln¥ vy°e²íme nap°. metodou separa
e prom¥nný
h. Ví
e se s touto problematikou

obeznámíme v následují
í kapitole, resp. v oblasti matematiky nazývané matemati
ká fyzika.

6.1.27 P°íklad

Jedním z nejjednodu²²í
h p°íklad· zám¥ny je zám¥na závisle prom¥nné za nezávisle prom¥nnou v oby£ejné diferen
iální

rovni
i. Jedná se tedy o transforma
i diferen
iální rovni
e pro neznámou funk
i y(x) na diferen
iální rovni
i pro neznámou

funk
i x(y). Podle v¥ty o deriva
i inverzní funk
e dostáváme (v symboli
kém zápise)

y′ =

(
dx

dy

)−1

,

tedy ozna£íme-li pro ú£ely tohoto p°íkladu deriva
i podle y te£kou, získáme y′ = 1
ẋ . Dále (postupným derivováním)

y′′ =
d

dx

(
1

ẋ

)
=
d

dy

(
1

ẋ

)
dy

dx
= − ẍ

(ẋ)2

1

ẋ
= − ẍ

(ẋ)3
.

Pro vy²²í deriva
e se postupuje analogi
ky.

6.2 Lineární a k°ivo£aré sou°adné systémy

V nad
házejí
í £ásti textu si p°edstavíme jednodu
hou a�nní transforma
i, ale také n¥které privilegované soustavy k°i-

vo£arý
h sou°adni
 v prostore
h E2
a E3, do ni
hº se v¥t²ina prakti
ký
h úloh kv·li jednodu
hosti °e²ení p°evádí.

6.2.1 P°íklad � a�nní transforma
e

Nenáro£nou zám¥nou prom¥nný
h v par
iálním diferen
iálním výrazu je a�nní transforma
e

xi =

r∑

j=1

ai jy j + bi (i ∈ r̂),

kde ai j ∈ R a bi ∈ R. Takovou transforma
i lze v prostoru Er
elegantn¥ji zapsat uºitím mati
ového formalizmu

~x = A~y+~b,
tj. 



x1

x2

...

xr




=




a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r

. . . . . .
. . . . . .

ar1 ar2 . . . arr







y1

y2

...

yr




+




b1

b2

...

br




.

Ja
obiho mati
í tohoto zobrazení je zjevn¥ mati
e

A =
D(x1, x2, . . . , xr)

D(y1, y2, . . . , yr)
=




a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r

. . . . . .
. . . . . .

ar1 ar2 . . . arr




.

Zkoumaná a�nní transforma
e je tedy regulární na Er, práv¥ kdyº je mati
e A regulární, tj. je-li det(A) , 0.
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6.2.2 P°íklad � polární sou°adni
e

Na mnoºin¥ M = {(̺, ϕ) ∈ E2 : ̺ > 0 ∧ ϕ ∈ (0, 2π)} uvaºme zobrazení dané rovnostmi

x = ̺ cos(ϕ), y = ̺ sin(ϕ). (6.9)

Jde o regulární a prosté zobrazení na mnoºin¥ M, nebo´ M = M◦, dále funk£ní vektor

~F(̺, ϕ) = (̺ cos(ϕ), ̺ sin(ϕ)) má

spojité první deriva
e a

det

(D(x, y)

D(̺, ϕ)

)
= ̺ > 0.

Pov²imn¥me si toho, ºe

~F(M) = {(x, y) ∈ E2 : y , 0 ∨ x < 0} = E2 \ {(x, y) ∈ E2 : x > 0 ∧ y = 0}.

Tedy uvedená transforma
e nezobrazuje mnoºinu M na 
elé E2, nýbrº pouze na E2
bez nezáporné £ásti osy x. Dal²í v¥
í,

která je hodna pov²imnutí, je fakt, ºe zadané zobrazení je regulární i na mnoºin¥ nap°. N = {(̺, ϕ) ∈ E2 : ̺ > 0 ∧ ϕ ∈
(0, 4π). Tehdy jiº

~F(M) = E2 \ {~0}. Tentokrát se ale nejedná o prosté zobrazení, zatím
o v p·vodním p°ípad¥ ano.

Zavedenou transforma
i ve dvoudimenzionálním prostoru E2
nazýváme polární transforma
í a sou°adni
e ̺, ϕ polár-

ními. První z ni
h se n¥kdy nazývá rádius a druhá úhel. Jeji
h vztah k p·vodním kartézským sou°adni
ím x, y je dob°e

patrný na následují
ím obrázku. Pov²imn¥te si, ºe polární sou°adni
e (6.9) spl¬ují rovnost x2 + y2 = ̺2.

x 

y 
ρ 

φ 

O 

Obrázek 6.22

Zavedení polární
h sou°adni
.

6.2.3 P°íklad � zobe
n¥né polární sou°adni
e

Analogii k polárním sou°adni
ím p°edstavují tzv. zobe
n¥né polární sou°adni
e, které jiº nejsou odvozeny od polárního

popisu pohybu bodu po kruºni
i se st°edem v bod¥

~0, ale od pohybu bodu po elipse o poloosá
h a, b ∈ R+ se st°edem

v obe
ném bod¥ (s, t) ∈ E2. Zobe
n¥né polární sou°adni
e ̺, ϕ jsou de�novány na jiº 
itované otev°ené mnoºin¥ M =
{(̺, ϕ) ∈ R2 : ̺ > 0 ∧ ϕ ∈ (0, 2π)} p°edpisy

x = s + a̺ cos(ϕ), y = t + b̺ sin(ϕ).

Zobrazení je regulární a prosté na mnoºin¥ M, nebo´ funk£ní vektor ~F(̺, ϕ) =
(
s + a̺ cos(ϕ), t + b̺ sin(ϕ)

)
má spojité

první deriva
e, M =M◦
a

det

(D(x, y)

D(̺, ϕ)

)
= ab̺ > 0.

Zobe
n¥né polární sou°adni
e vyhovují rovni
i

(
x − s

a

)2

+

( y − t

b

)2

= ̺2.
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6.2.4 Komentá° � pseudopolární sou°adni
e

Ne
h´ α , 0, α , 1 je parametr. Vztahy

x = ̺ cosα(ϕ), y = ̺ sinα(ϕ)

p°edstavují na mnoºin¥ M = {(̺, ϕ) ∈ E2 : ̺ > 0 ∧ ϕ ∈ (0, π2 )} rovn¥º regulární a prosté zobrazení, které se dosti £asto

vyuºívá p°i °e²ení n¥který
h úloh. Výpo£et p°íslu²ného ja
obiánu je náplní 
vi£ení. Pseudopolární sou°adni
e spl¬ují

rovnost

x2/α
+ y2/α

= ̺2/α

a lze k nim v analogii k p°ed
hozím úvahám zkonstruovat také zobe
n¥nou variantu. Zvolíme-li p°i de�ni
i pseudopolár-

ní
h sou°adni
 nap°. α = 3, popisuje rovni
e

̺ =
(
|x|2/3 + |y|2/3

)3/2
= 1

zobe
n¥ní kruºni
e, jeº bývá nazýváno asteroidou. Její tvar je vyobrazen na levém obrázku níºe.

y 

x 

1 

1 −1 

−1 

y 

x 

1 

1 

−1 

−1 

Obrázek 6.23

Asteroida |x|2/3 + |y|2/3 = 1 a pseudokruºni
e |x|6 + |y|6 = 1.

P°i volb¥ α = 1/3 má rovni
e k°ivky tvar ̺6 = x6 + y6
a k°ivkou ̺ = 1 je tzv. pseudokruºni
e vyobrazená na p°ede²lém

obrázku vpravo.

6.2.5 P°íklad � 
ylindri
ké sou°adni
e

Cylindri
ké (vál
ové) sou°adni
e v E3
de�nujeme na M = {(̺, ϕ, h) ∈ E3 : ̺ > 0 ∧ ϕ ∈ (0, 2π)} rovni
emi

x = ̺ cos(ϕ), y = ̺ sin(ϕ), z = h. (6.10)

Zobrazení je regulární a prosté na otev°ené mnoºin¥ M, nebo´ funk£ní vektor ~F(̺, ϕ, h) = (̺ cos(ϕ), ̺ sin(ϕ), h) má spojité

první deriva
e a pro ja
obián platí nerovnost

det

(D(x, y, z)

D(̺, ϕ, h)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos(ϕ) −̺ sin(ϕ) 0

sin(ϕ) ̺ cos(ϕ) 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ̺ > 0.

Jak je patrno z obrázku, vál
ové sou°adni
e popisují pohyb bodu po plá²ti vál
e, který má osu totoºnou s kartézskou

osou z a vyhovují rovnosti x2+ y2 = ̺2. Zobe
n¥ná varianta 
ylindri
ký
h sou°adni
 má na mnoºin¥ M = {(̺, ϕ, h) ∈ E3 :
̺ > 0 ∧ ϕ ∈ (0, 2π)} de�ni£ní vztahy tvaru

x = s + a̺ cos(ϕ), y = t + b̺ sin(ϕ), z = u + ch,

kde s, t, u ∈ R a a, b, c ∈ R+ jsou parametry. Ja
obián zobe
n¥ný
h vál
ový
h sou°adni
 má hodnotu

det

(D(x, y, z)

D(̺, ϕ, h)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a cos(ϕ) −a̺ sin(ϕ) 0

b sin(ϕ) b̺ cos(ϕ) 0

0 0 c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= abc̺ > 0.
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Zobe
n¥né vál
ové sou°adni
e popisují pohyb bodu po plá²ti elipti
kého vál
e

(
x − s

a

)2

+

( y − t

b

)2

= ̺2.

(poloosy °ezu vál
e jsou a, b), který má osu pro
házejí
í bodem (s, t, u), jeº je rovnob¥ºná s kartézskou osou z. Sou°adni
e
h má oproti ose z pouze posunutý po£átek a zm¥n¥né m¥°ítko.

Obrázek 6.24

Zavedení 
ylindri
ký
h sou°adni
.

6.2.6 P°íklad

Pokusme se na tomto míst¥ tranformovat Lapla
e·v operátor

∆ =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2

do 
ylindri
ký
h sou°adni
 z p°íkladu 6.2.5 na mnoºin¥ regularity a prostoty M. Po zderivování de�ni£ní
h vztah· (6.10)

podle x obdrºíme soustavu t°í rovni


1 =
∂̺
∂x cos(ϕ) − ̺ sin(ϕ)

∂ϕ
∂x

0 =
∂̺
∂x sin(ϕ) + ̺ cos(ϕ)

∂ϕ
∂x

0 = ∂h
∂x ,

jeji
hº °e²ením je uspo°ádaná troji
e

(
∂̺

∂x
,
∂ϕ

∂x
,
∂h

∂x

)
=

(
cos(ϕ),−sin(ϕ)

̺
, 0

)
.

Z
ela obdobn¥ °e²í soustavu

0 =
∂̺
∂y cos(ϕ) − ̺ sin(ϕ)

∂ϕ
∂y

1 =
∂̺
∂y sin(ϕ) + ̺ cos(ϕ)

∂ϕ
∂y

0 = ∂h
∂y ,

troji
e (
∂̺

∂y
,
∂ϕ

∂y
,
∂h

∂y

)
=

(
sin(ϕ),

cos(ϕ)

̺
, 0

)

a soustavu

0 =
∂̺
∂z cos(ϕ) − ̺ sin(ϕ)

∂ϕ
∂z

0 =
∂̺
∂z sin(ϕ) + ̺ cos(ϕ)

∂ϕ
∂z

1 = ∂h
∂z ,
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troji
e (
∂̺

∂z
,
∂ϕ

∂z
,
∂h

∂z

)
= (0, 0, 1) .

Odtud pak zjevn¥

∂

∂x
= cos(ϕ)

∂

∂̺
− sin(ϕ)

̺

∂

∂ϕ
,

∂

∂y
= sin(ϕ)

∂

∂̺
+

cos(ϕ)

̺

∂

∂ϕ
,

∂

∂z
=
∂

∂h
.

Dal²ím derivováním první z dvoji
e t¥
hto rovni
 podle x obdrºíme druhou par
iální deriva
i

∂2

∂x2
= cos2(ϕ)

∂2

∂̺2
− 2 sin(ϕ) cos(ϕ)

̺

∂2

∂̺∂ϕ
+

sin2(ϕ)

̺2

∂2

∂ϕ2
+

sin2(ϕ)

̺

∂

∂̺
+

2 sin(ϕ) cos(ϕ)

̺2

∂

∂ϕ
.

Analogi
ky vypo£teme

∂2

∂y2
= sin2(ϕ)

∂2

∂̺2
+

2 sin(ϕ) cos(ϕ)

̺

∂2

∂̺∂ϕ
+

cos2(ϕ)

̺2

∂2

∂ϕ2
+

cos2(ϕ)

̺

∂

∂̺
− 2 sin(ϕ) cos(ϕ)

̺2

∂

∂ϕ

∂2

∂z2
=
∂2

∂h2
.

Dosadíme-li do p°edpisu pro Lapla
e·v operátor vypo£tené deriva
e, získáme

∆ =
∂2

∂̺2
+

1

̺2

∂2

∂ϕ2
+
∂2

∂h2
+

1

̺

∂

∂̺
.

6.2.7 P°íklad � sféri
ké sou°adni
e

Sféri
ké (kulové) sou°adni
e ̺, ϑ, ϕ popisují pohyb bodu po plá²ti koule se st°edem v bod¥

~0. Jsou de�novány na mnoºin¥

M = {(̺, ϕ, ϑ) ∈ E3 : ̺ > 0 ∧ ϕ ∈ (0, 2π) ∧ ϑ ∈
(
−π2 , π2

)
} de�ni£ními vztahy

x = ̺ cos(ϑ) cos(ϕ), y = ̺ cos(ϑ) sin(ϕ), z = ̺ sin(ϑ), (6.11)

pro které platí

det

(D(x, y, z)

D(̺, ϕ, ϑ)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos(ϑ) cos(ϕ) −̺ sin(ϑ) cos(ϕ) −̺ cos(ϑ) sin(ϕ)

cos(ϑ) sin(ϕ) −̺ sin(ϑ) sin(ϕ) ̺ cos(ϑ) cos(ϕ)

sin(ϑ) ̺ cos(ϑ) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −̺2 cos(ϑ) , 0.

Zavedená transforma
e sou°adni
 (x, y, z) = Φ(̺, ϕ, ϑ) je na 
elé mnoºin¥ M regulární a prostá a vyhovuje rovni
i

x2 + y2 + z2 = ̺2. Za pov²imnutí stojí, ºe obrazem mnoºiny M p°i zobrazení (6.11) není 
elá mnoºina E3, ale pouze její

nevlastní podmnoºina Φ(M) = E3 \
{
(x, 0, z) ∈ E3 : x > 0

}
.

Zobe
n¥né sféri
ké sou°adni
e ̺, ϑ, ϕ jsou na téºe mnoºin¥ M de�novány vztahy

x = s + a̺ cos(ϑ) cos(ϕ), y = t + b̺ cos(ϑ) sin(ϕ), z = u + c̺ sin(ϑ),

pro které platí

det

(D(x, y, z)

D(̺, ϕ, ϑ)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a cos(ϑ) cos(ϕ) −a̺ sin(ϑ) cos(ϕ) −a̺ cos(ϑ) sin(ϕ)

b cos(ϑ) sin(ϕ) −b̺ sin(ϑ) sin(ϕ) b̺ cos(ϑ) cos(ϕ)

c sin(ϑ) c̺ cos(ϑ) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −abc̺2 cosϑ > 0.

V tomto p°ípad¥ se jedná o popis pohybu bodu po plá²ti elipsoidu

(
x − s

a

)2

+

( y − t

b

)2

+

(
z − u

c

)2

= ̺2

s poloosami a, b, c ∈ R+ a st°edem v bod¥ (s, t, u) ∈ E3.
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Obrázek 6.25

Zavedení sféri
ký
h sou°adni
.

6.2.8 Komentá°

Sféri
ké sou°adni
e ϕ, resp. ϑ, 
hápané jako sou°adni
e zem¥pisné, p°edstavují de fa
to zem¥pisnou délku, resp. zem¥-

pisnou ²í°ku.

6.2.9 P°íklad

Cílem tohoto p°íkladu je transformovat Lapla
e·v operátor

∆ =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2

do sféri
ký
h sou°adni
 de�novaný
h pro ̺ > 0, ϕ ∈ (0, 2π) a ϑ ∈
(
−π2 , π2

)
v p°íklad¥ 6.2.7. Derivování vztah· (6.11)

podle x vede na soustavu

1 = cos(ϑ) cos(ϕ)
∂̺
∂x − ̺ sin(ϑ) cos(ϕ) ∂ϑ∂x − ̺ cos(ϑ) sin(ϕ)

∂ϕ
∂x

0 = cos(ϑ) sin(ϕ)
∂̺
∂x − ̺ sin(ϑ) sin(ϕ) ∂ϑ∂x + ̺ cos(ϑ) cos(ϕ)

∂ϕ
∂x

0 = sin(ϑ)
∂̺
∂x + ̺ cos(ϑ) ∂ϑ∂x ,

jejímº °e²ením je uspo°ádaná troji
e

(
∂̺

∂x
,
∂ϑ

∂x
,
∂ϕ

∂x

)
=

(
cos(ϑ) cos(ϕ),−sin(ϑ) cos(ϕ)

̺
,− sin(ϕ)

̺ cos(ϑ)

)
.

Jiº pro
vi£eným postupem budeme je²t¥ °e²it soustavu

0 = cos(ϑ) cos(ϕ)
∂̺
∂y − ̺ sin(ϑ) cos(ϕ) ∂ϑ∂y − ̺ cos(ϑ) sin(ϕ)

∂ϕ
∂y

1 = cos(ϑ) sin(ϕ)
∂̺
∂y − ̺ sin(ϑ) sin(ϕ) ∂ϑ∂y + ̺ cos(ϑ) cos(ϕ)

∂ϕ
∂y

0 = sin(ϑ)
∂̺
∂y + ̺ cos(ϑ) ∂ϑ∂y

s výsledkem (
∂̺

∂y
,
∂ϑ

∂y
,
∂ϕ

∂y

)
=

(
cos(ϑ) sin(ϕ),−sin(ϑ) sin(ϕ)

̺
,

cos(ϕ)

̺ cos(ϑ)

)

a soustavu

0 = cos(ϑ) cos(ϕ)
∂̺
∂z − ̺ sin(ϑ) cos(ϕ) ∂ϑ∂z − ̺ cos(ϑ) sin(ϕ)

∂ϕ
∂z

0 = cos(ϑ) sin(ϕ)
∂̺
∂z − ̺ sin(ϑ) sin(ϕ) ∂ϑ∂z + ̺ cos(ϑ) cos(ϕ)

∂ϕ
∂z

1 = sin(ϑ)
∂̺
∂z + ̺ cos(ϑ) ∂ϑ∂z ,
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jejímº °e²ením je uspo°ádaná troji
e (
∂̺

∂z
,
∂ϑ

∂z
,
∂ϕ

∂z

)
=

(
sin(ϑ),

cos(ϑ)

̺
, 0

)
.

Na tomto míst¥ rozvaºme, jak by bylo moºno p°ede²lý výpo£et zautomatizovat aplika
í Cramerova pravidla. Tak nap°.

∂ϑ

∂x
=

1

−̺2 cos(ϑ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos(ϑ) cos(ϕ) 1 −̺ cos(ϑ) sin(ϕ)

cos(ϑ) sin(ϕ) 0 ̺ cos(ϑ) cos(ϕ)

sin(ϑ) 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −sin(ϑ) cos(ϕ)

̺
.

Podotýkáme, ºe £len

1
−̺2 cos(ϑ)

p°edstavuje d¥lení determinantem soustavy, tedy ja
obiánem sféri
ký
h sou°adni
. Uºitím

Cramerova pravidla by se p°ed
házejí
í výpo£et redukoval na výpo£et ²esti jednodu
hý
h determinant· vzniklý
h zám¥nou

vybraného sloupku v ja
obiánu p°íslu²ným jednotkovým sloup
ovým vektorem. Po takovém výpo£tu pak tedy

∂

∂x
= cos(ϑ) cos(ϕ)

∂

∂̺
− sin(ϑ) cos(ϕ)

̺

∂

∂ϑ
− sin(ϕ)

̺ cos(ϑ)

∂

∂ϕ

∂

∂y
= cos(ϑ) sin(ϕ)

∂

∂̺
− sin(ϑ) sin(ϕ)

̺

∂

∂ϑ
+

cos(ϕ)

̺ cos(ϑ)

∂

∂ϕ

∂

∂z
= sin(ϑ)

∂

∂̺
+

cos(ϑ)

̺

∂

∂ϑ
.

Pro získání druhý
h deriva
í je t°eba práv¥ uvedené vztahy znovu derivovat. Tak nap°. vypo£teme, ºe

∂2

∂x2
= cos2(ϑ) cos2(ϕ)

∂2

∂̺2
+

sin2(ϑ) cos2(ϕ)

̺2

∂2

∂ϑ2
+

sin2(ϕ)

̺2 cos2(ϑ)

∂2

∂ϕ2
−

−sin(2ϑ) cos2(ϕ)

̺

∂2

∂̺∂ϑ
− sin(2ϕ)

̺

∂2

∂̺∂ϕ
+

sin(ϑ) sin(2ϕ)

̺2 cos(ϑ)

∂2

∂ϑ∂ϕ
+

1

̺

(
sin2(ϑ) cos2(ϕ) + sin2(ϕ)

) ∂
∂̺
+

+
1

̺2

(
− sin(ϑ)

cos(ϑ)
sin2(ϕ) + 2 sin(2ϑ) cos2(ϕ)

)
∂

∂ϑ
− ∂

∂ϕ

sin(2ϕ)

̺2 cos2(ϑ)

∂

∂ϕ
.

Dále

∂2

∂y2
= cos2(ϑ) sin2(ϕ)

∂2

∂̺2
+

sin2(ϑ) sin2(ϕ)

̺2

∂2

∂ϑ2
+

cos2(ϕ)

̺2 cos2(ϑ)

∂2

∂ϕ2
+

+
sin(2ϑ) cos2(ϕ)

̺

∂2

∂̺∂ϑ
+

sin(2ϕ)

̺

∂2

∂̺∂ϕ
− sin(ϑ) sin(2ϕ)

̺2 cos(ϑ)

∂2

∂ϑ∂ϕ
+

1

̺

(
sin2(ϑ) sin2(ϕ) + cos2(ϕ)

) ∂
∂̺
+

+
1

̺2

(
− sin(ϑ)

cos(ϑ)
cos2(ϕ) + 2 sin(2ϑ) sin2(ϕ)

)
∂

∂ϑ
+

sin(2ϕ)

̺2 cos2(ϑ)

∂

∂ϕ

a kone£n¥

∂2

∂z2
= sin2(ϑ)

∂2

∂̺2
+

cos2(ϑ)

̺2

∂2

∂ϑ2
+

sin(2ϑ)

̺

∂2

∂̺∂ϑ
− cos2(ϑ)

̺

∂

∂̺
− 1

̺2
sin(2ϑ)

∂

∂ϑ
.

Nyní jiº m·ºeme provést samotnou transforma
i. Po dosazení vypo£tený
h deriva
í získáme tvar

∆ =
∂2

∂̺2
+

1

̺2

∂2

∂ϑ2
+

1

̺2 cos2(ϑ)

∂2

∂ϕ2
+

2

̺

∂

∂̺
− sin(ϑ)

̺2 cos(ϑ)

∂

∂ϑ
,

který n¥kdy bývá pro ú£ely matemati
ké fyziky upravován do tvaru

∆ =
1

̺2

∂

∂̺

(
̺2 ∂

∂̺

)
+

1

̺2 cos(ϑ)

∂

∂ϑ

(
cos(ϑ)

∂

∂ϑ

)
+

1

̺2 cos2(ϑ)

∂2

∂ϕ2
.
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6.2.10 Komentá°

V analogii k pseudopolárním sou°adni
ím zavád¥jí se i v euklidovském prostoru E3
tzv. pseudo
ylindri
ké sou°adni
e, a

to vztahy

x = ̺ cosα(ϕ), y = ̺ sinα(ϕ), z = h,

kde α < {0, 1} je jeji
h parametr. Platí pro n¥ rovnost x2/α+y2/α = ̺2/α. Jeden zástup
e t¥lesa, jeº je popsáno pseudo
ylin-
dri
kou soustavou, je vyobrazen na obrázku 6.26 vlevo. Takové t¥leso je v sou°adné soustav¥ x = ̺ cos4(ϕ) sgn(cos(ϕ)),
y = ̺ sin4(ϕ) sgn(sin(ϕ)), z = h pro ϕ ∈ (0, 2π) a h ∈ (0, 1) popsáno nerovni
í

̺ =
(√
|x| +

√
|y|

)2
< 1

a mohlo by být nazváno nap°. pseudovál
em. Dal²í zajímavou sou°adnou soustavou v E3
jsou tzv. pseudosféri
ké sou-

°adni
e, zavedené rovnostmi

x = ̺ cosα(ϑ) cosβ(ϕ), y = ̺ cosα(ϑ) sinβ(ϕ), z = ̺ sinα(ϑ),

kde α, β , 0 jsou parametry, které naví
 vyhovují nerovnosti (α, β) , (1, 1). Tyto sou°adni
e vyhovují rovnosti

(
x2/β
+ y2/β

)β/α
+ z2/α

= ̺2/α.

Zvolíme-li nap°. α = 1/2 a β = 2, popisuje rovni
e

̺ =
4

√(|x| + |y|)4
+ z4 < 1

t¥leso z obrázku 6.26 uprost°ed. V tomto p°ípad¥ není od v¥
i pojmenovat vyobrazené t¥leso pseudosférou. Zajímavý

jev nastává, zvolíme-li α = β = 2. Pak je rovni
í hrani£ní plo
hy zkoumaného t¥lesa vlastn¥ jednodu
há lineární rovni
e

̺ = |x| + |y| + |z| = 1, a tedy t¥lesem není ni
 jiného neº osmist¥n. V²e
hny pseudosou°adni
e mají téº své zobe
n¥né

varianty. Výpo£ty p°íslu²ný
h ja
obián· a mnoºin, na ni
hº jsou uvedené transforma
e de�novány, jsou náplní 
vi£ení.

Obrázek 6.26

Pseudovále
 |x|1/2 + |y|1/2 = 1, pseudosféra
(
|x| + |y|

)4
+ z4 = 1 a osmist¥n |x| + |y| + |z| = 1.
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6.2.11 Hodnoty ja
obián· vybraný
h sou°adni


~x = A~y +~b det

(
D~x
D~y

)
= det(A).

x = s + a̺ cos(ϕ)

y = t + b̺ sin(ϕ)
det

(D(x, y)

D(̺, ϕ)

)
= ab̺.

x = s + a̺ cosα(ϕ)

y = t + b̺ sinα(ϕ)
det

(D(x, y)

D(̺, ϕ)

)
= abα̺ cosα−1(ϕ) sinα−1(ϕ).

x = s + a̺ cos(ϕ)

y = t + b̺ sin(ϕ)

z = u + ch

det

(D(x, y, z)

D(̺, ϕ, h)

)
= abc̺.

x = s + a̺ cosα(ϕ)

y = t + b̺ sinα(ϕ)

z = u + ch

det

(D(x, y, z)

D(̺, ϕ, h)

)
= abcα̺ cosα−1(ϕ) sinα−1(ϕ).

x = s + a̺ cos(ϑ) cos(ϕ)

y = t + b̺ cos(ϑ) sin(ϕ)

z = u + c̺ sin(ϑ)

det

( D(x, y, z)

D(̺, ϕ, ϑ)

)
= abc̺2 cos(ϑ).

x = s + a̺ cosβ(ϑ) cosα(ϕ)

y = t + b̺ cosβ(ϑ) sinα(ϕ)

z = u + c̺ sinβ(ϑ)

det

(D(x, y, z)

D(̺, ϕ, ϑ)

)
=

= abcαβ̺2 cos2β−1(ϑ) sinβ−1(ϑ) cosα−1(ϕ) sinα−1(ϕ).

x = s + a̺ cos(ω) cos(ϑ) cos(ϕ)

y = t + b̺ cos(ω) cos(ϑ) sin(ϕ)

z = u + c̺ cos(ω) sin(ϑ)

w = v + d̺ sin(ω),

det

(D(x, y, z,w)

D(̺, ω, ϕ, ϑ)

)
= abcd̺3 cos2(ω) cos(ϑ).
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Kapitola 7

Úvod do teorie par
iální
h

diferen
iální
h rovni


Matemati
ký popis v¥t²iny fyzikální
h, biologi
ký
h £i so
iofyzikální
h systém· vede, jak je dob°e známo, na °e²ení

diferen
iální
h rovni
 druhého °ádu. Pro systémy jednodimenzionální tedy jde o oby£ejnou diferen
iální rovni
i, resp. o

její tzv. Cau
hyovu úlohu, tj. o úlohu s po£áte£ními podmínkami jistého typu. To souvisí zejména se skute£ností, ºe

Newtonova pohybová rovni
e má de fa
to tvar diferen
iální rovni
e druhého °ádu, protoºe jde o rovni
i pro zry
hlení,

které je druhou deriva
í tzv. polohového vektoru, který reprezentuje to, 
o p°i °e²ení hledáme (tj. závislost polohy objektu

na £ase). Jedná-li se ale o systém ví
erozm¥rný, nebo zajímá-li nás závislost n¥jaké veli£iny jednodimenzionálního systému

na ví
e prom¥nný
h (typi
ky na prostorové sou°adni
i a £ase), vznikají úlohy na par
iální diferen
iální rovni
e. Teorie

°e²ení par
iální
h diferen
iální
h rovni
 je jednou z hlavní
h náplní tzv. matemati
ké fyziky. V ní se °e²í nap°. rovni
e

vedení tepla, vlnová rovni
e, rovni
e dopravního proud¥ní, S
hrödingerova rovni
e, atd.

V této kapitole ale seznámíme £tená°e pouze s úvodními partiemi matemati
ké fyziky. P°edvedeme nejprve zúºenou

klasi�ka
i par
iální
h diferen
iální
h rovni
 a poté se seznámíme se zp·soby, jak par
iální diferen
iální rovni
e normali-

zovat, jak ideální transforma£ní vztahy vyhledávat a jak podle normální
h tvar· 
elou oblast klasi�kovat.

7.1 Lineární par
iální diferen
iální rovni
e prvního °ádu

Rozsáhlou oblast par
iální
h diferen
iální
h rovni
 zúºíme pro ú£ely t¥
hto skript na lineární diferen
iální rovni
e prvního

a druhého °ádu, tj. na p°ípad, kdy nejvy²²í deriva
í v rovni
i je libovolná par
iální deriva
e prvního nebo druhého °ádu.

D·vod pro takové zúºení je ukryt zejména v prakti
kém pozadí zkoumaný
h rovni
. V¥t²ina z ni
h totiº vze²la ze studia

konkrétní
h fyzikální
h £i p°íbuzný
h systém· (úlohy na vedení tepla, ²í°ení jednorozm¥rný
h £i ví
erozm¥rný
h vln,

teorie kmitání, úlohy kvantové me
haniky, úlohy z teorie mikroskopi
ký
h dopravní
h model· apod). V první sek
i této

kapitoly budeme nejprve rozebírat pojem lineární par
iální diferen
iální rovni
e prvního °ádu.

7.1.1 De�ni
e

Ne
h´ je dán r−rozm¥rný vektor

~a(~x) spojitý
h funk
í ai(~x) : G 7→ R a spojitá funk
e c(~x) : G 7→ R. Lineárním par
iálním

diferen
iálním operátorem prvního °ádu zavedeným na oblasti G ⊂ Er
rozumíme operátor

L̂ =

r∑

i=1

ai(~x)
∂

∂xi
+ c(~x). (7.1)

P°itom za de�ni£ní obor operátoru L̂ klademe Dom(L̂) = C1(G). Jsou-li v²e
hny funk
e ai(~x) konstantní na G a funk
e

c(~x) rovn¥º, up°es¬ujeme dále, ºe operátor L̂ je operátorem s konstantními koe�
ienty.

7.1.2 De�ni
e

Ne
h´ je na oblasti G ⊂ Er
zadán par
iální diferen
iální operátor prvního °ádu L̂ a funk
e f (~x) ∈ C(G). Pak rovni
i

L̂(u) = f (~x) (7.2)

nazýváme lineární par
iální diferen
iální rovni
í prvního °ádu. Zkrá
en¥ ji n¥kdy zna£íme zkratkou PDE z angli
kého

partial di�erential equation. Rovni
i L̂(u) = 0 nazýváme lineární par
iální diferen
iální rovni
í prvního °ádu s nulovou

pravou stranou p°idruºenou k rovni
i (7.2).
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7.1.3 De�ni
e

Ne
h´ je na oblasti G ⊂ Er
zadán par
iální diferen
iální operátor prvního °ádu L̂ a funk
e f (~x) ∈ C(G). �e²ením rovni
e

(7.2) na oblasti G ⊂ Er
rozumíme kaºdou funk
i u(~x) ∈ Dom(L̂) = C1(G), pro niº L̂(u) = f (~x).

7.1.4 Odvození

Nyní ukáºeme, ºe kaºdou lineární par
iální diferen
iální rovni
i prvního °ádu

a(x, y)
∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u(x, y) = f (x, y)

pro neznámou funk
i u(x, y) ∈ C1(G) dvou prom¥nný
h lze vhodnou regulární transforma
í (ξ, η) = ~Φ(x, y) p°evést do
konzolidovaného tvaru

∂u

∂η
+ c̃(ξ, η)u(ξ, η) = f̃ (ξ, η), (7.3)

k jehoº °e²ení dosta£uje znalost °e²ení oby£ejný
h diferen
iální
h rovni
 pro neznámou funk
i jedné prom¥nné. P°edpo-

kládejme ale, ºe na 
elém G ⊂ E2
jsou oba hlavní koe�
ienty a(x, y), b(x, y) nenulové. Pokud by by´ jediný z ni
h byl

nulový, je totiº konzolida£ní úloha fakti
ky vy°e²ena,

Konzolida£ní transforma
i pro netriviální variantu, kdy a(x, y) · b(x, y) , 0 na G, nalezneme jako spe
iální p°ípad

obe
né transforma
e

ξ = λ(x, y), & η = y, (7.4)

v níº jedinou prom¥nlivou sloºkou, jeº závisí na tvaru p·vodní par
iální diferen
iální rovni
e, je funk
e λ(x, y) ∈ C1(G).
Protoºe

det

(D(ξ, η)

D(x, y)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂λ
∂x

∂λ
∂y

0 1

∣∣∣∣∣∣∣
=
∂λ

∂x
,

poºadujeme pro garan
i regulariry, aby

∂λ
∂x , 0. Pak je totiº i práv¥ vy£íslený determinant nenulový, 
oº spole£n¥ s

podmínkou λ(x, y) ∈ C1(G) skute£n¥ zaji²´uje nutnou regulariru. Nezbývá tedy neº ukázat, jak vhodný vztah λ(x, y)
nalézt. Protoºe se p·vodní par
iální deriva
e konzolida£ními vztahy (7.4) transformují do tvaru

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
=
∂u

∂ξ

∂λ

∂x
,

∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
=
∂u

∂ξ

∂λ

∂y
+
∂u

∂η
,

p°evede se rovni
e

a(x, y)
∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u(x, y) = f (x, y)

jeji
h p·sobením do následují
í podoby:

[
a(x, y)

∂λ

∂x
+ b(x, y)

∂λ

∂y

]
∂u

∂ξ
+ b(x, y)

∂u

∂η
+ c(ξ, η)u(ξ, η) = f (ξ, η).

Ch
eme-li podle p·vodního zám¥ru, aby tato rovni
e byla tvaru (7.3), je t°eba vynulovat první závorku, tj. zaru£it, aby

a(x, y)
∂λ

∂x
+ b(x, y)

∂λ

∂y

!
= 0.

Hledaný vztah λ(x, y) tedy musí vyhovovat rovnosti

−
∂λ
∂x

∂λ
∂y

=
b(x, y)

a(x, y)
.

Není moºné si nepov²imnout, ºe levá strana této rovnosti z
ela koresponduje se vztahem pro výpo£et oby£ejné par
iální

deriva
e funk
e y(x), která je zadána impli
itn¥ pomo
í jisté rovni
e λ(x, y) = C. Skute£n¥, je-li λ(x, y) = C generují
í

rovni
e, pak podle v¥ty 5.1.5 platí, ºe

y′ = −
∂λ
∂x

∂λ
∂y

.
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Tato paralela nám bude nyní výrazn¥ nápomo
na. Plyne z ní totiº, ºe pokud vy°e²íme oby£ejnou diferen
iální rovni
i

y′ =
b(x, y)

a(x, y)
(7.5)

a p°evedeme-li tvar jejího °e²ení do formátu λ(x, y) = C, v n¥mº na pravé stran¥ z·stane pouze integra£ní konstanta

vze²lá z °e²ení zmín¥né oby£ejné diferen
iální rovni
e, pak na levé stran¥ z·stane hledaný transforma£ní vztah. Lineární

par
iální diferen
iální rovni
e prvního °ádu tudíº p°ejde do konzolidovaného tvaru

b(x, y)
∂u

∂η
+ c(ξ, η)u(ξ, η) = f (ξ, η),

který lze je²t¥ korigovat do následují
í podoby:

∂u

∂η
+ c̃(ξ, η)u(ξ, η) = f̃ (ξ, η),

kde c̃(ξ, η) = c(ξ, η)/b(x, y) a f̃ (ξ, η) = f (ξ, η)/b(x, y). �e²ením konzolidovaného tvaru je pak funk
e

u(ξ, η) =

∫
f̃ (ξ, η) dη −

∫
c̃(ξ, η)u(ξ, η) dη + K(ξ).

7.1.5 P°íklad

Ukaºme, jak p°ed
hozí postup pouºí na konkrétní úloze

y2 ∂u

∂x
+ x2 ∂u

∂y
= 0.

Úlohu °e²me na mnoºin¥ G = {(x, y) ∈ R2 : xy , 0}. Podle vztahu (7.5) hledejme první transforma£ní vztah pomo
í

°e²ení oby£ejné diferen
iální rovni
e

y′ =
x2

y2
.

Pomo
í separa
e prom¥nný
h snadno získáváme její formální °e²ení

∫
x2 dx −

∫
y2 dy = C.

Odtud x3 − y3 = D a hledaným transforma£ním vztahem je proto ξ = x3 − y3. Doplníme-li jej o druhý expli
itní vztah

η = y, vidíme z mezivýpo£tu

det

(D(ξ, η)

D(x, y)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
3x2 −3y2

0 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 3x2,

ºe transforma
e (ξ, η) = (x3 − y3, y) je na G regulární. Po dosazení

∂u

∂x
= 3x2 ∂u

∂ξ
,

∂u

∂y
= −3y2∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

obdrºíme nový tvar analyzované diferen
iální rovni
e, a to

3x2y2 ∂u

∂ξ
− 3x2y2 ∂u

∂ξ
+ x2∂u

∂η
= 0,

potaºmo

∂u

∂η
= 0.

�e²ením této rovni
e je systém funk
í u(ξ, η) = K(ξ). To zna£í, ºe p·vodní lineární par
iální diferen
iální rovni
i prvního

°ádu °e²í v²e
hny funk
e tvaru

u(x, y) = K(x3 − y3),

kde K(τ) : R 7→ R je libovolná spojit¥ diferen
ovatelná funk
e jedné prom¥nné.
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7.1.6 P°íklad

Na prostoru R2
°esm¥ pom¥rn¥ jednodu
hou lineární par
iální diferen
iální rovni
i prvního °ádu

∂u

∂x
+ µ

∂u

∂y
= 0,

kde µ , 0 je £íselný parametr. Podle vztahu (7.5) hledejme první transforma£ní vztah pomo
í °e²ení oby£ejné diferen
iální

rovni
e

y′ = µ.

Protoºe tuto diferen
iální rovni
i °e²í funk
e y(x) = µx + C, vidíme, ºe hledanou konzolidují
í transforma
í je (ξ, η) =
(y − µx, y), pro níº

det

(D(ξ, η)

D(x, y)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
−µ 1

0 1

∣∣∣∣∣∣∣
= −µ , 0.

Transforma
e je tedy na G regulární. Po její aplika
i získáváme jednodu
hý tvar

∂u

∂η
= 0.

Tuto rovni
i °e²í systém funk
í u(ξ, η) = K(ξ). P·vodní diferen
iální rovni
i tedy °e²í v²e
hny funk
e tvaru

u(x, y) = K(y − µx),

kde K(τ) : R 7→ R je libovolná spojit¥ diferen
ovatelná funk
e jedné prom¥nné.

7.2 Lineární par
iální diferen
iální rovni
e druhého °ádu

Nyní budeme de�novat pojem lineární par
iální diferen
iální rovni
e druhého °ádu a poté budeme spe
i�kovat n¥které

její spe
iální typy a diskutovat obe
né poznatky z teorie par
iální
h diferen
iální
h rovni
.

7.2.1 De�ni
e

Ne
h´ A(~x) = (ai j(~x))r
i, j=1

je nenulová symetri
ká mati
e spojitý
h funk
í ai j(~x) : G 7→ R. Ne
h´ je dán r−rozm¥rný vektor

~b(~x) spojitý
h funk
í bi(~x) : G 7→ R a spojitá funk
e c(~x) : G 7→ R. Par
iálním diferen
iálním operátorem druhého °ádu

na oblasti G ⊂ Er
rozumíme operátor

L̂ =

r∑

i=1

r∑

j=1

ai j(~x)
∂2

∂xi∂x j
+

r∑

i=1

bi(~x)
∂

∂xi
+ c(~x). (7.6)

P°itom za de�ni£ní obor operátoru L̂ klademe Dom(L̂) = C2(G). Je-li mati
e A £íselná, tj. jsou-li v²e
hny funk
e ai j(~x)

konstantní, a jsou-li rovn¥º v²e
hny funk
e b1(~x), b2(~x), . . . , br(~x), c(~x) konstantní, spe
i�kujeme dále, ºe operátor L̂ je

operátorem s konstantními koe�
ienty.

7.2.2 V¥ta

Par
iální diferen
iální operátor druhého °ádu L̂ je lineární na Dom(L̂).

D·kaz:

• úkolem je dokázat, ºe L̂ je aditivní a homogenní

• zvolíme libovolné u(~x), v(~x) ∈ Dom(L̂)

• z linearity deriva
e vyplývá

L̂(u + v) =

r∑

i=1

r∑

j=1

ai j(~x)
∂2(u + v)

∂xi∂x j
+

r∑

i=1

bi(~x)
∂(u + v)

∂xi
+ c(~x)(u + v) =

=

r∑

i=1

r∑

j=1

ai j(~x)
∂2u

∂xi∂x j
+

r∑

i=1

bi(~x)
∂u

∂xi
+ c(~x) u +

r∑

i=1

r∑

j=1

ai j(~x)
∂2v

∂xi∂x j
+

r∑

i=1

bi(~x)
∂v

∂xi
+ c(~x) v =

= L̂(u) + L̂(v)
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• to dokazuje aditivitu operátoru L̂

• podobným zp·sobem dokáºeme pro libovolné α ∈ R homogenitu tvaru L̂(α·u) = α·L̂(u)

7.2.3 De�ni
e

Ne
h´ je na oblasti G ⊂ Er
zadán par
iální diferen
iální operátor druhého °ádu L̂ a funk
e f (~x) ∈ C(G). Pak rovni
i

L̂(u) = f (~x) (7.7)

nazýváme lineární par
iální diferen
iální rovni
í druhého °ádu. Zkrá
en¥ ji n¥kdy zna£íme zkratkou PDE z angli
kého

partial di�erential equation. Rovni
i L̂(u) = 0 nazýváme lineární par
iální diferen
iální rovni
í druhého °ádu s nulovou

pravou stranou p°idruºenou k rovni
i (7.7).

7.2.4 De�ni
e

Ne
h´ je na oblasti G ⊂ Er
zadán par
iální diferen
iální operátor druhého °ádu L̂ a funk
e f (~x) ∈ C(G). �e²ením rovni
e

(7.7) na oblasti G ⊂ Er
rozumíme kaºdou funk
i u(~x) ∈ Dom(L̂) = C2(G), pro niº L̂(u) = f (~x).

7.2.5 Lemma

Ne
h´ je na oblasti G ⊂ Er
zadán par
iální diferen
iální operátor druhého °ádu L̂ a funk
e f (~x) ∈ C(G). Mnoºina v²e
h

°e²ení rovni
e L̂(u) = 0 tvo°í vektorový prostor. Mnoºina v²e
h °e²ení rovni
e L̂(u) = f (~x), kde f (~x) je spojitou funk
í na

G, tvo°í lineární varietu.

7.2.6 V¥ta

V²e
hna °e²ení rovni
e L̂(u) = f (~x) jsou tvaru

u(~x) = z(~x) + zp(~x), (7.8)

kde z(~x) jsou v²e
hna °e²ení rovni
e L̂(z) = 0 a zp(~x) je jedno °e²ení rovni
e L̂(zp) = f (~x).

D·kaz:

• jako první dokáºeme, ºe funk
e u(~x) = z(~x) + zp(~x) °e²í rovni
i L̂(u) = f (~x)

• jelikoº L̂(z) = 0 a L̂(zp) = f (~x), pak snadno z linearity operátoru L̂ vyvozujeme, ºe

L̂(u) = L̂(z) + L̂(zp) = 0 + f (~x) = f (~x)

• sporem dokáºeme, ºe °e²ení, které není ve tvaru (7.8), neexistuje

• ne
h´ u(~x) = z(~x) + zp(~x) je vý²e uvedeného tvaru

• p°edpokládejme pro spor, ºe L̂(v) = f (~x), ale v(~x) nelze zapsat jako (7.8)

• zjevn¥ tedy platí L̂(u − v) = L̂(u) − L̂(v) = 0

• rozdíl u(~x) − v(~x) proto °e²í rovni
i s nulovou pravou stranou, tj. u(~x) − v(~x) = z̃(~x)

• odtud v(~x) = u(~x) − z̃(~x) = z(~x) − z̃(~x) + zp(~x) = ẑ(~x) + zp(~x), p°i£emº ẑ(~x) °e²í rovni
i s nulovou pravou stranou

• to je o£ekávaný spor

7.2.7 Komentá°

Funk
i zp(~x) z p°ede²lé v¥ty nazýváme partikulárním °e²ením par
iální diferen
iální rovni
e (7.7). Upozor¬ujeme rad¥ji,

ºe rovni
e L̂(u) = f (~x) má obvykle nekone£n¥ mnoho partikulární
h °e²ení. Naví
, ozna£íme-li

Ω0 = {y(~x) ∈ C2(G) : L̂(y) = 0}, Ωq = {y(~x) ∈ C2(G) : L̂(y) = q(x)},

pak je Ω0 vektorovým prostorem a Ωq lineární varietou.
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7.3 Transforma
e par
iální
h diferen
iální
h rovni
 druhého °ádu

V této £ásti skript se zam¥°íme na hledání vhodný
h transforma
í nezávislý
h prom¥nný
h v par
iální
h diferen
iální
h

rovni
í
h. Hledat p°itom budeme takové transforma
e, které par
iální diferen
iální rovni
i p°evedou do výhodn¥j²í
h

tvar·, jeº budou snáze °e²itelné.

7.3.1 De�ni
e

Ne
h´ je dána lineární par
iální diferen
iální rovni
e druhého °ádu (7.7) na oblasti G. Pak kvadrati
kou formu

q~x(~ν) = ~ν⊺A(~x)~ν = (ν1, ν2, ν3, . . . , νr)




a11(~x) a12(~x) a13(~x) . . . a1r(~x)

a21(~x) a22(~x) a23(~x) . . . a2r(~x)

a31(~x) a32(~x) a33(~x) . . . a3r(~x)
...

...
...

. . .
...

ar1(~x) ar2(~x) ar3(~x) . . . arr(~x)







ν1

ν2

ν3

...

νr




p°íslu²nou kaºdému bodu

~x ∈ G nazýváme kvadrati
kou formou p°idruºenou k par
iální diferen
iální rovni
i (7.7).

7.3.2 Úmluva

Budeme-li hovo°ít v dal²ím textu o par
iální diferen
iální rovni
i, budeme mít na mysli lineární par
iální diferen
iální

rovni
i druhého °ádu, není-li uvedeno jinak.

7.3.3 De�ni
e

�ekn¥me, ºe par
iální diferen
iální rovni
e (7.7) je v bod¥

~x ∈ G elipti
ká, resp. paraboli
ká, resp. hyperboli
ká práv¥

tehdy, kdyº je elipti
ká, resp. paraboli
ká, resp. hyperboli
ká její p°idruºená kvadrati
ká forma. �ekn¥me, ºe par
iální

diferen
iální rovni
e (7.7) je elipti
ká, resp. paraboli
ká, resp. hyperboli
ká na mnoºin¥ M ⊂ G práv¥ tehdy, kdyº je

elipti
ká, resp. paraboli
ká, resp. hyperboli
ká v kaºdém bod¥

~x ∈M.

7.3.4 Komentá°

Pro úplnost dodáváme, ºe kvadrati
ká forma je elipti
ká, má-li v²e
hna vlastní £ísla nenulová a stejného znaménka,

paraboli
ká, má-li alespo¬ jedno vlastní £íslo nulové, a hyperboli
ká, má-li v²e
hna vlastní £ísla nenulová ale s r·znými

znaménky. Pro bliº²í studium kvadrati
ký
h forem doporu£ujeme u£ebni
i [8℄.

7.3.5 De�ni
e

Mnoºinu v²e
h

~x ∈ G, pro n¥º je par
iální diferen
iální rovni
e (7.7) elipti
ká, budeme ozna£ovat symbolem GE a nazývat

oborem elipti
ity par
iální diferen
iální rovni
e. Mnoºinu v²e
h

~x ∈ G, pro n¥º je rovni
e (7.7) hyperboli
ká, budeme

ozna£ovat symbolem GH a nazývat oborem hyperboli
ity. Mnoºinu v²e
h

~x ∈ G, pro n¥º je rovni
e (7.7) paraboli
ká,

budeme ozna£ovat symbolem GP a nazývat oborem paraboli
ity. Souhrnn¥ nazýváme mnoºiny GE, GH, a GP oblastmi

ex
entri
ity.

7.3.6 V¥ta

Ne
h´ GE, GP a GH jsou mnoºiny z de�ni
e 7.3.5. Potom platí GE ⊎GP ⊎ GH = G.

D·kaz:

• tvrzení plyne ze skute£nosti, ºe typ kvadrati
ké formy je dán jednozna£n¥, tj. kaºdá kvadrati
ká forma je práv¥

jednoho typu
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7.3.7 P°íklad

Rozhodn¥me o typu par
iální diferen
iální rovni
e

∂2u

∂x2
− x2 ∂

2u

∂y2
= 0,

je-li 
hápána jako diferen
iální rovni
e pro neznámou funk
i u = u(x, y). Z de�ni
e 7.3.1 pro mati
i p°íslu²né kvadrati
ké

formy platí

A =




1 0

0 −x2


 .

Snadno nahlédneme, ºe pro x = 0 je daná rovni
e paraboli
ká, pro x , 0 je rovni
e hyperboli
ká a ºádná jiná moºnost

nastat nem·ºe. Proto tedy GE = ∅, GP = {(x, y) ∈ R2 : x = 0} a GH = {(x, y) ∈ R2 : x , 0}.

7.3.8 De�ni
e

�ekneme, ºe par
iální diferen
iální rovni
e

r∑

k=1

r∑

ℓ=1

ãkℓ(~y)
∂2u

∂yk∂yℓ
+

r∑

k=1

b̃k(~y)
∂u

∂yk
+ c̃(~y)u(~y) = f̃ (~y)

je v normálním tvaru práv¥ tehdy, kdyº mati
e Ã(~y) koe�
ient· ãkℓ(~y) je mati
í konstantní
h funk
í (p°esn¥ji po £áste
h

konstantní
h funk
í), pro niº

Ã(~y) =




ã11 0 0 . . . 0

0 ã22 0 . . . 0

0 0 ã33 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 ãrr




a ãℓℓ ∈ {0,−1, 1}.

7.3.9 P°íklad

Uvaºujme následují
í par
iální diferen
iální rovni
e pro neznámou funk
i u(x, y) a zjist¥me jeji
h typy. Rovni
e

∂2u

∂x2
− 4

∂u

∂x
= 8y

je v normálním tvaru a v²ude v R2
je paraboli
ká. Zajímavostí je, ºe tato rovni
e je pouze kvazipar
iální lineární

diferen
iální rovni
í s konstantními koe�
ienty, tj. lze na ni nahlíºet jako na oby£ejnou diferen
iální rovni
i s parametrem

y. Rovni
e

∂2u

∂x2
− ∂

2u

∂y2
= x2

+ y2

je rovn¥º v normálním tvaru, ale je hyperboli
ká na R2. Par
iální diferen
iální rovni
e ∆u = 0 je rovn¥º v normálním tvaru,

je ale na R2
elipti
ká. B¥ºn¥ se nazývá Lapla
eovou rovni
í. Funk
e °e²í
í Lapla
eovu rovni
i nazýváme harmoni
kými

funk
emi (viz také de�ni
e 2.2.7).

7.3.10 De�ni
e

�ekneme, ºe par
iální diferen
iální rovni
e (7.7) je v alternativním normálním tvaru, práv¥ tehdy, kdyº je rovni
í pro

funk
i u(x, y) dvou prom¥nný
h a je ve tvaru

∂2u

∂x∂y
+ Φ

(
gradu, u(x, y)

)
= f (x, y).
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7.3.11 Komentá°

Par
iální diferen
iální rovni
i (7.7) bývá n¥kdy zvykem zapisovat ve zformalizovaném tvaru

(∇⊺u)A(~x)(∇u) + Φ(∇u, u(~x)) = f (~x),

kde

∇ =
(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xr

)⊺

je Hamilton·v operátor, a tudíº gradu = ∇u. Výraz Φ(∇u, u) n¥kdy nazýváme lineární £ástí par
iální diferen
iální rovni
e.

7.3.12 Komentá°

Par
iální diferen
iální rovni
e v alternativním normálním tvaru je vºdy hyperboli
ká, nebo´ po zavedení regulární substi-

tu
e ξ = x + y, η = x − y dostáváme transformovaný tvar

∂2u

∂ξ2
− ∂

2u

∂η2
+ Φ̃

(
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
, u(ξ, η)

)
= f̃ (ξ, η).

Alternativní normální tvar je výhodný z hlediska °e²ení. Nap°. zavedením substitu
e v = ∂u
∂y v rovni
i

∂2u

∂x∂y
+ 2y

∂u

∂y
= 0

dostáváme kvazipar
iální diferen
iální rovni
i

∂v

∂x
+ 2yv = 0

reprezentují
í lineární diferen
iální rovni
i s konstantními koe�
ienty s parametrem y.

7.3.13 Komentá°

Na²ím 
ílem je za pomo
i vhodného zobrazení

~y = ~ϕ(~x) : Er 7→ Er
p°evést obe
nou par
iální diferen
iální rovni
i

r∑

i=1

r∑

j=1

ai j(~x)
∂2u

∂xi∂x j
+

r∑

i=1

bi(~x)
∂u

∂xi
+ c(~x)u(~x) = f (~x)

na normální tvar

r∑

k=1

r∑

ℓ=1

ãkℓ(~y)
∂2u

∂yk∂yℓ
+

r∑

k=1

b̃k(~y)
∂u

∂yk
+ c̃(~y)u(~y) = f̃ (~y),

pro který platí, ºe mati
e Ã(~x) koe�
ient· ãkℓ(~x) je mati
í konstantní
h funk
í, pro níº ãkℓ = ãkℓδkℓ a ãℓℓ ∈ {0,−1, 1}.
P°itom poºadujeme, aby zobrazení

~y = ~ϕ(~x) : Er 7→ Er
bylo regulární a prosté na G ⊂ Er, a naví
, aby

~ϕ(~x) ∈ C2(G). To
implikuje vztah

det

(D(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕr)

D(x1, x2, . . . , xr)

)
G
, 0,

a existuje tudíº inverzní zobrazení

~x = ~ψ(~y), pro n¥jº ~ψ
(
~ϕ(~x)

)
= idG. Pomo
í vztah· pro deriva
i sloºené funk
e dostaneme

vzor
e

∂u

∂xi
=

r∑

k=1

∂u

∂yk
· ∂ϕk

∂xi
(i ∈ r̂);

∂2u

∂xi∂x j
=

r∑

k=1

r∑

ℓ=1

∂2u

∂yk∂yℓ
· ∂ϕk

∂xi

∂ϕℓ
∂x j
+

r∑

k=1

∂u

∂yk
· ∂

2ϕk

∂xi∂x j
(i, j ∈ r̂).
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Z ni
h jiº snadno vyjád°íme hledané vztahy

ãkℓ(~y) =

r∑

k=1

r∑

ℓ=1

ai j

(
~ψ(~y)

)∂ϕk

∂xi

∂ϕℓ
∂x j

,

b̃k(~y) =

r∑

k=1

bi

(
~ψ(~y)

)∂ϕk

∂xi
+

r∑

i=1

r∑

j=1

ai j

(
~ψ(~y)

) ∂2ϕk

∂xi∂x j
,

c̃(~y) = c
(
~ψ(~y)

)
,

f̃ (~y) = f
(
~ψ(~y)

)
,

7.4 Kvazipar
iální diferen
iální rovni
e

Do kategorie par
iální
h diferen
iální
h rovni
 spadají také rovni
e, jeº jsou p°eveditelné na oby£ejné diferen
iální rovni
e.

Lze pak na n¥ aplikovat 
elou rozsáhlou teorii o °e²ení oby£ejný
h diferen
iální
h rovni
, tedy nap°. metodu integra£-

ního faktoru, Bernoulliovu metodu, separa
i prom¥nný
h, sníºení °ádu, pop°. metodu varia
e konstant. Podrobn¥ji je

problematika zpra
ována ve £tvrté kapitole skript [8℄. Pro ilustra
i zde uvedeme n¥kolik moºný
h aplika
í.

7.4.1 P°íklad

�e²me par
iální diferen
iální rovni
i

∂2u

∂x∂y
+ 2x

∂u

∂y
= 8x3y.

Zavedeme-li substitu
i v(x, y) = ∂u
∂y , p°ejde rovni
e do kvazi-oby£ejné diferen
iální rovni
e

∂v

∂x
+ 2xv = 8x3y

°e²itelné metodou integra£ního faktoru. Vynásobíme-li tuto rovni
i faktorem ex2
, dostáváme

∂

∂x

(
e

x2 · v
)
= 8x3

e
x2

y.

e
x2 · v = 4yex2

(x2 − 1) + C(y),

odkud

v(x, y) = C(y) e−x2

+ 4y(x2 − 1).

Návratem k p·vodní funk
i (tedy integra
í funk
e v(x, y) podle nezávisle prom¥nné y) získáme úplné °e²ení zadané

rovni
e ve tvaru

u(x, y) = C(y) e−x2

+ C̃(x) + 2y2(x2 − 1), Dom(u) = R2.

Podotýkáme, ºe C(y), C̃(x) jsou libovolné funk
e nezávisle prom¥nné y, resp. x. Naví
 musí platit C(y) ∈ C 1(R).

7.4.2 P°íklad

Budeme nyní °e²it par
iální diferen
iální rovni
i

y2 ∂3u

∂y2∂x
+ 2y

∂2u

∂x∂y
− 6

∂u

∂x
= 8xy.

Zave¤me substitu
i

v(x, y) =
∂u

∂x
.

Pak zadaná rovni
e p°e
hází do tvaru

y2 ∂
2v

∂y2
+ 2y

∂v

∂y
− 6v = 8xy.

Zde se op¥t jedná o kvazi-oby£ejnou diferen
iální rovni
i, která je viditeln¥ Eulerovou diferen
iální rovni
í. Pro kladná y
ji budeme °e²it osv¥d£enou substitu
í y = et, resp. t = ln(y). Odtud

∂v

∂y
=

1

y

∂v

∂t
,
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∂2v

∂y2
=

1

y2

∂2v

∂t2
− 1

y2

∂v

∂t
,


oº po dosazení vede na rovni
i v̈ + v̇ − 6v = 8xet
s konstantními koe�
ienty a spe
iální pravou stranou. Jelikoº pro


harakteristi
ký polynom této rovni
e platí λ2 + λ + 6 = (λ − 2)(λ + 3), je fundamentálním systémem rovni
e mnoºina

{e2t, e−3t}. �e²ení s pravou stranou navrhujeme (podle p°íslu²né v¥ty) ve tvaru vp(y) = aet, kde hodnotu neznámé

konstanty stanovíme pouhým dosazením na a = −2. Pak tedy

v(x, t) = C1(x) e2t
+ C2(x) e−3t − 2xet.

Návratem k p·vodním prom¥nným získáme

v(x, y) = C1(x) y2
+
C2(x)

y3
− 2xy. (7.9)

Pokud by
hom hledali °e²ení pro y < 0, p°evedla by substitu
e y = −et
rovni
i na leh
e pozm¥n¥ný tvar v̈+v̇−6v = −8xet,

který ale generuje tentýº výsledek (7.9). Uvaºte pro£. Sumarizujeme tedy, ºe výsledkem této úlohy je funk
e

u(x, y) = C1(x) y2
+
C2(x)

y3
+ C3(y) − yx2,

kde Dom(u) = R × (R \ {0}) a Ci ∈ C 1(R) pro i ∈ 3̂.

7.4.3 P°íklad

�e²me par
iální diferen
iální rovni
i

∂3u

∂x2∂y
− 6

∂2u

∂x∂y
+ 9

∂u

∂y
= 3
e3(x+y)

x
.

Aplikujeme-li substitu
i

v(x, y) =
∂u

∂y
,

získáme rovni
i

∂2v

∂x2
− 6

∂v

∂x
+ 9v = 3

e3(x+y)

x
.

Op¥t se jedná o rovni
i a konstantními koe�
ienty. Jelikoº pro 
harakteristi
ký polynom této rovni
e platí

λ2 − 6λ + 9 = (λ − 3)2,

je fundamentálním systémem rovni
e mnoºina {e3x; xe3x}. �e²ení s pravou stranou získáme metodou varia
e konstant

(viz v¥ta 4.4.27 v [8℄), nebo´ pravá strana není v ºádném ze spe
iální
h tvar·. Pro wronskián funk
í z fundamentálního

systému platí

det =

∣∣∣∣∣∣∣
e3x xe3x

3e3x (1 + 3x)e3x

∣∣∣∣∣∣∣
= e6x.

Dále platí

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 xe3x

3 e
3(x+y)

x (1 + 3x)e3x

∣∣∣∣∣∣∣
= −3e6x+3y,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
e3x 0

3e3x 3 e
3(x+y)

x

∣∣∣∣∣∣∣
= 3
e6x+3y

x
.

Ozna£íme-li v souladu s v¥tou o metod¥ varia
e konstant

f1(x) =
∆1

∆
≡ −3e3y, f2(x) =

∆2

∆
≡ 3
e3y

x
,

obdrºíme

F1(x, y) =

∫
f1(x) dx = −3xe3y

+ C1(y),
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F2(x, y) =

∫
f2(x) dx = 3e3y ln |x| + C2(y).

Pak tedy

v(x, y) = F1(x, y) e3x
+ F2(x, y) x e3x ≡ C1(y) e3x

+ C2(y) x e3x − 3xe3(x+y)
+ 3xe3(x+y) ln |x|,


oº po úprav¥ vede na

v(x, y) = C1(y) e3x
+ C2(y) x e3x

+ 3xe3(x+y) ln |x|.
Finální podoba výsledku 
elé úlohy je tudíº

u(x, y) = C1(y) e3x
+ C2(y) x e3x

+ C3(x) + xe3(x+y) ln |x|,

Dom(u) = (R \ {0}) × R a Ci ∈ C 1(R) pro i ∈ 3̂.

7.5 Par
iální diferen
iální rovni
e druhého °ádu pro funk
i dvou pro-

m¥nný
h

Ze ²irokého spektra par
iální
h diferen
iální
h rovni
 se v tomto oddíle budeme blíºe zabývat lineárními par
iálními

diferen
iálními rovni
emi funk
í dvou prom¥nný
h. Ty se p°i za
hování platnosti de�ni
e 7.2.3 dají sumarizovat do

obe
ného tvaru

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+ Φ

(
grad u, u(x, y)

)
= f (x, y), (7.10)

kde a(x, y), b(x, y), c(x, y), f (x, y) ∈ C(G) a G ⊂ E2
je libovolná neprázdná dvoudimenzionální oblast.

7.5.1 Odvození

Rovni
i (7.10) zamý²líme p°evést do normálního tvaru. Pro tento ú£el si ur£íme vlastní £ísla p°íslu²né mati
e

A(x, y) =



a(x, y)

b(x,y)

2
b(x,y)

2 c(x, y)


 .

Charakteristi
ká rovni
e, tj. rovni
e pro výpo£et vlastní
h £ísel, má známý tvar

∣∣∣∣∣∣∣
a(x, y) − λ(x, y)

b(x,y)

2
b(x,y)

2 c(x, y)− λ(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
λ(x, y) − a(x, y)

)
·
(
λ(x, y) − c(x, y)

)
− b(x, y)2

4
=

= λ2(x, y)−
(
a(x, y)+ c(x, y)

)
λ(x, y) − b(x, y)2

4
+ a(x, y)c(x, y) = 0.

Vlastní £ísla mati
e A(x, y) tedy budou tvaru

λ1,2(x, y) =
a(x, y)+ c(x, y)±

√(
a(x, y) − c(x, y)

)2 − b2(x, y)

2
.

Pro zadanou rovni
i nyní hledejme oblasti ex
entri
ity GE, GP a GH. Pro obor paraboli
ity GP vy
hází podmínka, ºe se

alespo¬ jedno vlastní £íslo musí rovnat nule. Tedy

a(x, y) + c(x, y)±
√(

a(x, y) − c(x, y)
)2
+ b2(x, y) = 0,


oº je ekvivalentní podmín
e b(x, y)2 − 4a(x, y)c(x, y) = 0. Zavedeme-li diskriminant p°edpisem

d(x, y) = b2(x, y)− 4a(x, y)c(x, y),

lze snadno stanovit, ºe GP = {(x, y) ∈ G : d(x, y) = 0}. Analogi
ky pak zji²´ujeme, ºe oborem hyperboli
ity, resp. elipti
ity

zadané rovni
e jsou mnoºiny GH = {(x, y) ∈ G : d(x, y) > 0}, resp. GE = {(x, y) ∈ G : d(x, y) < 0}. Nyní se zabývejme

samotným hledáním ideální
h transforma£ní
h vztah·. Prozatím je ozna£me obe
n¥ jako

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y).
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P°edpokládáme po
hopiteln¥, ºe se jedná o regulární transforma
i, £ili

det

(D(ξ, η)

D(x, y)

)
G
, 0.

Zjist¥me tedy £emu se rovnají jednotlivé první par
iální deriva
e podle nový
h sou°adni
. Snadno

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
,

∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
.

Zderivujeme je²t¥ jednou podle nový
h sou°adni
, £ímº dostaneme p°íslu²né druhé par
iální deriva
e a vynásobíme je

p°íslu²nými koe�
ienty

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂x

)2

+
∂2u

∂η2

(
∂η

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x2
+
∂u

∂η

∂2η

∂x2
,

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂y

)2

+
∂2u

∂η2

(
∂η

∂y

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂y2
+
∂u

∂η

∂2η

∂y2
,

∂2u

∂x∂y
=
∂2u

∂ξ2

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂2u

∂η2

∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂2u

∂ξ∂η

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y
+
∂u

∂η

∂2η

∂x∂y
.

Se£teme a vytkneme p°ed závorku druhé par
iální deriva
e podle nový
h prom¥nný
h, £ímº dostaneme transformovanou

p·vodní rovni
i (7.10), a to

∂2u

∂ξ2


a

(
∂ξ

∂x

)2

+ b
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ c

(
∂ξ

∂y

)2
︸                                ︷︷                                ︸

=0

+
∂2u

∂η2


a

(
∂η

∂x

)2

+ b
∂η

∂x

∂η

∂y
+ c

(
∂η

∂y

)2
︸                                ︷︷                                ︸

=0

+ (7.11)

+
∂2u

∂ξ∂η

(
2a
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ b

∂ξ

∂y
+ b

∂η

∂x
+ 2c

∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
+ Φ̃

(
gradu, u(ξ, η)

)
= f̃ (ξ, η). (7.12)

Poºadavek na nulovost závorek sm¥°uje na normální tvar druhého druhu, pokud splníme podmínky

a(x, y)



∂ξ
∂x

∂ξ
∂y




2

+ b(x, y)

∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

+ c(x, y) = 0, a(x, y)



∂η
∂x

∂η
∂y




2

+ b(x, y)

∂η
∂x

∂η
∂y

+ c(x, y) = 0,


oº jsou vlastn¥ dv¥ kvadrati
ké rovni
e

a(x, y)λ2(x, y) + b(x, y)λ(x, y)+ c(x, y) = 0, (7.13)

kde

λ =
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

, resp. λ =

∂η
∂x

∂η
∂y

.

P°i bliº²ím pohledu zjistíme, ºe se podíly

∂ξ
∂x /

∂ξ
∂y podobají deriva
i impli
itn¥ zadané funk
e y(x) podle nezávislé prom¥nné

x. Uvaºujme tedy impli
itn¥ zadané rovni
e

ξ(x, y) = C, η(x, y) = D. (7.14)

Pro p°íslu²nou oby£ejnou deriva
i y′ impli
itní funk
e y(x) tudíº dostáváme

y′ = dy

dx
= −λ(x, y), (7.15)


oº není ni
 jiného neº diferen
iální rovni
e prvního °ádu. Transforma£ní rovni
e (7.14) jsou jejími formálními °e²eními.

Tímto zp·sobem jsme tudíº s
hopni nalézt poºadované transforma£ní vztahy. Názorn¥j²í bude ukázat si daný postup na

následují
ím p°íklad¥.

Podotýkáme, ºe v p°edvedeném postupu byla prokázána konstruk
e optimalizují
í
h transforma£ní
h vztah· pouze

pro hyperboli
kou rovni
i, nebo´ poºadavek na nulovost závorek ve vztahu (7.12) vede na alternativní tvar hyperboli
ké

rovni
e. Ukáºeme si ale nyní, ºe analogi
kého postupu m·ºe být vyuºito i na oblaste
h paraboli
ity, £i elipti
ity.
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7.5.2 Odvození

Nyní probereme normaliza
i paraboli
ké par
iální diferen
iální rovni
e. Pro p°evod rovni
e

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+ Φ

(
grad u, u(x, y)

)
= f (x, y)

do normálního tvaru

∂2u

∂ξ2


a

(
∂ξ

∂x

)2

+ b
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ c

(
∂ξ

∂y

)2
︸                                ︷︷                                ︸

=0

+
∂2u

∂η2


a

(
∂η

∂x

)2

+ b
∂η

∂x

∂η

∂y
+ c

(
∂η

∂y

)2+

+
∂2u

∂ξ∂η

(
2a
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ b

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ b

∂ξ

∂y

∂η

∂x
+ 2c

∂ξ

∂y

∂η

∂y

)

︸                                                ︷︷                                                ︸
=0

+Φ̃

(
gradu, u(ξ, η)

)
= f̃ (ξ, η)

uºijeme jeden transforma£ní vztah ξ = ξ(x, y) odvozený z °e²ení rovni
e

y′ = dy

dx
= −λ(x, y) =

b(x, y)

2a(x, y)
(7.16)

a druhý volíme libovoln¥, nej£ast¥ji v²ak v nejjednodu²²í moºné verzi, a si
e η(x, y) = x. Pro uvedenou transforma
i platí,

ºe

a

(
∂ξ

∂x

)2

+ b
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ c

(
∂ξ

∂y

)2

= 0,

a

(
∂η

∂x

)2

+ b
∂η

∂x

∂η

∂y
+ c

(
∂η

∂y

)2

= a(x, y),

ale také

2a
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ b

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ b

∂ξ

∂y

∂η

∂x
+ 2c

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 0,

nebo´

2a
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ b

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ b

∂ξ

∂y

∂η

∂x
+ 2c

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 2a

∂ξ

∂x
+ b

∂ξ

∂y
= 0.

Poslední rovnost plyne ze skute£nosti, ºe transforma£ní vztah ξ = ξ(η) spl¬uje díky formuli (7.16) rovnost

2a(x, y)
∂ξ

∂x
= −b(x, y)

∂ξ

∂y
.

Normálním tvarem paraboli
ké par
iální diferen
iální rovni
e je tudíº o£ekávaný tvar

∂2u

∂η2
+

1

a(x, y)
Φ̃

(
gradu, u(ξ, η)

)
=

1

a(x, y)
f̃ (ξ, η).

7.5.3 Odvození

Nyní probereme normaliza
i elipti
ké par
iální diferen
iální rovni
e. Ukáºeme, ºe transforma£ní vztahy

α(x, y) :=
ξ(x, y) + η(x, y)

2
=ℜ

(
ξ(x, y)

)
, β(x, y) :=

ξ(x, y) − η(x, y)

2i
= ℑ

(
ξ(x, y)

)
,

kde komplexn¥ sdruºené funk
e ξ(x, y), η(x, y) byly získány °e²ením rovni


∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

= λ1(x, y),

∂η
∂x

∂η
∂y

= λ2(x, y) = λ⋆1 (x, y),

p°evedou elipti
kou rovni
i

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+ Φ

(
grad u, u(x, y)

)
= f (x, y)
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do normálního tvaru. Transformovaná rovni
e bude jist¥ tvaru

∂2u

∂α2


a

(
∂α

∂x

)2

+ b
∂α

∂x

∂α

∂y
+ c

(
∂α

∂y

)2 +
∂2u

∂β2


a

(
∂β

∂x

)2

+ b
∂β

∂x

∂β

∂y
+ c

(
∂β

∂y

)2+

+
∂2u

∂α∂β

(
2a
∂α

∂x

∂β

∂x
+ b

∂α

∂x

∂β

∂y
+ b

∂α

∂y

∂β

∂x
+ 2c

∂α

∂y

∂β

∂y

)

︸                                                 ︷︷                                                 ︸
=0

+Φ̃

(
gradu, u(α, β)

)
= f̃ (α, β).

To, ºe smí²ený £len ozna£ený vodorovnou závorkou vymizí, nyní dokáºeme:

2a
∂α

∂x

∂β

∂x
+ b

∂α

∂x

∂β

∂y
+ b

∂α

∂y

∂β

∂x
+ 2c

∂α

∂y

∂β

∂y
=

a

2i

((∂ξ
∂x

)2 −
(∂η
∂x

)2
)
+

b

2i

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
− ∂η
∂x

∂η

∂y

)
+

c

2i

((∂ξ
∂y

)2 −
(∂η
∂y

)2
)
=

=
a

2i

(
λ2

1

(∂ξ
∂y

)2 − λ2
2

(∂η
∂y

)2
)
+

b

2i

(
λ1
∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
− λ2

∂η

∂y

∂η

∂y

)
+

c

2i

((∂ξ
∂y

)2 −
(∂η
∂y

)2
)
=

1

2i

(
aλ2

1 + bλ1 + c
)(∂ξ
∂y

)2 − 1

2i

(
aλ2

2 + bλ2 + c
)(∂η
∂y

)2
= 0,

nebo´ λ1,2 jsou ko°eny aso
iované kvadrati
ké rovni
e. Zbývá je²t¥ dokázat, ºe koe�
ienty

K1(x, y) := a

(
∂α

∂x

)2

+ b
∂α

∂x

∂α

∂y
+ c

(
∂α

∂y

)2

a

K2(x, y) := a

(
∂β

∂x

)2

+ b
∂β

∂x

∂β

∂y
+ c

(
∂β

∂y

)2

jsou po aplika
i navrºené substitu
e totoºné. Snadno

K1(x, y) =
a

4

(∂ξ
∂x
+
∂η

∂x

)2
+

b

4

(∂ξ
∂x
+
∂η

∂x

)(∂ξ
∂y
+
∂η

∂y

)
+

c

4

(∂ξ
∂y
+
∂η

∂y

)2
=

=
a

4

(
λ1
∂ξ

∂y
+ λ2

∂η

∂y

)2
+

b

4

(
λ1
∂ξ

∂y
+ λ2

∂η

∂y

)(∂ξ
∂y
+
∂η

∂y

)
+

c

4

(∂ξ
∂y
+
∂η

∂y

)2
=

=
1

4

(
aλ2

1 + bλ1 + c)
(∂ξ
∂y

)2
+

1

4

(
aλ2

2 + bλ2 + c)
(∂η
∂y

)2
+

1

4

(
2λ1λ2a + b(λ1 + λ2) + 2c

)∂ξ
∂y

∂η

∂y
=

= − d(x, y)

4a(x, y)

∂ξ

∂y

∂η

∂y
,

kde bylo vyuºito vztah· pro ko°eny kvadrati
ké rovni
e

λ1λ2 =
c

a
, λ1 + λ2 = −

b

a
.

Analogi
ky:

K2(x, y) = − a

4

(∂ξ
∂x
− ∂η
∂x

)2 − b

4

(∂ξ
∂x
− ∂η
∂x

)(∂ξ
∂y
− ∂η
∂y

)
− c

4

(∂ξ
∂y
− ∂η
∂y

)2
=

= − a

4

(
λ1
∂ξ

∂y
− λ2

∂η

∂y

)2 − b

4

(
λ1
∂ξ

∂y
− λ2

∂η

∂y

)(∂ξ
∂y
− ∂η
∂y

)
− c

4

(∂ξ
∂y
− ∂η
∂y

)2
=

= −1

4

(
aλ2

1 + bλ1 + c)
(∂ξ
∂y

)2 − 1

4

(
aλ2

2 + bλ2 + c)
(∂η
∂y

)2
+

1

4

(
2λ1λ2a + b(λ1 + λ2) + 2c

)∂ξ
∂y

∂η

∂y
=

= − d(x, y)

4a(x, y)

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= K1(x, y)

Elipti
ká par
iální diferen
iální rovni
e se tedy transformuje do tvaru

∂2u

∂α2
+
∂2u

∂β2
+

1

K1(x, y)
Φ̃

(
gradu, u(α, β)

)
=

1

K1(x, y)
f̃ (α, β)
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7.5.4 P°íklad

Pokusme se nalézt transforma
i, jeº p°evádí difere
iální rovni
i

∂2u

∂x2
− x2 ∂

2u

∂y2
= 0

na normální tvar. Podle rovni
e (7.10) platí pro její koe�
ienty následují
í vztahy: a(x, y) = 1, b(x, y) = 0 a c(x, y) = −x2.
�e²íme nejprve kvadrati
kou rovni
i λ2(x, y) − x2 = 0. Pro ni λ1,2(x, y) = ±x. Podle zásadního výsledku (7.15) bude mít

pomo
ná diferen
iální rovni
e tvar

y′ = dy

dx
= ∓x,

odkud C = 2y± x2. Tím se dostáváme k hledaným transforma£ním vztah·m ξ = 2y+ x2, η = 2y− x2. Podotýkáme, ºe v

p°ípad¥, kdy by zadaná rovni
e byla paraboli
ká (tj. rovni
e (7.13) by m¥la jediné °e²ení), na²li by
hom vý²e uvedeným

postupem pouze jednu transforma£ní rovni
i. Druhou m·ºeme v tomto p°ípad¥ volit libovoln¥, tj. tak, aby byla 
o

nejjednodu²²í, ale zárove¬ aby byla za
hována regularita transforma
e.

7.5.5 V¥ta

Ne
h´ G ⊂ E2
je libovolná neprázdná dvoudimenzionální oblast a a(x, y), b(x, y), c(x, y), f (x, y) ∈ C(G). De�nujme funk
i

d(x, y) = b2(x, y) − 4a(x, y)c(x, y). Pak oblastmi ex
entri
ity par
iální diferen
iální rovni
e

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+ Φ

(
grad u, u(x, y)

)
= f (x, y), (7.17)

jsou t°ídy GP = {(x, y) ∈ G : d(x, y) = 0}, GH = {(x, y) ∈ G : d(x, y) > 0}, resp. GE = {(x, y) ∈ G : d(x, y) < 0}.

D·kaz:

• uvedená skute£nost byla prokázána v rám
i odvození 7.5.1

7.5.6 De�ni
e

Funk
i de�novanou ve v¥t¥ 7.5.5 nazýváme diskriminantem par
iální diferen
iální rovni
e (7.17).

7.5.7 P°íklad

Budeme nyní °e²it par
iální diferen
iální rovni
i

x3∂
2u

∂x2
− xy2∂

2u

∂y2
− 3x2∂u

∂x
+ 3xy

∂u

∂y
+ 8x4y5

= 0

pro hledanou funk
i u = u(x, y). Vypo£teme nejprve diskriminant d(x, y) = 4x4y2, jehoº hodnota je skoro v²ude kladná.

Zadaná par
iální diferen
iální rovni
e je tedy skoro v²ude v R2
hyperboli
ká, resp. v²ude v mnoºin¥ M = {(x, y) ∈ R2 :

x , 0 ∧ y , 0}. Na dopl¬ku R2 \M je pak uvedená rovni
e paraboli
ká a p°edstavuje triviální identitu 0 = 0. Jelikoº

λ1,2(x, y) = ± y

x
,

°e²íme oby£ejné diferen
iální rovni
e

y′ = ± y

x
.

P°i pouºití metody separa
e prom¥nný
h dostaneme

ln |y| = ± ln |x| + C,

tj. C = y · x±1. Tyto dv¥ integra£ní konstanty vedou k ur£ení transforma£ní
h vztah· druhého druhu ve tvaru

ξ = xy, η =
y

x
.
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Tato transforma
e je na mnoºin¥ M regulární, nebo´ pro její ja
obián platí

det

(D(ξ, η)

D(x, y)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
y x

−y/x2 1/x

∣∣∣∣∣∣∣
= 2

y

x
.

Nyní budeme provád¥t samotnou transforma
i. Z°ejm¥

∂u

∂x
= y

∂u

∂ξ
− y

x2

∂u

∂η
,

∂u

∂y
= x

∂u

∂ξ
+

1

x

∂u

∂η
.

Podobn¥ získáme také druhé deriva
e

∂2u

∂x2
= y2 ∂

2u

∂ξ2
+

y2

x4

∂2u

∂η2
− 2

y2

x2

∂2u

∂ξ∂η
+

2y

x3

∂u

∂η
,

∂2u

∂y2
= x2 ∂

2u

∂ξ2
+

1

x2

∂2u

∂η2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
.

Po dosazení získáme rovni
i

−4xy2 ∂
2u

∂ξ∂η
+ 8y

∂u

∂η
+ 8x4y5

= 0,

kterou snadno upravíme do �nálního tvaru

∂2u

∂ξ∂η
− 2

ξ

∂u

∂η
− 2ξ3

= 0.

Jak je patrno, normalizovaná rovni
e je skute£n¥ hyperboli
kého typu. Naví
 je snadno °e²itelná, a si
e substitu
í

v(ξ, η) =
∂u

∂η
.

Ta transformuje posledn¥ uvedenou rovni
i do tvaru

∂v

∂ξ
− 2

ξ
v = 2ξ3. (7.18)

Jedná se fakti
ky o oby£ejnou diferen
iální rovni
i (naví
 lineární), °e²itelnou metodou integra£ního faktoru, kterým je

v tomto p°ípad¥ výraz ξ−2. Vynásobíme-li rovni
i (7.18) tímto faktorem získáme rovni
i

1

ξ2

∂v

∂ξ
− 2

ξ3
v = 2ξ,

respektive

∂

∂ξ

(
v

ξ2

)
=
∂

∂ξ

(
ξ2
+ C

)
.

Odtud pak snadno

v(ξ, η) = C(η) ξ2
+ ξ4 ≡ ∂u

∂η
.

Pak ale

u(ξ, η) = C(η) ξ2
+ D(ξ) + ηξ4.

Uzavíráme tedy, ºe hledaným obe
ným °e²ením zadané rovni
e jsou funk
e tvaru

u(x, y) = C
( y

x

)
x2y2

+ D(xy)+ x3y5,

kde Dom(u) =M a funk
e C
(

y

x

)
a D(xy) jsou t°ídy C 2(M).
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7.5.8 P°íklad

�e²me par
iální diferen
iální rovni
i

x2∂
2u

∂x2
+ 4xy

∂2u

∂x∂y
+ 4y2∂

2u

∂y2
− 4x

∂u

∂x
− 6y

∂u

∂y
+ 6u = 0.

Tentokrát se na 
elém R2
jedná o paraboli
kou diferen
iální rovni
i, nebo´ p°íslu²ný diskriminant je nulový, tj. d(x, y) = 0.

Díky nulovosti diskrinantu bude existovat pouze jediný ko°en p°idruºené kvadrati
ké rovni
e, tj.

λ(x, y) = −2
y

x
.

�e²íme tedy jedinou oby£ejnou diferen
iální rovni
i

y′ = 2
y

x
.

Pouºijeme op¥t osv¥d£enou metodu separa
e prom¥nný
h a dostaneme ln |y| = 2 ln |x| + C, odkud C = ln |y| − ln(x2).
Tato integra£ní konstanta ur£uje první z normaliza£ní
h transforma£ní
h vztah·. Druhý z ni
h je v tomto p°ípad¥ moºno

volit libovoln¥ s jediným omezením, a si
e aby vzniklá transforma
e byla regulární. Volíme tedy transforma
i

ξ =
y

x2
, η = x.

Jelikoº má odpovídají
í ja
obián tvar

det

(D(ξ, η)

D(x, y)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
− 2y

x3
1
x2

1 0

∣∣∣∣∣∣∣
= − 1

x2
,

je zvolená transforma
e regulární pouze na mnoºin¥ M =
{
(x, y) ∈ R2 : x , 0

}
. Vyjád°íme-li pot°ebné par
iální deriva
e

pomo
í deriva
í podle nový
h prom¥nný
h, obdrºíme

∂u

∂x
= −2

y

x3

∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
,

∂u

∂y
=

1

x2

∂u

∂ξ
.

Podobn¥ získáme také druhé deriva
e

∂2u

∂x2
= 4

y2

x4

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
− 4

y

x3

∂2u

∂ξ∂η
+ 6

y

x4

∂u

∂ξ

∂2u

∂y2
=

1

x4

∂2u

∂ξ2
,

∂2u

∂x∂y
= −2

y

x5

∂2u

∂ξ2
+

1

x2

∂2u

∂ξ∂η
− 2

x3

∂u

∂ξ
.

Po dosazení získáme rovni
i

η2 ∂
2u

∂η2
− 4η

∂u

∂η
+ 6u = 0.

V tomto p°ípad¥ se jedná o Eulerovu diferen
iální rovni
i, jiº budeme °e²it substitu
í η = et, která povede na rovni
i

ü − 5u̇ + 6u = 0 s konstantními koe�
ienty. Ko°eny 
harakteristi
kého polynomu jsou £ísla 2 a 3. Proto tedy u(t) =
Ce2t + De3t, potaºmo

u(ξ, η) = C(ξ)η2
+ D(ξ)η3.

Hledaným °e²ením na mnoºin¥ M je tudíº systém funk
í

u(x, y) = C
( y

x2

)
x2
+ D

( y

x2

)
x3.

V²imn¥te si, ºe podoba mnoºiny M eliminuje v²e
hny problémy, jeº by mohly v p°edpisu funk
e u(x, y) nastat.
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7.5.9 P°íklad

Posledním ze zástup
· par
iální
h diferen
iální
h rovni
 jsou rovni
e elipti
kého typu. Jednou z ni
h je také rovni
e

∂2u

∂x2
− 2 sin(x)

∂2u

∂x∂y
+

(
2 − cos2(x)

) ∂2u

∂y2
= 0,

nebo´ její diskriminant je v²ude na R2
záporný:

d(x, y) = 4 sin2(x) − 4
(
2 − cos2(x)

)
= −4.

Funk
e λ1,2(x, y) budou tedy r·zné a naví
 komplexn¥ sdruºené, konkrétn¥

λ1,2(x, y) = sin(x) ± i.
Zvolme libovoln¥ jednoho zástup
e z uvedený
h dvou, zde nap°. λ(x, y) = sin(x) + i, a °e²me oby£ejnou diferen
iální

rovni
i

y′ = −λ(x, y) ≡ − sin(x) − i.
Odtud (po separa
i prom¥nný
h) C = y − cos(x)+ ix. Za hledané substitu£ní vztahy v p°ípad¥ elipti
ký
h rovni
 volíme

reálnou, resp. imaginární £ást integra£ní konstanty, a si
e

ξ = ℑ(C) = x, η =ℜ(C) = y − cos(x).

Transforma
e zadaná t¥mito vztahy je regulární na 
elém R2, protoºe pro v²e
hny uspo°ádané dvoji
e (x, y) ∈ R2
platí:

det

(D(ξ, η)

D(x, y)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 0

sin(x) 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

Nyní spo£teme pot°ebné deriva
e:

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂ξ2
+ sin2(x)

∂2u

∂η2
+ 2 sin(x)

∂2u

∂ξ∂η
+ cos(x)

∂u

∂η
,

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂ξ∂η
+ sin(x)

∂u

∂ξ
.

Dosazením do p·vodní rovni
e získáme rovni
i

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
+ cos(x)

∂u

∂η
= 0,

z níº po drobné úprav¥ dostaneme výslednou rovni
i v normálním tvaru

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
+ cos(ξ)

∂u

∂η
≡ ∆u + cos(ξ)

∂u

∂η
= 0.

Normální tvar není bohuºel v tomto p°ípad¥ triviáln¥ °e²itelný, jako tomu bylo v p°ede²lý
h dvou p°íklade
h. Na °e²ení

této rovni
e bude nutno vybudovat pom¥rn¥ rozsáhlou teorii, která bude náplní dal²í
h partií matemati
ké analýzy.

7.6 Par
iální diferen
iální rovni
e druhého °ádu s konstantními koe�
i-

enty

Dal²ím zástup
em par
iální
h diferen
iální
h rovni
, které jsou snáze °e²itelné, jsou lineární rovni
e druhého °ádu, jeji
hº

par
iální diferen
iální operátor je operátorem s konstantními koe�
ienty. Za t¥
hto okolností je totiº taková rovni
e

aso
iovaná s jistou kvadrati
kou formou, jejíº polární báze p°ímo generuje hledanou sérii normaliza£ní
h transforma£ní
h

vztah·. Blíºe se s 
elým postupem seznámíme práv¥ v této sek
i.

7.6.1 De�ni
e

Par
iální diferen
iální rovni
í s konstantními koe�
ienty rozumíme rovni
i tvaru

r∑

i=1

r∑

j=1

ai j
∂2u

∂xi∂x j
+ Φ

(
∇u, u(~x)

)
= f (~x), (7.19)

kde A je nenulová symetri
ká £íselná mati
e a f (~x) ∈ C(G).
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7.6. PARCIÁLNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE DRUHÉHO �ÁDU S KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY

7.6.2 Komentá°

P°ed
hozí de�ni
i je téº moºno zapsat ve formálním tvaru

(∇u)⊺A(∇u) + Φ(∇u, u(~x)) = f (~x),

kde A = (ai j)
r
i, j=1

, ai j ∈ R. Je v²ak nutno míti na pam¥ti, ºe formální výraz

∂
∂xi

∂
∂x j

zde p°edstavuje dvojité derivování

∂2

∂xi∂x j
,

nikoliv sou£in.

7.6.3 Odvození

Aplikujme nyní na rovni
i (7.19) regulární transforma
i

~y = ~ϕ(~x). Její mati
e A tak p°ejde v mati
i Ã s koe�
ienty ve

tvaru

ãkℓ(~y) =

r∑

i=1

r∑

j=1

ai j

(
~ϕ⊖(~y)

)∂ϕk

∂xi

∂ϕℓ
∂x j

. (7.20)

Na²ím 
ílem je najít takovou transforma
i, aby výsledná rovni
e v normálním tvaru byla op¥t rovni
í s konstantními

koe�
ienty. Jelikoº ai j(~ϕ⊖(~y)) jsou prvky z R, posta£í, aby deriva
e
∂ϕk

∂xi
a

∂ϕℓ
∂x j

byly rovn¥º £ísly. Tuto podmínku zajistíme

pouºitím lineární
h transforma£ní
h vztah·

yk =

r∑

i=1

rkixi, (k ∈ r̂).

Prvky mati
e Ã tedy p°ejdou do tvaru

ãkℓ =

r∑

i=1

r∑

j=1

ai jrkirl j =

r∑

i=1

rki




r∑

j=1

ai jrl j


 ,

odkud p°i pouºití mati
ového zápisu dostáváme mati
ovou rovnost Ã = R⊺AR. Z u£iva o kvadrati
ký
h formá
h

probraného v [8℄ víme, ºe pro p°evod par
iální diferen
iální rovni
e do normálního tvaru je t°eba mati
i R sestavit z

vektor· polární báze mati
e A. Pokud tuto bázi ozna£íme

BP = {~w1, ~w2, ~w3, . . . , ~wr},

dostaneme také hledané transforma£ní vztahy:




y1

y2

y3

...

yr




=




w11
w12

w13
. . . w1r

w21
w22

w23
. . . w2r

w31
w32

w33
. . . w3r

...
...

...
. . .

...

wr1
wr2

wr3
. . . wrr







x1

x2

x3

...

xr




.

Kaºdý °ádek transforma£ní mati
e je tvo°en sloºkami jednoho z vektor·

~w1, ~w2, ~w3, . . . , ~wr. B¥hem normaliza£ního

pro
esu tedy p·vodní rovni
e (7.19) p°ejde na novou rovni
i tvaru

r∑

k=1

r∑

ℓ=1

qq(~wk, ~wℓ) ·
∂2u

∂yk∂yℓ
+ Φ̃

(
∇u, u(~y)

)
= f (~y),

respektive

r∑

k=1

q(~wk) · ∂
2u

∂y2
k

+ Φ̃

(
∇u, u(~y)

)
= f (~y).

Díky vlastnostem vektor· polární báze smí²ené par
iální deriva
e vymizí a druhé deriva
e podle téºe prom¥nné budou

mít hodnoty rovné 0, +1 nebo −1. Naví
 lze tedy nové diagonální koe�
ienty vypo£íst ze znalosti sdruºené kvadrati
ké

formy podle vztahu

ãℓℓ = q(~wℓ) = ~w
⊺

ℓ
A ~wℓ.

Tudíº typ ex
entri
ity par
iální diferen
iální rovni
e koresponduje s typem ex
entri
ity p°idruºené kvadrati
ké formy.
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7.6.4 Komentá°

Postup p°i °e²ení par
iální diferen
iální rovni
e tedy m·ºeme shrnout do následují
í
h krok·. 1) Nalezení transforma£ní
h

vztah·. 2) P°evedení rovni
e do normálního tvaru. 3) �e²ení daného typu normálního tvaru. 4) Návrat k p·vodním

prom¥nným, tj. p°evod °e²ení normálního tvaru do p·vodní
h prom¥nný
h.

7.6.5 P°íklad

Par
iální diferen
iální rovni
i

∂2u

∂x2
1

+ 2
∂2u

∂x1∂x2
+ 3

∂2u

∂x2
2

+ 2
∂2u

∂x2∂x3
+
∂2u

∂x2
3

+
∂u

∂x2
+
∂u

∂x3
+ u = 0

pro neznámou funk
i u = u(x1, x2, x3) p°eve¤me na normální tvar a diskutujme její typ. P°idruºená kvadrati
ká forma

má tvar

q(x1, x2, x3) = x2
1 + 2x1x2 + 3x2

2 + 2x2x3 + x2
3.

Aktuálním 
ílem je stanovení normálního tvaru a typu dané formy a nalezení alespo¬ jedné její polární báze. Pro ur£ení

normálního tvaru zadané kvadrati
ké formy, pro stanovení její signatury a p°íslu²né polární báze se b¥ºn¥ pouºívá tzv.

babylonská reduk
e, n¥kdy nazývaná téº Lagrangeovým algoritmem. Ten spo£ívá v p°evedení kvadrati
ké formy v Rr
na

maximáln¥ r £tver
·. V na²em p°ípad¥ nap°.

q(x1, x2, x3) = (x1 + x2)2
+ x2

2 + (x2 + x3)2.

Tedy normální tvar zadané formy má podobu

q(z1, z2, z3) = z2
1 + z2

2 + z2
3,

kde z1 = x1 + x2, z2 = x2 a z3 = x2 + x3. Jedná se tedy o elipti
kou kvadrati
kou formu, a tudíº p·jde o elipti
kou

par
iální diferen
iální rovni
i. Pro inverzní vztahy platí




x1

x2

x3



=




1 −1 0

0 1 0

0 −1 1







z1

z2

z3



,

kde jednotlivé sloup
e mati
e p°e
hodu p°edstavují vektory polární báze. Tedy

BP = {~w1, ~w2, ~w3} ≡ {(1, 0, 0)⊺; (−1, 1,−1)⊺; (0, 0, 1)⊺} .

Snadno ov¥°íme, ºe se skute£n¥ o polární bázi jedná, nebo´ q(~w1) = 1, q(~w2) = 1, q(~w3) = 1 a qq(~w1, ~w2) = qq(~w1, ~w3) =
qq(~w2, ~w3) = 0. Ze znalosti polární báze odvodíme podle návodu diskutovaného vý²e tvar normaliza£ní substitu
e. V

na²em p°ípad¥ se jedná o vztahy

y1 = x1, y2 = −x1 + x2 − x3, y3 = x3. (7.21)

Podle jiº 
itovaného návodu bude mít transformovaná par
iální diferen
iální rovni
e tvar

3∑

ℓ=1

q(~wℓ)
∂2u

∂y2
ℓ

+ Φ̃(grad(u), u(~y)) = 0.

Jelikoº q(~w1) = q(~w2) = q(~w3) = 1, zbývá pouze konkretizovat tvar obe
ného symbolu Φ̃(grad(u), u(~y)) v tomto na²em

p°íklad¥. Prove¤me tedy transforma
i (7.21). Snadno

∂u

∂x2
=
∂u

∂y2
,

∂u

∂x3
= − ∂u

∂y2
+
∂u

∂y3
.

Výsledný normální tvar zkoumané rovni
e má tedy podobu

∆u +
∂u

∂y3
+ u = 0. (7.22)
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7.6.6 Komentá°

Par
iální diferen
iální rovni
i v normálním tvaru

n∑

ℓ=1

aℓ
∂2u

∂y2
ℓ

+

n∑

ℓ=1

bℓ
∂u

∂yℓ
+ c u(~y) = 0,

kde aℓ ∈ {0;−1; 1} a b, c ∈ R lze substitu
í

u(~y) = v(~y) · exp




n∑

ℓ=1

µℓ yℓ


 , (µℓ ∈ R)

v závisle prom¥nný
h p°evést bu¤ na tvar

n∑

ℓ=1

aℓ
∂2v

∂y2
ℓ

+ c̃ v = 0

bez lineární
h £len· (to lze vºdy) nebo v n¥který
h p°ípade
h na tvar

n∑

ℓ=1

aℓ
∂2v

∂y2
ℓ

+

n∑

ℓ=1

b̃ℓ
∂v

∂yℓ
= 0

bez absolutního £lenu. Toho lze do
ílit vhodnou volbou koe�
ient· µi ∈ R.

7.6.7 P°íklad

Pokusme se upravit výsledek (7.22) p°íkladu 7.6.5 na jednodu²²í tvar podle p°ede²lé poznámky. Uvaºme substitu
i

u(~y) = v(~y) eµ y3 .

Pro p°íslu²né par
iální deriva
e platí vztahy

∂u

∂y1
=
∂v

∂y1
eµ y3 ,

∂2u

∂y2
1

=
∂2v

∂y2
1

eµ y3 ,

∂u

∂y2
=
∂v

∂y2
eµ y3 ,

∂2u

∂y2
2

=
∂2v

∂y2
2

eµ y3 ,

∂u

∂y3
=
∂v

∂y3
eµ y3 + µ v(~y) eµ y3 ,

∂2u

∂y2
3

=
∂2v

∂y2
3

eµ y3 + 2µ
∂v

∂y3
eµ y3 + µ2 v(~y) eµ y3 ,

které po dosazení do p·vodní rovni
e vedou na tvar

eµ y3 ∆v + (2µ + 1)
∂v

∂y3
eµ y3 + (µ2

+ µ + 1) v(~y) eµ y3 = 0.

Zvolíme-li µ = −1/2 a vyd¥líme-li výrazem eµ y3 , získáme �nální zjednodu²ení

∆v +
3v

4
= 0.

7.6.8 Komentá°

Hyperboli
kou par
iální diferen
iální rovni
i

∂2u

∂x∂y
+ Φ

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
, u(x, y)

)
= 0 (7.23)

pro neznámou funk
i u = u(x, y) lze jednodu
hou substitu
í ξ = x + y, η = x − y p°evést na normální tvar

∂2u

∂ξ2
− ∂

2u

∂η2
+ Φ̃

(
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
, u(ξ, η)

)
= 0.

Z tohoto d·vodu bývá rovni
e (7.23) nazývána, jak uº bylo zmín¥no, alternativním normálním tvarem hyperboli
ké

par
iální diferen
iální rovni
e (viz de�ni
e 7.3.10). Rovni
e ve tvaru (7.23) bývá v mnoha p°ípade
h snadn¥ji °e²itelná

(viz nap°. p°íklad 7.4.1).
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7.6.9 P°íklad

Pokusme se nalézt transforma
i, která p°evádí par
iální diferen
iální rovni
i

2
∂2 f

∂x2
+ 9

∂2 f

∂y2
+ 3

∂2 f

∂z2
+ 8

∂2 f

∂x∂y
− 4

∂2 f

∂x∂z
− 10

∂2 f

∂y∂z
= 0

na rovni
i

2
∂2 f

∂a2
+ 3

∂2 f

∂b2
+ 6

∂2 f

∂c2
− 4

∂2 f

∂a∂b
− 4

∂2 f

∂a∂c
+ 8

∂2 f

∂b∂c
= 0.

Hledat transforma
i, jeº p°evádí jednu rovni
i na druhou, znamená hledat lineární zobrazení mezi p°íslu²nými kvadrati
-

kými formami. V na²em p°ípad¥ tedy mezi formou

q(x, y, z) = x2
+

9

2
y2
+

3

2
z2
+ 4xy − 2xz − 5yz =

(
x + 2y − z

)2
+

1

2

(
y − z

)2

a formou

q̃(a, b, c) = a2
+

3

2
b2
+ 3c2 − 2ab − 2ac + 4bc = (a − b − c)2

+
1

2
(b + cz)2 .

Jelikoº mají ob¥ formy stejnou signaturu, tj. sg(q) = sg(̃q) = (2, 0, 1), bude mít na²e úloha °e²ení. Z vý²e uvedené

babylonské reduk
e ur£íme polární bázi první kvadrati
ké formy na

BP =

{
(1, 0, 0)⊺; (−2

√
2,
√

2, 0)⊺; (−1, 1, 1)⊺
}
.

Ze znalosti polární báze odvodíme tvar normaliza£ní substitu
e

ξ = x, η = −2
√

2x +
√

2y, λ = −x + y + z,

která p°evede první z rovni
 na paraboli
ký normální tvar

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
= 0. (7.24)

Z
ela obdobn¥ ur£íme polární bázi druhé kvadrati
ké formy na

B̃P =

{
(1, 0, 0)⊺, (

√
2,
√

2, 0)⊺, (−1,−2, 1)⊺
}
.

Normaliza£ní vztahy

ξ = a, η =
√

2a +
√

2b, λ = −a − 2b + c

p°evedou druhou rovni
i na tentýº normální tvar (7.24). Jelikoº jsou ale oba normální tvary stejné, tak pouhým srovnáním

obou transforma£ní
h troji
 získáme hledanou substitu
i, a si
e




x

y

z



=




1 0 0

3 1 0

−3 −3 1







a

b

c



.

7.6.10 P°íklad

Pokusme se nalézt vztahy η = η(x, y, z), λ = λ(x, y, z), které vyhovují (alespo¬ v jednom p°ípad¥) podmín
e

∂η
∂x = 0 a

tvo°í spole£n¥ s funk
í ξ = x + 7y + 4z transforma
i, jeº p°evádí par
iální diferen
iální rovni
i

−4
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ 7

∂2u

∂z2
+ 12

∂2u

∂x∂y
− 18

∂2u

∂x∂z
− 6

∂2u

∂y∂z
+ 3

∂u

∂y
− 5

∂u

∂z
= 0

na normální tvar. Úloha se de fa
to redukuje na hledání takové polární báze, jeº obsahuje vektor

~w1 = (1, 7, 4)⊺ a dal²í

vektor

~w2, jehoº první sloºka w21
je nulová. Pokud ov²em taková báze v·be
 existuje. Sdruºená kvadrati
ká forma má

mati
ový zápis tvaru

q(~x) = (x1, x2, x3)




−4

6

−9

6

1

−3

−9

−3

7







x1

x2

x3



.
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Bilineární forma sdruºená se zadanou kvadrati
kou formou má tedy podobu

qq(~x, ~y) = (x1, x2, x3)




−4

6

−9

6

1

−3

−9

−3

7







y1

y2

y3



.

Jelikoº je

➊ q(~w1) = 1,

bude taková polární báze existovat. Její konstruk
i provedeme p°ímo uºitím pat°i£né de�ni
e. Za£neme hledáním vektoru

~w2 = (x1, x2, x3) spl¬ují
ího podmínky qq(~w1, ~w2) = 0 a q(~w2) ∈ {0;−1; 1}. Protoºe ale máme pouze dv¥ podmínky pro t°i

neznámé x1, x2, x3, bylo by v obe
ném p°ípad¥ moºno jednu z ni
h volit. My zde ov²em upot°ebíme poºadavek w21
= 0.

První z uvedený
h podmínek dává rovnost

(1, 7, 4)




−4

6

−9

6

1

−3

−9

−3

7







x1

x2

x3



= 2x1 + x2 − 2x3 = 0,

a tedy (pro volbu w21
= 0) dostáváme x2 = 2x3. Dosadíme-li oba získané vztahy do druhé podmínky, obdrºíme

➋ q(~w2) = −x2
3 = −1.

Zde podotýkáme, ºe hodnoty 0 nebo −1 na pravé stran¥ této rovnosti byly z po
hopitelný
h d·vod· zavrhnuty. Rovni
i

°e²í nap°. hodnota x3 = 1, 
oº vede k nalezení druhého vektoru polární báze ve tvaru

~w2 = (0, 2, 1)⊺. Dále pokra£ujeme

analogi
ky hledáním posledního vektoru

~w3 = (x1, x2, x3), spl¬ují
ího podmínky qq(~w1, ~w3) = 0, qq(~w2, ~w3) = 0 a q(~w3) ∈
{0;−1; 1}. Uvedené podmínky q-ortogonality vedou k rovnostem

2x1 + x2 − 2x3 = 0, 3x1 − x2 + x3 = 0.

Po vyjád°ení x2 = 8x1 a x3 = 5x1 získává t°etí podmínka jednodu
hou podobu

➌ q(~w3) = x2
1 = 1.

Op¥t jsme z mnoºiny {0;−1; 1} vylou£ili hodnoty 0,−1. �e²ením rovni
e je nap°. hodnota x1 = 1, a tedy

~w3 = (1, 8, 5)⊺.
Uzavíráme tedy, ºe hledanou polární bází je mnoºina BP = {(1, 7, 4)⊺; (0, 2, 1)⊺; (1, 8, 5)⊺}. Ur£íme transforma£ní vztahy

ξ = x + 7y + 4z, η = 2y + z, λ = x + 8y + 5z

pro p°evod zadané par
iální diferen
iální rovni
e na normální tvar

∂2u

∂ξ2
− ∂

2u

∂η2
+
∂2u

∂λ2
+
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
− ∂u

∂λ
= 0

hyperboli
kého typu.

7.7 Par
iální diferen
iální rovni
e vy²²í
h °ád·

V posledním odstav
i této kapitoly probereme obe
né poznatky o lineární
h par
iální
h diferen
iální
h rovni
í
h, jeji
hº

°ád není omezen dvojkou, jako tomu bylo v p°ede²lý
h odstav
í
h.

7.7.1 Zna£ení

Symboly α = (α1, α2, . . . , αr) a β = (β1, β2, . . . , βr), kde αk, βk ∈ N0, budou v dal²ím textu vºdy reprezentovat tzv.

multiindexy. Dále pro libovolný multiindex α ∈ Nr
0 de�nujeme absolutní hodnotu multiindexu |α| := α1 + α2 + . . . + αr a

multifaktoriál α! := α1! · α2! · . . . · αr! Pomo
í tohoto zna£ení lze zavést úsporný zápis umo
¬ování

xα1

1
· xα2

2
· xα3

3
· · · xαr

r = ~x
α

a také par
iálního derivování funk
e u(~x) ∈ C∞(Er). Ve druhém p°ípad¥ se jedná o zápis tvaru

Dαu :=
∂|α|u

∂xα1

1
∂xα2

2
. . . ∂xαr

r

.
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Je-li z n¥jakého d·vodu t°eba spe
i�kovat, podle jaký
h prom¥nný
h byla funk
e u(~x, ~y) ∈ C∞(Er+s) derivována, pak pro

multiindex α ∈ Ns
0
de�nujeme symbol

Dα
~y
u(~x, ~y) :=

∂|α|u

∂yα1

1
∂yα2

2
. . . ∂yαs

s

.

Symbol

∑m
β=0 bude v kontextu multiindexového s£ítání zna£it suma
i

∑m
β1=0

∑m
β2=0 . . .

∑m
βr=0 .

7.7.2 Komentá°

Díky vlastnosti u(~x) ∈ C∞(Er) je po£et par
iální
h deriva
í, jeº jsou zám¥nné s par
iální deriva
í

∂|α|u
∂x

α1
1
∂x

α2
2
...∂xαr

r

, roven £íslu

kα =
|α|!
α!
,

jak plyne ze vztahu (2.13).

7.7.3 De�ni
e

Ne
h´ m ∈ N a G je oblast v Er. Ne
h´ pro kaºdý multiindex α ∈ Nm
0
jsou de�novány funk
e aα(~x) ∈ C∞(G). Pak

diferen
iálním operátorem °ádu m budeme rozum¥t operátor

L̂ :=

m∑

α=0

aα(~x)Dα. (7.25)

Funk
e aα(~x) nazýváme (funk£ními) koe�
ienty operátoru L̂. De�ni£ním oborem operátoru L̂ p°itom rozumíme t°ídu

Dom(L̂) = Cm(G). Je-li pro v²e
hny multiindexy α ∈ Nm
0
a v²e
hna

~x ∈ G spln¥n vztah aα(~x) = aα ∈ R, spe
i�kujeme

dále, ºe operátor L̂ je operátorem s konstantními koe�
ienty.

7.7.4 V¥ta

Diferen
iální operátor (7.25) je lineární na Dom(L̂).

D·kaz:

• úkolem je dokázat, ºe L̂ je aditivní a homogenní

• zvolíme libovolné u(~x), v(~x) ∈ Dom(L̂)

• z linearity deriva
e vyplývá

L̂(u + v) =

m∑

α=0

aα(~x)Dα
(
u(~x) + v(~x)

)
=

m∑

α=0

aα(~x)
(
Dα

(
u(~x)

)
+Dα

(
v(~x)

))
=

=

m∑

α=0

aα(~x)Dα
(
u(~x)

)
+

m∑

α=0

aα(~x)Dα
(
v(~x)

)
= L̂(u) + L̂(v)

• to dokazuje aditivitu operátoru L̂

• podobným zp·sobem dokáºeme pro libovolné α ∈ R homogenitu tvaru L̂(α·u) = α·L̂(u)

7.7.5 De�ni
e

Ne
h´ je dán lineární diferen
iální operátor (7.25) °ádu m na G a funk
e f (~x) ∈ C(G), kde G ⊂ Er
je oblast. Pak rovni
i

L̂(u) = f (~x) (7.26)

nazýváme lineární diferen
iální rovni
í °ádu m. Funk
i f (~x) nazýváme pravou stranou diferen
iální rovni
e (7.26) a

koe�
ienty aα(~x) operátoru L̂ n¥kdy téº nazýváme koe�
ienty diferen
iální rovni
e (7.26). Rovni
i L̂(u) = 0 nazýváme

lineární diferen
iální rovni
í s nulovou pravou stranou p°idruºenou k rovni
i (7.26). P°itom za de�ni£ní obor operátoru L̂
klademe Dom(L̂) = Cm(G).
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7.7.6 De�ni
e

�e²ením diferen
iální rovni
e (7.26) na oblasti G rozumíme kaºdou funk
i u(~x) ∈ Dom(L̂) = Cm(G), pro níº je spln¥na

rovnost L̂(u) = f (~x).

7.7.7 Lemma

Ne
h´ je na oblasti G ⊂ Er
zadán diferen
iální operátor L̂ a funk
e f (~x) ∈ C(G). Mnoºina v²e
h °e²ení rovni
e L̂(u) = 0

tvo°í vektorový prostor. Mnoºina v²e
h °e²ení rovni
e L̂(u) = f (~x), kde f (~x) je spojitou funk
í na G, tvo°í lineární varietu.

7.7.8 V¥ta

V²e
hna °e²ení rovni
e L̂(u) = f (~x) jsou tvaru

u(~x) = z(~x) + zp(~x), (7.27)

kde z(~x) jsou v²e
hna °e²ení rovni
e L̂(z) = 0 a zp(~x) je jedno °e²ení rovni
e L̂(zp) = f (~x).

D·kaz:

• jako první dokáºeme, ºe funk
e u(~x) = z(~x) + zp(~x) °e²í rovni
i L̂(u) = f (~x)

• jelikoº L̂(z) = 0 a L̂(zp) = f (~x), pak snadno L̂(u) = L̂(z) + L̂(zp) = 0 + f (~x) = f (~x)

• sporem dokáºeme, ºe °e²ení, které není ve tvaru (7.27), neexistuje

• ne
h´ u(~x) = z(~x) + zp(~x) je vý²e uvedeného tvaru

• p°edpokládejme pro spor, ºe L̂(v) = f (~x), ale v(~x) nelze zapsat jako (7.27)

• zjevn¥ tedy platí L̂(u − v) = L̂(u) − L̂(v) = 0

• rozdíl u(~x) − v(~x) proto °e²í rovni
i s nulovou pravou stranou, tj. u(~x) − v(~x) = z̃(~x)

• odtud v(~x) = u(~x) − z̃(~x) = z(~x) − z̃(~x) + zp(~x) = ẑ(~x) + zp(~x), p°i£emº ẑ(~x) °e²í rovni
i s nulovou pravou stranou

• to je o£ekávaný spor

7.7.9 Komentá°

Funk
i zp(~x) z p°ede²lé v¥ty nazýváme partikulárním °e²ením diferen
iální rovni
e (7.7).
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Kapitola 8

Extrémy funk
e ví
e prom¥nný
h

Budeme se nyní zabývat hledáním lokální
h a globální
h extrém· funk
í ví
e prom¥nný
h na zadaný
h mnoºiná
h. Pro

funk
e f (~x) : Er 7→ R v tomto oddíle popí²eme analogi
ké postupy, kterými jsme u funk
í jediné prom¥nné detekovali

body podez°elé z extrému, a dal²í, jimiº jsme poté rozhodli, zda a jaký typ extrému v podez°elém bod¥ nastává.

8.1 Lokální extrémy

Nejprve budeme zkoumat, zda a p°ípadn¥ kde má zadaná funk
e lokální extrémy, které jsou tzv. volné, tj. vymezené pouze

de�ni£ním oborem funk
e nebo jistou r−dimenzionální podmnoºinou M tohoto oboru. Takové lokální extrémy budeme

ale z logiky v¥
i hledat pouze v hromadný
h bode
h mnoºiny M, nebo´ v bode
h izolovaný
h vy²et°ování extremálnosti

postrádá smysl.

8.1.1 De�ni
e

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na mnoºin¥ M ⊂ Er
a ne
h´

~a ∈ der(M). �ekneme, ºe funk
e f (~x) má v

bod¥

~a lokální minimum, resp. ostré lokální minimum na mnoºin¥ M, jestliºe existuje redukované okolíU⋆(~a) tak, ºe pro
kaºdé

~x ∈ U⋆(~a)∩M platí f (~x) > f (~a), resp. f (~x) > f (~a). �ekneme, ºe funk
e f (~x) má v bod¥

~a lokální maximum, resp.

ostré lokální maximum na mnoºin¥ M, jestliºe existuje redukované okolí U⋆(~a) tak, ºe pro kaºdé

~x ∈ U⋆(~a) ∩M platí

f (~x) 6 f (~a), resp. f (~x) < f (~a). Lokální maxima a minima (ostrá) na mnoºin¥ M nazýváme souhrnn¥ lokálními extrémy

(ostrými) na mnoºin¥. Je-li mnoºinou M de�ni£ní obor funk
e Dom( f ), hovo°íme o (ostrý
h) lokální
h maxime
h £i

minime
h.

8.1.2 V¥ta

Má-li funk
e f (~x) : Er 7→ R v bod¥

~a ∈M ⊂ Er
lokální extrém na mnoºin¥ M, pak má odpovídají
í extrém v bod¥

~a i na

libovolné podmnoºin¥ N mnoºiny M, pro níº

~a ∈ der(N).

D·kaz:

• plyne p°ímo z de�ni
e 8.1.1

8.1.3 V¥ta � nutná podmínka pro lokální extrém

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na mnoºin¥ M a ne
h´

~a ∈ M. Má-li funk
e f (~x) v bod¥

~a lokální extrém na

mnoºin¥ M ⊂ Er
a má-li v n¥m par
iální deriva
i podle prom¥nné xk, pak

∂ f

∂xk
(~a) = 0.

D·kaz:

• vezm¥me k ∈ r̂ a uvaºme, ºe p°edpoklady v¥ty garantují existen
i jistého δ > 0 takového, ºe Uδ(~a) ⊂M

• má-li funk
e f (~x) extrém v bod¥

~a na mnoºin¥ M, pak má podle p°ede²lé v¥ty tentýº extrém i na mnoºin¥

N =
{
~x ∈ Uδ(~a) : x j = a j pro j ∈ r̂ \ {k}

}

• de�nujme funk
i ψ(t) := f (a1, a2, . . . , ak−1, t, ak+1, . . . , ar) : R 7→ R
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• tato funk
e má tedy podle jiº konstatovaného extrém v bod¥ ak a její deriva
e ψ̇(t) v bod¥ ak podle p°edpoklad·

v¥ty existuje

• tedy ψ̇(ak) = 0 podle nutné podmínky pro extrém funk
e jedné prom¥nné

• to ale neznamená ni
 jiného neº fakt, ºe

∂ f

∂xk
(~a) = 0.

8.1.4 Komentá°

Lokální extrémy funk
e f (~x) na mnoºin¥ M tedy mohou nastávat v hromadný
h bode
h mnoºiny M, v ni
hº je deriva
e

nulová, v hromadný
h bode
h mnoºiny M, v ni
hº funk
e f (~x) nemá deriva
i, spe
iáln¥ tedy v bode
h nespojitosti, nebo

v hromadný
h bode
h hrani
e bd(M), které pat°í do Dom( f ).

8.1.5 De�ni
e

Bod

~a ∈ Er
nazveme sta
ionárním bodem funk
e f (~x) : Er 7→ R, jestliºe grad f (~a) = ~0.

8.1.6 V¥ta � o Hessov¥ mati
i impli
itní funk
e ve sta
ionárním bod¥

Ne
h´ je dána generují
í funk
e H(~x, y) : Er+1 7→ R zadávají
í na oblasti G ⊂ Er
impli
itní funk
i y = y(~x). Ne
h´ bod

~a ∈ G je sta
ionárním bodem této impli
itní funk
e. Ozna£me b = y(~a) a ~λ = (~a, b). Ne
h´ bod ~λ není pro funk
i H(~x, y)

kriti
kým generují
ím bodem a existuje okolíU(~λ) tak, ºe H(~x, y) ∈ C2(U(~λ)). Ozna£me symboly Y aH Hessovy mati
e

impli
itní funk
e y(~x) v ~a, resp. generují
í funk
e H(~x, y) v ~λ. Pak platí:

Y = − 1
∂H
∂y (~λ)

H
[ ∂

2H

∂y2 (~λ)]
, (8.1)

kde symbolika A[a jk] reprezentuje tzv. submati
i, jeº vznikla z mati
e A odstran¥ním j−tého °ádku a k−tého sloup
e.

D·kaz:

• p°edpoklady ve v¥t¥ jsou zvoleny tak p°ízniv¥, ºe je moºno (podle v¥ty o impli
itní funk
i) s jistotou tvrdit, ºe

zmi¬ovaná impli
itní funk
e jist¥ existuje

• generují
í rovni
i H(~x, y) = 0 je moºno díky vlastnosti H(~x, y) ∈ C2(U(~λ)) dvakrát derivovat s následují
ím

výsledkem

∂2H

∂xk∂xℓ
+
∂2H

∂xk∂y

∂y

∂xℓ
+

(
∂2H

∂y∂xℓ
+
∂2H

∂y2

∂y

∂xℓ

)
∂y

∂xk
+
∂H

∂y

∂2y

∂xk∂xℓ
= 0

• ve sta
ionárním bod¥ se ale tato rovnost redukuje na

∂2H

∂xk∂xℓ
(~λ) +

∂H

∂y
(~λ)

∂2y

∂xk∂xℓ
(~a) = 0

• toto lze ale interpretovat jako vztah mezi prvky dot£ený
h Hessový
h mati


• konkrétn¥ Hkℓ +
∂H
∂y (~λ)Ykℓ = 0

• protoºe

~λ není bodem kriti
kým, je jist¥

∂H
∂y (~λ) , 0, odkud plyne, ºe pro v²e
hna k, ℓ ∈ r̂ platí

Ykℓ =
−Hkℓ

∂H
∂y (~λ)

• to dokazuje tvrzení
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8.1.7 P°íklad

Vy²et°eme lokální extrémy funk
e z(x, y), jeº je zadána impli
itn¥ rovni
í

8x2
+ y2

+ 7z2
+ 4xy − 12xz − 4yz = 8.

Tentokráte nás £eká t¥º²í úkol. Máme zkoumat extrémy funk
e, jeº není zadána explixitn¥, ale je zadána prost°edni
tvím

generují
í rovni
e

F(x, y, z) = 8x2
+ y2

+ 7z2
+ 4xy − 12xz − 4yz − 8 = 0.

Prozkoumejme nejprve samotnou základní podmínku existen
e impli
itní funk
e z(x, y). Podle v¥ty o impli
itní
h funk
í
h

má být spln¥na podmínka

∂F

∂z
= 2(7z − 6x − 2y) , 0.

Podle 
itované v¥ty také platí

∂z

∂x
= −

∂F
∂x

∂F
∂z

=
−8x − 2y + 6z

7z − 6x − 2y
,

∂z

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

= − y + 2x − 2z

7z − 6x − 2y
,

a proto lze sta
ionární body ur£it °e²ením soustavy

−8x − 2y + 6z = 0,

y + 2x − 2z = 0,

8x2
+ y2

+ 7z2
+ 4xy − 12xz − 4yz = 8

za existen£ní podmínky, ºe 7z − 6x − 2y , 0. Pro £tená°e není pravd¥podobn¥ obtíºné stanovit jediné dva sta
ionární

body, jimiº jsou

~a = (1, 2) a ~b = (−1,−2). Pro p°íslu²né funk£ní hodnoty pak platí z(~a) = 2, resp. z(~b) = −2. Generují
ími

body (pro zadanou generují
í funk
i) jsou tudíº body

~λ = (1, 2, 2), resp. ~µ = (−1,−2,= 2). Jelikoº je existen£ní podmínka

∂F

∂z
(~λ) = 2(7z − 6x − 2y)~λ = −8 , 0,

∂F

∂z
(~µ) = 2(7z − 6x − 2y)~µ = 8 , 0

spln¥na v obou bode
h, lze p°istoupit k vy²et°ení typu extrému. Protoºe nás budou zajímat hodnoty druhý
h par
iální
h

deriva
í pouze ve sta
ionární
h bode
h, kde tedy grad f = ~0, lze s výhodou uºít v¥ty 8.1.6 o Hessov¥ mati
i impli
itní

funk
e ve sta
ionárním bod¥. Protoºe pro Hessovu mati
i generují
í funk
e platí

H(x, y) =




16 4 −12

4 2 −4

−12 −4 14



,

a to dokon
e v libovolném bod¥ prostoru R3, a protoºe

∂F
∂z (~λ) = −8 a

∂F
∂z (~µ) = 8, vyplývá z v¥ty 8.1.6, ºe Hessovy mati
e

impli
itní funk
e vy£íslené v obou sta
ionární
h bode
h jsou tvaru

Z(~b) =
1

8




16 4

4 2


 =




2 1
2

1
2

1
4


 ,

Z(~a) = −1

8




16 4

4 2


 =



−2 − 1

2

− 1
2 − 1

4


 .

Odtud pak zjevn¥

∂2z

∂x2
(~a) = −∂

2z

∂x2
(~b) = −2,

∂2z

∂y2
(~a) = − ∂

2z

∂y2
(~b) = −1

4
,

a

∂2z

∂x∂y
(~a) = − ∂2z

∂x∂y
(~b) = −1

2
.

137



KAPITOLA 8. EXTRÉMY FUNKCE VÍCE PROM�NNÝCH

Pro totální diferen
iály druhého °ádu impli
itní funk
e z(x, y) v detekovaný
h sta
ionární
h bode
h proto dostáváme

d
2z~a(dx, dy) = −1

4

[
8dx2

+ dy2
+ 4dxdy

]
= −1

4

[
(dy + 2dx)2

+ 4dx2
]
⊳ 0,

d2z~b(dx, dy) =
1

4

[
8dx2

+ dy2
+ 4dxdy

]
=

1

4

[
(dy + 2dx)2

+ 4dx2
]
⊲ 0.

Úlohu tudíº uzavíráme tvrzením, ºe bod

~a = (1, 2) je pro impli
itní funk
i z(x, y) bodem ostrého lokálního maxima s

funk£ní hodnotou zmax = 2 a bod

~b = (−1,−2) je bodem ostrého lokálního minima s funk£ní hodnotou fmin = −2.

8.1.8 V¥ta � posta£ují
í podmínka pro lokální extrém

Ne
h´

~a ∈ Er
je sta
ionární bod funk
e f (~x) : Er 7→ R. Ne
h´ má tato funk
e na ur£itém okolí U(~a) spojité v²e
hny

par
iální deriva
e do t°etího °ádu v£etn¥. Potom jestliºe je kvadrati
ká forma druhého totálního diferen
iálu funk
e f (~x)
v bod¥

~a pozitivn¥, resp. negativn¥ de�nitní v Er
, pak má funk
e f (~x) v bod¥

~a ostré lokální minimum, resp. maximum.

Jestliºe je kvadrati
ká forma druhého totálního diferen
iálu funk
e f (~x) v bod¥ ~a inde�nitní v Er
, pak extrém funk
e f (~x)

v bod¥

~a nenastává.

D·kaz:

• d·kaz zahajme nap°. tvrzením o ostrém lokálním minimu

• je-li tedy kvadrati
ká forma d2 f~a(~x) pozitivn¥ de�nitní, pak de�nuje na Er
normu

√
d2 f~a(~x)

• z v¥ty 6.3.10 ze skript [8℄ ale víme, ºe v²e
hny normy na kone£n¥-dimenzionálním prostoru jsou ekvivalentní

• tedy existuje α > 0 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Er
platí d2 f~a(~x) > α ‖~x‖2

• vezm¥me nyní takové ε, ºe 0 < ε < α a zárove¬ Uε(~a) ⊂ U(~a), kde U(~a) je okolí z p°edpoklad· v¥ty

• jelikoº uzáv¥r okolí Uε(~a) je kompaktní mnoºina a t°etí par
iální deriva
e funk
e f (~x) jsou na n¥m spojité, jsou

tedy tyto t°etí par
iální deriva
e na Uε(~a) omezené (to platí podle v¥ty 1.2.27)

• pro vektor

~h ∈ Rr, jehoº euklidovská norma vyhovuje nerovnosti ‖~h‖ 6 ε, existuje podle Taylorovy v¥ty 4.2.1 pro

funk
i ví
e prom¥nný
h £íslo τ ∈ (0, 1) tak, ºe platí

f (~a + ~h) − f (~a) =
1

2

r∑

i, j=1

∂2 f

∂xi∂x j
(~a)hih j +

1

6

r∑

i, j,k=1

∂3 f

∂xi∂x j∂xk
(~a + τ~h)hih jhk (8.2)

• v p°ede²lém bod¥ jsme vyuºili skute£nosti, ºe

~a je sta
ionární bod funk
e f (~x), a tudíº její deriva
e D f (~a) je

nulovým vektorem

• jelikoº jsou t°etí par
iální deriva
e funk
e f (~x) na Uε(~a) omezené, platí nerovnost

1

6

r∑

i, j,k=1

∂3 f

∂xi∂x j∂xk
(~a + τ~h) hih jhk > −

β

2
‖~h‖3,

kde

β :=
1

3

r∑

i, j,k=1

max
~x∈Uε(~a)

∣∣∣∣∣∣
∂3 f

∂xi∂x j∂xk
(~x)

∣∣∣∣∣∣

• dále d2 f~a(~h) > α ‖~h‖2 > ε ‖~h‖2, jak je patrno z první £ásti d·kazu

• v tom p°ípad¥ je ale pravá strana rovnosti (8.2) v¥t²í nebo rovna výrazu

1

2

(
ε ‖~h‖2 − β ‖~h‖3

)
=

1

2
‖~h‖2

(
ε − β ‖~h‖

)
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• pro taková

~h, pro která ‖~h‖ < ε
2β , je pak

f (~a + ~h) − f (~a) >
ε

4
‖~h‖2,


oº zna£í, ºe na jistém okolí bodu

~a jsou funk£ní hodnoty funk
e f (~x) v¥t²í neº f (~a)

• tedy bod

~a je ostrým lokálním minimem

• p°i d·kazu tvrzení pro lokální maximum je nejlépe uºít faktu, ºe má-li funk
e f (~x) v bod¥ ~a ostré lokální maximum,

pak má funk
e − f (~x) v tomtéº bod¥ ostré lokální minimum

• p°itom kvadrati
ké formy druhý
h diferen
iál· funk
í f (~x) a − f (~x) mají pouze obrá
ená znaménka

• tedy je-li jedna z ni
h pozitivn¥ de�nitní, je druhá z ni
h negativn¥ de�nitní

• odsud jiº plyne tvrzení o ostrém lokálním maximu

• zbývá prokázat, ºe v p°ípad¥ inde�nitnosti formy d2 f~a(~x) funk
e extrém v bod¥

~a nemá

• ukáºeme tedy, ºe v kaºdém okolí bodu

~a existují body s vy²²í i niº²í funk£ní hodnotou, neº má samotný bod

~a

• ne
h´ tedy

~hZ a

~hK jsou zvoleny tak, ºe d2 f~a(~hZ) < 0 a d2 f~a(~hK) > 0

• takové vektory existují díky inde�nitnosti formy d2 f~a(~x)

• pro dostate£n¥ malé λ > 0 a

~h := λ~hK lze stejn¥ jako vý²e ukázat, ºe platí nerovnost

f (~a + λ~hK) − f (~a) >
1

2




r∑

i, j=1

∂2 f

∂xi∂x j
(~a)λ2hKi

hK j
− βλ3‖~hK‖3


 =

=
λ2

2




r∑

i, j=1

∂2 f

∂xi∂x j
(~a) hKi

hK j
− βλ‖~hK‖3




• nyní ale víme, ºe první £len v poslední závor
e je z p°edpokladu kladný a tudíº m·ºeme vhodnou volbou λ zaru£it,

ºe 
elá pravá strana (a tudíº i levá strana) poslední nerovnosti je kladná

• tedy f (~a + λ~hK) − f (~a) > 0, £ili v libovolném okolí bodu

~a jsme nalezli bod

~a + λ~hK, v n¥mº je funk£ní hodnota

vy²²í neº v bod¥

~a

• analogi
ky se dokáºe, ºe v n¥jakém bod¥

~a + λ~hZ z okolí bodu

~a je funk£ní hodnota f (~a + λ~hZ) niº²í neº f (~a)

• to dokon£uje provád¥ný d·kaz

8.1.9 Komentá°

Podotýkáme, ºe je-li kvadrati
ká forma druhého diferen
iálu funk
e f (~x) v bod¥

~a semide�nitní, pak podle kvadrati
ké

formy druhého diferen
iálu nelze rozhodnout, zda v bod¥

~a nastává £i nenastává extrém funk
e f (~x). To demonstrujeme

na následují
ím p°íklad¥.

8.1.10 P°íklad

De�nujme funk
e f (x, y) = x2 + y4, g(x, y) = x2 − y4
a h(x, y) = −x4 − y4. V²e
hny tyto funk
e mají sta
ionární bod

~a = (0, 0). Dále
d2 f~a(dx, dy) = 2dx2, d2g~a(dx, dy) = 2dx2, d2h~a(dx, dy) = 0.

Funk
e f (x, y) má z
ela zjevn¥ v bod¥

~a lokální minimum, ale kvadrati
ká forma d2 f~a(dx, dy) je pozitivn¥ semide�nitní.

Funk
e g(x, y) v bod¥

~a extrém nemá, ale kvadrati
ká forma d2g~a(dx, dy) je rovn¥º pozitivn¥ semide�nitní. Funk
e

h(x, y) má v

~a lokální maximum, ale kvadrati
ká forma d2h~a(dx, dy) je nulová, tedy pozitivn¥ semide�nitní i negativn¥

semide�nitní.
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8.1.11 P°íklad

Obrázek 8.27

Graf funk
e f (x, y) =
√

8 − 8x2 − y2 − 4xy + 24x + 8y.

Budeme nyní aplikovat p°ed
hozí teorii na hledání lokální
h extrém· funk
e

f (x, y) =

√
8 − 8x2 − y2 − 4xy + 24x + 8y.

Po vypo£tení par
iální
h deriva
í

∂ f

∂x
=

−8x − 2y + 12
√

8 − 8x2 − y2 − 4xy + 24x + 8y
,

∂ f

∂y
=

−y − 2x + 4
√

8 − 8x2 − y2 − 4xy + 24x + 8y

snadno ukáºeme, ºe jediným sta
ionárním bodem je bod

~a = (1, 2) s funk£ní hodnotou f (~a) = 2
√

7. Pro druhé par
iální

deriva
e v tomto bod¥ platí

∂2 f

∂x2
(~a) =

−8

2
√

7
,

∂2 f

∂y2
(~a) =

−1

2
√

7
,

∂2 f

∂x∂y
(~a) =

−2

2
√

7
,

a tedy kvadrati
ká forma druhého diferen
iálu funk
e f (x, y) má v bod¥

~a tvar

d2 f~a(dx, dy) =
−1

2
√

7

(
8dx2

+ dy2
+ 4dxdy

)
=
−1

2
√

7

[
(dy + 2dx)2

+ 4dx2
]
.

Po práv¥ provedeném dopln¥ní na £tver
e je z°ejmé, ºe zkoumaná kvadrati
ká forma je negativn¥ de�nitní, a bod

~a je

tudíº bodem ostrého lokálního maxima zadané funk
e. Naví
 v²ude v bode
h hrani
e 8 − 8x2 − y2 − 4xy+ 24x+ 8y = 0
je funk£ní hodnota funk
e f (x, y) nulová, tj. v²e
hny body elipsy E = {(x, y) ∈ E2 : (y + 2x − 4)2 + 4(x − 1)2 = 28} jsou
neostrými lokálními minimy. Pro ilustra
i na záv¥r vykreslujeme graf zkoumané funk
e na 
elém jejím de�ni£ním oboru

Dom( f ) =
{
(x, y) ∈ E2 : (y + 2x − 4)2 + 4(x − 1)2 6 28

}
.

8.2 Lokální vázané extrémy

V dal²ím pojednání se budeme zabývat hledáním lokální
h extrém· funk
e f (~x) : Er 7→ R na tzv. vazbá
h, které nedovolí

prom¥nným

~x m¥nit se libovoln¥, ale jen takovým zp·sobem, aby spl¬ovaly tzv. rovni
e vazeb. Co to konkrétn¥ znamená,

to si vysv¥tlíme v prvním komentá°i.
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8.2.1 Komentá°

Vy²et°ováním tzv. vázaný
h extrém· rozumíme hledání extrém· vzhledem k tzv. vazbové mnoºin¥ M, která je níºe

uvedeného spe
iálního tvaru. Jedná se o mnoºinu

M =
{
~x ∈ Er : G1(~x) = 0 ∧ G2(~x) = 0 ∧ . . . ∧ Gs(~x) = 0

}
,

jeº je jednozna£n¥ ur£ena sadou s tzv. vazbový
h rovni
 (vazeb) G1(~x) = 0, G2(~x) = 0, . . . Gs(~x) = 0, kde s < r. Aby
vazbové rovni
e byly nezávislé (v intuitivním smyslu), budeme poºadovat, aby Ja
obiho mati
e

D(G1,G2, . . . ,Gs)

D(x1, x2, . . . , xr)
(~x)

m¥la pro v²e
hna

~x ∈M hodnost rovnou £íslu s. Tento poºadavek totiº zajistí, ºe mezi nezávisle prom¥nnými x1, x2, . . . , xr

existuje jist¥ s−ti
e vybraný
h (zde je ozna£me nap°. xv1, xv1, . . . , xvs) tak, ºe

∣∣∣∣∣
D(G1,G2, . . . ,Gs)

D(xv1, xv1, . . . , xvs)

∣∣∣∣∣ (~x) , 0

v²ude v M.

8.2.2 V¥ta � nutná podmínka pro vázané lokální extrémy

Ne
h´ A ⊂ Er+p
je otev°ená mnoºina a f (~x),G1(~x),G2(~x), . . . ,Gp(~x) : Er+p 7→ R jsou funk
e mají
í v mnoºin¥ A spojité

deriva
e. Ozna£me

M =
{
~x = (x1, x2, . . . , xr+p) ∈ A : Gi(~x) = 0 pro i ∈ p̂

}
.

Ne
h´ dále Ja
obiho mati
e

D(G1,G2, . . . ,Gp)

D(x1, x2, . . . , xr+p)
(~x) (8.3)

má pro v²e
hna

~x ∈ M hodnost p. Potom má-li funk
e f (~x) v bod¥

~a lokální extrém na mnoºin¥ M, pak existují £ísla

λ1, λ2, . . . , λp ∈ R taková, ºe

∂ f

∂xk
(~a) −

p∑

j=1

λ j

∂G j

∂xk
(~a) = 0 (8.4)

pro v²e
hna k ∈ r̂ + p, tj. funk
e L(~x) := f (~x) −∑p

j=1
λ jG j(~x) má v bod¥

~a nulovou deriva
i.

D·kaz:

• s ohledem na p°ehlednost a srozumitelnost se v d·kaze nejprve omezíme na variantu jedné vazby

• volíme tedy p = 1

• alternativa d·kazu pro ví
e vazeb je podrobn¥ diskutována v komentá°i 8.2.6

• ozna£me

~a0 := (a1, a2, . . . , ar)

• podmínka (8.3) tedy dává: (∀~x ∈M) : grad G(~x) , ~0

• tedy alespo¬ jedna ze sloºek vektoru gradientu je nenulová

• p°edpokládejme, ºe je to sloºka poslední, tedy ºe

∂G

∂xr+1
(~a) , 0

• pokud by tomu tak nebylo, provedeme triviální p°ezna£ení prom¥nný
h

• podle v¥ty 5.2.4 o impli
itní
h funk
í
h tedy existuje funk
e

ψ(x1, x2, . . . , xr) = xr+1

taková, ºe pro v²e
hna (x1, x2, . . . , xr) ∈ Uδ(~a0) platí

G
(
x1, x2, . . . , xr, ψ(x1, x2, . . . , xr)

)
= 0 (8.5)
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• p°edpokládejme, ºe f (~x) má v bod¥

~a ∈M lokální extrém, a ºe tedy podle v¥ty 8.1.3 platí

∂ f

∂xk
(~a) +

∂ f

∂xr+1
(~a)
∂ψ

∂xk
(~a0) = 0 (k ∈ r̂)

• rad¥ji podotýkáme, ºe se zde jedná o extrém funk
e f (~x) zúºené na vazbovou mnoºinu, kde platí rovnost xr+1 =

ψ(x1, x2, . . . , xr)

• to ale neznamená ni
 jiného, neº ºe

〈grad f (~a) | ~χk〉 = 0, (8.6)

kde

~χk :=



0, 0, . . . , 0,

k
︷︸︸︷

1 , 0, . . . , 0,
∂ψ

∂xk
(~a0)




(k ∈ r̂)

• jediná jedni£ka umíst¥ná mezi nulami se p°itom na
hází na k−té pozi
i

• vektor

~χk je podle poznámky 8.2.5 te£ným vektorem ke grafu funk
e xr+1 = ψ(x1, x2, . . . , xr) v jeho bod¥

~a ∈ Γ(ψ)

• deriva
í vztahu (8.5) podle xk dostáváme

∂G

∂xk
(~a) +

∂G

∂xr+1
(~a)

∂ψ

∂xk
(~a0) = 0

• to odpovídá rovni
i

〈grad G(~a) | ~χk〉 = 0 (k ∈ r̂)

• vektory

~χk jsou lineárn¥ nezávislé a jeji
h po£et je r

• tedy vektor grad G(~a) leºí v ortogonálním dopl¬ku Q⊥ lineárního obalu Q = [~χ1, ~χ2, . . . , ~χr]λ, neboli grad G(~a) ∈ Q⊥

• také grad f (~a) v n¥m leºí, jak snadno nahlédneme z rovni
e (8.6)

• leh
e se p°esv¥d£íme, ºe zmi¬ovaný dopln¥k je jednodimenzionální, a existuje proto reálné £íslo λ tak, ºe grad f (~a) =
λgrad G(~a)

• tím je d·kaz dokon£en

8.2.3 Komentá°

P°ede²lá v¥ta se velmi £asto nazývá také v¥tou o Lagrangeový
h multiplikátore
h.

8.2.4 De�ni
e

�ísla λ1, λ2, . . . , λp z v¥ty 8.2.2 nazýváme Lagrangeovými multiplikátory , p rovni
 Gi = 0 pro i ∈ p̂ vazbami a funk
i

L(~x) Lagrangeovou funk
í. Extrémy funk
e f (~x) : Er+p 7→ R na mnoºin¥ M nazýváme také (ostrými) lokálními vázanými

extrémy (minimy £i maximy).

8.2.5 Komentá°

Ne
h´ rovni
e

G
(
x1, x2, . . . , xr, ψ(x1, x2, . . . , xr)

)
= 0 (8.7)

zadává na okolí bodu

~λ = (λ1, λ2, . . . , λr+1) impli
itn¥ funk
i ψ(x1, x2, . . . , xr), tj. dle v¥ty 5.2.4

∂G

∂xr+1
(~λ) , 0.

Podle vztahu (2.9) z poznámky 2.3.8 je vektor

~ν :=

(
∂ψ

∂x1
(~a),

∂ψ

∂x2
(~a), . . . ,

∂ψ

∂xr
(~a),−1

)
, (8.8)
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kde

~a = (λ1, λ2, . . . , λr), normálovým vektorem funk
e ψ(x1, x2, . . . , xr) v bod¥

~λ jejího grafu. Jelikoº pro n¥j a kaºdý

vektor

~χk :=



0, 0, . . . , 0,

k︷︸︸︷
1 , 0, . . . , 0,

∂ψ

∂xk
(~a)




s jednotkou na k−té pozi
i platí rovnost 〈~ν|~χk〉 = 0, je kaºdý z vektor·

~χ1, ~χ2, . . . , ~χr vektorem te£ným ke grafu

diskutované funk
e.

8.2.6 Komentá°

Pokusme se nyní modi�kovat d·kaz v¥ty 8.2.2 pro p°ípad dvou vazeb. Budeme tedy vy²et°ovat extrém funk
e

f (x1, x2, . . . , xr, xr+1, xr+2) : Er+2 7→ R (8.9)

na mnoºin¥ M = {~x ∈ Er+2 : G(~x) = 0 ∧ H(~x) = 0}. Ne
h´ podle p°edpokladu v¥ty 8.2.2 má funk
e (8.9) vázaný lokální

extrém v bod¥

~a ∈ Er+2. Ozna£me

~a0 := (a1, a2, . . . , ar). Z podmínky (8.3) 
itované ve v¥t¥ plyne, ºe existují alespo¬ dva

indexy k, ℓ ∈ r̂ + 2, tak, ºe pro v²e
hny

~x ∈M platí

det

(
D(G,H)

D(xk, xℓ)

)
(~x) , 0.

Pro jednodu
host zápisu u£iníme p°edpoklad, ºe k = r + 1 a ℓ = r + 2. Pokud by tomu tak nebylo, snadno by
hom

provedli p°e£íslování index· v prom¥nné

~x tak, aby
hom vý²e 
itovanou podmínku naplnili. Jelikoº tedy

det

(
D(G,H)

D(xr+1, xr+2)

)
(~a) , 0,

zadává soustava dvou rovni
 G(~x) = 0, H(~x) = 0 podle v¥ty 5.2.4 na okolí bodu

~a dv¥ impli
itní funk
e

xr+1 = ψ(x1, x2, . . . , xr), xr+2 = ϕ(x1, x2, . . . , xr)

tak, ºe pro v²e
hna (x1, x2, . . . , xr) ∈ Uδ(~a0) platí

G
(
x1, x2, . . . , xr, ψ(x1, x2, . . . , xr), ϕ(x1, x2, . . . , xr)

)
= 0, (8.10)

H
(
x1, x2, . . . , xr, ψ(x1, x2, . . . , xr), ϕ(x1, x2, . . . , xr)

)
= 0. (8.11)

Podle p°edpokladu by funk
e (8.9) m¥la mít v bod¥

~a vázaný lokální extrém, tj. podle v¥ty 8.1.3 by pro kaºdé k ∈ r̂ m¥lo

platit

∂ f

∂xk
(~a) +

∂ f

∂xr+1
(~a)
∂ψ

∂xk
(~a) +

∂ f

∂xr+2
(~a)
∂ϕ

∂xk
(~a) = 0. (8.12)

Ozna£íme-li

~χk :=



0, 0, . . . , 0,

k
︷︸︸︷

1 , 0, . . . , 0,
∂ψ

∂xk
(~a0),

∂ϕ

∂xk
(~a0)



,

platí podle vztahu (8.12) rovnost

〈grad f (~a) | ~χk〉 = 0. (8.13)

Par
iální deriva
í vztah· G(~x) = 0, H(~x) = 0 podle nezávisle prom¥nné xk dostáváme analogi
ky

∂G

∂xk
(~a) +

∂G

∂xr+1
(~a)
∂ψ

∂xk
(~a) +

∂G

∂xr+2
(~a)
∂ϕ

∂xk
(~a) = 0,

∂H

∂xk
(~a) +

∂H

∂xr+1
(~a)
∂ψ

∂xk
(~a) +

∂H

∂xr+2
(~a)
∂ϕ

∂xk
(~a) = 0.

Tyto rovni
e stru£n¥ sumarizujeme zápisy

〈grad G(~a) | ~χk〉 = 0, 〈grad H(~a) | ~χk〉 = 0.

Z°eteln¥ vidíme, ºe vektory

~χk jsou lineárn¥ nezávislé a jeji
h po£et je r. Z p°ede²lý
h úvah plyne, ºe vektory grad f (~a),
grad G(~a) a grad H(~a) leºí v ortogonálním dopl¬ku lineárního obalu [~χ1, ~χ2, . . . , ~χr]λ. Jelikoº je 
itovaný dopln¥k dvou-

dimenzionální a vektory grad f (~a), grad G(~a) a grad H(~a) jsou t°i, musejí nutn¥ být lineárn¥ závislé, tj. existují reálná

£ísla λ1 a λ2 (ne ob¥ nulová) tak, ºe

grad f (~a) = λ1 grad G(~a) + λ2 grad H(~a).

Tím je d·kaz v¥ty 8.2.2 zobe
n¥n pro p°ípad dvou (a tedy i ví
e) vazeb.
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8.2.7 Komentá° � posta£ují
í podmínka pro vázané lokální extrémy

Ne
h´ jsou spln¥ny p°edpoklady v¥ty 8.2.2. Ne
h´ jsou sou°adni
e bodu

~a a £ísla λ1, λ2, . . . , λp vypo£teny z (r + p)
rovni
 (8.4) a z p rovni
 G j(~a) = 0 pro j ∈ p̂. Tedy bod

~a je bodem podez°elým z vázaného lokálního extrému funk
e

f (~x) : Er+p 7→ R na vazbá
h Gi(~x) = 0 pro i ∈ p̂. Ne
h´

d2L~a(dx) = d2L~a(dx1, dx2, . . . , dxp+r) (8.14)

je kvadrati
ká forma druhého totálního diferen
iálu Lagrangeovy funk
e L(~x) := f (~x) −∑p

j=1
λ jG j(~x) v bod¥

~a. Je-li dále

det

( D(G1,G2, . . . ,Gp)

D(xr+1, xr+2, . . . , xr+p)

)
(~a) , 0, (8.15)

pak ze soustavy rovni
 pro totální diferen
iály funk
í Gk(~x) v bod¥

~a

p+r∑

j=1

∂Gk

∂x j
(~a) dx j = 0 (k ∈ p̂)

lze jednozna£n¥ vyjád°it p°ír·stky dxr+1, dxr+2, . . . , dxr+p pomo
í zbylý
h p°ír·stk· dx1, dx2, . . . , dxr a dosadit je do kva-

drati
ké formy (8.14). Je-li takto vzniklá redukovaná forma

d2L
(red)

~a
(dx1, dx2, . . . , dxr)

pozitivn¥, resp. negativn¥ de�nitní v Er
, pak má funk
e f (~x) z v¥ty 8.2.2 v bod¥

~a ostré lokální vázané minimum, resp.

maximum. Je-li tato forma inde�nitní v Er
, nemá funk
e f (~x) v bod¥

~a vázaný extrém vzhledem k mnoºin¥ M. V p°í-

pad¥ semide�nitnosti této formy v Er
nelze s jejím vyuºitím existen
i ani typ lokálního vázaného extrému v bod¥

~a vy²et°it.

Malý dotatek: Pokud by podmínka (8.15) nebyla spln¥na, provedeme triviální p°ezna£ení v prom¥nný
h x1, x2, . . . , xr+p

tak, aby spln¥na byla. To, ºe vºdy existuje p−ti
e z prom¥nný
h x1, x2, . . . , xr+p taková, ºe platí (8.15), je zaru£eno

p°edpokladem o hodnosti Ja
obiho mati
e (8.3) ve v¥t¥ 8.2.2.

8.2.8 P°íklad

Vy²et°ování vázaný
h extrém· budeme demonstrovat na funk
i f (x, y, z, t) = xy2z3t4
a vazb¥

M =
{
(x, y, z, t) ∈ E4 : x + 2y + 3z + 4t = 10 ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0 ∧ t > 0

}
.

Lagrangeova funk
e této úlohy má tedy tvar L(x, y, z, t) = xy2z3t4 + λ(x + 2y + 3z + 4t − 10) a její par
iální deriva
e

∂L

∂x
= y2z3t4

+ λ,
∂L

∂y
= 2xyz3t4

+ 2λ,
∂L

∂z
= 3xy2z2t4

+ 3λ,
∂L

∂t
= 4xy2z3t3

+ 4λ.

Sta
ionárním bodem je bod

~a = (1, 1, 1, 1) pro λ = −1. Podotýkáme, ºe sta
ionární bod jednak nuluje v²e
hny £ty°i vý²e

uvedené par
iální deriva
e a jednak nuluje i vazbu, tedy je bodem vazby. Totální diferen
iál druhého °ádu Lagrangeovy

funk
e má tvar

d2L~a(dx, dy, dz, dt) = 2dy2
+ 6dz2

+ 12dt2
+ 2(2dxdy+ 3dxdz + 4dxdt+ 6dydz + 8dydt+ 12dzdt).

Nyní je je²t¥ t°eba provést reduk
i tohoto diferen
iálu za pouºití prvního diferen
iálu vazby

dg~a(dx, dy, dz, dt) = dx + 2dy + 3dz + 4dt = 0.

Poloºíme-li dx = −2dy − 3dz − 4dt, obdrºíme

d2L(red)

~a
(dy, dz, dt) = −6dy2 − 12dz2 − 20dt2 − 12dydz− 16dydt− 24dzdt,


oº je kvadrati
ká forma v R3
s mati
í 



−6 −6 −8

−6 −12 −12

−8 −12 −20



.

Její negativní de�nitnost v R3
potvrdíme Sylvesterovým kritériem. Hlavní minory jsou po °ad¥ ∆1 = −6, ∆2 = 36 a

∆3 = −240. Jelikoº minory st°ídají znaménka a první z ni
h je záporný, je d2L
(red)

~a
(dy, dz, dt) skute£n¥ negativn¥ de�nitní

v R3, a tudíº bod

~a = (1, 1, 1, 1) je bodem ostrého lokálního vázaného maxima funk
e f (x, y, z, t) = xy2z3t4
na zadané

vazb¥ x + 2y + 3z + 4t = 10.
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8.2.9 P°íklad

Vy²et°eme lokální extrémy funk
e g(x, y, z) = xy2z2
na mnoºin¥

G =

{
(x, y, z) ∈ E3 : x, y, z > 0 ∧ x2

4
+ y4

+
z4

16
= 3

}
.

Lagrangeova funk
e této úlohy je tvaru

L(x, y, z) = xy2z2
+ λ

(
x2

4
+ y4

+
z4

16
− 3

)
.

Vektorovou rovnost gradL(x, y, z) = ~0 °e²enou spole£n¥ s rovni
í

h(x, y, z) =
x2

4
+ y4

+
z4

16
− 3 = 0

°e²í na mnoºin¥

{
(x, y, z) ∈ E3 : x, y, z > 0

}
pouze bod

~a = (2, 1, 2). Pro n¥j naví
 platí, ºe λ = −4. Protoºe pro Hessovu

mati
i Lagrangeovy funk
e platí

L(x, y, z) =




λ
2 2yz2 2y2z

2yz2 2(xz2 + 6y2λ) 4xyz

2y2z 4xyz 2xy2 +
3
4λz2



,

vidíme, ºe

L(~a) =




−2 8 4

8 −32 16

4 16 −8



.

Proto je druhým totálním diferen
iálem Lagrangeovy funk
e kvadrati
ká forma

d2L~a(dx, dydz) = −2dx2
+ 16dxdy− 32dy2

+ 8dxdz + 32dydz− 8dz2. (8.16)

Protoºe první totální diferen
iál vazbové funk
e h(x, y, z) v bod¥

~a je lineární funk
e

dh~a(dx, dydz) = dx + 4dy + 2dz,

lze formu (8.16) redukovat prost°edni
tvím vztahu dx = −4dy − 2dz. Odtud pak

d2L
(red)

~a
(dy, dz) = −128dy2 − 64dzdy− 32dz2

= 32(dy, dz)



−4 −1

−1 −1






dy

dz


 .

Sylvesterovo kritérium aplikované na mati
i 

−4 −1

−1 −1




pak snadno prokazuje, ºe kvadrati
ká forma d2L
(red)

~a
(dy, dz) je negativn¥ de�nitní v prostoru R2. Proto je bod

~a = (2, 1, 2)
ostrým lokálním vázaným extrém zadané funk
e na plo²e

G =

{
(x, y, z) ∈ E3 : x, y, z > 0 ∧ x2

4
+ y4

+
z4

16
= 3

}
.

8.3 Globální extrémy

Krom¥ extrém· lokální
h nás budou zajímat i globální extrémy funk
e ví
e prom¥nný
h na mnoºin¥ M. Ty jsou podle

de�ni
e 8.3.1 p°edstavovány nejv¥t²í a nejmen²í hodnotou funk
e na zadané mnoºin¥. Je-li M kompaktní mnoºina, pak

dokáºeme, ºe kaºdá spojitá funk
e na ní nabývá svého minima i maxima.
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8.3.1 De�ni
e

Ne
h´ je funk
e f (~x) : Er 7→ R de�nována na mnoºin¥ M ⊂ Er
a ne
h´

~a ∈ M. �ekneme, ºe funk
e f (~x) má v bod¥

~a
globální minimum, resp. ostré globální minimum na mnoºin¥ M, jestliºe pro kaºdé

~x ∈M \ {~a} platí

f (~x) > f (~a), resp. f (~x) > f (~a).

�ekneme, ºe funk
e f (~x) má v bod¥

~a globální maximum, resp. ostré globální maximum na mnoºin¥ M, jestliºe pro

kaºdé

~x ∈M \ {~a} platí
f (~x) 6 f (~a), resp. f (~x) < f (~a).

Globální maxima a minima (ostrá) na mnoºin¥ M nazýváme souhrnn¥ globálními extrémy (ostrými) na mnoºin¥. Je-li

mnoºinou M de�ni£ní obor funk
e Dom( f ), hovo°íme o (ostrý
h) globální
h maxime
h £i minime
h. Bod

~a, ve kterém

globální maximum nastalo, se n¥kdy také nazývá argumentem maxima a ozna£uje se jako

~a = argmax ~x∈M f (~x).

Bod

~a, ve kterém nastalo globální minimum, se analogi
ky nazývá argumentem minima a ozna£uje se jako

~a = argmin ~x∈M f (~x).

8.3.2 V¥ta � o existen
i globálního extrému funk
e

Spojitá funk
e f (~x) : Er 7→ R nabývá na neprázdné kompaktní mnoºin¥ svého maxima i minima.

D·kaz:

• první £ást d·kazu je zaloºena na pomo
ném tvrzení, ºe je-li neprázdná mnoºina B ⊂ R kompaktní, pak má

maximum i minimum

• to nejprve dokáºeme

• mnoºina B je z°ejm¥ omezená (viz v¥ta 6.7.28. v [8℄), a tedy existuje s := sup B, o n¥mº lze s jistotou tvrdit, ºe

s ∈ B

• B je ale také uzav°ená (op¥t viz v¥ta 6.7.28. v [8℄), tedy s ∈ B

• tudíº s je maximem mnoºiny B

• protoºe spojitým obrazem neprázdné kompaktní mnoºiny A ⊂ Er
je podle v¥ty 1.4.4 op¥t neprázdná kompaktní

mnoºina B := f (A), plyne z de�ni
e globálního extrému, ºe f (~x) nabývá na A svého maxima

• p°i hledání minima se postupuje obdobn¥

8.3.3 Komentá°

Body podez°elé z globálního extrému jsou, jak je z°ejmé, bu¤ body vnit°ku M◦, v ni
hº je gradient nulový, tj. sta
ionární
body, pop°. body, v ni
hº neexistuje deriva
e, nebo body hrani
e. V posledním p°ípad¥ se jedná o vy²et°ování extrém·

na vazbá
h. V prakti
ký
h aplika
í
h je lépe do podez°elý
h bod· zahrnout i v²e
hny sporné, neº dlouho dokazovat,

ºe v n¥který
h z ni
h extrém nenastává. Je-li totiº podez°elý
h bod·

~a1, ~a2, . . . , ~ak kone£n¥ mnoho (
oº je nej£ast¥j²í

varianta), pak pro globální maximum, resp. minimum platí

max
~x∈M

f (~x) = max
{

f (~a1), f (~a2), . . . , f (~ak)
}
,

resp.

min
~x∈M

f (~x) = min
{

f (~a1), f (~a2), . . . , f (~ak)
}
.
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8.3.4 P°íklad

Pokusme se °e²it následují
í úlohu na globální extrém. Uvaºme funk
i

f (x, y) = 2 +
√

16 − x2 − 4xy − 8y2,

jejímº de�ni£ním oborem je uzav°ená elipsa M = {(x, y) ∈ E2 : x2 + 4xy + 8y2 6 16}, nebo´

x2
+ 4xy + 8y2 − 16 = (x + 2y)2

+ (2y)2 − 16 = 0.

Jelikoº Dom( f ) =M je kompaktní mnoºina, bude uvedená funk
e na M nabývat jak globálního maxima, tak globálního

minima. P°íslu²né par
iální deriva
e mají tvar

∂ f

∂x
=

−x − 2y
√

16 − x2 − 4xy − 8y2
,

∂ f

∂y
=

−2x − 8y
√

16 − x2 − 4xy − 8y2
,

a bodem podez°elým z globálního extrému je tedy bod

~a = (0, 0). Dal²ími body, kde by mohl extrém nastávat, jsou

body hrani
e mnoºiny M, tedy bd(M) = {(x, y) ∈ E2 : x2 + 4xy + 8y2 = 16}. �ádné jiné podez°elé body jiº neexistují.

Jednodu
hou analýzou funk£ní
h hodnot v podez°elý
h bode
h snadno zjistíme, ºe bod

~a = (0, 0) je bodem globálního

maxima a kaºdý bod elipsy bd(M) je globálním minimem. I na tomto míst¥ jist¥ poslouºí názorný graf zkoumané funk
e.

Stín pod plo
hou grafu p°edstavuje mnoºinu M.

Obrázek 8.28

Graf funk
e f (x, y) = 2 +
√

16 − x2 − 4xy − 8y2 .

8.3.5 P°íklad

Na záv¥r oddílu o extréme
h je²t¥ vy°e²me jeden rozsáhlej²í p°íklad na vázané extrémy, kdy zkoumanou funk
í je

f (x, y, z, u) = x2 + 2y2 + 6z2 − 2u − 1 a mnoºinou, na níº budeme extrémy vy²et°ovat, je mnoºina

M =
{
(x, y, z, u) ∈ E4 : x2

+ y2
+ z2

= 9 ∧ u2
= 4

}
.

Lagrangeova funk
e bude pro tuto úlohu obsahovat dva parametry, a to λ a µ. Její tvar je

L(x, y, z, u) = x2
+ 2y2

+ 6z2 − 2u − 1 + λ(x2
+ y2

+ z2 − 9) + µ(u2 − 4).

Par
iální deriva
e Lagrangeovy funk
e

∂L

∂x
= 2x + 2λx = 0,

∂L

∂y
= 4y + 2λy = 0,

∂L

∂z
= 12z + 2λz = 0,

∂L

∂u
= −2 + 2µu = 0,

resp. jeji
h nulové body, ukazují spole£n¥ s rovni
emi vazeb

g(x, y, z, u) = x2
+ y2

+ z2 − 9 = 0, h(x, y, z, u) = u2 − 4 = 0
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pro λ = −6 a µ = ±1/2 na £tve°i
i sta
ionární
h bod·

~a1 = (0, 0, 3, 2), ~a2 = (0, 0, 3,−2), ~a3 = (0, 0,−3, 2), ~a4 = (0, 0,−3,−2),

pro λ = −2 a µ = ±1/2 na £tve°i
i

~b1 = (0, 3, 0, 2), ~b2 = (0, 3, 0,−2), ~b3 = (0,−3, 0, 2), ~b4 = (0,−3, 0,−2)

a kone£n¥ pro λ = −1 a µ = ±1/2 na £tve°i
i

~c1 = (3, 0, 0, 2), ~c2 = (3, 0, 0,−2), ~c3 = (−3, 0, 0, 2), ~c4 = (−3, 0, 0,−2).

Tím jsou získány v²e
hny body podez°elé z vázaného extrému. Nyní uºijeme k roz°e²ení zásadní otázky o typu p°ípadného

extrému ve zmín¥ný
h bode
h posta£ují
í podmínku z poznámky 8.2.7. Jelikoº jsou v²e
hny smí²ené par
iální deriva
e

lagrangiánu nulové, posta£í ur£it následují
í par
iální deriva
e.

∂2L

∂x2
= 2(1 + λ),

∂2L

∂y2
= 2(2 + λ),

∂2L

∂z2
= 2(6 + λ),

∂2L

∂u2
= 2µ.

Totální diferen
iály vazeb v obe
ném bod¥ ς̄ = (x0, y0, z0, u0) mají jednodu
hý tvar

dgς̄(dx, dy, dz, du) = 2x0 dx + 2y0 dy + 2z0 dz = 0, dhς̄(dx, dy, dz, du) = 2u0 du = 0.

Vezm¥me nyní i ∈ 4̂. Pro totální diferen
iál Lagrangeovy funk
e v bode
h

~ai platí

d
2L~ai

(dx, dy, dz, du) = −10dx2 − 8dy2 ± du2, (8.17)


oº je inde�nitní (resp. negativn¥ semide�nitní) kvadrati
ká forma v prostoru E4. To ale je²t¥ ni
 nevypovídá o extrému

v bode
h

~ai. V t¥
hto bode
h se totiº diferen
iály vazeb redukují na strohé rovnosti dz = 0, du = 0. To po dosazení do

formy (8.17) vede na redukovanou kvadrati
kou formu

d
2L

(red)

~ai
(dx, dy) = −10dx2 − 8dy2,

která je negativn¥ de�nitní v E2, 
oº nás oprav¬uje k tvrzení, ºe v²e
hny £ty°i body

~ai jsou ostrými lokálními vázanými

maximy zadané funk
e na M. Analogi
ky postupujeme dále. Tedy

d2L~bi
(dx, dy, dz, du) = −2dx2

+ 8dz2 ± du2

a dy = 0, resp. du = 0. Pak tedy redukovaná kvadrati
ká forma

d
2L

(red)

~bi

(dx, dz) = −2dx2
+ 8dz2

je inde�nitní i v E2, a tedy v bode
h

~bi vázaný extrém nenastává. Pro poslední £tve°i
i bod·

~ci platí

d2L~ci
(dx, dy, dz, du) = 2dy2

+ 10dz2 ± du2

a dx = 0, resp. du = 0. Kvadrati
ká forma redukovaného druhého diferen
iálu Lagrangeovy funk
e

d2L
(red)

~ci
(dy, dz) = 2dy2

+ 10dz2

je pozitivn¥ de�nitní v E2, tudíº body ~ci jsou ostrými vázanými lokálními minimy funk
e f (x, y, z, u) = x2+2y2+6z2−2u−1
na vazbá
h x2

+ y2
+ z2

= 9, u2
= 4. Tím je úloha ukon£ena.

8.3.6 V¥ta � prin
ip maxima

Ne
h´ G ⊂ Er
je omezená oblast. Na
hází-li se funk
e f (~x) ve t°íd¥ C2(G) ∩ C(G) a je-li zárove¬ funk
í subharmoni
kou

na G, pak platí, ºe argmax ( f ) ∈ bd(G), 
oº je ekvivalentní tvrzení, ºe maxG f (~x) = maxbd(G) f (~x). Existuje-li naví

~x0 ∈ G tak, ºe f (~x0) = maxG f (~x), potom f (~x) je konstantní na G.

D·kaz:

• je zaloºen na tzv. Hopfov¥ lemmatu, které je pon¥kud netriviální

• detaily d·kazu lze nalézt v mnoha zdrojí
h, nap°. v [15℄
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8.3.7 P°íklad

Aplika
í prin
ipu maxima stanovme globální maximum funk
e g(x, y) = 9x + 6y na p·lelipse

Z =

{
(x, y) ∈ E2 :

(x − 2)2

4
+

y2

9
6 1 ∧ y > 0

}
.

Zadaná funk
e je podle de�ni
e 2.2.8 subharmoni
ká na mnoºin¥ R2, protoºe pro v²e
hny dvoji
e (x, y) ∈ R2
platí

neostrá nerovnost ∆g(x, y) > 0, jak se lze triviáln¥ p°esv¥d£it. V tomto p°ípad¥ v²ak prin
ip maxima sd¥luje, ºe globální

maximum jist¥ nastane na hrani
i bd(Z), tj. bu¤ na p·lelipse

E =

{
(x, y) ∈ E2 :

(x − 2)2

4
+

y2

9
= 1 ∧ y > 0

}
,

nebo na úse£
e

U =
{
(x, y) ∈ E2 : |x − 2| 6 2 ∧ y = 0

}
.

Body podez°elé z extrému na E zjistíme standardním postupem vyuºívají
ím metodu Lagrangeový
h multiplikátor·.

Lagrangeova funk
e tohoto problému má tvar

L(x, y) = 9x + 6y + λ

(
(x − 2)2

4
+

y2

9
− 1

)

a její sta
ionární body snadno vypo£teme °e²ením soustavy

∂L

∂x
= 9 +

λ

2
(x − 2)

!
= 0,

∂L

∂y
= 6 +

2λ

9
y

!
= 0,

(x − 2)2

4
+

y2

9
= 1.

Získáváme tak první podez°elý bod, a si
e

~a = (
√

2; 3/
√

2). Na úse£
e U se funk
e g(x, y) = 9x+ 6y redukuje na funk
i

h(x) = 9x, protoºe na U platí, ºe y = 0. Funk
e h(x) = 9x je ale monotónní, takºe její extrémy na úse£
e |x − 2| 6 2

nastanou v krajní
h bode
h. Proto jsou dal²ími podez°elými body vektory

~b = (0, 0) a ~c = (4, 0). Prostým porovnáním

funk£ní
h hodnot v podez°elý
h bode
h zji²´ujeme, ºe globální maximum funk
e g(x, y) = 9x + 6y nastává v bod¥

~a = (
√

2; 3/
√

2) a má hodnotu maxZ g(x, y) = g(~a) = 18(1+
√

2).

8.3.8 D·sledek � prin
ip minima

Ne
h´ G ⊂ Er
je omezená oblast. Na
hází-li se funk
e f (~x) ve t°íd¥ C2(G)∩C(G) a je-li zárove¬ funk
í superharmoni
kou

na G, pak platí, ºe argmin ( f ) ∈ bd(G), 
oº je ekvivalentní tvrzení, ºe minG f (~x) = minbd(G) f (~x). Existuje-li naví
 ~x0 ∈ G
tak, ºe f (~x0) = minG f (~x), potom f (~x) je konstantní na G.

8.3.9 Komentá°

Druhé tvrzení z v¥ty 8.3.6 se £asto nazývá tzv. silným prin
ipem maxima. Druhé tvrzení z v¥ty 8.3.8 se analogi
ky nazývá

tzv. silným prin
ipem minima.

8.3.10 P°íklad

Uvaºme mnoºinu A = {(x, y) ∈ E2 : x2 + 2xy+ 2y2 − 30x+ 45 = 0} a hledejme dva její body, které mají od sebe nejv¥t²í

euklidovskou vzdálenost. Zave¤me tedy funk
i

̺(x1, y1, x2, y2) :=

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

korespondují
í se vzdáleností libovolný
h bod· (x1, y1), (x2, y2). Tyto body mají ale leºet na elipse x2+2xy+2y2−30x+45 =
0, proto budeme uvaºovat dv¥ rovni
e vazeb, a si
e

G(x1, y1, x2, y2) = x2
1 + 2x1y1 + 2y2

1 − 30x1 + 45 = 0, (8.18)
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H(x1, y1, x2, y2) = x2
2 + 2x2y2 + 2y2

2 − 30x2 + 45 = 0. (8.19)

Lagrangeovu funk
i této úlohy tudíº zavedeme p°edpisem

L(x1, y1, x2, y2) =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + λ

(
x2

1 + 2x1y1 + 2y2
1 − 30x1 + 45

)
+ µ

(
x2

2 + 2x2y2 + 2y2
2 − 30x2 + 45

)
.

Pro její par
iální deriva
e platí

∂L

∂x1
=

x1 − x2√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

+ λ
(
2x1 + 2y1 − 30

)
,

∂L

∂y1
=

y1 − y2√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

+ λ
(
2x1 + 4y1

)
,

∂L

∂x2
=

−x1 + x2√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

+ µ
(
2x2 + 2y2 − 30

)
,

∂L

∂y2
=

−y1 + y2√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

+ µ
(
2x2 + 4y2

)
.

Uºijeme-li nutnou podmínku pro extremalitu tvaru gradL = (0, 0, 0, 0) a symetrie úlohy, dostáváme vztah y1 = 5 − 2
3 x1,

který po dosazení do rovni
e (8.18) vede na kvadrati
kou rovni
i

5

9
x2

1 −
100

3
x1 + 95 = 0,

jíº °e²í hodnoty x1 = 3 a x1 = 57, 
oº vede ke sta
ionárním bod·m

~ω1 = (3, 3, 57,−33), ~ω2 = (57,−33, 3, 3),

které ale vzhledem k symetrii úlohy p°edstavují totéº °e²ení úlohy. Podotýkáme, ºe úlohu °e²í v²e
hny body tvaru

~ω1 = (a, b, a, b), kde a2 + 2ab + 2b2 − 30a + 45 = 0. Ty ale p°edstavují globální minima, která zde nejsou p°edm¥tem

zájmu. Zbývá rozhodnout, zda je nap°. bod

~ω1 bodem lokálního minima £i maxima. Zde nebudeme uºívat posta£ují
í

podmínku, ale uºijeme faktu, ºe funk
e ̺(x1, y1, x2, y2) je spojitá a vazba A je kompaktní, jak lze nahlédnout z toho (viz

v¥ta 6.7.28 ve skripte
h [8℄), ºe je jist¥ omezená v E2
a také uzav°ená. Podle v¥ty 8.3.2 taková funk
e musí nabývat

globálního maxima. Bude jím tedy práv¥ bod

~ω1. Na elipse x2 + 2xy + 2y2 − 30x + 45 = 0 jsou tedy nejvzdálen¥j²ími

body (3, 3) a (57,−33).
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Obrázek 8.29

Elipsa x2 + 2xy + 2y2 − 30x + 45 = 0 a její nejvzdálen¥j²í body.

8.3.11 Komentá°

Probranou látku lze s výhodou pouºít také na °e²ení n¥který
h slovní
h úloh. My si takový postup budeme demonstrovat

na následují
ím p°íklad¥.
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8.3.12 P°íklad

Pro bazén tvaru kvádru je k dispozi
i 48m2
obklada
í
h dlaºdi
. Jak je nutno zvolit rozm¥ry kvádru, aby m¥l bazén

nejv¥t²í moºný objem? Ozna£me délky hran bazénu x, y, z. Objem bazénu je pak roven £íslu xyz. Povr
h st¥n bazénu

s p°ipo£tením povr
hu dna je xy + 2(xz + yz). Snahou je tedy maximalizovat objem V(x, y, z) = xyz za podmínky

konstantního povr
hu, tj.

S(x, y, z) = xy + 2(xz + yz) = 48.

Jedná se tedy o úlohu na globální extrém vázaný vazbou xy+ 2(xz+ yz)− 48 = 0. Pro nalezení globálního extrému sta£í

pouze nalézt podez°elé body (zde pouze body sta
ionární) a srovnat v ni
h funk£ní hodnoty. K tomu pouºijeme v¥tu o

Lagrangeový
h multiplikátore
h. P°íslu²nou Lagrangeovou funk
í je funk
e

L(x, y, z) = xyz + λ(xy + 2xz + 2yz − 48).

Pro jejím zderivování

∂L

∂x
= yz + λ(y + 2z)

!
= 0,

∂L

∂y
= xz + λ(x + 2z)

!
= 0,

∂L

∂z
= xy + λ(2x + 2y)

!
= 0,

relativn¥ snadno zji²´ujeme, ºe podez°elým bodem je bod

~a = (x0, y0, z0) = (4, 4, 2), pro n¥jº λ = −1. To, ºe je tento bod

bodem globálního vázaného maxima, je z°ejmé. Maximální objem bazénu je proto 32m3.
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Kapitola 9

Riemann·v integrál

V této kapitole se budeme zabývat riemannovskou integra
í omezený
h funk
í typu f (~x) : Er 7→ R p°es omezené mnoºiny.

Zavedení integrálu v Er
bude demonstrováno pro funk
e f (~x) : E2 7→ R dvou prom¥nný
h, kde bude budovaná teorie

zna£n¥ p°ehledná, a tudíº lépe po
hopitelná. Uº na samém po£átku budované teorie ale upozor¬ujeme £tená°e, ºe

riemannovská integra
e bude v kone£né fázi shledána jako málo ú£inná (tzn. aplikovatelná na p°ili² omezené mnoºství

funk
í), a ºe bude tudíº nezbytné budovat ú£inn¥j²í metodiku integra
í. Touto osv¥d£enou metodikou jsou integra£ní

postupy vyvozené z obe
né teorie Lebesgueova integrálu. Ta je podrobn¥ probrána ve skripte
h [9℄, na která náro£n¥j²í

£tená°e odkazujeme. Také my se v následují
ím textu budeme v mnoha p°ípade
h na tuto teorii odkazovat. Usnadní nám

to formula
e n¥který
h v¥t.

9.1 Riemann·v integrál p°es ví
edimenzionální interval

Nejprve ale budeme uvaºovat omezenou funk
i f (~x) : Er 7→ R r prom¥nný
h de�novanou v²ude na kompaktním

(omezeném a uzav°eném) intervalu J =
�r

ℓ=1〈αℓ, βℓ〉. Pro takovou funk
i budeme nyní de�novat Riemann·v integrál

(R)
∫

J
f (~x) d~x.

9.1.1 Úmluva

V 
elém oddíle ne
h´ je symbol J vymezen pro dvourozm¥rný uzav°ený interval (dále jen 2D-interval)

J = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 ,

kde b > a a d > c. Dále de�nujeme mnoºinovou funk
i µ(J) p°edpisem µ(J) := (b−a)(d−c) reprezentují
í obsah (klasi
kou
dvoudimenzionální míru, 
h
ete-li) intervalu J.

9.1.2 De�ni
e

Ne
h´ {xi : i ∈ n̂} je d¥lení intervalu 〈a, b〉 a {y j : j ∈ m̂} d¥lení intervalu 〈c, d〉. D¥lením 2D-intervalu J rozumíme soustavu

(mnoºinu mnoºin) v²e
h interval· tvaru Si j := 〈xi−1, xi〉 × 〈y j−1, y j〉. Ozna£ujeme D := {Si j : i ∈ n̂ ∧ j ∈ m̂}.

9.1.3 P°íklad

Uvaºme interval J = 〈10, 50〉 × 〈20, 40〉 . Vezm¥me mnoºinu {10, 13, 23, 25, 36, 41, 45, 50} jako jednodimenzionální d¥lení

intervalu 〈10, 50〉 a mnoºinu {20, 22, 26, 28, 36, 40} jako jednodimenzionální d¥lení intervalu 〈20, 40〉 . Pak dvoudimenzi-

onální d¥lení intervalu J je vyobrazeno na obrázku níºe, p°i£emº nap°. S64 = 〈41, 45〉 × 〈28, 36〉 .
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40
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10 50

x

y

S64

Obrázek 9.30

D¥lení dvoudimenzionálního intervalu.

9.1.4 De�ni
e

Ne
h´ f (~x) : E2 7→ R je omezená funk
e de�novaná na 2D-intervalu J. Ne
h´ D = {Si j : i ∈ n̂ ∧ j ∈ m̂} je jeho d¥lení.

Pro i ∈ n̂ a j ∈ m̂ ozna£me

vi j := inf
~x∈Si j

f (~x), Vi j := sup
~x∈Si j

f (~x).

Dolním integrálním sou£tem L(D , f (~x)), resp. horním integrálním sou£tem U(D , f (~x)) funk
e f (~x) na intervalu J p°i

d¥lení D rozumíme £íslo

L(D , f (~x)) :=

n∑

i=1

m∑

j=1

vi j µ(Si j), resp. U(D , f (~x)) :=

n∑

i=1

m∑

j=1

Vi j µ(Si j).

9.1.5 De�ni
e

�ekneme, ºe d¥lení D ′ = {S′ts : t ∈ m̂1 ∧ s ∈ m̂2} je zjemn¥ním d¥lení D = {Si j : i ∈ n̂1 ∧ j ∈ n̂2}, jestliºe pro kaºdé

S′ts ∈ D ′ existuje Si j ∈ D tak, ºe S′ts ⊂ Si j.

9.1.6 Komentá°

Uv¥domme si následují
í skute£nost. Je-li d¥lení D ′ z p°ede²lé de�ni
e zjemn¥ním d¥lení D , pak libovolný kompaktní

interval S ∈ D je v rám
i d¥lení D ′ rozd¥len na ur£itý po£et (ozna£me jej m) kompaktní
h interval· S′
k
∈ D ′ tak, ºe

platí ∪m
k=1

S′
k
= S.

9.1.7 Lemma

Ke kaºdým dv¥ma d¥lením téhoº intervalu J existuje jeji
h spole£né zjemn¥ní.

9.1.8 V¥ta

Ne
h´ f (~x) : E2 7→ R je funk
e de�novaná a omezená na 2D-intervalu J. Ne
h´ D je d¥lení intervalu J a D ′ jeho zjemn¥ní.

Pak platí systém nerovností L(D , f (~x)) 6 L(D ′, f (~x)) 6 U(D ′, f (~x)) 6 U(D , f (~x)).

D·kaz:

• nerovnost L(D ′, f (~x)) 6 U(D ′, f (~x)) plyne z jednodu
hého faktu, ºe in�mum libovolné £íselné mnoºiny je men²í

nebo rovno jejímu supremu

• pro zbylé nerovnosti uºijeme poznámky 9.1.6

• ne
h´ D ′ je zjemn¥ním D

• podle poznámky 9.1.6 existují pro S ∈ D kompaktní intervaly S′
1
, S′2, . . . , S

′
m ∈ D ′ tak, ºe

S′1 ∪ S′2 ∪ . . . ∪ S′m = S
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• ne
h´ dále v′
i

:= inf~x∈S′
i

f (~x) pro i ∈ m̂ a v := inf~x∈S f (~x)

• pak pro kaºdé i ∈ m̂ platí nerovnost v 6 v′
i

• odtud v · µ(S′
i
) 6 v′

i
· µ(S′

i
)

• z práv¥ zmín¥ného vyplývá, ºe v · µ(S) 6
∑m

i=1 v′
i
· µ(S′

i
)

• tato nerovnost p°itom platí pro kaºdé S ∈ D

• se£teme-li tedy p°ed
hozí nerovnosti p°es v²e
hna S ∈ D , získáme vztah mezi dolními integrálními sou£ty ve tvaru

L(D , f (~x)) 6 L(D ′, f (~x))

• analogi
ky se dokáºe i nerovnost U(D ′, f (~x)) 6 U(D , f (~x))

9.1.9 V¥ta

Ne
h´ f (~x) : E2 7→ R je funk
e de�novaná a omezená na intervalu J. Ne
h´ D1,D2 jsou libovolná dv¥ d¥lení intervalu J.
Potom L(D1, f (~x)) 6 U(D2, f (~x)).

D·kaz:

• podle v¥ty 9.1.7 vybereme k ob¥ma d¥lením D1,D2 spole£né zjemn¥ní D ′

• podle p°ed
házejí
í v¥ty platí L(D1, f (~x)) 6 L(D ′, f (~x)) 6 U(D ′, f (~x)) 6 U(D1, f (~x))

• a také L(D2, f (~x)) 6 L(D ′, f (~x)) 6 U(D ′, f (~x)) 6 U(D2, f (~x))

• odsud jiº plyne tvrzení

9.1.10 Komentá°

Z v¥ty 9.1.8 mimo jiné vyplývá, ºe zjem¬ujeme-li d¥lení, £ísla L(D ′, f (~x)) a U(D ′, f (~x)) se k sob¥ p°ibliºují. Vezmeme-li

tedy supremum dolní
h integrální
h sou£t· p°es v²e
hna moºná d¥lení a in�mum horní
h integrální
h sou£t· p°es v²e
hna

moºná d¥lení, pak pokud se tyto rovnají, m·ºeme je prohlásit za hodnotu ur£itého integrálu.

9.1.11 De�ni
e

Ne
h´ f (~x) : E2 7→ R je funk
e omezená na intervalu J. Horním Riemannovým integrálem U( f (~x)), resp. dolním Rieman-

novým integrálem L( f (~x)) p°es 2D-interval J rozumíme £ísla

U( f (~x)) := inf
D∈A

U(D , f (~x)), resp. L( f (~x)) := sup
D∈A

L(D , f (~x)),

kde A je soustava (tj. mnoºina mnoºin) v²e
h d¥lení intervalu J. Pokud

U( f (~x)) = L( f (~x)), (9.1)

pak °ekneme, ºe funk
e f (~x) má na J Riemann·v integrál, resp. ºe je riemannovsky integrovatelná (integrabilní). Spo-

le£nou hodnotu (9.1) nazýváme Riemannovým integrálem funk
e f (~x) p°es interval J a zna£íme jedním z následují
í
h

symbol·

(R)

∫

J

f (~x) d~x = (R)

"

J

f (x1, x2) d(x1, x2).

Symbol (R) p°ed znakem integrálu se uºívá pouze v p°ípade
h, kdy by mohlo dojít k zám¥n¥ s jiným typem integrálu,

nap°. Lebesgueovým.

9.1.12 De�ni
e

�ekneme, ºe funk
e f (~x) : E2 7→ R je absolutn¥ riemannovsky integrovatelná (integrabilní) na intervalu J ⊂ E2, pokud
existuje integrál (R)

∫
J
| f (~x)| d~x a je kone£ný.
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9.1.13 Komentá°

Z de�ni
e 9.1.11 a v¥ty 9.1.9 je z°ejmo, ºe L( f (~x)) 6 U( f (~x)). Naví
 z v¥ty 9.1.8 vyplývá, ºe funk
e f (~x) má na J
Riemann·v integrál práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdé ε > 0 existuje d¥lení D intervalu J tak, ºe

U(D , f (~x)) − L(D , f (~x)) < ε.

Existuje-li Riemann·v integrál funk
e f (~x) p°es J, platí jist¥, ºe

L(D , f (~x)) 6

∫

J

f (~x) d~x 6 U(D , f (~x)) (9.2)

pro libovolné d¥lení D intervalu J.

9.1.14 De�ni
e

Ne
h´ M ⊂ Er
. Diametrem mnoºiny M rozumíme £íslo diam (M) := sup~x,~y∈M ̺(~x, ~y), kde ̺(~x, ~y) je euklidovská metrika

v Er.

9.1.15 De�ni
e

Ne
h´ D = {Si j : i ∈ n̂ ∧ j ∈ m̂} je libovolné d¥lení intervalu J. Normou d¥lení D rozumíme £íslo

‖D‖ := max
Si j∈D

diam (Si j).

9.1.16 V¥ta � základní v¥ta teorie Riemannova integrálu

Ne
h´ f (~x) : E2 7→ R je funk
e spojitá na J. Potom Riemann·v integrál

"

J

f (x1, x2) d(x1, x2)

existuje, a je-li (Dn)∞
n=1

libovolná posloupnost d¥lení intervalu J taková, ºe ‖Dn‖ → 0 pro n→∞, pak

"

J

f (x1, x2) d(x1, x2) = lim
n→∞

L(Dn, f (~x)) = lim
n→∞

U(Dn, f (~x)). (9.3)

D·kaz:

• uºijeme poznámky 9.1.13

• posta£í tedy dokázat, ºe pro kaºdé ε > 0 existuje d¥lení D tak, ºe U(D , f (~x)) − L(D , f (~x)) < ε

• zvolme proto ε > 0

• jelikoº f (~x) je spojitá na kompaktním intervalu J, existuje podle Bolzano-Cau
hyovy podmínky pro spojité funk
e

(viz 1.3.8) k danému ε > 0 univerzální kladné δ tak, ºe pro kaºdá

~x, ~y ∈ J taková, ºe ̺(~x, ~y) < δ, platí

∣∣∣ f (~x) − f (~y)
∣∣∣ < ε

µ(J)
(9.4)

• zde se jedná o tzv. stejnom¥rnou spojitost funk
e

• ne
h´ D = {Si j : i ∈ n̂ ∧ j ∈ m̂} je libovolné d¥lení intervalu J takové, ºe ‖D‖ < δ

• ozna£me vi j := inf~x∈Si j
f (~x), Vi j := sup~x∈Si j

f (~x)

• jelikoº f (~x) je spojitá a v²e
hny Si j kompaktní, existují podle d·sledku 8.3.2 prvky

~xi j, ~yi j ∈ Si j takové, ºe vi j = f (~xi j)
a Vi j = f (~yi j)

• jelikoº ̺(~xi j, ~yi j) 6 diam (Si j) 6 ‖D‖ 6 δ, platí díky (9.4) také nerovnost

Vi j − vi j <
ε

µ(J)
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• odsud dostáváme

U(D , f (~x)) − L(D , f (~x)) =
∑

Si j∈D
(Vi j − vi j)µ(Si j) < ε

• tedy integrál z funk
e f (~x) p°es J skute£n¥ existuje

• jelikoº platí nerovnost (9.2), vidíme naví
, ºe pro v²e
hna d¥lení Dn, pro která ‖Dn‖ < δ, je
∣∣∣∣∣∣L(Dn, f (~x)) −

∫

J

f (~x) d~x

∣∣∣∣∣∣ < ε,
∣∣∣∣∣∣U(Dn, f (~x)) −

∫

J

f (~x) d~x

∣∣∣∣∣∣ < ε

• to ale neznamená ni
 jiného neº fakt, ºe pokud ‖Dn‖ → 0, pak skute£n¥ platí rovnost (9.3)

9.1.17 P°íklad

Uvaºme funk
i f (x, y) = 2x + 4y a pokusme se podle de�ni
e Riemannova integrálu vypo£ítat hodnotu

(R)

∫

J

f (x, y) d(x, y),

kde J = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉. Uvaºme d¥lení D tohoto intervalu na n2
stejný
h £tver
·

Si j =

〈
i − 1

n
,

i

n

〉
×

〈
j − 1

n
,

j

n

〉

pro i, j ∈ n̂. Na kaºdém z t¥
hto £tver
· Si j nabývá funk
e f (x, y) svého minima vi j, resp. maxima Vi j v levém dolním,

resp. pravém horním rohu, tedy

vi j = 2
i − 1

n
+ 4

j − 1

n
, Vi j = 2

i

n
+ 4

j

n
.

Dolní a horní integrální sou£et p°íslu²né k pouºitému d¥lení mají tvar

L(D , f (x, y)) =

n∑

i=1

n∑

j=1

(
2

i − 1

n3
+ 4

j − 1

n3

)
= 3 − 3

n

U(D , f (x, y)) =

n∑

i=1

n∑

j=1

(
2

i

n3
+ 4

j

n3

)
= 3 +

3

n
.

Podle v¥ty 9.1.16 pak platí

(R)

∫

J

f (x, y) d(x, y) = lim
n→∞

L(Dn, f (~x)) = lim
n→∞

(
3 − 3

n

)
= 3,

resp.

(R)

∫

J

f (x, y) d(x, y) = lim
n→∞

U(Dn, f (~x)) = lim
n→∞

(
3 +

3

n

)
= 3.

9.1.18 P°íklad

Riemann·v integrál existuje podle základní v¥ty teorie Riemannova integrálu 9.1.16 pro v²e
hny spojité funk
e na kom-

paktním intervalu J = 〈a, b〉× 〈c, d〉 . Existuje ov²em také i pro n¥které funk
e nespojité, jak se nyní p°esv¥d£íme. Uvaºme

integrál ∫ 2

0

∫ 2

0

f (x, y) dxdy,

kde

f (x, y) =


2 . . . (x, y) ∈ J \ {(1, 1)}
10 . . . (x, y) = (1, 1).

Zvolme nyní d¥lení D intervalu 〈0, 2〉 × 〈0, 2〉 na 4n2
shodný
h £tver
·

Si j =

〈
i − 1

n
,

i

n

〉
×

〈
j − 1

n
,

j

n

〉 (
i, j ∈ 2̂n

)
.
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o obsahu µ(Si j) = n−2. Nyní snadno nahlédneme, ºe bod (1, 1) bude náleºet do £ty° mnoºin Si j. Konkrétn¥ to budou

S(n−1)(n−1), S(n−1)n, Sn(n−1) a Snn. Z de�ni
e funk
e f (x, y) je z°ejmé, ºe pro (i, j) <
{
(n−1, n−1), (n−1, n), (n, n−1), (n, n)

}

bude platit vi j = Vi j = 2, zatím
o pro (i, j) ∈
{
(n − 1, n − 1), (n − 1, n), (n, n − 1), (n, n)

}
bude také vi j = 2, ale Vi j = 10.

Odtud snadno

L(D , f (x, y)) =

2n∑

i=1

2n∑

j=1

2

n2
= 2µ(J) = 8

a podobn¥

U(D , f (x, y)) =

2n∑

i=1

2n∑

j=1

Vi j

n2
= 2µ(J)+ 4

10 − 2

n2
= 8 +

32

n2
.

Pro pevné ε > 0 lze nyní snadno nalézt takové d¥lení, aby pro rozdíl integrální
h sou£t· platilo

U(D , f (x, y))− L(D , f (x, y)) =
32

n2
< ε.

Proto podle poznámky 9.1.13 hledaný integrál existuje a platí pro n¥j rovnost

∫ 2

0

∫ 2

0
f (x, y) dxdy = 8.

9.2 Riemann·v integrál p°es obe
nou mnoºinu

Poté, 
o byl zaveden integrál p°es interval, se nyní pokusíme vystav¥t konstruk
i integrálu pro p°ípad, kdy integra£ní

mnoºinou interval nebude.

9.2.1 De�ni
e

Ne
h´ M ⊂ Er
. Charakteristi
kou funk
í mnoºiny M rozumíme funk
i de�novanou p°edpisem

χM(~x) =


1, ~x ∈M,

0, ~x <M.

9.2.2 De�ni
e

Ne
h´ M ⊂ J. �ekneme, ºe mnoºina M má Jordan·v-Pean·v obsah µS(M), jestliºe existuje Riemann·v integrál z funk
e

χM(~x) p°es 2D-interval J. Pak de�nujeme

µS(M) :=

"

J

χM(x1, x2) d(x1, x2).

9.2.3 Komentá°

Pro kaºdou omezenou podmnoºinu mnoºiny E2
v²ak Jordan·v-Pean·v obsah de�nován není. Ukázkou takové mnoºiny

je nap°. mnoºina Q, de�novaná p°edpisem Q := A × A, kde A := Q ∩ 〈0, 1〉. Jde tedy o mnoºinu v²e
h prvk· mnoºiny

〈0, 1〉 × 〈0, 1〉, které mají ob¥ sloºky ra
ionální. Charakteristi
ká funk
e χQ(x1, x2) mnoºiny Q tudíº dává jedni£ku pouze

tehdy, jsou-li ob¥ její sloºky x1 a x2 ra
ionálními £ísly z intervalu 〈0, 1〉. V ostatní
h bode
h je funk
e nulová. Ne
h´

S ∈ D , kde D je libovolné d¥lení kompaktního intervalu 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉. Jelikoº v kaºdém takovém S leºí jist¥ n¥jaký

bod Q × Q a jist¥ i bod z dopl¬ku E2 \ (Q × Q), platí nutn¥ L(D , χQ(~x)) = 0, U(D , χQ(~x)) = 1 pro libovolné d¥lení

D . Tedy L( f (~x)) = 0 a U( f (~x)) = 1 a integrál

∫
Q
χQ(x1, x2) d(x1, x2) tudíº neexistuje. Odtud je z°ejmé, ºe µS(Q) není

de�nováno. A to navzdory tomu, ºe mnoºina Q je spo£etná, a tudíº by bylo logi
ké o£ekávat, ºe její míra bude nula.

Bohuºel Jordanova-Peanova míra není dostate£n¥ zp·sobilá takové problémy °e²it.

Rigorózn¥ji °e£eno: Základní vlastností míry µ(X) mnoºin by m¥la být tzv. σ−aditivita (viz teorie míry ve skripte
h

[9℄), která spo£ívá v tom, ºe je-li M1,M2, . . . spo£etn¥ mnoho disjunktní
h mnoºin a µ(M1), µ(M2), . . . jeji
h míry, pak

µ
(
∪∞i=1Mi

)
=

∞∑

i=1

µ(Mi).

Jelikoº je ale z°ejmé, ºe míra jednoprvkové mnoºiny {(a1, a2)} je nula a vý²e zmi¬ovaná mnoºina Q je disjunktním sjed-

no
ením jednoprvkový
h mnoºin, m¥la by míra µS(Q) být skute£n¥ nulová. To ale neplatí. Jordanova-Peanova míra tedy
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nespl¬uje jeden ze základní
h poºadavk· na míru. Komplexn¥j²í p°ístup pro míry mnoºin p°inese teorie míry prezentovaná

ve skripte
h [9℄, kde krom¥ Jordanovy-Peanovy míry bude zavedena i tzv. Lebesgueova míra, která uvedenými handi
apy

jiº netrpí.

9.2.4 De�ni
e

Ne
h´ má mnoºina M ⊂ J Jordan·v-Pean·v obsah. Je-li f (~x) : E2 7→ R funk
e de�novaná a omezená na mnoºin¥ M,
de�nujeme Riemann·v integrál z funk
e f (~x) p°es mnoºinu M p°edpisem

(R)

"

M

f (x1, x2) d(x1, x2) := (R)

"

J

f (x1, x2)χM(x1, x2) d(x1, x2),

pokud integrál napravo existuje. P°itom klademe f (~x)χM(~x) := 0 i v t¥
h bode
h

~x ∈ J \M, kde f (~x) není p°ípadn¥

de�nována.

9.2.5 De�ni
e

�ekneme, ºe funk
e f (~x) : Er 7→ R je riemannovsky integrovatelná (integrabilní) na mnoºin¥ M ⊂ Er, pokud existuje

integrál (R)
∫

M
f (~x) d~x a je kone£ný. �ekneme, ºe funk
e f (~x) : Er 7→ R je absolutn¥ riemannovsky integrovatelná

(integrabilní) na mnoºin¥ M ⊂ Er, pokud existuje integrál (R)
∫

M
| f (~x)| d~x a je kone£ný.

9.2.6 Komentá°

Problém existen
e Riemannova integrálu spo£ívá krom¥ jiného také v tom, ºe by´ by sama funk
e f (x1, x2) byla spojitá na
J, integrand f (x1, x2)χM(x1, x2) na J jiº spojitý být nemusí, a proto existen
e p°íslu²ného Riemannova integrálu není nijak

garantována. To je také d·vod, pro£ vyslovíme následují
í vlastnosti Riemannova integrálu pro integra
i p°es interval

J = 〈a, b〉 × 〈c, d〉.

9.3 Vlastnosti Riemannova integrálu

Pokusme se nyní potvrdit intuitivní p°edpoklady o elementární
h vlastnoste
h Riemannova integrálu a také odvodit

vlastnosti pokro£ilé, reprezentují
í ví
erozm¥rné alternativy postup· známý
h z jednodimenzionální
h integra
í.

9.3.1 V¥ta � o linearit¥ Riemannova integrálu

Ne
h´ f (~x) : E2 7→ R a g(~x) : E2 7→ R jsou omezené funk
e na kompaktním intervalu J, které mají na J Riemann·v

integrál. Ne
h´ c ∈ R. Potom funk
e f (~x) + g(~x) a (c f )(~x) mají na J Riemann·v integrál a platí rovnosti

∫

J

( f (~x) + g(~x)) d~x =

∫

J

f (~x) d~x +

∫

J

g(~x) d~x, (9.5)

∫

J

c f (~x) d~x = c

∫

J

f (~x) d~x. (9.6)

D·kaz:

• integrál sou£tu:

� podle p°edpoklad· existuje pro libovoln¥ zvolené kladné ε > 0 d¥lení D = {Si j : i ∈ n̂ ∧ j ∈ m̂} intervalu J
tak, ºe

U(D , f (~x)) − L(D , f (~x)) <
ε

2
, U(D , g(~x)) − L(D , g(~x)) <

ε

2

� ozna£me

vi j := inf
~x∈Si j

f (~x), Vi j := sup
~x∈Si j

f (~x),

v′i j := inf
~x∈Si j

g(~x), V′i j := sup
~x∈Si j

g(~x),

v′′i j := inf
~x∈Si j

( f + g)(~x), V′′i j := sup
~x∈Si j

( f + g)(~x)
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� odtud

L(D , f (~x) + g(~x)) =
∑

Si j∈D
v′′i jµ(Si j) >

∑

Si j∈D
(vi j + v′i j)µ(Si j) = L(D , f (~x)) + L(D , g(~x))

� podobn¥ U(D , f (~x) + g(~x)) 6 U(D , f (~x)) +U(D , g(~x))

� odsud ale vyplývá, ºe U(D , f (~x) + g(~x)) − L(D , f (~x) + g(~x)) < ε

� tedy integrál z funk
e ( f + g)(~x) existuje a rovnost (9.5) platí díky nerovnostem

L(D , f (~x)) + L(D , g(~x)) 6 L(D , f (~x) + g(~x)) 6 U(D , f (~x) + g(~x)) 6 U(D , f (~x)) +U(D , g(~x))

• integrál sou£inu:

� existen
e integrálu z funk
e (c f )(~x) i rovnost (9.6) vyplývá z jednodu
hého faktu, ºe pro c > 0 je

inf
~x∈Si j

(c f )(~x) = c inf
~x∈Si j

f (~x), sup
~x∈Si j

(c f )(~x) = c sup
~x∈Si j

f (~x)

� pro c < 0 pak

inf
~x∈Si j

(c f )(~x) = c sup
~x∈Si j

f (~x), sup
~x∈Si j

(c f )(~x) = c inf
~x∈Si j

f (~x)

9.3.2 V¥ta � o monotonii Riemannova integrálu

Ne
h´ J ⊂ E2
je kompaktní interval a f (~x) : E2 7→ R, g(~x) : E2 7→ R omezené funk
e mají
í na J Riemann·v integrál.

Jestliºe pro v²e
hna

~x ∈ J platí nerovnost f (~x) 6 g(~x), pak

∫

J

f (~x) d~x 6

∫

J

g(~x) d~x.

D·kaz:

• je-li na J spln¥na nerovnost f (~x) 6 g(~x), pak pro libovoln¥ zvolené d¥lení D = {Si j : i ∈ n̂ ∧ j ∈ m̂} intervalu J platí

inf
~x∈Si j

f (~x) 6 inf
~x∈Si j

g(~x), sup
~x∈Si j

f (~x) 6 sup
~x∈Si j

g(~x)

• odtud jiº plyne tvrzení

9.3.3 V¥ta � o aditivit¥ Riemannova integrálu

Ne
h´ M1,M2 jsou omezené mnoºiny mají
í Jordan·v-Pean·v obsah. Ne
h´ f (~x) : E2 7→ R je omezená funk
e de�novaná

na M1 ∪M2 a ne
h´ existují integrály

∫
M1

f (~x) d~x a

∫
M2

f (~x) d~x. Je-li M1 ∩M2 = ∅, pak existuje integrál

∫
M1∪M2

f (~x) d~x

a platí ∫

M1∪M2

f (~x) d~x =

∫

M1

f (~x) d~x +

∫

M2

f (~x) d~x.

D·kaz:

• p°edn¥ je nutno si uv¥domit, ºe jsou-li M1 a M2 omezené mnoºiny, pak také M1 ∪M2 je omezenou mnoºinou

• je-li M1 ∩M2 = ∅, pak pro v²e
hna

~x ∈ E2
platí χM1∪M2

(~x) = χM1
(~x) + χM2

(~x)

• tvrzení pak vyplyne z bezprost°ední aplika
e v¥ty 9.3.1

• jako d·sledek dostáváme tvrzení

µ(M1 ∪M2) =

∫

M1∪M2

1 d~x =

∫

M1

1 d~x +

∫

M2

1 d~x = µ(M1) + µ(M2),


oº je vlastnost nazývaná v teorii míry aditivitou
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9.3.4 V¥ta � o absolutní hodnot¥ Riemannova integrálu

Ne
h´ J ⊂ E2
je kompaktní interval a f (~x) : E2 7→ R je omezená funk
e mají
í na J Riemann·v integrál. Potom také

funk
e | f (~x)| má na intervalu J Riemann·v integrál a naví
 platí nerovnost

∣∣∣∣∣∣

∫

J

f (~x) d~x

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

J

| f (~x)| d~x.

D·kaz:

• pokud jiº víme, ºe funk
e | f (~x)| má Riemann·v integrál, plyne tvrzení z v¥ty 9.3.2

• d·kaz existen
e integrálu z funk
e | f (~x)| je pro obe
né funk
e ov²em pon¥kud netriviální, nebudeme jej zde provád¥t

• pro spojité funk
e by
hom naopak mohli vyslovit p°íslu²nou v¥tu v siln¥j²ím zn¥ní

9.3.5 Komentá°

V¥ty 9.3.1, 9.3.2 a 9.3.4 platí nejen pro integra
e p°es kompaktní interval J, ale z·stávají v platnosti i pro integra
e p°es

omezené mnoºiny M ⊂ J mají
í Jordan·v-Pean·v obsah. Toto zobe
n¥ní umoº¬uje de�ni
e 9.2.4.

9.3.6 V¥ta - Fubiniova pro Riemann·v integrál

Ne
h´ f (~x) : E2 7→ R je funk
e spojitá na uzav°eném 2D-intervalu J. Pro x1 ∈ 〈a, b〉 a x2 ∈ 〈c, d〉 poloºme

f1(x1) :=

∫ d

c

f (x1, x2) dx2, f2(x2) :=

∫ b

a

f (x1, x2) dx1.

Potom f1(x1) je spojitá na 〈a, b〉, f2(x2) je spojitá na 〈c, d〉 a platí

"

J

f (x1, x2) d(x1, x2) =

∫ b

a

f1(x1) dx1 =

∫ d

c

f2(x2) dx2. (9.7)

D·kaz:

V první £ásti dokáºeme spojitost pro funk
i f1(x1) (bez újmy na obe
nosti).

• jelikoº f (~x) je spojitá funk
e, existuje pro ε > 0 podle Bolzano-Cau
hyovy podmínky pro stejnom¥rnou spojitost

(viz 1.3.8) δ > 0 takové, ºe pro jakékoli

~x, ~y ∈ J, která vyhovují podmín
e ̺(~x, ~y) < δ, platí

| f (~x) − f (~y)| < ε

d − c

• spe
iáln¥ pro ξ ∈ 〈a, b〉 a v²e
hna x1 ∈ 〈a, b〉, x2 ∈ 〈c, d〉 vyhovují
í podmín
e |x1 − ξ| < δ tedy platí nerovnost

∣∣∣ f (x1, x2) − f (ξ, x2)
∣∣∣ < ε

d − c

• odtud

∣∣∣ f1(x1) − f1(ξ)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∫ d

c

(
f (x1, x2) − f (ξ, x2)

)
dx2

∣∣∣∣∣∣ 6
∫ d

c

∣∣∣ f (x1, x2) − f (ξ, x2)
∣∣∣dx2 < ε

• tedy funk
e f1(x1) je spojitá pro libovolné ξ ∈ 〈a, b〉, tudíº v²ude v 〈a, b〉

• podobn¥ se dokáºe spojitost funk
e f2(x2) na 〈c, d〉

Ve druhé £ásti dokáºeme rovnost (9.7).

• vezm¥me ε > 0

• k n¥mu existuje (op¥t podle 1.3.8) £íslo δ > 0 takové, ºe pro jakákoli

~x, ~y ∈ J, která vyhovují podmín
e ̺(~x, ~y) < δ,
platí nerovnost ∣∣∣ f (~x) − f (~y)

∣∣∣ < ε

2µ(J)
(9.8)
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• bu¤ D = {Si j : i ∈ n̂ ∧ j ∈ m̂} d¥lení intervalu J takové, ºe ‖D‖ < δ
2 a Si j = 〈αi−1, αi〉 × 〈β j−1, β j〉

• poloºme vi j := inf~x∈Si j
f (~x)

• na J de�nujme pomo
nou funk
i f⋆(x1, x2) tak, ºe poloºíme f⋆(x1, x2) = vi j, je-li x1 ∈ 〈αi−1, αi) a x2 ∈ 〈β j−1, β j)

• dále klademe f⋆(b, x2) = vnj pro x2 ∈ 〈β j−1, β j), f⋆(x1, d) = vim pro x1 ∈ 〈αi−1, αi) a f⋆(b, d) = vmn

• f⋆(x1, x2) je tedy funk
e, která je na obdélní
í
h Si j aº na "pravé a horní okraje"konstantní

• pone
háváme £tená°i k ov¥°ení, ºe funk
e f⋆(x1, x2) má Riemann·v integrál na J (funk
i f⋆(x1, x2) je totiº moºno

zapsat jako sou£et funk
í, které jsou na jednom "polootev°eném"obdélníku konstantní a jinde nulové)

• podle (9.8) a vzhledem k volb¥ ‖D‖ < δ
2 je

∣∣∣ f (~x) − f⋆(~x)
∣∣∣ < ε

2µ(J)

• odtud ∣∣∣∣∣∣

∫

J

f (~x) d~x −
∫

J

f⋆(~x) d~x

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

J

∣∣∣ f (~x) − f⋆(~x)
∣∣∣ d~x < ε

2
(9.9)

• pro x1 ∈ 〈a, b〉 poloºme

f⋆1 (x1) :=

∫ d

c

f⋆(x1, x2) dx2

• potom pro x1 ∈ 〈a, b〉 platí
∣∣∣ f⋆1 (x1) − f1(x1)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∫ d

c

f⋆(~x) dx2 −
∫ d

c

f (~x) dx2

∣∣∣∣∣∣ 6

6

∫ d

c

| f⋆(~x) − f (~x)| dx2 6

∫ d

c

ε dx2

2(b − a)(d − c)
=

ε

2(b − a)

• odtud ∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

f⋆1 (x1) dx1 −
∫ b

a

f1(x1) dx1

∣∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a

| f⋆1 (x1) − f1(x1)| dx1 6

∫ b

a

ε dx1

2(b − a)
=
ε

2
(9.10)

• uv¥domme si nyní, ºe ∫ b

a

f⋆1 (x1) dx1 =

∫

J

f⋆(~x) d~x (9.11)

� to vyplývá z rovnosti ∫

J

f⋆(~x) d~x =
∑

Si j∈D
vi jµ(Si j)

� dále je nezpo
hybnitelné, ºe pro x1 ∈ 〈αi−1, αi) je

f⋆1 (x1) =

∫ d

c

f⋆(~x) dx2 =

m∑

j=1

vi j(β j − β j−1),

tj. spe
iáln¥ na 〈αi−1, αi) je funk
e f⋆
1

(x1) konstantní, a tedy platí

∫ b

a

f⋆1 (x1) dx1 =

n∑

i=1

f⋆1 (αi−1)(αi − αi−1) =

n∑

i=1

m∑

j=1

vi j(αi − αi−1)(β j − β j−1)

• nyní z (9.10), (9.11) a (9.9) dostáváme

∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

f1(x1) dx1 −
∫

J

f (~x) d~x

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

f1(x1) dx1 −
∫ b

a

f⋆1 (x1) dx1

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

f⋆1 (x1) dx1 −
∫

J

f⋆(~x) d~x

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣

∫

J

f⋆(~x) d~x −
∫

J

f (~x) d~x

∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
+ 0 +

ε

2
= ε
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9.3.7 Komentá°

Tvrzení Fubiniovy v¥ty lze stru£n¥ zapsat ve tvaru

"

J

f (x1, x2) d(x1, x2) =

∫ b

a

(∫ d

c

f (x1, x2) dx2

)
dx1 =

∫ d

c

(∫ b

a

f (x1, x2) dx1

)
dx2.

9.3.8 P°íklad

Pouºijeme nyní Fubiniovu v¥tu na potvrzení správnosti výsledku p°íkladu 9.1.17. Integrál z lineární funk
e f (x, y) = 2x+4y
p°es mnoºinu J = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 lze jejím uºitím vypo£ítat nap°. jako

∫

J

f (x, y) d(x, y) =

∫ 1

0

(∫ 1

0

(2x + 4y) dy

)
dx =

∫ 1

0

[
2xy + 2y2

]1

0
dx =

∫ 1

0

(2x + 2) dx = 3.

9.3.9 Komentá°

x
2
 

x
10

J

M

Q(ξ)

P

ξ

Obrázek 9.31

K výkladu Fubiniovy v¥ty pro integra
i p°es obe
nou mnoºinu.

Zn¥ní Fubiniovy v¥ty lze po
hopiteln¥ zobe
nit i na integra
i p°es obe
n¥j²í omezenou mnoºinu M ⊂ J. Uºijeme

p°itom de�ni
e 9.2.4. Ne
h´ má tedy mnoºina M Jordan·v-Pean·v obsah. Otázkou je, jakým zp·sobem lze v analogii k

rovni
i (9.7) zjednodu²it integrál

"

M

f (x1, x2) d(x1, x2)

pro funk
i f (x1, x2) omezenou na M. Z tvrzení Fubiniovy v¥ty a de�ni
e 9.2.4 vidíme nap°., ºe

"

M

f (x1, x2) d(x1, x2) =

∫ b

a

(∫ d

c

f (x1, x2)χM(x1, x2) dx2

)
dx1. (9.12)

Tento zápis je v²ak moºno upravit prost°edni
tvím následují
í
h úvah. Ozna£me

P =
{
x1 ∈ 〈a, b〉 : ∃x2 ∈ 〈c, d〉 tak, z̆e (x1, x2) ∈M

}

projek
i mnoºiny M do osy x1 (viz obrázek 9.31). Dále pro pevn¥ zvolené ξ ∈ P ozna£me

Q(ξ) :=
{
x2 ∈ 〈c, d〉 : (ξ, x2) ∈M

}

pr·m¥t (na obrázku vyzna£en £erven¥) pr·niku p°ímky x1 = ξ s mnoºinou M (na obrázku sv¥tle £erven¥) do osy x2.
Protoºe χM(x1, x2) = 0 vn¥ mnoºiny M, redukuje se rovnost (9.12) na tvar

"

M

f (x1, x2) d(x1, x2) =

∫

P

(∫

Q(x1)

f (x1, x2) dx2

)
dx1.

Analogi
ky lze postupovat p°i integrování v opa£ném po°adí. Ozna£íme-li tentokrát

P⋆ =
{
x2 ∈ 〈c, d〉 : ∃x1 ∈ 〈a, b〉 tak, z̆e (x1, x2) ∈M

}
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projek
i mnoºiny M do osy x2 a Q(η) := {x1 ∈ 〈a, b〉 : (x1, η) ∈M} pr·m¥t pr·niku p°ímky x2 = η s mnoºinou M do osy

x1, platí
"

M

f (x1, x2) d(x1, x2) =

∫

P⋆

(∫

Q(x2)

f (x1, x2) dx1

)
dx2.

9.3.10 P°íklad

Obe
nou formula
i z p°ede²lé poznámky budeme nyní demonstrovat na konkrétním p°íklad¥. Sestavme proto integrál

z funk
e f (x, y) p°es mnoºinu M = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 6 9}. Podle návodu uvedeného v poznám
e 9.3.9 bude mít

integrál

∫
M

f (x, y) d(x, y) fakti
kou podobu

∫ 3

−3

∫ √
9−x2

−
√

9−x2

f (x, y) dydx =

∫ 3

−3

∫ √9−y2

−
√

9−y2

f (x, y) dxdy,

nebo´ (pro integrál na levé stran¥) je-li x vybráno pro vn¥j²í integra
i, hodnota prom¥nné y, pro níº (x, y) ∈ M, probíhá

pouze interval 〈−
√

9 − x2,
√

9 − x2〉.

9.3.11 P°íklad

Vypo£t¥me integrál Q =
∫

M
4y(y − x) dxdy, kde M = {(x, y) ∈ E2 : 0 < y 6 x 6 2 ∧ xy > 1}. Mnoºinou M je vlastn¥

uzav°ená oblast vymezená p°ímkou y = x, hyperbolou xy = 1 a p°ímkou x = 2 (viz obrázek). Pak snadno sestavíme a

poté také vypo£teme ur£itý integrál

4

∫ 2

1

∫ x

1/x
(y2 − xy) dydx = 4

∫ 2

1

[
y3

3
− x

y2

2

]x

1/x

dx = 4

∫ 2

1

[
x3

3
− x3

2
− 1

3x3
+

1

2x

]
dx =

= 4

∫ 2

1

[
−x3

6
− 1

3x3
+

1

2x

]
dx = 4

[
− x4

24
+

1

6x2
+

1

2
ln(x)

]2

1

= ln(4) − 3.

1 2 

2 

y 

x 

y=1/x 

y=x 

M 

Obrázek 9.32

Vyobrazení mnoºiny M.

9.3.12 P°íklad

Ukaºme si nyní, jak zam¥¬ovat v integrále
h integra£ní po°adí. Postup budeme demonstrovat na p°íklad¥

∫ π

0

∫ sin(x)

0

f (x, y) dydx. (9.13)

Integra£ní mnoºina má vzhledem k zadání (9.13) následují
í podobu.
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y 

x 

π (0,0)

1 

Obrázek 9.33

K zám¥n¥ integra£ního po°adí.

P°i zám¥n¥ integra£ního po°adí, kdy vn¥j²í prom¥nnou bude y, ov²em nastává drobná komplika
e, kdy oblouk sinusoidy

y = sin(x) v intervalu 〈0, π〉 nemá jednotný p°edpis pro inverzní funk
i (viz obrázek dole). Zatím
o dolní polovina oblouku

má jednodu
hý p°edpis x(y) = arcsin(y), horní polovina oblouku je popsána funk
í x(y) = π−arcsin(y). To je d·sledkem

faktu, ºe funk
e arcsin(t) se pro t z de�ni£ního oboru 〈−1, 1〉 zobrazuje na interval 〈−π/2, π/2〉. Po této analýze jiº

snadno nahlédneme, ºe

∫ π

0

∫ sin(x)

0

f (x, y) dydx =

∫ 1

0

∫ π−arcsin(y)

arcsin(y)

f (x, y) dxdy.

π 

(0,0)

1

y

x

x(y) = π − arcsin(y) 

Obrázek 9.34

K zám¥n¥ integra£ního po°adí.

9.3.13 P°íklad

Dal²ím problémem, který m·ºe p°i zam¥¬ování integra£ního po°adí nastávat, je £len¥ní p·vodn¥ jediného integrálu

na ví
e integrál·. Tuto situa
i budeme demonstrovat na p°íkladu

∫
M

f (x, y) d(x, y), kdy integra£ní mnoºinou je oblast

M = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 < 4 ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ y > x}. Zatím
o integrujeme-li s x jako s vn¥j²í prom¥nnou, lze

integra
i zapsat jediným integrálem

∫

M

f (x, y) d(x, y) =

∫ √
2

0

∫ √
4−x2

x

f (x, y) dydx,

zvolíme-li za vn¥j²í prom¥nnou y, bude mít nutn¥ zápis integrály dva, a si
e

∫

M

f (x, y) d(x, y) =

∫ √
2

0

∫ y

0

f (x, y) dxdy+

∫ 2

√
2

∫ √4−y2

0

f (x, y) dxdy.
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y 

x 

21/2

21/2

2

2

Obrázek 9.35

Vyobrazení mnoºiny M.

9.3.14 V¥ta � o substitu
i pro Riemann·v integrál

Ne
h´

~x = ~ϕ(~ξ) : Er 7→ Er
je regulární a prosté zobrazení otev°ené mnoºiny M ⊂ Er

na mnoºinu Q ⊂ Er
. Pak pro

kompaktní interval J ⊂ Q a spojitou funk
i f (~x) : J 7→ R platí

∫

J

f (~x) d~x =

∫

~ϕ−1(J)

( f ◦ ~ϕ)(~ξ) |∆~ϕ(~ξ)| d~ξ, (9.14)

pokud integrál na pravé stran¥ konverguje. P°itom

∆~ϕ(~ξ) = det

(
D(x1, x2, . . . , xr)

D(ξ1, ξ2, . . . , ξr)

)
(~ξ).

D·kaz:

• kompletní (formáln¥ korektní) d·kaz je pom¥rn¥ te
hni
ky náro£ný

• namísto pre
izní formula
e proto na tomto míst¥ budeme demonstrovat jeho podstatu

• v 
elém d·kazu je nejst¥ºejn¥j²ím bodem prokázání rovnosti (9.14) pro funk
i f (~x) = 1

• pro na²i demonstra
i zvolme t°írozm¥nou variantu d·kazu

• 
h
eme prokázat rovnost ∫

J

d~x =

∫

K

|∆~ϕ(~ξ)| d~ξ, (9.15)

kde K = ~ϕ−1(J), tj. J = ~ϕ(K), nebo´ ~ϕ(~ξ) je krom¥ regulárnosti také prosté

• p°itom µ(J) =
∫

J
d~x je objem intervalu J

• rovnost (9.15) dokaºme za p°edpokladu, ºe zmi¬ovaným zobrazením je a�nní zobrazení

~x = ~ϕ(~ξ) = A~ξ + ~α, tj.




x1

x2

x3



=




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







ξ1

ξ2

ξ3



+




α1

α2

α3



,

kde A je regulární mati
e

• za daný
h p°edpoklad· je uvedené zobrazení skute£n¥ zobrazením regulárním a také prostým

• snadno nahlédneme, ºe

∆~ϕ = det

(
D(x1, x2, x3)

D(ξ1, ξ2, ξ3)

)
= det(A).
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• 
h
eme-li tedy dokázat rovnost (9.15), posta£í dokázat, ºe

µ(J) = µ(~ϕ(K)) = |det(A)| · µ(K) (9.16)

• uvaºme pro jednodu
host, ºe K je kvádr s hranami de�novanými sm¥rovými vektory

~ı = (h1, 0, 0)⊺, ~ = (0, h2, 0)⊺

a

~κ = (0, 0, h3)⊺, kde h1h2h3 , 0

• ozna£íme-li

R =




h1 0 0

0 h2 0

0 0 h3




mati
i sestavenou z vektor·

~ı, ~ a ~κ, snadno ov¥°íme, ºe pro objem t¥lesa K platí rovnost

µ(K) = h1h2h3 = det(R)

• je-li K kvádr, je J = ~ϕ(K) rovnob¥ºnost¥n s hranami de�novanými vektory

~a = A~ı, ~b = A~ a ~c = A~κ

• ozna£íme-li nyní

P =




a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3




mati
i sestavenou z t¥
hto vektor·, platí pro objem rovnob¥ºnost¥nu J rovnost

µ(J) = |〈~c |~a ×~b〉| = |det(P)|

• naví
 v²ak platí, ºe P = AR, a proto

µ(J) =
∣∣∣det(AR)

∣∣∣ =
∣∣∣det(A) det(R)

∣∣∣ =
∣∣∣det(A)

∣∣∣µ(K) =

∣∣∣∣∣∣det

(
D(x1, x2, x3)

D(ξ1, ξ2, ξ3)

)∣∣∣∣∣∣µ(K)

• tím je dokázáno tvrzení (9.16)

• pokud by
hom 
ht¥li za pomo
í rovnosti (9.16) dokázat obe
nou rovnost (9.15), nahradili by
hom zobrazení

~ϕ(~ξ)

lokáln¥ vhodným lineárním zobrazením, tj. diferen
iálem vektorové funk
e

~ϕ(~ξ) (zhruba °e£eno)

9.3.15 Komentá°

V¥ta o substitu
i 9.3.14 je bohuºel vyslovena v pon¥kud omezeném zn¥ní. Srovnáme-li ji s tém¥° dokonalou formula
í v¥ty

o substitu
i 5.4.8 (strana 89 v [9℄) pro Lebesgue·v integrál, je z°ejmé, ºe tato je vyslovena pro "podstatn¥ ví
e"mnoºin,

má podstatn¥ mén¥ p°edpoklad· a rovnost (9.17) platí ve smyslu hodnoty i existen
e, tj. integrál napravo existuje práv¥

tehdy, kdyº existuje integrál nalevo, a pokud tyto integrály existují, jeji
h hodnoty se rovnají. Problém se zobe
n¥ním

v¥ty o substitu
i pro Riemann·v integrál spo£ívá v tom, ºe i kdyº J je kompaktním intervalem, nemusí

~ϕ⊖(J) obe
n¥ být
kompaktní a dokon
e ani omezenou mnoºinou. Pro neomezené mnoºiny ale Riemann·v integrál vytvo°en není. Proto

budujeme ve skripte
h [9℄ integrál jiného typu. Pro p°ehlednost zde ale budeme z teorie lebesgueovský
h integra
í 
itovat

dv¥ st¥ºejní v¥ty, které oz°ejmují vztah mezi ob¥ma typy integra
í.

9.3.16 V¥ta � o substitu
i pro Lebesgue·v integrál

Ne
h´

~x = ~ϕ(~ξ) : Er 7→ Er
je regulární a prosté zobrazení otev°ené mnoºiny P ⊂ Er

na mnoºinu Q ⊂ Er
. Pak pro

libovolnou m¥°itelnou mnoºinu A ⊂ Q a libovolnou m¥°itelnou funk
i f (~x) : Er 7→ R platí rovnost

∫

A

f (~x) d~x =

∫

~ϕ−1(A)

( f ◦ ~ϕ)(~ξ) |∆~ϕ(~ξ)| d~ξ, (9.17)

kde

∆~ϕ(~ξ) = det

(
D(x1, x2, . . . , xr)

D(ξ1, ξ2, . . . , ξr)

)
(~ξ).

D·kaz:

• viz v¥ta 5.4.8 na stran¥ 89 ve skripte
h [9℄
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9.3.17 V¥ta � o vztahu Riemannova a Lebesgueova integrálu

Ne
h´ J =
�r

ℓ=1〈αℓ, βℓ〉 je kompaktní interval v Er
a ne
h´ existuje (R)

∫
J

f (~x) d~x. Pak existuje také (L )
∫

J
f (~x) d~x a oba

integrály mají tutéº hodnotu.

D·kaz:

• viz v¥ta 5.4.2 ve skripte
h [9℄

9.3.18 Komentá°

Odtud je ihned z°ejmé, ºe platnost v¥ty 9.3.14 o substitu
i m·ºe být po propojení s teorií Lebesgueova integrálu podstatn¥

roz²íºena.

9.3.19 P°íklad

Geometri
ký smysl v¥ty o substitu
i budeme demonstrovat na výpo£tu ur£itého integrálu

"

M

(
1 + e−x2−4y2

)
d(x, y), (9.18)

kde M =
{
(x, y) ∈ E2 : x2 + 4y2 6 4

}
. �íseln¥ se hodnota integrálu (9.18) rovná objemu t¥lesa

T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ 4y2 6 4 ∧ 0 6 z 6 1 + e−x2−4y2
}
.

P°i výpo£tu integrálu uºijeme s výhodou zobe
n¥ný
h polární
h sou°adni
 x = 2̺ cos(ϕ) a y = ̺ sin(ϕ), pro jeji
hº

ja
obián platí

det

(D(x, y)

D(̺, ϕ)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
2 cos(ϕ) 2̺ sin(ϕ)

sin(ϕ) ̺ cos(ϕ)

∣∣∣∣∣∣∣
= 2̺.

Proto podle v¥ty 9.3.14 symboli
ky nahrazujeme diferen
iál d(x, y) vztahem d(x, y) = 2̺ d(̺, ϕ). Elipsa M se po p°evedení

x2 + 4y2 = 4̺2 cos2(ϕ) + 4̺2 sin2(ϕ) = 4̺2 6 4 do nový
h sou°adni
 m¥ní na obdélník

O =
{
(̺, ϕ) ∈ E2 : 0 < ̺ 6 1 ∧ 0 < ϕ 6 2π

}
.

A tedy

"

M

(
1 + e−x2−4y2

)
d(x, y) =

"

O

(
1 + e−4̺2

)
2̺ d(̺, ϕ).

Proto je objem t¥lesa T roven objemu t¥lesa

S =
{
(̺, ϕ, h) ∈ E3 : 0 < ̺ 6 1 ∧ 0 < ϕ 6 2π ∧ 0 6 h 6 2̺

(
1 + e−4̺2

)}
.

Dále proto

"

M

(
1 + e−x2−4y2

)
d(x, y) =

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
1 + e−4̺2

)
2̺ dϕd̺ = 4π

∫ 1

0

̺
(
1 + e−4̺2

)
d̺ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
t = 4̺2

dt = 8̺ d̺

∣∣∣∣∣∣∣
=
π

2

∫ 4

0

(
1 + e−t

)
dt =

π

2

[
t − e−t

]4

0
=
π

2

(
5 − e−4

)
.
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Obrázek 9.36

T¥leso T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2 + 4y2 6 4 ∧ 0 6 z 6 1 + e−x2−4y2

}
.

9.3.20 P°íklad

Vypo£t¥me obsah kruhu K =
{
(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 6 r2

}
o polom¥ru r > 0. Z
ela jednodu²e

µ(K) =

∫ r

−r

∫ √
r2−x2

−
√

r2−x2

dydx = 2

∫ r

−r

√
r2 − x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣
x = r sin(t)

dx = r cos(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
= 2r2

∫ π/2

−π/2
cos2(t) dt = πr2.

9.3.21 P°íklad

Pokusme se znovu vypo£ítat obsah kruhu K =
{
(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 6 r2

}
o polom¥ru r > 0, tentokráte v²ak s pomo
í

v¥ty o substitu
i. Podle ní pak

µ(K) =

∫

K

1 d(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
x = ̺ cos(ϕ)

y = ̺ sin(ϕ)

det
(D(x,y)

D(̺,ϕ)

)
= ̺

dxdy = ̺ d̺dϕ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 2π

0

∫ r

0

̺ d̺dϕ = πr2,


oº potvrzuje jednak obe
n¥ známý vzore
 a jednak také výsledek p°ede²lého p°íkladu.

9.3.22 P°íklad

Pomo
í pseudopolární
h sou°adni
 ur£eme obsah plo
hy, ohrani£ené k°ivkou

x4

a4
+

y4

b4
= cxy (9.19)

pro a, b, c ∈ R+. Zvolme s výhodou pseudopolární sou°adni
e

x = a̺
√

cos(ϕ), y = b̺
√

sin(ϕ)

mají
í ja
obián

∆J =
1

2

ab̺√
sin(ϕ) cos(ϕ)

.

Rovni
e (9.19) má po transforma
i do nový
h sou°adni
 tvar ̺2 = abc
√

sin(ϕ) cos(ϕ), a proto sin(2ϕ) musí být nezáporný.

Tedy ϕ ∈ (0, π/2)∪ (π, 3π/2). Zadaná k°ivka se tedy nalézá pouze v prvním a t°etím kvadrantu (viz obrázek). Výpo£et

plo
hy ohrani£ené vyzna£enou k°ivkou se redukuje na integrál

µ(M) = 2

∫ π/2

0

∫ √
abc (sin(ϕ) cos(ϕ))1/4

0

1

2

ab̺
√

sin(ϕ) cos(ϕ)
d̺dϕ =

ab

2

∫ π/2

0

abc dϕ =
1

4
πa2b2c.
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y 

x 

1

1

−1

−1

Obrázek 9.37

Plo
ha ohrani£ená k°ivkou

x4

a4 +
y4

b4 = cxy.

9.3.23 Komentá°

V²e
hny de�ni
e a tvrzení z této kapitoly o Riemannov¥ integrálu lze analogi
ky roz²í°it i na funk
e ví
e prom¥nný
h neº

dvou. Ov²em problémem Riemannova integrálu stále z·stává fakt, ºe p°edn¥ neumí po£ítat integrály p°es neomezené

mnoºiny nebo pro neomezené funk
e a rovn¥º neumí vy£íslovat objemy i tak triviální
h mnoºin, jakou je nap°. mnoºina Q
z poznámky 9.2.3. V²e
hny tyto problémy odstraní modern¥j²í p°ístup prezentovaný v rám
i teorie Lebesgueova integrálu.

9.3.24 P°íklad

Vypo£t¥me objem t¥lesa ohrani£eného plo
hou

(
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)3/2

=
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
, (9.20)

kde a, b, c jsou pozitivní parametry. Uºijeme zobe
n¥né sféri
ké sou°adni
e

x = a̺ cos(ϑ) cos(ϕ), y = b̺ cos(ϑ) sin(ϕ), z = c̺ sin(ϑ),

s ja
obiánem

∆J = det

( D(x, y, z)

D(̺, ϕ, ϑ)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a cos(ϑ) cos(ϕ) −a̺ sin(ϑ) cos(ϕ) −a̺ cos(ϑ) sin(ϕ)

b cos(ϑ) sin(ϕ) −b̺ sin(ϑ) sin(ϕ) b̺ cos(ϑ) cos(ϕ)

c sin(ϑ) c̺ cos(ϑ) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −abc̺2 cos(ϑ).

Rovni
e zadané plo
hy se po aplika
i zobe
n¥ný
h sféri
ký
h sou°adni
 transformuje na tvar ̺ = cos(2ϑ). Jelikoº sféri
ká
sou°adni
e ̺ musí být nezáporná, nelze p°ipustit, aby sou°adni
e ϑ probíhala 
elý interval (−π/2, π/2), ale pouze jeho

£ást (−π/4, π/4). Integra£ní mnoºinou je tedy mnoºina

M =
{
(̺, ϑ, ϕ) ∈ E3 : 0 < ̺ < cos(2ϑ) ∧ −π

4
< ϑ <

π

4
∧ 0 < ϕ < 2π

}
.

Odsud snadno

µ(M) =

∫ 2π

0

∫ π/4

−π/4

∫ cos(2ϑ)

0

abc̺2 cos(ϑ) d̺dϑdϕ =
2πabc

3

∫ π/4

−π/4
cos3(2ϑ) cos(ϑ) dϑ =

32

105

√
2πabc.

Pro ilustra
i zde vykreslujeme podobu zkoumaného t¥lesa.
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Obrázek 9.38

Vyobrazení t¥lesa (9.20).

9.3.25 P°íklad

Vypo£t¥me objem t¥lesa

T =
{
(x, y, z) ∈ E3 :

√
|x| +

√
|y| +

√
|z| 6

√
a
}
,

kde a je pozitivní parametr. Díky symetrii úlohy se lze snadno omezit pouze na kladná x, y, z, a tudíº lze pouºít pseudo-

sféri
ké sou°adni
e

x = ̺ cos4(ϑ) cos4(ϕ), y = ̺ cos4(ϑ) sin4(ϕ), z = ̺ sin4(ϑ),

jeº mají ja
obián

∆J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos4(ϑ) cos4(ϕ) −4̺ cos3(ϑ) sin(ϑ) cos4(ϕ) −4̺ cos4(ϑ) cos3(ϕ) sin(ϕ)

cos4(ϑ) sin4(ϕ) −4̺ cos3(ϑ) sin(ϑ) sin4(ϕ) 4̺ cos4(ϑ) sin3(ϕ) cos(ϕ)

sin4(ϑ) 4̺ sin3(ϑ) cos(ϑ) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −16̺2 cos7(ϑ) sin3(ϑ) cos3(ϕ) sin3(ϕ).

Pak tedy

µ(T) = 8

∫ π/2

0

∫ π/2

0

∫ a

0

16̺2 cos7(ϑ) sin3(ϑ) cos3(ϕ) sin3(ϕ) d̺dϑdϕ =
4

45
a3.

Pro zajímavost a ilustra
i také zde uvádíme gra�
kou podobu t¥lesa T.

Obrázek 9.39

Vyobrazení t¥lesa T.
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9.3.26 De�ni
e

Ne
h´ je v prostoru Er
dána mnoºina M. Pak r−rozm¥rným objemem mnoºiny M budeme rozum¥t hodnotu

µ(M) :=

∫

M

1 d~x,

je-li integrál na pravé stran¥ konvergentní. T¥ºi²t¥m mnoºiny M rozumíme bod

~a ∈ Er, jehoº sou°adni
e jsou vypo£teny

pomo
í rovnosti

ai :=
1

µ(M)

∫

M

xi d~x =

∫
M

xi d~x∫
M

1 d~x
,

pokud oba integrály konvergují a naví
 µ(M) , 0.

9.3.27 V¥ta � o separabilit¥ ví
erozm¥rného integrálu

Ne
h´ J =
�r

k=1〈ak, bk〉 je r−rozm¥rný kompaktní interval. Ne
h´ je dána funk
e f (~x) : Er 7→ R a ne
h´ dále existují

funk
e ℓk(t) : R 7→ R, (k ∈ r̂), jeº jsou spojité na 〈ak, bk〉 tak, ºe pro v²e
hna

~x ∈ J platí

f (~x) = ℓ1(x1) · ℓ2(x2) . . . ℓr(xr).

Pak platí rovnost

∫

J

f (~x) d~x =

∫ b1

a1

ℓ1(x1) dx1 ·
∫ b2

a2

ℓ2(x2) dx2 . . .

∫ br

ar

ℓr(xr) dxr =

r∏

i=1

∫ bi

ai

ℓi(xi) dxi.

D·kaz:

• existen
e v²e
h dot£ený
h integrál· plyne ze základní v¥ty Riemannova integrálu 9.1.16

• d·kaz budeme demonstrovat na p°íklad¥ dvojrozm¥rného integrálu p°es interval J = 〈a, b〉 × 〈c, d〉

• podle p°edpokladu v¥ty má být funk
e f (~x) = f (x1, x2) tzv. separabilní , tj. platí pro ni f (x1, x2) = ℓ1(x1) · ℓ2(x2)

• podle tvrzení Fubiniovy v¥ty spe
i�kované v poznám
e 9.3.7 tedy platí

"

J

f (x1, x2) d(x1, x2) =

∫ b

a

(∫ d

c

f (x1, x2) dx2

)
dx1 =

=

∫ b

a

(∫ d

c

ℓ1(x1) · ℓ2(x2) dx2

)
dx1 =

∫ b

a

ℓ1(x1)

(∫ d

c

ℓ2(x2) dx2

)
dx1

• jelikoº integrál

∫ d

c
ℓ2(x2) dx2 je pouhým £íslem (nezávisí tedy na x1), m·ºe být vytktnut p°ed integrál podle pro-

m¥nné x1

• tím dostáváme

"

J

f (x1, x2) d(x1, x2) =

∫ b

a

ℓ1(x1) dx1 ·
∫ d

c

ℓ2(x2) dx2

9.3.28 P°íklad

Zajímavým p°íkladem je výpo£et objemu £ty°rozm¥rné koule (lépe elipti
kého eliptikonu podle tabulky £ty°rozm¥rný
h

kvadrik � viz strana 164 ve skripte
h [8℄)

K =
{
(x, y, z, u) ∈ E4 : x2

+ y2
+ z2
+ u2 6 r2

}

o polom¥ru r > 0. Zave¤me sou°adni
e (£ty°rozm¥rné sféri
ké)

x = ̺ cos(ω) cos(ϑ) cos(ϕ), y = ̺ cos(ω) cos(ϑ) sin(ϕ), z = ̺ cos(ω) sin(ϑ), t = ̺ sin(ω),
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9.3. VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRÁLU

jeji
hº ja
obián má hodnotu ∆J = ̺3 cos2(ω) cos(ϑ). Výpo£et této hodnoty je náplní 
vi£ení 208. Jelikoº £ty°rozm¥rný

prostor je rozd¥len na 16 symetri
ký
h £ástí (hexadekant·) (v t°írozm¥rném prostoru je ji
h osm a nazývají se oktanty),

posta£í omezit výpo£et na jeden z ni
h, tedy

µ(K) = 16

∫ r

0

∫ π/2

0

∫ π/2

0

∫ π/2

0

̺3 cos2(ω) cos(ϑ) dωdϑdϕd̺.

Uºijeme-li nyní tvrzení 9.3.27 o separabilit¥, dostáváme

µ(K) = 16

∫ r

0

̺3
d̺ ·

∫ π/2

0

cos2(ω) dω ·
∫ π/2

0

cos(ϑ) dϑ ·
∫ π/2

0

1 dϕ =

= 16

[
̺4

4

]r

0

[
ω

2
+

sin(2ω)

4

]π/2

0

[
sin(ϑ)

]π/2
0

[
ϕ
]π/2
0
=

1

2
π2r4.

9.3.29 V¥ta � Riemannovo-Lebesgueovo lemma

Ne
h´ f (x) : R 7→ R je absolutn¥ riemannovsky integrabilní na kone£ném nebo nekone£ném intervalu I ⊂ R. Pak

lim
λ→∞

∫

I

f (x) sin(λx) dx = 0, lim
λ→∞

∫

I

f (x) cos(λx) dx = 0, lim
λ→∞

∫

I

f (x)eiλx dx = 0.

D·kaz:

• bez újmy na obe
nosti m·ºeme dokázat pouze první z uvedený
h tvrzení

• d·kaz je rozd¥len do £ty° etap

• v první z ni
h prokáºeme platnost dokazovaného vztahu pro funk
i f (x) = 1 na I, kde I = 〈a, b〉 je kompaktní

interval

• tehdy platí ∫ b

a

f (x) sin(λx) dx =

∫ b

a

sin(λx) dx =

[
−cos(λx)

λ

]b

a

=
cos(λa) − cos(λb)

λ
,


oº vede k tvrzení ∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

f (x) sin(λx) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
2

λ
→ 0

• ve druhé etap¥ p°edpokládejme, ºe f (x) je po £áste
h konstantní, 
oº zna£í, ºe lze interval I rozd¥lit na kone£n¥

mnoho disjunktní
h podinterval· Ik = (ak−1, ak), kde k ∈ n̂, a0 = a, an = b, tak, ºe má f (x) na Ik konstantní hodnotu

rovnou £íslu ck

• to zna£í, ºe lze psát f (x) =
∑n

k=1 ckgk(x), kde gk(x) = χIk
(x)

• χE(x) ozna£uje 
harakteristi
kou funk
i mnoºiny E

• odtud ∫ b

a

f (x) sin(λx) dx =

n∑

k=1

∫ b

a

ckgk(x) sin(λx) dx =

n∑

k=1

ck

∫ ak

ak−1

sin(λx) dx

• tato suma má pouze kone£ný po£et s£ítan
·, a protoºe kaºdý z ni
h mí°í pro λ → ∞ podle první £ásti d·kazu k

nule, musí totéº £init i 
elý integrál

• ne
h´ je nyní (ve t°etí etap¥ d·kazu) funk
e f (x) libovolnou funk
í de�novanou na kompaktním intervalu I = 〈a, b〉

• zvolme ε > 0 libovoln¥

• z de�ni
e Riemannova integrálu ale vyplývá, ºe existuje po £áste
h konstantní funk
e g(x) taková, ºe

∫ b

a

| f (x) − g(x)|dx < ε

2
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• pak ale ∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

f (x) sin(λx) dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

( f (x) − g(x)) sin(λx) dx +

∫ b

a

g(x) sin(λx) dx

∣∣∣∣∣∣ 6

6

∫ b

a

| f (x) − g(x)| · | sin(λx)| dx+
∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

g(x) sin(λx) dx

∣∣∣∣∣∣ 6

6

∫ b

a

| f (x) − g(x)| dx+
∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

g(x) sin(λx) dx

∣∣∣∣∣∣

• poslední integrál konverguje pro λ→∞ k nule, tedy existuje λ0, ºe tento integrál je pro λ > λ0 men²í neº ε/2

• pro tato λ je pak 
elý omezovaný výraz men²í neº ε, 
oº dokazuje tvrzení

• nakone
 uvaºujme variantu, kdy I kompaktní není

• op¥t zvolme ε > 0 libovoln¥

• protoºe f (x) je absolutn¥ riemannovsky integrabilní, existuje jist¥ kompaktní interval J ⊂ I tak, ºe
∫

I\J | f (x)| dx < ε

• pak lze psát ∣∣∣∣∣
∫

I

f (x) sin(λx) dx

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣

∫

J

f (x) sin(λx) dx

∣∣∣∣∣∣ +
∫

I\J
| f (x)| dx,

kde první £len mí°í k nule na základ¥ výsledku t°etí etapy a druhý £len je také men²í neº ε

• to �nalizuje 
elou pro
eduru d·kazu
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Kapitola 10

Integrál po k°iv
e

Následují
í dv¥ kapitoly t¥
hto skript p°edstaví obe
n¥j²í zp·soby integra
í. Aº do této 
hvíle jsme se zabývali integra
í

funk
e f (~x) : Er 7→ R, kdy integra£ní mnoºinou byla mnoºina mají
í nenulový r−rozm¥rný objem. Integrovali jsme tak

nap°íklad funk
i f (x, y, z) = xy + ez
p°es mnoºinu

T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2
+ z2 < 1 ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0

}
.

Nyní se za£neme zabývat otázkou, jak integrovat p°es mnoºiny, jeji
hº r−rozm¥rný objem je nulový. Bude se tedy jednat

nap°íklad o integra
i p°es k°ivky ve 3D-prostoru, k°ivky v rovin¥, plo
hy ve 3D-prostoru a podobn¥. Tato teorie má

významné uplatn¥ní nap°íklad v teorii funk
í komplexní prom¥nné nebo ve fyzi
e (v teorii gravita£ní
h £i elektromagne-

ti
ký
h polí).

Hezkým p°íkladem aplika
e teorie k°ivek je zpra
ování biomedi
ínský
h signál· (EKG, EEG apod.), kdy je na m sen-

zore
h zaznamenáván £asový pr·b¥h vybrané fyzikální veli£iny (nap°. nap¥tí zp·sobené ²í°ením poten
iálu myokardem).

Výsledkem je pak sada y1(t), y2(t), . . . , ym(t) funk
í, jeji
hº pr·b¥h byl m¥°en v £asovém intervalu 〈tα, tβ〉. Tím obdrºíme

(matemati
ky vzato) k°ivkovou parametriza
i

~y(t) : 〈tα, tβ〉 7→ Em. Z vlastností jejího geometri
kého obrazu v Em
lze pak

vy£íst anomálie od normálního pr·b¥hu signálu, tj. detekovat nap°. lokaliza
i nebo stádium infarktu myokardu.

10.1 K°ivky

Pojem k°ivky bude nejprve nutné korektn¥ de�novat a spe
i�kovat také n¥které p°íjemné vlastnosti obe
ný
h k°ivek.

10.1.1 De�ni
e

K°ivkovou parametriza
í v Er
nazveme kaºdé spojité zobrazení

~ϕ(t) intervalu 〈a, b〉 ⊂ R do mnoºiny Er
. Mnoºinu

〈~ϕ〉 :=
{
~y ∈ Er : ~y = ~ϕ(t), kde t ∈ 〈a, b〉}

nazveme geometri
kým obrazem zobrazení

~ϕ(t). Mnoºinu C ⊂ Er
nazveme k°ivkou v Er, existuje-li k°ivková parametriza
e

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er
taková, ºe 〈~ϕ〉 = C. Bod ~ϕ(a) ∈ Er, resp. ~ϕ(b) ∈ Er

nazveme po£áte£ním, resp. kon
ovým bodem

k°ivky 〈~ϕ〉. Dále °ekneme, ºe k°ivka 〈~ϕ〉 je jednodu
há, je-li zobrazení

~ϕ(t) prosté na otev°eném intervalu
(a, b)

. K°ivku

〈~ϕ〉 nazveme uzav°enou, pokud platí

~ϕ(a) = ~ϕ(b).

10.1.2 P°íklad

Názornou p°edstavu o konstruk
i a vlastnoste
h k°ivky lze získat z následují
ího obrázku. Spodní úse£ka p°edstavuje

uzav°ený interval, jímº probíhá parametr. �árkované ²ipky znázor¬ují zp·sob zobrazení parametru do bodu prostoru E2.
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y 

x 

α t
1
 t

2 β

Obrázek 10.40

Ilustra
e parametriza
e k°ivky ve dvojrozm¥rném prostoru.

Pov²imn¥te si, ºe k°ivka není jednodu
há, nebo´ existují dva r·zné parametry t1, t2 ∈ (α, β) takové, ºe se prost°edni
-
tvím zobrazení

~ϕ(t) zobrazují do téhoº bodu v E2. K°ivka tedy protíná sebe samu.

10.1.3 P°íklad

K°ivkou v E3
m·ºe být nap°. ²roubovi
e s lineárním stoupáním zadaná na intervalu 〈0, 10π〉 parametriza
í

~ϕ(t) =

(cos(t), sin(t), t) nebo ²roubovi
e s nelineárním stoupáním zadaná na tomtéº intervalu parametriza
í

~ψ(t) = (cos(t), sin(t), t2/30).

Obrázek 10.41

�roubovi
e s lineárním (vlevo) a nelineárním (vpravo) stoupáním.

10.1.4 De�ni
e

Ne
h´ je dána mnoºina C ⊂ Er. �ekneme, ºe C je hladkou regulární k°ivkou v Er, pokud existuje její parametriza
e

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er
taková, ºe

~ϕ(t) má na intervalu (a, b) spojitou deriva
i

~̇ϕ(t) =
D~ϕ
Dt
=

(
ϕ̇1(t), ϕ̇2(t), . . . , ϕ̇r(t)

)

a na krají
h intervalu má deriva
e jednostranné a pro v²e
hna t ∈ (a, b) platí nerovnost ~̇ϕ(t) , ~0.

10.1.5 Komentá°

Pokusme se nyní stanovit obe
ný p°edpis pro te£ný vektor k hladké regulární k°iv
e. Odvození budeme demonstrovat na

dvojrozm¥rném p°ípad¥, kdy je k°ivka zadána na 〈a, b〉 parametriza
í (x(t), y(t)). Tato parametriza
e zadává (po elimina
i
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parametru t) funk
i y = y(x) (nebo x = x(y)), nebo´ v kaºdém bod¥ τ intervalu 〈a, b〉 je bu¤

dϕ1

dt
(τ) , 0 (10.1)

nebo

dϕ2

dt
(τ) , 0. (10.2)

To plyne z hladké regularity zkoumané k°ivky. Uvaºujme dále variantu (10.1), kdy je na prom¥nnou y nahlíºeno jako na

závisle prom¥nnou (funk
i), kdeºto na prom¥nnou x je nahlíºeno jako na nezávisle prom¥nnou, tedy y = y(x). Cílem je

tedy hledat te£nu ke grafu funk
e y(x) v jejím bod¥ (x0, y0), kde x0 = x(τ0), resp. y0 = y(τ0), kde τ ∈ (a, b). Matemati
ky

lze uvedený problém reformulovat takto. Dv¥ sloºky parametriza
e budeme 
hápat jako dv¥ funk
e

F(x, t, y) = ϕ1(t) − x = 0, G(x, t, y) = ϕ2(t) − y = 0, (10.3)

které na okolí generují
ího bodu (x0, t0, y0) generují dv¥ impli
itní funk
e y = y(x) a t = t(x). To, ºe uvedený generují
í

bod není bodem kriti
kým, kontrolujeme snadným výpo£tem:

det

(
D(F,G)

D(t, y)

)
(x0, t0, y0) =

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ̇1(t0) 0

ϕ̇2(t0) −1

∣∣∣∣∣∣∣
= −ϕ̇1(t0) , 0,

jak ihned plyne z (10.1). Soustava (10.3) proto zadává na okolí bodu (x0, t0, y0) práv¥ jednu dvoji
i impli
itní
h funk
í

y = y(x) a t = t(x), z ni
hº nás zajímá jen funk
e y = y(x). Hledejme tedy její te£nu v bod¥ (x0, y0) jejího grafu. Deriva
í

generují
í soustavy podle x a dosazením generují
ího bodu dostáváme



ϕ̇1(t0) 0

ϕ̇2(t0) −1







t′(x0)

y′(x0)


 =




1

0


 ,

odkud z Cramerova pravidla máme

y′(x0) =

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ̇1(t0) 1

ϕ̇2(t0) 0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
ϕ̇1(t0) 0

ϕ̇2(t0) −1

∣∣∣∣∣∣∣

=
ϕ̇2(t0)

ϕ̇1(t0)
.

Obrázek 10.42

Te£né vektory ve vybraný
h bode
h ²roubovi
e s nelineárním stoupáním.

Proto je hledanou te£nou p°ímkou p°ímka

y − y0 =
ϕ̇2(t0)

ϕ̇1(t0)
(x − x0),

resp.

ϕ̇1(t0)y − ϕ̇2(t0)x = y0ϕ̇1(t0) − x0ϕ̇2(t0),

jejímº normálovým vektorem je vektor (−ϕ̇2(t0), ϕ̇1(t0)). Te£ným vektorem je tedy vektor (ϕ̇1(t0), ϕ̇2(t0)) = ~̇ϕ(t0). Z
ela

analogi
ky p°edstavuje vektor

~̇ϕ(t) te£ný vektor ke k°iv
e C = 〈~ϕ〉 v jejím bod¥ (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕr(t)).
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10.1.6 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány k°ivky C,D ⊂ Er
a jeji
h parametriza
e

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er, resp. ~ψ(t) : 〈c, d〉 7→ Er
spl¬ují
í pod-

mínku

~ϕ(b) = ~ψ(c). (Direktním) sou£tem k°ivek C a D nazýváme k°ivku C ⊕ D de�novanou na intervalu 〈a, b + d − c〉
parametriza
í

(~ϕ ⊕ ~ψ)(t) :=


~ϕ(t); t ∈ 〈a, b〉 ;
~ψ(t − b + c); t ∈ (b, b + d − c〉 .

10.1.7 P°íklad

Ne
h´ jsou dány dv¥ k°ivkové parametriza
e

~ϕ(t) = (2 cos(t), 2 sin(t)) pro t ∈ 〈0, π〉 a ~ψ(t) = (t, 0) pro t ∈ 〈−2, 2〉.
Sou£tem p°íslu²ný
h k°ivek pak rozumíme k°ivku zadanou na intervalu 〈0, π + 4〉 parametriza
í

~ω(t) := (~ϕ ⊕ ~ψ)(t) :

~ω(t) :=


(2 cos(t), 2 sin(t)); t ∈ 〈0, π〉 ;
(t − π − 2, 0); t ∈ (π, π + 4〉 .

(10.4)

K°ivka je vyobrazena na následují
ím obrázku.

2 

2 −2 

x 

y 

(0,0) 

Obrázek 10.43

K°ivka 〈~ω〉 zadaná parametriza
í (10.4).

10.1.8 De�ni
e

Ne
h´ je dána k°ivka C ⊂ Er. �ekneme, ºe k°ivka C je po £áste
h hladkou regulární k°ivkou, jestliºe existuje její

parametriza
e

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er
a parametriza
e jednodu
hý
h hladký
h regulární
h k°ivek

~ϕ1(t), ~ϕ2(t), . . . , ~ϕk(t) tak,

ºe

~ϕ(t) = (~ϕ1 ⊕ ~ϕ2 ⊕ . . . ⊕ ~ϕk)(t).

10.1.9 P°íklad

Nap°íklad k°ivka

K = bd

{
(x, y) ∈ E2 :

(x − 2)2

4
+

y2

9
6 1 ∧ y > 0

}
,

kde symbol bd ozna£uje hrani
i, bude práv¥ ukázkou po £áste
h hladké regulární k°ivky, která ale není hladkou regulární

k°ivkou. Tato k°ivka je sloºena z p·lelipsy

E =

{
(x, y) ∈ E2 :

(x − 2)2

4
+

y2

9
= 1 ∧ y > 0

}

a úse£ky

U =
{
(x, y) ∈ E2 : |x − 2| 6 2 ∧ y = 0

}
.

P·lelipsu parametrizujeme klasi
kou parametriza
í

(x, y) = (2 + 4 cos(t); 3 sin(t)),

kde t ∈ 〈0, π〉, pro kterou zjevn¥

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

= 16 cos2(t) + 9 sin2(t) = 9 + 7 cos2(t) > 0.
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P·lelipsa E je tedy hladká regulární. Úse£ku U parametrizujeme triviální parametriza
í (x, y) = (t; 0), kde t ∈ 〈0, 4〉. Pro
ní zjevn¥

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

= 1 , 0.

Tudíº i U je hladká regulární. A protoºe K = E ⊕U, je K jist¥ po £áste
h hladkou regulární k°ivkou.

10.2 K°ivkový integrál

Nyní se budeme zabývat integra
í funk
í a vektor· funk
í ví
e prom¥nný
h p°es integra£ní mnoºinu, kterou bude p°ed-

stavovat jistá k°ivka v prostoru Er.

10.2.1 Komentá°

Ukáºeme nyní, jak získat názornou p°edstavu p°i ur£ování délky zadané k°ivky. Konstruk
i p°íslu²ného vzor
e budeme

op¥t demonstrovat na dvojrozm¥rné k°iv
e zadané parametriza
í (x, y) = (ϕ1(t), ϕ2(t)) na intervalu 〈a, b〉. Ozna£me

α = x(a) a β = x(b). Zkoumaná k°ivka budiº pro jednodu
host grafem funk
e y = y(x) na intervalu 〈α, β〉.

y

x

≈ y’ dx

dx

α β

Obrázek 10.44

K výpo£tu délky k°ivky.

Elementární úsek délky k°ivky (viz obrázek) lze p°ibliºn¥ nahradit elementem o dél
e p°epony

√
(dx)2 + (y′dx)2

trojúhel-

níku z obrázku. Proto je délka k°ivky odhadnuta integrálem

ℓ �

∫ β

α

√
(dx)2 + (y′dx)2 �

∫ β

α

√
1 + (y′)2 dx.

Vzhledem k faktu, ºe x = ϕ1(t) a y = ϕ2(t), plyne odsud

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

1
dx
dt

=
ϕ̇2

ϕ̇1
.

Z v¥ty o substitu
i pro jednorozm¥rný integrál pak vyplývá, ºe dx musí být ve vý²e uvedeném integrále formáln¥ nahrazeno

výrazem ϕ̇1dt. Proto

ℓ =

∫ ϕ⊖
1

(β)

ϕ⊖
1

(α)

√

1 +

(
ϕ̇2

ϕ̇1

)2

ϕ̇1 dt =

∫ b

a

√
(ϕ̇1)2 + (ϕ̇2)2 dt =

∫ b

a

‖ ~̇ϕ(t)‖ dt.

10.2.2 Úmluva

V 
elé kapitole budeme p°edpokládat, ºe je-li pro k°ivku C poºadována jistá vlastnost, pak p°íslu²ná k°ivková parame-

triza
e tuto vlastnost garantuje. Tedy °ekneme-li nap°íklad, ºe k°ivka K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} je jednodu
há a

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er
je její parametriza
e, pak budeme p°edpokládat, ºe

~ϕ(t) je práv¥ ono prosté zobrazení na otev°eném
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intervalu
(a, b) . Pro k°ivku K by bylo totiº jist¥ moºné nalézt parametriza
i, která prostým zobrazením není. P°íkladem

m·ºe být

(x, y) = (cos(t); sin(t)),

kde t ∈ 〈0, 24π〉.

10.2.3 De�ni
e

Ne
h´

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er
je parametriza
e jednodu
hé a hladké regulární k°ivky C a ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je funk
e

de�novaná alespo¬ na mnoºin¥

〈
~ϕ
〉
. Pak de�nujeme k°ivkový integrál prvního druhu z funk
e f (~x) podél k°ivky 〈~ϕ〉

p°edpisem

∫

C

f (~x) dµc(~x) :=

∫ b

a

f
(
~ϕ(t)

) ∥∥∥ ~̇ϕ(t)
∥∥∥dt,

pokud integrál na pravé stran¥ existuje. Je-li C jednodu
há a po £áste
h hladká regulární k°ivka, pro niº existují para-

metriza
e jednodu
hý
h a hladký
h regulární
h k°ivek

~ϕi(t) v Er
tak, ºe

~ψ(t) = (~ϕ1 ⊕ ~ϕ2 ⊕ . . .⊕ ~ϕk)(t) a 〈~ϕ(t)〉 = C, pak
de�nujeme k°ivkový integrál prvního druhu z funk
e f (~x) podél k°ivky C p°edpisem

∫

C

f (~x) dµc(~x) :=

k∑

i=1

∫

〈~ϕi〉
f (~x) dµc(~x),

má-li pravá strana smysl. �íslo ℓ :=
∫
〈~ϕ〉 dµc(~x) nazýváme délkou k°ivky 〈~ϕ〉.

10.2.4 Komentá°

Demonstrujme nyní geometri
ký význam k°ivkového integrálu

∫
〈~ϕ〉 f (~x) dµc(~x). Ne
h´ je pro ná² ú£el funk
e f (~x) nezáporná

na mnoºin¥ C = {~x ∈ Er : ~x = ~ϕ(t), t ∈ Dom(~ϕ)}. Ozna£me nyní S = {(~x, y) ∈ Er+1 : ~x ∈ C ∧ 0 < y < f (~x)}. Pak platí

∫

〈~ϕ〉
f (~x) dµc(~x) = µ2(S),

kde symbol µ2(S) reprezentuje obsah dvojrozm¥rné mnoºiny S leºí
í v (r + 1)−dimenzionálním prostoru. Lépe bude v²e

po
hopitelné na následují
ím p°íklad¥. Uvaºme dvojrozm¥rnou k°ivku C (na obrázku £erven¥) a funk
i f (x, y), jejíº graf
Γ( f ) je na obrázku vyobrazen ²edou plo
hou leºí
í ve t°ídimenzionálním prostoru E3. V této plo²e Γ( f ) leºí kolmý pr·m¥t

k°ivky C do plo
hy Γ( f ) (na obrázku mod°e). Potom vý²e diskutovanou mnoºinou S je plo
ha

S =
{
(x, y, z) ∈ E3 : (x, y) ∈ C ∧ 0 < z < f (x, y)

}
,

jeº je kolmá k mnoºin¥ E2, v níº leºí k°ivka C. Obsah této plo
hy µ2(S) je pak podle p°ede²lého roven práv¥ integrálu∫
〈~ϕ〉 f (x, y) dµc(x, y). Odtud je také po
hopitelná rovnost

ℓ =

∫

〈~ϕ〉
1 dµc(x, y),

kterou lze interpretovat tak, ºe obsah plo
hy µ2(S) pod jednotkovou funk
í se (aº na jednotku rozm¥ru) rovná dél
e

k°ivky C.
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Obrázek 10.45

K demonstra
i k°ivkového integrálu prvního druhu.

10.2.5 P°íklad

Vypo£t¥me k°ivkový integrál ∫

E

|(x − a)(y − b)| dµc(x, y),

kde E je elipsa b2(x − a)2 + a2(y − b)2 = a2b2. Volme a, b > 0. Zvolíme parametriza
i

~ϕ(t) = (a + a cos(t), b+ b sin(t)) pro
t ∈ 〈0, 2π〉 vze²lou ze zobe
n¥ný
h polární
h sou°adni
.

y 

x 

a 

b 

Obrázek 10.46

Elipsa b2(x − a)2 + a2(y − b)2 = a2b2
.

Jelikoº

~̇ϕ(t) = (−a sin(t), b cos(t)), je normou

‖ ~̇ϕ(t)‖ =
√

a2 sin2(t) + b2 cos2(t)

a zadaný integrál má tvar

∫ 2π

0

ab| sin(t) cos(t)|
√

a2 sin2(t) + b2 cos2(t) dt = 2ab

∫ π/2

0

sin(2t)
√

a2 + (b2 − a2) cos2(t) dt =

=

∣∣∣∣∣∣∣
u = cos2(t)

du = −2 cos(t) sin(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
= 2ab

∫ 1

0

√
a2 + (b2 − a2)u du =

4

3
ab

a2 + ab + b2

a + b
.
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10.2.6 V¥ta � existen
e k°ivkového integrálu prvního druhu

Ne
h´

~ϕ(t) je parametriza
e jednodu
hé a hladké regulární k°ivky C v Er
a f (~x) : Er 7→ R je spojitá funk
e. Pak k°ivkový

integrál ∫

C

f (~x) dµc(~x)

existuje a je kone£ný.

D·kaz:

• uvedený k°ivkový integrál je de�nován pomo
í jednorozm¥rného Riemannova (pop°. Newtonova) integrálu

• toto tvrzení tudíº p°ímo vyplývá z faktu, ºe integrand v de�ni£ním integrálu

∫ b

a

f (~ϕ(t)) ‖ ~̇ϕ(t)‖ dt (10.5)

je spojitou funk
í, nebo´ f (~x) je spojitá a vnit°ní funk
e

~ϕ(t) také (viz de�ni
i k°ivky)

• naví
 i norma ‖ ~̇ϕ(t)‖ je spojitá podle de�ni
e 10.1.4

• tudíº i sou£in funk
í f (~ϕ(t)) ‖ ~̇ϕ(t)‖ je spojitou funk
í

• protoºe se v integrále (10.5) integruje spojitá funk
e na uzav°eném intervalu 〈a, b〉, je podle teorie Riemannova

integrálu integrál (10.5) konvergentní

10.2.7 V¥ta � o nezávislosti k°ivkového integrálu prvního druhu na parametriza
i

Ne
h´

~ϕ(t), ~ψ(t) jsou parametriza
e jednodu
hý
h a hladký
h regulární
h k°ivek, pro n¥º 〈~ϕ〉 = 〈~ψ〉. Pak pro kaºdou

spojitou funk
i f (~x) de�novanou na mnoºin¥ 〈~ϕ〉, platí
∫

〈~ϕ〉
f (~x) dµc(~x) =

∫

〈~ψ〉
f (~x) dµc(~x).

D·kaz:

• integrand je spojitou funk
í, tedy integrál existuje (viz v¥ta 10.2.6)

• ob¥ zobrazení

~ϕ(t), ~ψ(t) jsou podle p°edpoklad· prostá (jedná se o jednodu
hé k°ivky)

• ne
h´ nap°.

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er
a

~ψ(s) : 〈c, d〉 7→ Er

• aplikujme na rovnost

~ψ(〈c, d〉) = ~ϕ(〈a, b〉) = 〈~ϕ〉 invezní zobrazení ~ϕ⊖(t) k zobrazení

~ϕ(t)

• zmín¥né inverzní zobrazení existuje díky prostot¥ zobrazení

~ϕ(t)

• pak tedy

(~ϕ⊖ ◦ ~ψ)(〈c, d〉) = 〈a, b〉

• ozna£me v(t) := (~ϕ⊖ ◦ ~ψ)(t) zobrazení, jeº £íslu t ∈ 〈c, d〉 p°i°azuje £íslo s = v(t) ∈ 〈a, b〉

• pak platí

~ψ(t) = (~ϕ ◦ v)(t) a podle v¥ty o deriva
i sloºeného zobrazení také

~̇ψ = ~̇ϕ · v̇

• dále také ‖ ~̇ψ‖ = ‖ ~̇ϕ‖ · ‖v̇‖ = ‖ ~̇ϕ‖ · |v̇|, nebo´ v(t) je funk
e jedné prom¥nné, a tudíº norma deriva
e splývá s absolutní

hodnotou deriva
e

• vy£ísleme nyní k°ivkový integrál (za pouºití substitu
e s = v(t))

∫ d

c

f (~ψ(t)) ‖ ~̇ψ(t)‖ dt =
∫ d

c

f
(
(~ϕ ◦ v)(t)

)
‖ ~̇ϕ(v(t))‖ · |v̇(t)| dt =

∣∣∣∣∣∣∣
s = v(t)

ds = v̇(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫ b

a

f (~ϕ(s)) ‖ ~̇ϕ(s)‖ |v̇(t)| ds|v̇(t)| =
∫ b

a

f (~ϕ(s))‖ ~̇ϕ(s)‖ ds

• zde nabádáme £tená°e, aby d·kladn¥ zváºil, pro£ se v posledn¥ uvedeném zápise objevuje absolutní hodnota |v̇(t)|
také v podílu

ds
|v̇(t)|
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10.2.8 De�ni
e

Ne
h´

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er
je parametriza
e jednodu
hé a hladké regulární k°ivky a ne
h´

~F(~x) : Er 7→ Er
je funk£ní vektor

de�novaný alespo¬ na mnoºin¥ 〈~ϕ〉. Pak de�nujeme k°ivkový integrál druhého druhu z vektoru funk
í

~F(~x) podél k°ivky
〈~ϕ〉 p°edpisem ∫

〈~ϕ〉
~F(~x) dµc(~x) :=

∫ b

a

r∑

i=1

Fi(~ϕ(t)) ϕ̇i(t) dt, (10.6)

pokud pravá strana této rovnosti existuje. Tento integrál zapisujeme téº v mén¥ formálním tvaru

∫

〈~ϕ〉
F1(~x) dx1 + . . . + Fr(~x) dxr.

Je-li C jednodu
há a po £áste
h hladká regulární k°ivka, pro niº existují parametriza
e jednodu
hý
h a hladký
h regulár-

ní
h k°ivek

~ϕi(t) v Er
tak, ºe

~ψ(t) = (~ϕ1 ⊕ ~ϕ2 ⊕ . . .⊕ ~ϕk)(t) a 〈~ϕ(t)〉 = C, pak de�nujeme k°ivkový integrál druhého druhu

z funk£ního vektoru

~F(~x) podél k°ivky 〈~ψ〉 p°edpisem
∫

〈~ψ〉
~F(~x) dµc(~x) :=

k∑

i=1

∫

〈~ϕi〉
~F(~x) dµc(~x),

má-li pravá strana smysl.

10.2.9 Komentá°

Zápis (10.6) lze sumarizovat pomo
í symbolu pro skalární sou£in do kompaktního tvaru

∫

〈~ϕ〉
~F(~x) dµc(~x) :=

∫ b

a

〈~F
(
~ϕ
)
| ~̇ϕ〉 dt.

P°itom hodnota sou£inu 〈~F(~ϕ)| ~̇ϕ〉 reprezentuje délku kolmého pr·m¥tu vektoru

~F(~ϕ) do sm¥ru

~̇ϕ te£ného vektoru ke

k°iv
e. Tedy spe
iáln¥: je-li vektor

~F(~x) kolmý ke k°iv
e v kaºdém jejím bod¥

~x, pak je p°íslu²ný k°ivkový integrál druhého
druhu nulový.

10.2.10 P°íklad

Vypo£t¥me k°ivkový integrál druhého druhu

∫

M

(x + y, x − y) dµc(x, y),

kde M = {(x, y) ∈ R2 : y = 4x2 ∧ 0 6 x 6 1}. Zvolme nejjednodu²²í moºnou parametriza
i tvaru

~ϕ(t) = (t, 4t2), kde

t ∈ 〈0, 1〉. Pak ~̇ϕ(t) = (1, 8t) a vy²et°ovaný integrál p°e
hází do tvaru

∫ 1

0

(
t + 4t2

+ 8t2 − 32t3
)
dt =

[
t2

2
+ 4t3 − 8t4

]1

0

= −7

2
.

10.2.11 V¥ta � existen
e k°ivkového integrálu druhého druhu

Ne
h´

~ϕ(t) je parametriza
e jednodu
hé a hladké regulární k°ivky C v Er
a

~F(~x) : Er 7→ R je spojitá vektorová funk
e.

Pak k°ivkový integrál ∫

C

~F(~x) dµc(~x)

existuje a je kone£ný.

D·kaz:

• jedná se o analogii d·kazu v¥ty 10.2.6
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10.2.12 Lemma � o nezávislosti k°ivkového integrálu druhého druhu na parametriza
i

Ne
h´

~ϕ(t), ~ψ(t) jsou parametriza
e jednodu
hý
h a hladký
h regulární
h k°ivek, pro n¥º 〈~ϕ〉 = 〈~ψ〉. Pak pro kaºdý

spojitý funk£ní vektor

~F(~x) de�novaný na mnoºin¥ 〈~ϕ〉 platí
∫

〈~ϕ〉
~F(~x) dµc(~x) = a

∫

〈~ψ〉
~F(~x) dµc(~x),

kde bu¤ a = 1, nebo a = −1.

10.2.13 De�ni
e

Ne
h´ je jednodu
há a hladká regulární k°ivka C zadána parametriza
í

~ϕ(t) : 〈a, b〉 7→ Er, jejíº délka je ℓ. T¥ºi²t¥m k°ivky〈
~ϕ
〉
rozumíme bod

~a ∈ Er
, pro jehoº sou°adni
e platí

ai :=
1

ℓ

∫

C

xi dµc(~x) =

∫
C

xi dµc(~x)
∫

C
1 dµc(~x)

, (i ∈ r̂).

10.2.14 P°íklad

Na tomto míst¥ ur£eme polohu t¥ºi²t¥ £tvrtiny kruºni
e o polom¥ru r. Zkoumanou k°ivkou je tedy mnoºina

K =
{
(x, y) ∈ E2 : x2

+ y2
= r2 ∧ x > 0 ∧ y > 0

}

a její parametriza
í zobrazení

~ϕ(t) = (r cos(t), r sin(t)), kde t ∈ 〈0, π/2〉. Pak pro délku mnoºiny K platí

ℓ =

∫ π/2

0

r dt =
π

2
r,

nebo´ pro normu zobrazení

~̇ϕ(t) platí jednodu
hý vztah ‖ ~̇ϕ(t)‖ = r. Pro x−ovou sou°adni
i t¥ºi²t¥ podle p°ede²lé de�ni
e

platí rovnost

xT =
2

πr

∫ π/2

0

r2 cos(t) dt =
2r

π
.

Podobn¥ pro y−ovou sou°adni
i t¥ºi²t¥ platí

yT =
2

πr

∫ π/2

0

r2 sin(t) dt =
2r

π
.

Tedy £tvrtkruºni
e K o polom¥ru r má t¥ºi²t¥ v bod¥

~a =
(

2r

π
,

2r

π

)
.

10.2.15 Komentá°

Doporu£ujeme také £tená°i, aby zváºil, pro£ by p°ede²lá v¥ta neplatila, kdyby

~ϕ(t) nebo

~ψ(t) nebyly parametriza
emi

jednodu
hý
h k°ivek.

10.2.16 V¥ta � linearita k°ivkového integrálu

Ne
h´

~ϕ(t) je parametriza
e k°ivky v Er
, f (~x), g(~x) : Er 7→ R ne
h´ jsou funk
e a

~F(~x), ~G(~x) : Er 7→ Er
ne
h´ jsou funk£ní

vektory. Ne
h´ dále α, β ∈ R. Pak platí rovnosti

∫

〈~ϕ〉

(
α f (~x) + βg(~x)

)
dµc(~x) = α

∫

〈~ϕ〉
f (~x) dµc(~x) + β

∫

〈~ϕ〉
g(~x) dµc(~x),

∫

〈~ϕ〉

(
α~F(~x) + β~G(~x)

)
dµc(~x) = α

∫

〈~ϕ〉
~F(~x) dµc(~x) + β

∫

〈~ϕ〉
~G(~x) dµc(~x),

pokud výrazy na pravý
h straná
h existují.

D·kaz:
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• jelikoº je k°ivkový integrál de�nován pomo
í jednorozm¥rného Riemannova (£i Newtonova) integrálu, je linearita

k°ivkového integrálu d·sledkem linearity v Riemannov¥ pojetí integrálu

• tedy nap°.

∫

〈~ϕ〉
(α f )(~x) dµc(~x) =

∫ b

a

α f (~ϕ(t)) ‖ ~̇ϕ(t)‖ dt = α
∫ b

a

f (~ϕ(t)) ‖ ~̇ϕ(t)‖ dt = α
∫

〈~ϕ〉
f (~x) dµc(~x)

• podobn¥ se vyuºije de�ni
e k°ivkový
h integrál· a adekvátní
h vlastností Riemannový
h integrál· také u dal²í
h

vlastností

10.2.17 V¥ta � aditivita k°ivkového integrálu v mezí
h

Ne
h´

~ϕ(t), ~ψ(t) jsou parametriza
e k°ivek takový
h, ºe sou£et k°ivek 〈~ϕ ⊕ ~ψ〉 je de�nován. Jestliºe má funk
e f (~x) :

Er 7→ R k°ivkový integrál podél 〈~ϕ〉 i podél 〈~ψ〉, má jej i podél 〈~ϕ ⊕ ~ψ〉 a platí

∫

〈~ϕ⊕ ~ψ〉
f (~x) dµc(~x) =

∫

〈~ϕ〉
f (~x) dµc(~x) +

∫

〈~ψ〉
f (~x) dµc(~x).

Má-li vektorové pole

~F(~x) k°ivkový integrál podél 〈~ϕ〉 i podél 〈~ψ〉, má jej i podél 〈~ϕ ⊕ ~ψ〉 a platí

∫

〈~ϕ⊕ ~ψ〉
~F(~x) dµc(~x) =

∫

〈~ϕ〉
~F(~x) dµc(~x) +

∫

〈~ψ〉
~F(~x) dµc(~x).

D·kaz:

• uºijeme de�ni
e sou£tu k°ivek 10.1.6

• pak ∫

〈~ϕ⊕ ~ψ〉
f (~x) dµc(~x) =

∫ b

a

f (~ϕ(t)) ‖ ~̇ϕ(t)‖ dt+
∫ b+d−c

b

f
(
~ψ(t − b + c)

) ∥∥∥ ~̇ψ(t − b + c)
∥∥∥dt =

=

∣∣∣∣∣∣∣
s = t − b + c

ds = dt

∣∣∣∣∣∣∣
=

∫

〈~ϕ〉
f (~x) dµc(~x) +

∫

〈~ψ〉
f (~x) dµc(~x)

• analogi
ky dokáºeme druhou £ást v¥ty

10.2.18 Komentá°

Dal²í vlastnosti známé z teorie Riemannova integrálu, jako jsou nap°. monotonie £i absolutní hodnota, jiº pro k°ivkový

integrál obe
n¥ neplatí. Jisté analogie by v²ak bylo moºno vyslovit pro k°ivkový integrál prvního druhu. Jednou z ni
h je

následují
í v¥ta.

10.2.19 V¥ta � monotonie k°ivkového integrálu

Ne
h´

~ϕ(t) je k°ivková parametriza
e jednodu
hé a hladké regulární k°ivky v Er
a f (~x), g(~x) : Er 7→ R funk
e takové, ºe

pro v²e
hna

~x ∈ 〈~ϕ〉 platí nerovnost f (~x) 6 g(~x). Pak platí

∫

〈~ϕ〉
f (~x) dµc(~x) 6

∫

〈~ϕ〉
g(~x) dµc(~x),

pokud oba k°ivkové integrály existují.

D·kaz:

• d·kaz op¥t vy
hází z analogi
ké vlastnosti Riemannova integrálu

• pokud totiº f (~x) 6 g(~x), pak také f (~ϕ(t)) ‖ ~̇ϕ(t)‖ 6 g(~ϕ(t)) ‖ ~̇ϕ(t)‖

• tedy první integrand je men²í nebo roven integrandu druhého integrálu, a lze tudíº aplikovat v¥tu o monotonii

Riemannova integrálu pro funk
i jedné prom¥nné
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10.2.20 Komentá°

Pokud je integra£ní mnoºinou v k°ivkovém integrálu uzav°ená k°ivka, lze tento fakt zohlednit i v zápise integrálu, a si
e

krouºkem ve znaku integrálu ∮

〈~ϕ〉
f (~x) dµc(~x).

Tohoto zna£ení se hojn¥ uºívá nap°. v matemati
ké fyzi
e.

10.2.21 P°íklad

Cílem tohoto p°íkladu je ukázat zp·sob, jak parametrizovat n¥které k°ivky. Zvolme nap°. £ty°lístek z následují
ího obrázku.

Budeme-li nahlíºet na vykreslený útvar jako na k°ivku v polární
h sou°adni
í
h x = ̺ cos(t), y = ̺ sin(t), bude z°ejmé, ºe

vzdálenost ̺ bodu k°ivky od po£átku sou°adného systému se m¥ní s úhlem t ∈ 〈0, 2π〉. Tedy ̺ = ̺(t). Pak bude systém

rovni


x = ̺(t) cos(t), y = ̺(t) sin(t) (10.7)

skute£n¥ jednoparametri
kým, a bude tudíº p°edstavovat parametriza
i k°ivky v E2. Zbývá tedy nalézt vhodnou funk
i

̺ = ̺(t) tak, aby parametriza
e (10.7) popisovala £ty°lístek z obrázku. Cílem je najít jistou elementární funk
i, která

bude pro t = 0 a t = π/2 vykazovat nulovou hodnotu a pro t = π/4 bude nabývat maxima. Takovou funk
í je nap°.

̺(t) = sin(2t). Ch
eme-li ale, aby ̺(t) bylo na t ∈ 〈0, 2π〉 nezáporné, musíme je²t¥ opat°it uºitý sinus absolutní hodnotou.

Pak skute£n¥ geometri
kým obrazem zobrazení

~ϕ(t) =
(
| sin(2t)| cos(t), | sin(2t)| sin(t)

)
(10.8)

je k°ivka z obrázku 10.47.

x 

y

Obrázek 10.47

K°ivka s parametriza
í (10.8).

10.2.22 P°íklad

Ne
h´ je zadána k°ivka C = {(x, y) ∈ E2 : x2 + 8y2 + 4xy − 8x − 32y = 17}. Pokusme se nalézt její parametriza
i.

Rovni
e k°ivky, jak je jist¥ patrno, p°edstavuje kvadriku v E2, tedy kuºelose£ku. Po dopln¥ní na £tver
e se zadaná rovni
e

transformuje na tvar (x + 2y − 4)2 + (2y − 4)2 = 49, který se po zavedení nový
h sou°adni
 ξ = x + 2y − 4 a η = 2y − 4
redukuje na normální tvar ξ2+η2 = 49. Tento tvar p°edstavuje elipsu, kterou je ale snadné parametrizovat nap°. funk£ním

vektorem (ξ, η) = (7 cos(t), 7 sin(t)), kde parametr t je po
hopiteln¥ vybrán z intervalu 〈0, 2π〉. Návratem k p·vodním

prom¥nným x a y získáme hledanou parametriza
i x = 7 cos(t) − 7 sin(t), y = 2 + 7
2 sin(t). Takováto parametriza
e pak

m·ºe slouºit k dal²ím výpo£t·m nebo k samotnému vykreslení k°ivky v n¥kterém z vhodný
h program·, jakým je nap°.

MATLAB. Tímto zp·sobem byla provedena i vizualiza
e vý²e uvedené k°ivky na následují
im obrázku. Jedná se tedy o

elipsu se st°edem v bod¥ (0, 2), jejíº hlavní a vedlej²í poloosy mají v sou°adném systému obe
nou polohu, tedy nejsou

rovnob¥ºné se sou°adnými osami, jak bývá vesm¥s zvykem.
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y 

x 
(0,2)

Obrázek 10.48

Elipsa v obe
né poloze.

10.2.23 V¥ta � Greenova

Ne
h´ S ⊂ R2
je oblast a 〈~ϕ〉 jednodu
há, uzav°ená a po £áste
h hladká regulární k°ivka taková, ºe 〈~ϕ〉 = bd(S). Ne
h´

G je otev°ená mnoºina taková, ºe S ⊂ G. Pak pro kaºdé spojit¥ diferen
ovatelné vektorové pole

~F(~x) = (F1(~x), F2(~x)) na
mnoºin¥ G platí ∮

〈~ϕ〉
~F(~x) dµc(~x) = a

"

S

(
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
(~x) d(x1, x2),

kde bu¤ a = 1, nebo a = −1.

D·kaz:

• nejobe
n¥j²í d·kaz je pro ú£ely t¥
hto skript neúm¥rn¥ komplikovaný a zdlouhavý

• proto se v d·kaze omezíme na spe
i�
ké typy k°ivek, a to takové, se kterými se £tená° setkává v °e²ený
h p°íklade
h

nej£ast¥ji

Obrázek 10.49

Oblast tvaru (10.9).

• nejprve budeme uvaºovat k°ivku C = 〈~ϕ〉, která je hrani
í mnoºiny

S =
{
(x, y) ∈ R2 : a < x < b ∧ g1(x) < y < g2(x)

}
, (10.9)

kde bu¤ g1(x), g2(x) ∈ C(〈a, b〉) nebo g1(x), g2(x) jsou alespo¬ po £áste
h t°ídy C(〈a, b〉)

187



KAPITOLA 10. INTEGRÁL PO K�IVCE

• dále p°edpokládáme, ºe g1(x) < g2(x) na (a, b) a g1(x) 6 g2(x) v bode
h mnoºiny {a, b}

• k°ivka C se tedy skládá ze dvou úse£ek C2 a C4 (viz obrázek) a dvou k°ivek C1 a C3, které jsou de fa
to grafy

funk
í g1(x) a g2(x) na 〈a, b〉

• v n¥který
h p°ípade
h m·ºe dokon
e C2 a C4 reprezentovat jediný bod

• to nastane, pokud g1(a) = g2(a) nebo g1(b) = g2(b)

• nyní snadno nahlédneme, ºe pro první sloºku vektorového

~F(~x) = (F1(~x), F2(~x)) platí, ºe

"

S

∂F1

∂x2
d(x1, x2) =

∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)

∂F1

∂x2
dx2

)
dx1 =

∫ b

a

F1(x, g2(x)) dx1 −
∫ b

a

F1(x, g1(x)) dx1

• aplikujeme-li na dal²í kroky d·kazu spe
iální vektorové pole

~F(~x) = (F1(~x), 0) s druhou sloºkou nulovou, dostáváme

∫

C1

~F(~x) dµc(x1, x2) =

∫ b

a

〈(F1(t, g1(t)), 0)|(1, g′1(t))〉 dt =
∫ b

a

F1(t, g1(t)) dt

• to plyne z faktu, ºe jsme k°ivku C1 parametrizovali p°irozen¥ se nabízejí
í parametriza
í

~ϕ1(t) = (t, g1(t)), t ∈ 〈a, b〉

• podobn¥ by
hom dostali (s p°ihlédnutím k orienta
i) pro k°ivkový integrál p°es k°ivku C3 toto:

∫

C3

~F(~x) dµc(x1, x2) = −
∫ b

a

F1(t, g2(t)) dt

• naví
 ∫

C2

~F(~x) dµc(x1, x2) =

∫

C4

~F(~x) dµc(x1, x2) = 0,

jak se lze snadno p°esv¥d£it aplika
í paramatriza
í

~ϕ2(t) = (a, t), t ∈ 〈g1(a), g2(a)〉,

~ϕ2(t) = (b, t), t ∈ 〈g1(b), g2(b)〉

• z ni
h ihned plyne, ºe ∫

C2

~F(~x) dµc(x1, x2) =

∫ g2(b)

g1(b)

〈(F1(b, t), 0)|(0, 1)〉 dt = 0

a ∫

C4

~F(~x) dµc(x1, x2) = −
∫ g2(a)

g1(a)

〈(F1(a, t), 0)|(0, 1)〉 dt = 0

• pokud by g1(a) = g2(a) nebo g1(b) = g2(b), pak je nulovost obou integrálu zjevná

• po slou£ení v²e
h £ty° díl£í
h mezivýpo£t· máme

∫

C

~F(~x) dµc(x1, x2) =

∫

C1⊕C2⊕C3⊕C4

~F(~x) dµc(x1, x2) =

∫

C1

~F(~x) dµc(x1, x2) +

∫

C2

~F(~x) dµc(x1, x2)+

+

∫

C3

~F(~x) dµc(x1, x2) +

∫

C4

~F(~x) dµc(x1, x2) =

=

∫ b

a

F1(t, g1(t)) dt−
∫ b

a

F1(t, g2(t)) dt = −
"

S

∂F1

∂x2
d(x1, x2)

• to dokazuje platnost Greenovy v¥ty pro vektorové pole

~F(~x) = (F1(~x), 0)
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• analogi
ky by se prokázala platnost vztahu

∫

C

~F(~x) dµc(x1, x2) =

"

S

∂F2

∂x1
d(x1, x2)

pro vektorové pole

~F(~x) = (0, F2(~x))

• tehdy by ale musela bý mnoºina S zapsatelná ve tvaru

S =
{
(x, y) ∈ R2 : c < y < d ∧ g1(y) < x < g2(y)

}
, (10.10)

kde bu¤ g1(y), g2(y) ∈ C(〈c, d〉) nebo g1(y), g2(y) jsou alespo¬ po £áste
h t°ídy C(〈c, d〉)

• pokud je tedy zadána k°ivka C tak, ºe plo
ha S, kterou C obepíná, je zapsatelná jak ve tvaru (10.9), tak ve tvaru

(10.10), pak jelikoº

~F(~x) = (F1(~x), F2(~x)) = (F1(~x), 0)+ (0, F2(~x)), lze s vyuºítím p°ed
hozí
h dvou £ástí d·kazu psát

∫

C

~F(~x) dµc(x1, x2) =

∫

C

(F1(~x), 0) dµc(x1, x2) +

∫

C

(0, F2(~x)) dµc(x1, x2) = −
"

S

∂F1

∂x2
d(x1, x2) +

"

S

∂F2

∂x1
d(x1, x2)

• to tedy zna£í, ºe pro takovéto oblasti skute£n¥ platí Greenova v¥ta pro kaºdou vektorovou funk
i spl¬ují
í p°edpo-

klady v¥ty

• p°itom oblastí, které lze zapsat jak ve tvaru (10.9), tak ve tvaru (10.10), je pom¥rn¥ hodn¥

• pat°í mezi n¥ vlastn¥ v²e
hny konvexní oblasti, tj. obdélníky, trojúhelníky, kruhy, elipsy, pseudoelipsy, ale nap°íklad

také nekonvexní asteroidy apod.

10.2.24 Komentá°

Greenovu v¥tu lze také dokázat pomo
í Stokesovy v¥ty 11.3.1, jeº bude vyslovena v dal²ím textu. Poloºme ve v¥t¥ 11.3.1

za vektorové pole

~F(~x) funk£ní vektor ~F(~x) = (F1(~x), F2(~x), 0). Pak platí

rot~F(~x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~ǫ1 ~ǫ2 ~ǫ3

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

F1(~x) F2(~x) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
−∂F2

∂x3
,
∂F1

∂x3
,
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
=

(
0, 0,

∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
,

nebo´ ani F1(~x) ani F2(~x) nezávisejí na prom¥nné x3. Plo
hou S je ale v dokazované v¥t¥ plo
ha leºí
í v rovin¥ x3 = 0, a
pro její parametriza
i tudíº volíme p°irozenou parametriza
i

~℘(x1, x2, x3) = (x1, x2, 0). Normálovým vektorem ke zkoumané

plo²e je, jak se snadno p°esv¥d£íme, vektor

D~℘
Dx1

× D~℘Dx2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~ǫ1 ~ǫ2 ~ǫ3

1 0 0

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 1).

Pak podle v¥ty 11.3.1 a 
itovaný
h mezivýpo£t· platí

∮

〈~ϕ〉
~F(~x) dµc(~x) = a

"

S

rot ~F(~x) dµs(~x) = a

"

S

〈(
0, 0,

∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
| (0, 0, 1)

〉
d(x1, x2) =

= a

"

S

(
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
d(x1, x2).

10.2.25 Komentá°

O znaménku v Greenov¥ v¥t¥ rozhoduje zp·sob prob¥hnutí geometri
kého obrazu 〈~ϕ〉 zobrazením ~ϕ(t). Tak nap°. kruºni
e
x2
+ y2

= 1 je prob¥hnuta parametriza
í

~ϕ(t) = (cos(t), sin(t)) pro t ∈ 〈0, 2π〉 proti sm¥ru hodinový
h ru£i£ek. Naproti

tomu parametriza
e

~ψ(t) = (cos(t),− sin(t)) pro t ∈ 〈0, 2π〉 probíhá tentýº geometri
ký obraz po sm¥ru hodinový
h

ru£i£ek. Podotýkáme, ºe v Greenov¥ v¥t¥ odpovídá znaménku a = 1 rota
e proti sm¥ru hodinový
h ru£i£ek podobn¥, jak

je nazna£eno v obrázku 10.49.
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10.2.26 P°íklad

Obrázek 10.50

Kruhová úse£ Q =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 4 ∧ y > 1

}
a její hrani
e, tj.

jednodu
há, uzav°ená a po £áste
h hladká regulární k°ivka bd(Q).

Vypo£t¥me ∫

bd(Q)

(y3;−3xy2) dµc(x, y),

kde

Q =
{
(x, y) ∈ R2 : x2

+ y2 < 4 ∧ y > 1
}
.

Snadno nahlédneme, ºe oblastí Q je kruhová úse£ a ºe je na ní (a dokon
e na 
elém R2
) vektorové pole

~F(x, y) =
(y3;−3xy2) spojit¥ diferen
ovatelné. Hrani
í této úse£e je z
ela jist¥ jednodu
há, uzav°ená a po £áste
h hladká regulární

k°ivka. Proto bude moºno uºít Greenovy v¥ty. Nejprve snadno zji²´ujeme, ºe

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= −6y2.

Kruhová úse£ Q se v polární
h sou°adni
í
h transformuje na mnoºinu

R =
{
(̺, ϕ) ∈ R2 : 0 < ̺ < 2 ∧ π < 6ϕ < 5π ∧ ̺ sin(ϕ) > 1

}
.

Odtud tedy

∫

bd(Q)

(y3;−3xy2) dµc(x, y) = −
∫

Q

6y2
d(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
x = ̺ cos(ϕ) |∆J | = ̺
y = ̺ sin(ϕ) d(x, y) = ̺ d(̺, ϕ)

∣∣∣∣∣∣∣
=

= 6

∫ 5π/6

π/6

∫ 2

1/ sin(ϕ)

̺3 sin2(ϕ) d̺dϕ =
3

2

∫ 5π/6

π/6
sin2(ϕ)

(
16 − 1

sin4(ϕ)

)
dϕ =

= 24

∫ 5π/6

π/6
sin2(ϕ) dϕ− 3

2

∫ 5π/6

π/6

1

sin2(ϕ)
dϕ = 8π + 3

√
3.

10.2.27 P°íklad

Aplika
i Greenovy v¥ty ukáºeme také v následují
ím p°íkladu. Uvaºme vektor funk
í

~F(x, y) = (x3− y3, x3+ y3) a kruºni
i

K =
{
(x, y) ∈ E2 : x2

+ y2
= 4

}
.

Snahou je vypo£íst k°ivkový integrál druhého druhu

∫
K
~F(x, y) dµc(x, y). Vypo£t¥me hledaný integrál nejprve podle

de�ni
e. K tomu bude zapot°ebí parametriza
e kruºni
e

~ϕ(t) = (2 cos(t), 2 sin(t)) pro 0 6 t 6 2π. Dále snadno

~̇ϕ(t) = (−2 sin(t), 2 cos(t)). Pak tedy

∫

K

~F(x, y) dµc(x, y) =

∫ 2π

0

−16
(
cos3(t) − sin3(t)

)
sin(t) dt +

∫ 2π

0

16
(
cos3(t) + sin3(t)

)
cos(t) dt.
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Po pom¥rn¥ dlouhém výpo£tu vy
hází, ºe

∫

K

~F(x, y) dµc(x, y) = 12π + 12π = 24π.

Jelikoº je ale k°ivka

~ϕ(t) uzav°ená a uzavírá plo
hu (oblast) S = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 < 4} a jelikoº je vektorové pole

~F(x, y) spojit¥ diferen
ovatelné na E2, lze s výhodou pouºít Greenovy v¥ty. Vypo£teme tedy

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 3(x2

+ y2).

Pak platí

∫

K

~F(x, y) dµc(x, y) =

"

S

3(x2
+ y2) d(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
x = ̺ cos(µ) |∆J | = ̺
y = ̺ sin(µ) d(x, y) = ̺ d(̺, µ)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 2π

0

∫ 2

0

3̺3
d̺dµ = 24π.

I na tomto jednodu
hém p°íklad¥ je patrná zna£ná uºite£nost Greenovy v¥ty 10.2.23.
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Kapitola 11

Integrál po plo²e

Logi
kou alternativou pro k°ivkové integrály probrané v p°ed
házejí
í kapitole budou integrály plo²né. V této variant¥

integrálního po£tu tudíº budou p°íslu²nými integra£ními mnoºinami obe
né zak°ivené dvoudimenzionální plo
hy leºí
í v

t°ídimenzionálním prostoru E3. A integrandy budou reprezentovány bu¤ funk
emi nebo funk£ními vektory, jeji
hº de�ni£ní

obory danou plo
hu obsahují.

11.1 Dvoudimenzionální plo
hy ve t°ídimenzionálním prostoru

A£koliv by bylo jist¥ moºno de�novat (v analogii s k°ivkou v prostoru Er
) obe
nou plo
hu v Er, my se v této kapitole

zam¥°íme pouze na plo
hy v E3.

11.1.1 De�ni
e

Plo²nou parametriza
í v E3
nazveme kaºdé spojité zobrazení

~℘(u, v) : G 7→ E3, kde G ⊂ E2
je oblast. Mnoºinu

〈~℘〉 :=
{
~y ∈ E3 : ~y = ~℘(u, v) pro (u, v) ∈ G

}

nazveme geometri
kým obrazem zobrazení

~℘(u, v). Mnoºinu S ⊂ E3
nazveme plo
hou v E3, existuje-li plo²ná paramet-

riza
e

~℘(u, v) : G 7→ E3, kde G ⊂ E2
je oblast a 〈~℘〉 = S. �ekneme, ºe plo
ha S je jednodu
há, existuje-li

~℘(u, v) tak, ºe
〈~℘〉 = S a

~℘(u, v) je na oblasti G prostým zobrazením.

11.1.2 P°íklad

Plo
hou v E3
je nap°. polokoule (rozumíme samoz°ejm¥ plá²´ polokoule). Parametriza
e

~℘(ϑ, ϕ) =
(
cosϑ cosϕ, cosϑ sinϕ, sinϑ

)
(11.1)

zadaná na mnoºin¥ G = {(ϑ, ϕ) ∈ (0, π/2) × (0, 2π)}, jeº vy
hází ze sféri
ký
h sou°adni
, ni
mén¥ nepopisuje 
elou

polokouli. To je v souladu s tím, 
o jsme jiº poznali u de�ni
e sféri
ký
h sou°adni
, které se rovn¥º nezobrazují na 
elé

E3. Zde, jak je z°ejmo i z obrázku 11.51, je geometri
kým obrazem plo²né parametriza
e

~℘(u, v) polokoule

x2
+ y2

+ z2
= 1 ∧ z > 0

bez jejího "severního pólu"(0, 0, 1) a "nultého poledníku,"pro n¥jº je ϕ = 0 (viz obrázek níºe). Ani kruºni
e

x2
+ y2

= 1 ∧ z = 0

není zadanou parametriza
í popsána. Teprve uzáv¥r zmi¬ovaného geometri
kého obrazu za
elí "rány"zp·sobené faktem,

ºe G je otev°ená, a teprve tehdy pak platí rovnost

〈~℘〉 =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2
+ z2

= 1 ∧ z > 0
}
.

Zde nabádáme £tená°e, aby d·kladn¥ promyslel, které body jsou hrani£ními body mnoºiny 〈~℘〉.
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Obrázek 11.51

Geometri
ký obraz paramatriza
e (11.1).

11.1.3 P°íklad � matemati
ký anuloid

Zajímavým zástup
em plo
h v E3
je matemati
ký anuloid, nazývaný n¥kdy téº toroid £i tórus. Tato plo
ha p°edstavuje

vlastn¥ jakousi ideální pneumatiku. Její rozm¥ry jsou popsány dv¥ma polom¥ry � velkým R, jeº dimenzuje polom¥r

anuloidu (vzdálenost st°edu a osy anuloidu) a malým r, jeº dimenzuje polom¥r kruhového kolmého °ezu toroidem.

Parametriza
í matemati
kého anuloidu m·ºe být pro ε, ϕ ∈ (0, 2π) nap°. zobrazení

~℘(ϕ, ε) =
(
(R + r cos(ε)) cos(ϕ), (R+ r cos(ε)) sin(ϕ), r sin(ε)

)
.

z’

x ε 

r 

ose anuloidu 

bod (R,0,0) na

Obrázek 11.52

Vizualiza
e a °ez matemati
kého anuloidu.

11.1.4 P°íklad � matemati
ký 
imrmanoid

Unikátní ukázkou plo
hy v E3
je plo
ha vyobrazená na obrázku níºe. Tato plo
ha byla poprvé zmín¥na velkým myslitelem

Járou da Cimrmanem

1

v jeho nedokon£ené knize �asové osmi£ky, v níº se jako jeden z první
h Cimrman pokusil vysv¥tlit

vágnost pojmu £as. Jeho plynutí vysv¥tloval na v²elidový
h shromáºd¥ní
h práv¥ za pomo
í duté osmi£ky protínají
í

sebe samu v nekone£n¥ úzké ²t¥rbin¥, ve které jako v jediném míst¥ mohlo podle Cimrmana do
házet k p°esunu v £ase.

Jiº tehdy velký myslitel ve své genialit¥ p°edpovídal, ºe prostoro£as, který nazýval £asomírem

2

, je zak°iven. Není se tedy

£emu divit, ºe n¥kte°í (i mén¥ slavní) následovatelé (nap°. A. Einstein) nehodlali my²lenku J. da Cimrmana opustit a

rozvinuli ji do u
elen¥j²í
h teorií. �kodou je, ºe p·vodní Cimrmanovo ozna£ení £asové osmi£ky bylo z d·vodu po²kození

p·vodního rukopisu spleteno na £asové smy£ky, 
oº bohuºel p°etrvalo dodnes. Cimrman sám svou plo
hu o dvou pevný
h

tzv. polom¥re
h a (polom¥r £asové osmi£ky) a b (polom¥r °ezu £asové osmi£ky) zparametrizoval. Zde uvádíme p·vodní

1

Jára da Cimrman (*1843-1859 Víde¬, † neznámo, posledn¥ bezpe£n¥ zji²t¥ný pobyt: Liptákov v Jizerský
h horá
h) - národní multioborový

génius, dodnes nedo
en¥ný, fakti
ký vít¥z ankety "Nejv¥t²í �e
h."

2

Cimrman sám se názvu prostoro£as bránil, °ka, ºe nadm¥rný výskyt písmene "o"vede podv¥domí k nepodloºené aso
ia
i, ºe vesmír je

kulatý.
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Cimrman·v zápis parametriza
e s úhlovými parametry ̺ ∈ (0, 2π) a ζ ∈ (−π/4, π/4)∪ (3π/4, 5π/4)

x =
(
a + b cos(̺)

)√
cos(2ζ) cos(ζ);

y =
(
a + b cos(̺)

)√
cos(2ζ) sin(ζ);

z = b sin(̺).

Matemati£tí odborní
i se po léta p°eli, pro£ Cimrman zvolil pro popis své parametriza
e práv¥ °e
ká písmena ̺, ζ.
Odpov¥¤ nalezla aº v¥de
ká sek
e Divadla Járy Cimrmana, která nade v²í po
hybnost potvrdila, ºe zmín¥ným výb¥rem

Cimrman vzdal hold své tajné lás
e Rozet¥ Steinitzové (̺ - ro, ζ - zeta). Cimrman·v velký obdivovatel Karl Weierstrass

v ro
e 1896 pojmenoval ºiv¥ diskutovanou plo
hu matemati
kým 
imrmanoidem, 
oº vzbudilo v matemati
ké komunit¥

ne£ekaný ohlas.

Obrázek 11.53

Vizualiza
e matemati
kého 
imrmanoidu.

11.1.5 De�ni
e

Ne
h´ je dána plo²ná parametriza
e

~℘(u, v) : G 7→ E3. Plo
hu 〈~℘〉 v E3
nazveme jednodu²e uzav°enou, je-li omezenou

mnoºinou v E3
a existují-li disjunktní oblasti A,B ⊂ E3

takové, ºe pro n¥ a uzáv¥r S := 〈~℘〉 plo
hy 〈~℘〉 platí rovnosti

• A ∩ S = B ∩ S = ∅;

• A ∪ B ∪ S = E3.

11.1.6 Komentá°

Mnoºinu A z p°ede²lé de�ni
e lze jednodu²e interpretovat nap°. jako "vnit°ek"obepnutý mnoºinou S. Mnoºina B pak

p°edstavuje "vn¥j²ek."

11.1.7 De�ni
e

�ekneme, ºe plo
ha S ⊂ E3
je hladkou regulární plo
hou v E3

, pokud existuje plo²ná parametriza
e

~℘(u, v) : G 7→ E3

tak, S = 〈~℘〉, funk£ní vektor ~℘(u, v) je spojit¥ diferen
ovatelný na G a pro kaºdé (u, v) ∈ G platí

∥∥∥∥∥∥
D~℘
Du
× D~℘Dv

∥∥∥∥∥∥ (u, v) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
det




~ǫ1 ~ǫ2 ~ǫ3

∂℘1

∂u
∂℘2

∂u
∂℘3

∂u
∂℘1

∂v
∂℘2

∂v
∂℘3

∂v




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(u, v) , 0.

11.1.8 Komentá°

Pokud se na parametriza
i

~℘(u, v) díváme jako na k°ivkovou parametriza
i s parametrem v, p°edstavuje D~℘
Du podle

poznámky 10.1.5 vlastn¥ te£ný vektor ke k°iv
e leºí
í na zadané plo²e (viz £ervený "poledník"na obrázku níºe). Analogi
ky

D~℘
Dv p°edstavuje te£ný vektor k jiné k°iv
e leºí
í na zadané plo²e (viz modrá "rovnob¥ºka"na obrázku níºe). Proto tedy

p°edstavuje vektorový sou£in

D~℘
Du ×

D~℘
Dv normálový vektor k plo²e, nebo´ z de�ni
e vektorového sou£inu víme, ºe vektor

D~℘
Du ×

D~℘
Dv musí být kolmý k ob¥ma vektor·m te£ným k plo²e.
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Obrázek 11.54

Ke konstruk
i normálového vektoru.

11.1.9 De�ni
e

Ne
h´ je dána plo²ná parametrize
e

~℘(u, v) a její geometri
ký obraz 〈~℘〉 ⊂ E3. Ozna£me S jeho uzáv¥r, tj. S := 〈~℘〉.
�ekneme, ºe bod

~a ∈ S neleºí na okraji plo
hy S, existuje-li ε > 0 takové, ºe pro v²e
hna δ ∈ (0, ε) je pr·nikem koule

{
(x, y, z) ∈ E3 : (x − a1)2

+ (y − a2)2
+ (z − a3)2

= δ2
}

a plo
hy S jedna nebo n¥kolik uzav°ený
h k°ivek. Ozna£íme-li S⊛ mnoºinu v²e
h takový
h bod·, pak okrajem plo
hy

rozumíme mnoºinu

edge(S) := S \ S⊛.

11.1.10 Komentá°

Zde nabádáme £tená°e, aby promyslel rozdíl mezi hrani
í plo
hy a jejím okrajem, a aby tyto pojmy z°eteln¥ odli²oval.

11.2 Plo²né integrály

Je-li nyní korektn¥ zaveden pojem dvoudimenzionální plo
hy ve t°ídimenzionálním prostoru, lze p°ejít k de�ni
ím obou

základní
h typ· plo²ný
h integra
í.

11.2.1 Úmluva

Ve zbytku kapitoly budeme p°edpokládat, ºe je-li pro plo
hu S poºadována jistá vlastnost, pak p°íslu²ná plo²ná parame-

triza
e tuto vlastnost garantuje. Tedy °ekneme-li nap°íklad, ºe plo
ha S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + z2 = 4} je jednodu
há a

~℘(u,w) : G 7→ E3
je její parametriza
e, pak budeme p°edpokládat, ºe

~℘(u,w) je práv¥ ono prosté zobrazení na G. Pro
plo
hu S by bylo totiº jist¥ moºné nalézt parametriza
i, která prostým zobrazením není.

11.2.2 De�ni
e

Ne
h´

~℘(u, v) je parametriza
e jednodu
hé hladké regulární plo
hy v S ⊂ E3. Ne
h´ f (~x) : E3 7→ R je funk
e de�novaná

alespo¬ na mnoºin¥ S. Potom de�nujeme plo²ný integrál prvního druhu z funk
e f (~x) p°es plo
hu 〈~℘〉 p°edpisem
"

S

f (~x) dµs(~x) :=

"

G

f
(
~℘(u, v)

)
·
∥∥∥∥∥∥
D~℘
Du
× D~℘Dv

∥∥∥∥∥∥ (u, v) d(u, v),

pokud integrál napravo existuje (bu¤ jako Riemann·v nebo jako Lebesgue·v). �íslo

!

S
1 dµs(~x), pokud existuje, nazýváme

obsahem plo
hy S v E3.
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11.2.3 Komentá°

Podotýkáme, ºe hodnota µ(S) =
!

S
1 dµs(~x) p°edstavuje klasi
kou dvojrozm¥rnou míru plo
hy S ve t°ídimenzionálním

prostoru.

11.2.4 De�ni
e

Ne
h´ je zadána plo
ha S parametriza
í

~℘(u, v) : G 7→ E3
a její obsah ne
h´ je roven £íslu σ ∈ R. T¥ºi²t¥m plo
hy S

rozumíme bod

~a = (a1, a2, a3) ∈ E3
, pro jehoº sou°adni
e platí

ai :=
1

σ

"

S

xi dµs(~x) =

!

S
xi dµs(~x)

!

S
1 dµs(~x)

,

pokud integrál v £itateli existuje a je kone£ný.

11.2.5 De�ni
e

Ne
h´

~℘(u, v) : G 7→ E3
je parametriza
e jisté jednodu
hé a hladké regulární plo
hy v S ⊂ E3. Pak funk
i

∆g(u, v) := det




〈D~℘
Du

∣∣∣∣D~℘Du

〉 〈D~℘
Du

∣∣∣∣D~℘Dv

〉
〈D~℘
Dv

∣∣∣∣D~℘Du

〉 〈D~℘
Dv

∣∣∣∣D~℘Dv

〉

(u, v)

de�novanou v²ude na G nazýváme Gramovým determinantem (gramiánem) plo²né parametriza
e

~℘(u, v).

11.2.6 Komentá°

Není bez zajímavosti, ºe v jiº zmín¥ném díle Járy da Cimrmana se autor zabýval také obe
n¥j²ími pojmy, neº jsou plo
hy

v E3. P°i této p°íleºitosti studoval také zobe
n¥ní Gramova determinantu na tzv. Cimrman·v determinant (
imrmanián).

Gram·v determinant je tedy spe
iálním p°ípadem determinantu Cimrmanova. Pone
háme na £tená°i, které ozna£ení

p°íjme za své.

11.2.7 V¥ta � o gramiánu

Ne
h´

~℘(u, v) : G 7→ E3
je parametriza
e jisté jednodu
hé a hladké regulární plo
hy v S ⊂ E3. Pak je mati
e

G =




〈D~℘
Du

∣∣∣∣D~℘Du

〉 〈D~℘
Du

∣∣∣∣D~℘Dv

〉
〈D~℘
Dv

∣∣∣∣D~℘Du

〉 〈D~℘
Dv

∣∣∣∣D~℘Dv

〉



pozitivn¥ de�nitní pro jakoukoli uspo°ádanou dvoji
i (u, v) ∈ G, a Gram·v determinant (p°esn¥ji: Cimrman·v determi-

nant) je tudíº na G kladnou funk
í.

D·kaz:

• ozna£me

~a = D
~℘
Du a

~b = D
~℘
Dv

• jedná se o t°ídimenzionální vektory, které jsou na základ¥ de�ni
e hladké regulární plo
hy z
ela jist¥ lineárn¥

nezávislé

• ve tvrzení S
hwarzovy-Cau
hyovy-Bunjakovského nerovnosti (viz v¥ta 6.2.3 ve skripte
h [8℄) tudíº platí nerovnost

ostrá, konkrétn¥ |〈~a|~b〉|2 < 〈~a|~a〉 〈~b|~b〉
• pozitivní de�nitnost mati
e G prokáºeme Sylvesterovým kritériem

• první hlavní minor mati
e G je roven £íslu 〈~a|~a〉 = ‖~a‖2, o kterém z axiom· normy z
ela jist¥ víme, ºe je nulové

tehdy a jen tehdy, je-li

~a = ~0, 
oº jist¥ není p°ípad tohoto d·kazu kv·li jiº diskutované lineární nezávislosti vektor·

~a a

~b

• druhým hlavním minorem mati
e G je práv¥ gramián, tj. výraz 〈~a|~a〉〈~b|~b〉 − 〈~a|~b〉〈~a|~b〉⋆ = ‖~a‖2‖~b‖2 − |〈~a|~b〉|2

• z S
hwarzovy-Cau
hyovy-Bunjakovského nerovnosti ale ihned vyplývá, ºe 〈~a|~a〉〈~b|~b〉 − 〈~a|~b〉〈~b|~a〉 > 0

• tím jsou ob¥ dokazovaná tvrzení beze zbytku prokázána
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11.2.8 V¥ta

Ne
h´ jsou spln¥ny p°edpoklady de�ni
e 11.2.2 a ∆g(u, v) je Gram·v determinant (p°esn¥ji: Cimrman·v determinant)

plo²né parametriza
e

~℘(u, v). Pak platí rovnost

"

〈~℘〉
f (~x) dµs(~x) =

"

G

f
(
~℘(u, v)

)√
∆g(u, v)d(u, v).

D·kaz:

• v následují
í
h úvahá
h uvaºujeme plo²nou parametriza
i

~℘(u, v) : G 7→ E3

• ozna£me pro jednodu
host

~a = D
~℘
Du a

~b = D
~℘
Dv

• pro d·kaz tvrzení posta£í ukázat, ºe na G platí rovnost

∥∥∥∥∥∥
D~℘
Du
× D~℘Dv

∥∥∥∥∥∥
2

(u, v) = ∆g(u, v),


oº je ekvivalentní rovnosti

‖~a ×~b‖2 = det



〈~a|~a〉 〈~a|~b〉
〈~b|~a〉 〈~b|~b〉




• snadno

‖~a ×~b‖2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
det




~ǫ1 ~ǫ2 ~ǫ3

a1 a2 a3

b1 b2 b3




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

= ‖(a2b3 − b2a3, a3b1 − b3a1, a1b2 − b1a2‖2

‖~a ×~b‖2 = a2
2b2

3 + a2
3b2

2 − 2a2a3b2b3 + a2
3b2

1 + a2
1b2

3 − 2a1a3b1b3 + a2
1b2

2 + a2
2b2

1 − 2a1a2b1b2

• p°itom ale

det



〈~a|~a〉 〈~a|~b〉
〈~b|~a〉 〈~b|~b〉


 = 〈~a|~a〉〈~b|~b〉 − 〈~a|~b〉〈~b|~a〉 = ‖~a‖

2‖~b‖2 − |〈~a|~b〉|2 =

= (a2
1 + a2

2 + a2
3)(b2

1 + b2
2 + b2

3) − (a1b1 + a2b2 + a3b3)2
=

= a2
2b2

3 + a2
3b2

2 − 2a2a3b2b3 + a2
3b2

1 + a2
1b2

3 − 2a1a3b1b3 + a2
1b2

2 + a2
2b2

1 − 2a1a2b1b2

• tím je d·kaz proveden

11.2.9 P°íklad

Pokusme se nyní ov¥°it známý vzore
 pro obsah plá²t¥ koule o polom¥ru r. Zvolme parametriza
i vze²lou ze sféri
ký
h

sou°adni
, a si
e

x = r cos(ϑ) cos(ϕ), y = r cos(ϑ) sin(ϕ), z = r sin(ϑ). (11.2)

Podotýkáme, ºe r je pevný parametr, tedy nikoliv prom¥nná, jako je tomu u klasi
ký
h sféri
ký
h sou°adni
. Dále

ϑ ∈ (−π/2, π/2) a ϕ ∈ (0, 2π). Tedy

~℘(ϑ, ϕ) =
(
r cos(ϑ) cos(ϕ), r cos(ϑ) sin(ϕ), r sin(ϑ)

)
.

Dále

D~℘
Dϑ =

(
−r sin(ϑ) cos(ϕ),−r sin(ϑ) sin(ϕ), r cos(ϑ)

)
,

D~℘
Dϕ =

(
−r cos(ϑ) sin(ϕ), r cos(ϑ) cos(ϕ), 0

)
.
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Odtud snadno vypo£teme skalární sou£iny

〈
D~℘
Dϑ

∣∣∣∣∣∣
D~℘
Dϑ

〉
= r2 sin2(ϑ) cos2(ϕ) + r2 sin2(ϑ) sin2(ϕ) + r2 cos2(ϑ) = r2,

〈
D~℘
Dϕ

∣∣∣∣∣∣
D~℘
Dϕ

〉
= r2 cos2(ϑ) sin2(ϕ) + r2 cos2(ϑ) cos2(ϕ) = r2 cos2(ϑ),

〈
D~℘
Dϑ

∣∣∣∣∣∣
D~℘
Dϕ

〉
= r2 sin(ϑ) cos(ϑ) sin(ϕ) cos(ϕ) − r2 sin(ϑ) cos(ϑ) sin(ϕ) cos(ϕ) = 0,

jeº jsou nutné k vy£íslení Gramova determinantu ∆g = r4 cos2(ϑ). Podle de�ni
e plo²ného integrálu prvního druhu pak

tedy platí

"

〈~℘〉
1 dµs(x, y, z) =

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2
r2 cos(ϑ) dϑdϕ = 4πr2.

11.2.10 P°íklad

Pro kladné parametry a, b a plo
hu S = {(x, y, z) ∈ E3 : y2 + z2 = 2ay + 2bz} vypo£t¥me plo²ný integrál

∫

S

e−|x| dµs(x, y, z).

Je nasnad¥, ºe zadanou plo
hou je vále
 (y−a)2+ (z−b)2 = a2+b2
o polom¥ru kolmého °ezu r =

√
a2 + b2. Podotýkáme,

ºe osa vál
e je rovnob¥ºná se sou°adnou osou x. Tedy volíme parametriza
i vze²lou z 
ylindri
ký
h sou°adni


x = s, y = a + r cos(t), z = b + r sin(t),

kde s ∈ R a t ∈ (0, 2π). Pak
D~℘
Ds
= (1, 0, 0),

D~℘
Dt
=

(
0,−r sin(t), r cos(t)

)

a Gram·v determinant má jednodu
hý tvar ∆g = r2. Odtud snadno

∫

S

e
−|x|
dµs(x, y, z) =

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
e
−|s| rdsdt = 4πr = 4π

√
a2 + b2.

11.2.11 De�ni
e

Ne
h´

~℘(u, v) je parametriza
e jednodu
hé hladké regulární plo
hy v euklidovském prostoru E3. Ne
h´ je dán funk£ní

vektor

~F(~x) : E3 7→ E3
de�novaný alespo¬ na mnoºin¥ 〈~℘〉. Pak de�nujeme plo²ný integrál druhého druhu z funk£ního

vektoru

~F(~x) p°es plo
hu 〈~℘〉 p°edpisem
"

〈~℘〉
~F(~x) dµs(~x) :=

"

G

〈
~F
(
~℘(u, v)

) ∣∣∣∣∣∣
D~℘
Du

(u, v) × D~℘Dv
(u, v)

〉
d(u, v),

je-li pravá strana de�nována. Tento integrál n¥kdy zapisujeme téº v mén¥ formálním tvaru

∫

〈~℘〉
F1(~x) dx2dx3 + F2(~x) dx3dx1 + F3(~x) dx1dx2.

11.2.12 P°íklad

Vypo£t¥me plo²ný integrál druhého druhu z funk£ního vektoru (x, y, z) p°es plá²´ koule (11.2) zavedené v p°íkladu 11.2.9.

Nejprve vypo£teme vektorový sou£in

D~℘
Dϑ ×

D~℘
Dϕ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~ǫ1 ~ǫ2 ~ǫ3

−r sin(ϑ) cos(ϕ) −r sin(ϑ) sin(ϕ) r cos(ϑ)

−r cos(ϑ) sin(ϕ) r cos(ϑ) cos(ϕ) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

(
−r2 cos2(ϑ) cos(ϕ),−r2 cos2(ϑ) sin(ϕ),−r2 sin(ϑ) cos(ϑ)

)
.
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A protoºe

〈
(x, y, z)

∣∣∣∣∣∣
D~℘
Du
× D~℘Dv

〉
=

= −r3
〈
(cos(ϑ) cos(ϕ), cos(ϑ) sin(ϕ), sin(ϑ))

∣∣∣∣
(
cos2(ϑ) cos(ϕ) , cos2(ϑ) sin(ϕ), sin(ϑ) cos(ϑ)

)〉
=

= −r3 cos3(ϑ) cos2(ϕ) − r3 cos3(ϑ) sin2(ϕ) − r3 sin2(ϑ) cos(ϑ) = −r3 cos(ϑ),

redukuje se hledaný plo²ný integrál na jednodu
hý výpo£et

−
∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2
r3 cos(ϑ) dϑdϕ = −4πr3.

11.2.13 V¥ta � o nezávislosti plo²ného integrálu na parametriza
i

Ne
h´

~℘1(u, v) a ~℘2(u, v) jsou dv¥ parametriza
e téºe jednodu
hé hladké regulární plo
hy v E3
takové, ºe 〈~℘1〉 = 〈~℘2〉.

Ne
h´ funk
e f (~x) : E3 7→ R a vektor funk
í

~F(~x) : E3 7→ E3
jsou de�novány alespo¬ na 〈~℘1〉. Pak platí rovnosti

"

〈~℘1〉
f (~x) dµs(~x) =

"

〈~℘2〉
f (~x) dµs(~x),

"

〈~℘1〉
~F(~x) dµs(~x) = a

"

〈~℘2〉
~F(~x) dµs(~x),

kde bu¤ a = 1, nebo a = −1, jsou-li integrály na pravý
h straná
h de�novány.

D·kaz:

• je náplní 
vi£ení 337

11.2.14 P°íklad

Vypo£t¥me z−ovou sou°adni
i t¥ºi²t¥ polokoule K = {(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 + z2 = r2 ∧ z > 0}. Zvolme parametriza
i

~℘(ϑ, ϕ) = (r cos(ϑ) cos(ϕ); r cos(ϑ) sin(ϕ); r sin(ϑ)), kde v na²em p°ípad¥ ϑ ∈ (0, π/2) a ϕ ∈ (0, 2π). Obsah (tj. plo²ná

míra) diskutované polokoule je zjevn¥ µS(K) = 2πr2. Gram·v determinant byl jiº vypo£ten v p°íklad¥ 11.2.9 a jeho

hodnota je ∆g = r4 cos2(ϑ). T°etí (z−ovou) sou°adni
i t¥ºi²t¥ vypo£teme podle de�ni£ního vztahu jako

1

2πr2

"

〈~℘〉
z dµs(x, y, z) =

1

2πr2

∫ 2π

0

∫ π/2

0

r3 sin(ϑ) cos(ϑ) dϑdϕ =
r

2
.

T¥ºi²t¥ mnoºiny K se tedy na
hází v bod¥ (0, 0, r/2).

11.2.15 V¥ta � linearita plo²ného integrálu

Ne
h´

~℘(u, v) je parametriza
e plo
hy v E3
, f (~x), g(~x) : E3 7→ R ne
h´ jsou funk
e a

~F(~x), ~G(~x) : E3 7→ E3
ne
h´ jsou

funk£ní vektory. Ne
h´ dále α, β ∈ R. Pak platí rovnosti

∫

〈~℘〉

(
α f (~x) + βg(~x)

)
dµs(~x) = α

∫

〈~℘〉
f (~x) dµs(~x) + β

∫

〈~℘〉
g(~x) dµs(~x),

∫

〈~℘〉

(
α~F(~x) + β~G(~x)

)
dµs(~x) = α

∫

〈~℘〉
~F(~x) dµs(~x) + β

∫

〈~℘〉
~G(~x) dµs(~x),

pokud integrály na pravý
h straná
h existují.

D·kaz:

• je náplní 
vi£ení 338
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11.2.16 V¥ta � monotonie plo²ného integrálu

Ne
h´

~℘(u, v) je plo²ná parametriza
e v E3
a f (~x), g(~x) : E3 7→ R funk
e takové, ºe pro v²e
hna

~x ∈ 〈~℘〉 platí nerovnost
f (~x) 6 g(~x). Pak platí ∫

〈~℘〉
f (~x) dµs(~x) 6

∫

〈~℘〉
g(~x) dµs(~x),

pokud oba plo²né integrály existují.

D·kaz:

• je náplní 
vi£ení 339

11.2.17 P°íklad

V tomto p°íklad¥ si ukáºeme, ºe je-li t°ídimenzionální plo
ha S kolmá k rovin¥ xy a je-li dána vektorová funk
e

~F(x, y, z) =
(0, 0,H(x, y, z)), pak je p°íslu²ný plo²ný integrál druhého druhu nulový. Kolmou plo
hou k rovin¥ xy rozumíme plo
hu,

jejíº projek
í do roviny xy je k°ivka, a nikoliv plo
ha, jak tomu nejb¥ºn¥ji. Parametriza
i zmín¥né dvoudimenzionální

k°ivky popi²me vektorovou funk
í

~ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t)); t ∈ 〈a, b〉.
Uvedenou plo
hu popi²me plo²nou parametriza
í

~℘(t, s) = (ϕ1(t), ϕ2(t), s); (t, s) ∈ (a, b) × (g1(t), g2(t)).

Normálový vektor k dané plo²e má následují
í podobu:

D~℘
Dt
× D~℘Ds

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~ǫ1 ~ǫ2 ~ǫ3

ϕ̇1(t) ϕ̇2(t) 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ϕ̇2(t),−ϕ̇1(t), 0).

Odtud pak zjevn¥

"

S

~F(~x) dµs(~x) =

∫ b

a

∫ g2(t)

g1(t)

〈
(0, 0,H(x, y, z)) | (ϕ̇2(t),−ϕ̇1(t), 0)

〉
dsdt =

∫ b

a

∫ g2(t)

g1(t)

0 dsdt = 0,


oº skute£n¥ potvrzuje, ºe plo²ný integrál druhého druhu je za daný
h podmínek nulový.

11.3 Integrální v¥ty teorie plo²ný
h integra
í

Jednou z nejznám¥j²í
h oblastí problematiky plo²ný
h integra
í jsou tzv. integrální v¥ty. Pro svou hloubku, elegan
i i

²iroké spektrum aplika
í bývají tyto v¥ty povaºovány za jedny z nejkrásn¥j²í
h výsledk· klasi
ké matemati
ké analýzy.

Jsou mimo jiné proslulé svým aplika£ním poten
iálem. Lze se s nimi setkat nap°. p°i odvozování rovni
e kontinuity v

me
hani
e kapalin, p°i elegantní reformula
i Maxwellový
h rovni
 elektrodynamiky nebo p°i výpo£te
h komplikovaný
h

ví
erozm¥rný
h integrál·.

11.3.1 V¥ta � Stokesova

Ne
h´ je mnoºina S jednodu
hou hladkou regulární plo
hou v E3, jejíº okraj tvo°í uzav°ená, jednodu
há a po £áste
h

hladká regulární k°ivka C Ne
h´ dále existuje otev°ená mnoºina G taková, ºe pro uzáv¥r mnoºiny S platí S ⊂ G. Ne
h´
je naví
 dán vektor funk
í

~F(~x) : E3 7→ E3, spojit¥ diferen
ovatelný na mnoºin¥ G. Potom

∮

C

~F(~x) dµc(~x) = a

"

S

rot ~F(~x) dµs(~x), (11.3)

kde bu¤ a = 1, nebo a = −1.

D·kaz:

• d·kaz pro nejobe
n¥j²í tvar plo
hy, který p°ipou²tí zn¥ní v¥ty, je pon¥kud netriviální
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• lze ho nalézt nap°íklad v knize [11℄ na straná
h 209�211

• my budeme na²i verzi demonstrovat na zjednodu²ené variant¥, kdy je plo
hou S graf funk
e g(x, y) : T 7→ R, kde
T je oblast v R2

• p°edpokládejme také, ºe g(x, y) ∈ C2(T)

• ozna£me symbolem ∂T kladn¥ orientovanou (tj. pravoto£iv¥ orientovanou) hrani
i oblasti T (viz také obrázek)

Obrázek 11.55

K°ivky a plo
hy vystupují
í v d·kaze Stokesovy v¥ty.

• parametriza
i k°ivky ∂T volíme p°irozen¥, a si
e

~ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), 0); t ∈ 〈a, b〉

• budeme-li p°edpokládat, ºe plo
ha S je orientována tak, ºe její normálový vektor mí°í ve sm¥ru kladné £ásti osy z,
pak k°ivková parametriza
e

~ψ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), g(ϕ1(t), ϕ2(t))); t ∈ 〈a, b〉
okraje plo
hy S je s k°ivkou ∂T souhlasn¥ orientována

• parametriza
e

~ϕ(t) a ~ψ(t) se od sebe li²í jen tím, ºe t°etí sloºka

~ψ(t) je zvednuta do správné vý²ky grafu funk
e

g(x, y)

• podle de�ni
e k°ivkového interálu získáváme:

∫

C

~F(~x) dµc(~x) =

∫ b

a

〈~F(~ψ(t))|~ψ′(t)〉 dt =

=

∫ b

a

(
F1(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2)) · ϕ′1 + F2(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2)) · ϕ′2 + F3(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2))

(
∂g

∂x
ϕ′1 +

∂g

∂y
ϕ′2

))
dt =

=

∫ b

a

(
F1(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2)) +

∂g

∂x
F3(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2))

)
· ϕ′1 dt+

+

∫ b

a

(
F2(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2)) +

∂g

∂y
F3(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2))

)
· ϕ′2 dt

• zavedeme si nové rovinné pole

~G(x, y) = (G1(x, y),G2(x, y))
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• k tomu pouºijeme tyto vztahy

G1(x, y) = F1(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2)) +
∂g

∂x
F3(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2)),

G2(x, y) = F2(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2)) +
∂g

∂y
F3(ϕ1, ϕ2, g(ϕ1, ϕ2)),

• p°evedením poslední
h dvou integrál· do °e£i tohoto nového funk£ního vektoru získáváme vztah

∫ b

a

G1(ϕ1(t), ϕ2(t))ϕ′1(t) dt +

∫ b

a

G2(ϕ1(t), ϕ2(t))ϕ′2(t) dt =

∫ b

a

〈~G|(ϕ′1, ϕ′2)〉 dt =
∫

∂T

~G(x, y) dµc(x, y)

• odtud získáváme pr·b¥ºný mezivýsledek tvaru

∫

C

~F(~x) dµc(~x) =

∫

∂T

~G(x, y) dµc(x, y)

• na integrál na pravé stran¥ nyní budeme aplikovat Greenovu v¥tu 10.2.23

• podle ní ∫

∂T

~G(x, y) dµc(x, y) =

"

T

(
∂G2

∂x
− ∂G1

∂y

)
(x, y) d(x, y)

• výraz na pravé stran¥ nyní pouze zbývá vrátit zp¥t do °e£i p·vodního vektorového pole

~F(x, y, z) : E3 7→ E3

• odtud

"

T

(
∂G2

∂x
− ∂G1

∂y

)
(x, y) d(x, y) =

=

"

T

∂F2

∂x
+
∂F2

∂z

∂g

∂x
+
∂2g

∂x∂y
F3 +

∂g

∂y

(
∂F3

∂x
+
∂F3

∂z

∂g

∂x

)
− ∂F1

∂y
− ∂F1

∂z

∂g

∂y
− ∂2g

∂x∂y
F3 −

∂g

∂x

(
∂F3

∂y
+
∂F3

∂z

∂g

∂y

)
d(x, y) =

"

T

−∂g

∂x

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z

)
− ∂g

∂y

(
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x

)
+

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
d(x, y) =

=

"

T

〈(
−∂g

∂x
,−∂g

∂y
, 1

)
|
(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)〉
d(x, y)

• v tomto tvaru jiº poznáváme normálu

~n = ~n(x, y, g(x, y)) =

(
−∂g

∂x
,−∂g

∂y
, 1

)

k plo²e S (viz obrázek)

• druhý £len p°edstavuje, jak je z°ejmé, rota
i vektorové funk
e

~F(x, y, z) : E3 7→ E3
,

• proto

"

T

(
∂G2

∂x
− ∂G1

∂y

)
(x, y) d(x, y) =

"

S

rot ~F(x, y, z) dµs(x, y, z),

potaºmo ∫

C

~F(x, y, z) dµc(x, y, z) =

"

S

rot ~F(x, y, z) dµs(x, y, z)

• a to zavr²uje d·kaz

• na záv¥r si uv¥domme, ºe máme-li Stokesovu v¥tu dokázánu pro p°ípad elementární
h plo
h, jeº jsou reprezentovány

grafy spojit¥ diferen
ovatelný
h funk
í, lze p°íslu²né tvrzení snadno dokázat i pro plo
hy, které mají rozklad na

elementární plo
hy tohoto typu

• k°ivkové integrály p°es spole£né £ásti hrani
 díl£í
h plo
h mají opa£ná znaménka, a tak se£tením rovností (11.3)

platný
h pro v²e
hny díl£í plo
hy získáváme Stokes·v vzore
 i pro obe
ný p°ípad
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11.3.2 P°íklad

Vypo£t¥me k°ivkový integrál

∫
C

y2dx + z2dy + x2dz, kde

C = {(x, y, z) ∈ E3 : x2
+ y2

+ z2
= r2 ∧ x2

+ y2
= rx ∧ z > 0}.

Z de�ni
e mnoºiny C je jasné, ºe C je k°ivkou, která vznikne jako pr·nik plá²t¥ koule x2
+ y2

+ z2
= r2

a plá²t¥ vál
e

(x − r/2)2 + y2 = r2/4. K°ivka je vyobrazena na následují
ím obrázku.

Obrázek 11.56

Pr·sek plá²t¥ koule a vál
e.

Jelikoº k°ivka uzavírá plo
hu

S =

{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2
+ z2

= r2 ∧
(
x − r

2

)2

+ y2 <
r2

4
∧ z > 0

}
,

lze pouºít Stokesovu v¥tu. Podotýkáme, ºe k°ivka uzavírá i jiné plo
hy neº S, ale zvolená plo
ha se jednak nabízí a jednak
je jednodu
há k parametrizování. K její aplika
i pot°ebujeme vypo£ítat rota
i

rot(y2, z2, x2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~ǫ1 ~ǫ2 ~ǫ3

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2 z2 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2 (z, x, y)

a také parametrizovat plo
hu S. Zvolíme z
ela logi
ky parametriza
i

~℘(̺, t) =
(

r

2
+

r

2
̺ cos(t),

r

2
̺ sin(t),

r

2

√
3 − 2̺ cos(t) − ̺2

)
,

jeº vze²la ze zobe
n¥ný
h vál
ový
h sou°adni
 a v níº je parametr ̺ vybrán z oblasti (0, 1) a parametr t z oblasti (0, 2π).
Pak platí

D~℘
D̺ =




r

2
cos(t),

r

2
sin(t),− r

2

cos(t) + ̺
√

3 − 2̺ cos(t) − ̺2


 ,

D~℘
Dt
=


−

r

2
̺ sin(t),

r

2
̺ cos(t),

r

2

̺ sin(t)
√

3 − 2̺ cos(t) − ̺2


 .

Dále platí

D~℘
D̺ ×

D~℘
Dt
=

r2

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~ǫ1 ~ǫ2 ~ǫ3

cos(t) sin(t) − cos(t)+̺√
3−2̺ cos(t)−̺2

−̺ sin(t) ̺ cos(t)
̺ sin(t)√

3−2̺ cos(t)−̺2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
r2

4




̺(1 + ̺ cos(t))
√

3 − 2̺ cos(t) − ̺2
,

̺2 sin(t)
√

3 − 2̺ cos(t) − ̺2
, ̺


 .

Pak podle tvrzení Stokesovy v¥ty platí

∫

C

y2dx + z2dy + x2dz = a

∫

S

rot(y2, z2, x2) dµs(x, y, z) =

= −ar3

4

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
̺ + ̺2 cos(t) + 2̺2 sin(t) + ̺3 cos(t) sin(t)

)
dtd̺ = −ar3

4

∫ 1

0

∫ 2π

0

̺ dtd̺ = −πa

4
r3,

kde tedy a je bu¤ plus, nebo minus jedna. Ve 
vi£ení 336 se p°ímým výpo£tem ukáºe, ºe a = 1. Podotýkáme, ºe

v p°ede²lém zápise byly vyne
hány n¥které integrály, které jsou z
ela zjevn¥ nulové díky periodi
it¥ goniometri
ký
h

funk
í, které v ni
h vystupují, a faktu, ºe integra£ní prom¥nná t probíhá interval (0, 2π).
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11.3.3 V¥ta � Gaussova-Ostrogradského

Ne
h´ V ⊂ E3
je omezená oblast, k níº existuje jednodu
há, jednodu²e uzav°ená a hladká regulární plo
ha 〈~℘〉 taková,

ºe pro S := 〈~℘〉 je S = bd(V). Ne
h´ dále existuje otev°ená mnoºina G taková, ºe pro uzáv¥r mnoºiny V platí V ⊂ G.

Ne
h´

~F(~x) : E3 7→ E3
je funk£ní vektor spojit¥ diferen
ovatelný na G. Pak

"

S

~F(~x) dµs(~x) = a

$

V

div~F(~x) d(x1, x2, x3),

kde a je bu¤ 1 nebo −1.

D·kaz:

• v¥tu budeme dokazovat pouze pro takové základní t¥leso V, které leºí mezi dv¥ma grafy funk
í dvou prom¥nný
h,

a to nejen z pohledu roviny xy, ale také z pohledu rovin xz a yz

• kompletní a nejobe
n¥j²í d·kaz je veden pom¥rn¥ te
hni
ky a je zna£n¥ rozsáhlý

• pro p°ípadné zájem
e zde uvádíme, ºe kompletní d·kaz je k dispozi
i nap°íklad v knize [11℄ na stránká
h 195�204

• my v na²em zúºeném d·kaze tedy p°edpokládejme, ºe pro základní t¥leso V zárove¬ platí:

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ Dxy ∧ f1(x, y) 6 z 6 f2(x, y)

}
, (11.4)

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 : (x, z) ∈ Dxz ∧ g1(x, z) 6 y 6 g2(x, z)

}
, (11.5)

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 : (y, z) ∈ Dyz ∧ h1(y, z) 6 x 6 h2(y, z)

}
, (11.6)

kde Dxy, resp. Dxz, Dyz jsou projek
e t¥lesa V do roviny xy, resp. xz, yz

• jakkoli je tento p°edpoklad zjevnou újmou na obe
nosti tvrzení Gaussovy v¥ty, mezi základní t¥lesa pat°í drtivá

v¥t²ina klasi
ký
h t°ídimenzionální
h mnoºin, tedy nap°íklad v²e
hny konvexní mnoºiny, tj. koule, elipsoidy, pseu-

doelipsoidy, kvádry £i hranoly atd.

• uvaºme tedy spojit¥ diferen
ovatelné vektorové pole

~F(x, y, z) : E3 7→ E3

• pro n¥j jist¥ plati:

$

V

div~F(x, y, z) d(x, y, z) =

$

V

∂F1

∂x
d(x, y, z)+

$

V

∂F2

∂y
d(x, y, z)+

$

V

∂F3

∂z
d(x, y, z)

• v kaºdém z t¥
hto integrál· pouºijeme to vyjád°ení mnoºiny V, které je pro daný integrál nejvýhodn¥j²í

• pro první integrál je to tvar (11.6), pro druhý (11.5) a pro t°etí je to tvar (11.4)

• odtud dostáváme

$

V

div~F(x, y, z) d(x, y, z) =

"

Dyz

(∫ h2(y,z)

h1(y,z)

∂F1

∂x
dx

)
d(y, z)+

+

"

Dxz

(∫ g2(x,z)

g1(x,z)

∂F2

∂y
dy

)
d(x, z)+

"

Dzy

(∫ f2(x,y)

f1(x,y)

∂F3

∂z
dz

)
d(x, y) =

=

"

Dyz

(
F1(h2(y, z), y, z)− F1(h1(y, z), y, z)

)
d(y, z)+

=

"

Dxz

(
F2(x, g2(x, z), z)− F2(x, g1(x, z), z)

)
d(x, z)+

=

"

Dxy

(
F3(x, y, f2(x, y))− F3(x, y, f1(x, y))

)
d(x, y)

• rozeberme nyní nap°íklad poslední z integrál·
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• ten si lze p°edstavit jako

"

Dxy

〈(
0, 0, F3(x, y, f2(x, y))

) |
(
−∂ f2

∂x
,−∂ f2

∂y
, 1

)〉
d(x, y)+

"

Dxy

〈(
0, 0, F3(x, y, f1(x, y))

) |
(
∂ f1

∂x
,
∂ f1

∂y
,−1

)〉
d(x, y)

• a protoºe vektor

(
− ∂ f2
∂x ,−

∂ f2
∂y , 1

)
je normálovým vektorem ke grafu Γ( f2) funk
e f2(x, y), který m·ºe být p°irozen¥

popsán plo²nou parametriza
í

~℘(x, y) = (x, y, f2(x, y)) (viz také komentá° 1.1.19), platí, ºe

"

Dxy

〈(
0, 0, F3(x, y, f2(x, y))

) |
(
−∂ f2

∂x
,−∂ f2

∂y
, 1

)〉
d(x, y) =

"

Γ( f2)

(0, 0, F3) dµs(x, y, z)

• na tomto míst¥ doporu£ujeme £tená°i, aby p°ímým výpo£tem ukázal, ºe normálový vektor p°íslu²ný k plo²né

parametriza
i

~℘(x, y) = (x, y, f2(x, y)) je skute£n¥ tvaru

(
− ∂ f2
∂x ,−

∂ f2
∂y , 1

)

• z
ela analogi
ky lze ukázat, ºe platí rovnost

"

Dxy

〈(
0, 0, F3(x, y, f1(x, y))

) |
(
∂ f1

∂x
,
∂ f1

∂y
,−1

)〉
d(x, y) =

"

Γ( f1)

(0, 0, F3) dµs(x, y, z)

• a protoºe plo²né integrály z vektorové funk
e (0, 0, F3) p°es zbylé st¥ny plo
hy S jsou automati
ky nulové (nebo´

jsou v²e
hny kolmé k rovin¥ xy, a tudíº rovnob¥ºné s vektorem (0, 0, F3)), lze odtud vyvodit, ºe

"

Dxy

(
F3(x, y, f2(x, y))− F3(x, y, f1(x, y))

)
d(x, y) =

"

S

(0, 0, F3) dµs(x, y, z)

• nulovost zmín¥ný
h integrál· je ov¥°ena v p°íklad¥ 11.2.17

• z
ela totoºné úvahy jen se zam¥n¥nými rolemi prom¥nný
h x, y, z vedou k výsledk·m

"

Dxz

(
F2(x, g2(x, z), z)− F2(x, g1(x, z), z)

)
d(x, z) =

"

S

(0, F2, 0) dµs(x, y, z)

"

Dyz

(
F1(h2(y, z), y, z)− F1(h1(y, z), y, z)

)
d(y, z) =

"

S

(F1, 0, 0) dµs(x, y, z)

• slou£ením t¥
hto výsledk· pak dostáváme, ºe

$

V

div~F(x, y, z) d(x, y, z) =

"

S

(0, 0, F3) dµs(x, y, z)+

"

S

(0, F2, 0) dµs(x, y, z)+

"

S

(F1, 0, 0) dµs(x, y, z) =

=

"

S

(F1, F2, F3) dµs(x, y, z) =

"

S

~F(x, y, z) dµs(x, y, z)

• a to zavr²uje d·kaz

11.3.4 Komentá°

Tvrzení Gaussovy-Ostrogradského v¥ty lze zobe
nit i na po £áste
h hladké regulární plo
hy v E3.My jsme ov²em v t¥
hto

skripte
h zmín¥ný pojem nede�novali. Spokojíme se tudíº se slab²ím tvrzením v¥ty 11.3.3.

11.3.5 P°íklad

Navra´me se k p°íkladu 11.2.12 a vypo£t¥me ho znovu, tentokráte za pouºití v¥ty Karla Friedri
ha Gausse a Mi
haila

Vasiljevi£e Ostrogradského. Jelikoº plo
ha (koule) K = {(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 + z2 = r2}, p°es níº hodláme integrovat, je

uzav°ená, lze uvedenou v¥tu pouºít s tím, ºe plo
ha K uzavírá mnoºinu V = {(x, y, z) ∈ E3 : x2+ y2+z2 6 r2}. Vypo£t¥me

tedy divergen
i funk£ního vektoru

~F(x, y, z) = (x, y, z). Výpo£et je snadný, nebo´ div~F(x, y, z) = 1 + 1 + 1 = 3. Pak tedy

"

S

~F(~x) dµs(~x) = a

$

V

3 dxdydz = 3a
4

3
πr3
= 4aπr3,


oº pro volbu a = −1 potvrzuje správnost výsledku p°íkladu 11.2.12.
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11.3.6 P°íklad

Dal²í aplika
i Gaussovy-Ostrogradského v¥ty budeme demonstrovat na výpo£tu plo²ného integrálu

∫

S

x|z| dydz+ y|z| dzdx+ x|y| dxdy,

kde

S =

(x, y, z) ∈ E3 :

(
x2

a2
+

y2

b2

)2

+
z4

c4
= 1

 (11.7)

je uzav°ená plo
ha vyobrazená pro a = 2, b = 3 a c = 5 na následují
ím obrázku.

Obrázek 11.57

Pseudoelipsoid (11.7).

Zvolíme-li pseudosféri
ké sou°adni
e

x = ̺ a cos1/2(ϑ) cos(ϕ), y = ̺ b cos1/2(ϑ) sin(ϕ), z = ̺ c sin1/2(ϑ),

p°e
hází v ni
h rovni
e plo
hy (11.7) na úsporný tvar ̺ = 1. Zde je díky odmo
nin¥ nutno volit ϑ ∈ (0, π/2), 
oº popisuje
pouze horní polovinu uvaºované pseudosféry. Z Gaussovy v¥ty pak po krátkém výpo£tu div(x|z|, y|z|, x|y|) = 2|z| plyne
vý
hozí rovnost ∫

S

x|z| dydz+ y|z| dzdx+ x|y| dxdy =

$

V

2|z| d(x, y, z),

kde V je objem uzav°ený plo
hou S. S hodnotou ja
obiánu

∆ = abc̺2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos1/2(ϑ) cos(ϕ) − 1
2 cos−1/2(ϑ) sin(ϑ) cos(ϕ) − cos1/2(ϑ) sin(ϕ)

cos1/2(ϑ) sin(ϕ) − 1
2 cos−1/2(ϑ) sin(ϑ) sin(ϕ) cos1/2(ϑ) cos(ϕ)

sin1/2(ϑ) 1
2 sin−1/2(ϑ) cos(ϑ) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

2
abc̺2 sin−1/2(ϑ)

pak snadno vypo£teme, ºe

$

V

2|z| d(x, y, z) = 2abc2

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 1

0

̺3 sin1/2(ϑ) sin−1/2(ϑ) d̺dϑdϕ =
1

2
π2abc2.
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Kapitola 12

Ne°e²ené p°íklady

V poslední kapitole skript nabízíme £tená°·m soubor ne°e²ený
h p°íklad· k samostatnému pro
vi£ování. Výsledky jed-

notlivý
h p°íklad· jsou uvedeny na kon
i kapitoly.

12.1 Zadání p°íklad·

Cvi£ení 1

Ukaºte, ºe pro funk
i

f (x, y) =
x2y2

x2y2 + (x − y)2

jsou p°íslu²né par
iální limity v bod¥ (0, 0) nulové, ale limita lim(x,y)→(0,0) f (x, y) neexistuje.

Cvi£ení 2

Vy²et°ete de�ni£ní obor funk
e

f (x, y) = ln

(
x2 − y2

x2 + y2

)
.

Cvi£ení 3

Ukaºte, ºe funk
e

f (x, y) =
xy

x2 + y4

nemá v bod¥ (0, 0) limitu.

Cvi£ení 4

Vypo£t¥te limitu

lim
(x,y)→(0,0), (x,y)∈M

x4 + y4

x3 + y3
,

kde M = {(x, y) ∈ E2 : y − e−x + 1 = 0}.

Cvi£ení 5

Rozhodn¥te o spojitosti funk
e

f (x, y) = sin

(
π x

2x + y

)
.

Cvi£ení 6

Zjist¥te, zda existuje limita

lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

x + y
.
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Cvi£ení 7

Vypo£t¥te hodnotu limity funk
e

f (x, y) = (1 + x)
1

x(1+xy)

v bod¥ (x, y) = (0, a), kde a ∈ R je parametr, víte-li, ºe existuje.

Cvi£ení 8

Rozhodn¥te o spojitosti funk
e f (x, y) = |x|y na mnoºin¥ E2.

Cvi£ení 9

Vy²et°ete de�ni£ní obor funk
e

f (x, y, z) =
1√

−4x2 + 8x − y2
.

Cvi£ení 10

Rozhodn¥te o existen
i limity

lim
(x,y)→~0

y

x
tg

(
x

x + y

)
.

Cvi£ení 11

Vypo£t¥te limitu

lim
(x,y)→~0

(x2
+ y2)x2 y2

,

víte-li, ºe existuje.

Cvi£ení 12

Pro parametr a ∈ R vypo£t¥te limitu

lim
(x,y)→(0,a)

sin(xy)

x
,

víte-li, ºe existuje.

Cvi£ení 13

Rozhodn¥te o existen
i limity funk
e

f (x, y) =
x4 + y4

x2 + y2

v bod¥ (0, 0).

Cvi£ení 14

Pro funk
i f (x, y, z) = xyz ur£ete podle de�ni
e

∂ f

∂y (4, 1, 2).

Cvi£ení 15

Odvo¤te tvar par
iální deriva
e funk
e f (x, y, z) = xy2 + xez + yx2
podle y v libovolném bod¥ (x0, y0, z0).

Cvi£ení 16

Pro funk
i f (x, y) =
√

y2 − x ur£ete podle de�ni
e

∂ f

∂y (9, 5).

Cvi£ení 17

Podle de�ni
e vypo£t¥te

∂ f

∂x

(
π

3
, 7
π

3

)
,

kde f (x, y) = sin(x) cos2(y).
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Cvi£ení 18

Dokaºte, ºe pro funk
i f (x, y) = xy + x ln
(

y

x

)
platí rovnost

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
= xy + f (x, y).

Cvi£ení 19

Pro funk
i f (x, y) = xyyx, kde Dom( f ) = R+ × R+, dokaºte rovnost

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
=

(
x + y + ln

(
f (x, y)

))
f (x, y).

Cvi£ení 20

Pro funk
i

f (x, y) = arctg

(
x − y

1 + xy

)

vypo£t¥te

∂ f

∂x (2, 1) a
∂ f

∂y (2, 1).

Cvi£ení 21

Vypo£t¥te

∂3 f

∂x∂y∂z
a

∂3 f

∂z∂y∂x

pro funk
i f (x, y, z) = exyz.

Cvi£ení 22

P°esv¥d£te se o zám¥nnosti smí²ený
h par
iální
h deriva
í druhého °ádu funk
e

f (x, y) = arctg
(
xy2

)
.

Diskutujte.

Cvi£ení 23

Vypo£t¥te deriva
i

D f

D(x, y, z)
(π, π, 0)

funk
e f (x, y, z) = y cos(2x − y − z).

Cvi£ení 24

Vypo£t¥te par
iální deriva
i funk
e f (x, y, z) = x2y2 + x2z2
ve sm¥ru

~s = (1, 1, 1) v bod¥

~a = (1, 2, 3).

Cvi£ení 25

Vypo£t¥te par
iální deriva
i funk
e f (x, y) = x2 + 3xy + y2
v bod¥

~a = (1, 2) ve sm¥ru kladné poloosy x+.

Cvi£ení 26

Je dána funk
e f (x, y) = 3x4 − x2y3 + y2. Ur£ete sm¥r a velikost nulové, resp. maximální sm¥rové deriva
e v bod¥ (1, 1).

Cvi£ení 27

Ne
h´ f (~x) : Er 7→ R je funk
e,

~a ∈ Dom( f ) a c ∈ R+. Ne
h´ ~s je nenulový vektor z Er. Dokaºte, ºe pro

~r = c~s platí

rovnost

∂ f

∂~s
(~a) =

∂ f

∂~r
(~a).

Cvi£ení 28

Nalezn¥te hodnotu t°etí par
iální sm¥rové deriva
e funk
e f (x, y, z) = xyexz
ve sm¥re
h

~s = (1, 1, 0), ~r = (0, 1, 1) a

~t = (0, 1, 0) v bod¥ (1, 112, 0).

211



KAPITOLA 12. NE�E�ENÉ P�ÍKLADY

Cvi£ení 29

Ne
h´ je zadán funk£ní vektor

~F(x, y, z) = (x2, 2x2 + 3y2, 4x2 + 5y2 + 6z2). Vypo£t¥te ∆~F, kde ∆ je Lapla
e·v operátor.

Cvi£ení 30

Nalezn¥te totální diferen
iál pátého °ádu funk
e f (x, y, z) = xy2ez
v bod¥

~a = (1, 1, 0).

Cvi£ení 31

Nalezn¥te totální diferen
iál funk
e f (x, y, z) = xy2ez
v bod¥ (3, 1, 0).

Cvi£ení 32

Ur£ete rovni
i te£né roviny k plo²e x2 + y2 − z = 0 v bod¥

~a = (1, 1, ?).

Cvi£ení 33

Ne
h´ funk
e f (~x) : E3 7→ R a vektory funk
í

~F(~x), ~G(~x) : E3 7→ E3
mají na oblasti G ⊂ Er

spojité deriva
e do druhého

°ádu v£etn¥. Dokaºte, ºe na G platí rovnosti:

• grad f (~x) =
D f

D~x

• rot grad f (~x) = ~0

• div rot ~F(~x) = 0

• div grad f (~x) = ∆ f (~x)

• rot rot ~F(~x) = grad div~F(~x) − ∆~F(~x)

• div
(
~F(~x) × ~G(~x)

)
=

〈
~G(~x) | rot ~F(~x)

〉
−

〈
~F(~x) | rot ~G(~x)

〉

• div
(

f (~x) ~F(~x)
)
= f (~x) div~F(~x) +

〈
~F(~x) | grad f (~x)

〉

Cvi£ení 34

Ur£ete bodu dotyku a rovni
i té te£né roviny k plo²e x2+ yex− z = 0, která je rovnob¥ºná s rovinou 4x+ 2y− 2z− 1 = 0.

Cvi£ení 35

Výraz

arctg

(
1 + x + y

1 − x + y

)

rozvi¬te pro |x| ≪ 1 a |y| ≪ 1 do polynomu druhého stupn¥.

Cvi£ení 36

Pro funk
i f (~x) : E3 7→ R a pro vektor funk
í

~F(~x) : E3 7→ E3
dokaºte rovnost

rot
(

f (~x) · ~F(~x)
)
= f (~x) · rot ~F(~x) + grad f (~x) × ~F(~x).

Cvi£ení 37

Vypo£t¥te totální diferen
iál t°etího °ádu funk
e f (x, y) = sin(2x + y) v bod¥

~a = (0, π/4).

Cvi£ení 38

Nalezn¥te par
iální sm¥rovou deriva
i funk
e f (x, y) = ln
√

x2 + y2
ve sm¥ru, který svírá se zápornou £ástí osy x úhel

60◦ a s kladnou £ástí osy y úhel 30◦, v bod¥

~a = (3, 4).

Cvi£ení 39

Ur£ete rovni
i a bod dotyku té te£né roviny k plo²e z(x, y) = 2x2 + 3y2, která je rovnob¥ºná s rovinou 4x − 6y + z = 5.

Cvi£ení 40

Vypo£t¥te t°etí diferen
iál funk
e f (x, y, z) = xyz + xy + xz + yz + x + y + z v obe
ném bod¥

~a = (a1, a2, a3).
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Cvi£ení 41

Pomo
í totálního diferen
iálu vhodné funk
e vypo£t¥te p°ibliºnou hodnotu £ísla 4, 07 · 2, 012,97.

Cvi£ení 42

Nalezn¥te totální diferen
iál £tvrtého °ádu funk
e f (x, y, z) = x3yz v bod¥

~a = (1, 2,−1).

Cvi£ení 43

Pomo
í vhodné Taylorovy °ady druhého °ádu vypo£t¥te p°ibliºn¥

1, 03

3

√
0, 98 · 4

√
1, 053

.

Cvi£ení 44

Funk
i f (x, y) = arctg(1 + xy) rozvi¬te v okolí bodu (0, 0) do polynomu ²estého stupn¥.

Cvi£ení 45

Vypo£t¥te totální diferen
iál t°etího °ádu funk
e f (x, y) = cos(x2 + y2) v bod¥

~a = (0,
√
π).

Cvi£ení 46

Uºitím totálního diferen
iálu vhodné funk
e vypo£t¥te p°ibliºn¥ sin(29◦) · tg(46◦).

Cvi£ení 47

Ov¥°te, ºe funk
e

f (x, y) = ln
√

(x − a)2 + (y − b)2,

kde a, b ∈ R, je harmoni
ká v E2.

Cvi£ení 48

Je dána funk
e f (x, y, z) = x2yz3
a funk£ní vektor

~F(x, y, z) = (xz,−y2, 2x2y). Vypo£t¥te grad f (x, y, z), div~F(x, y, z) a

rot ~F(x, y, z).

Cvi£ení 49

Ne
h´ je funk
e F(x, y, z) zadána jako sloºená funk
e s vn¥j²í funk
í F(u, v) a vnit°ními funk
emi u = u(x, y, z) a

v = v(x, y, z). Dokaºte následují
í rovnosti:
∂F

∂x
=
∂F

∂u

∂u

∂x
+
∂F

∂v

∂v

∂x

∂2F

∂x2
=

(
∂2F

∂u2

∂u

∂x
+
∂2F

∂u∂v

∂v

∂x

)
∂u

∂x
+
∂F

∂u

∂2u

∂x2
+

(
∂2F

∂v∂u

∂u

∂x
+
∂2F

∂v2

∂v

∂x

)
∂v

∂x
+
∂F

∂v

∂2v

∂x2

∂2F

∂x∂y
=

(
∂2F

∂u2

∂u

∂y
+
∂2F

∂u∂v

∂v

∂y

)
∂u

∂x
+
∂F

∂u

∂2u

∂x∂y
+

(
∂2F

∂v∂u

∂u

∂y
+
∂2F

∂v2

∂v

∂y

)
∂v

∂x
+
∂F

∂v

∂2v

∂x∂y

Cvi£ení 50

Vypo£t¥te p°ibliºn¥ £íslo √
1, 023 + 1, 973

pomo
í p°íslu²ného Taylorova polynomu druhého stupn¥.

Cvi£ení 51

Zapi²te polynom druhého stupn¥, který pro |x| ≪ 1 a |y| ≪ 1 aproximuje výraz

cos(x)

cos(y)
.

Cvi£ení 52

Funk
i f (x, y) = 2x2 − xy − y2 − 6x − 3y + 5 rozloºte do Taylorovy °ady sestrojené v bod¥

~a = (1,−2).
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Cvi£ení 53

V rozkladu funk
e f (x, y) = xy
v okolí bodu

~a = (1, 1) vypi²te £leny do t°etí mo
niny v£etn¥.

Cvi£ení 54

Rozloºte funk
i f (x, y) =
√

1 − x2 − y2
do Ma
laurinova polynomu t°etího stupn¥.

Cvi£ení 55

Rozloºte funk
i f (x, y) = ln(1 + x + y) do Ma
laurinovy °ady.

Cvi£ení 56

Hodnoty odporu dvou rezistor· jsou zm¥°eny na R1 = (1000± 1)Ω a R2 = (750, 0± 0, 2)Ω. Ur£ete, v jakém intervalu se

bude na
házet odpor rezistoru, který vznikne z uvedený
h dvou a) sériovým zapojením nebo b) paralelním zapojením.

Cvi£ení 57

V okolí bodu (0, 0) nalezn¥te Taylor·v rozvoj funk
e f (x, y) = sin(x + y) − sin(x − y).

Cvi£ení 58

Vypo£t¥te v²e
hny par
iální deriva
e druhého °ádu funk
e z(x, y) zadané impli
itn¥ rovni
í x2 + y2 + z2 = a2, kde a > 0
je parametr.

Cvi£ení 59

Ur£ete v²e
hny par
iální deriva
e prvního a druhého °ádu funk
e z(x, y) v bod¥ ~a = (1, 0). Funk
e z(x, y) ne
h´ je zadána
rovni
í x + y + z = ez.

Cvi£ení 60

�e²te p°ed
hozí p°íklad pro bod

~a = (−1, e), v n¥mº z(~a) = 1.

Cvi£ení 61

Nalezn¥te Taylorovy polynomy prvního °ádu v bod¥

~a = (xa, ya, za) = (1,−1, 0) v²e
h funk
í, které jsou zadány soustavou

u2 y2 + v2x2 − x2y2e2x+2y = 0,

vx − yu tg
(

z
x

)
= 0.

Ov¥°te podmínku existen
e t¥
hto funk
í na okolí vybraného bodu. �e²te pro u > 0.

Cvi£ení 62

Ur£ete první a druhý totální diferen
iál funk
e z(x, y), jeº je zadána impli
itn¥ rovni
í z3 − 3yz2 + 9xz + 2x − y = 0, v
bod¥

~a = (1, 2).

Cvi£ení 63

Nalezn¥te totální diferen
iál prvního a druhého °ádu funk
e z(x, y) zadané na okolí bodu (x0, y0, z0) = (0, 1, 1) vztahem

x

z
= ln

(
z

y

)
.

Cvi£ení 64

Na mnoºin¥

{
(x, y, u, v) ∈ R4 : u ∈ R+ ∧ v ∈ 〈0, 2π)

}
je zadána soustava rovni


x = u cos
(

v

u

)
, y = u sin

(
v

u

)
.

Vypo£ítejte Taylorov·v polynom druhého stupn¥ funk
e u(x, y) v bod¥

~a = (0, 2).

Cvi£ení 65

Nalezn¥te Taylorovy °ady prvního °ádu funk
í z(x, y), u(x, y) a w(x, y) zadaný
h impli
itn¥ soustavou rovni


xy + y2
+ zy − u − yw = 0, x2y + y3

+ zy + u − yw2
= 0, x3y2(x + 2y) + u2 − z2w2

= 0

na okolí jednoho z bod·:

~a = (x0, y0, z0, u0,w0) = (0, 1, 0, 0, 1);~b = (x0, y0, z0, u0,w0) = (0, 0, 0, 0, 0);~c = (x0, y0, z0, u0,w0) =

(1, 1, 1, 1, 2); ~d = (x0, y0, z0, u0,w0) = (2, 1, 2, 1, 2).
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Cvi£ení 66

Nalezn¥te totální diferen
iál funk
e u(x, y, z) zadané impli
itn¥ rovni
í u3 − 3(x + y)u2 + z3 = 0 v bod¥ (x0, y0, z0) =
(1,−1,−1).

Cvi£ení 67

Ne
h´ jsou funk
e x(y, z), resp. y(x, z), resp. z(x, y) zadány impli
itn¥ rovni
í F(x, y, z) = 0. Dokaºte, ºe platí rovnost

∂x

∂y
· ∂y

∂z
· ∂z

∂x
= −1.

Up°esn¥te ji.

Cvi£ení 68

Nalezn¥te Taylorovy polynomy prvního °ádu funk
í zadaný
h impli
itn¥ rovni
emi

x + y + z + u = 10,

x2 + y2 − z2 + u2 = 12,

u2 − z2 + y − x = 8

v bod¥ x = 1. Rovni
e ne
h´ jsou zadány na mnoºin¥ M :=
{
(x, y, z, u) ∈ E4 : x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0 ∧ u > 0

}
.

Cvi£ení 69

Na základ¥ platnosti v¥ty o impli
itní
h funk
í
h stanovte, jaké nejv¥t²í, resp. nejmen²í hodnoty m·ºe nabývat prom¥nná

z vyhovují
í rovnostem x2 + y2 = 2, x + y + z = 5.

Cvi£ení 70

Ne
h´ jsou v prostoru E4
zadány rovni
e

x1e
y2 + y1 ln(x2) − e = 0, x1y1 + x2e

y2 − 2 − e = 0.

Vypo£t¥te

∂y1

∂x1
(1, 1) a

∂y2

∂x1
(1, 1).

Cvi£ení 71

Pro p°ed
hozí p°íklad hledejte

∂y1

∂x2
(1, 1) a

∂y2

∂x2
(1, 1).

Cvi£ení 72

Ne
h´ rovni
e z3 − 2xz+ y = 0 zadává impli
itn¥ funk
i z(x, y), pro níº z(1, 1) = 1. Nalezn¥te Taylor·v polynom druhého

°ádu této funk
e v bod¥ (1, 1).

Cvi£ení 73

Nalezn¥te

∂u
∂x ,

∂u
∂y ,

∂v
∂x a

∂v
∂y v bod¥

~a = ( 1√
2
, 1√

2
) pro funk
e zadané impli
itn¥ soustavou

xu − yv = 0, yu + xv = 1.

Cvi£ení 74

Vypo£t¥te y′(x) a y′′(x), je-li ln(x2 + y2) = 2 arctg
(

y

x

)
. Pokuste se na£rtnout grafy impli
itní funk
e y = y(x).

Cvi£ení 75

Ne
h´ je funk
e z(x, y) impli
itn¥ zadána rovni
í z3 + xz − 2y = 0. Nalezn¥te dz(−3,1)(x, y) a d2z(−3,1)(x, y).

Cvi£ení 76

Soustava rovni
 x2 + y2 + z2 − 3xyz = 0, f = xy2z3
zadává na okolí bodu

~λ = (1, 1, 1, 1) funk
i f (x, y). Vypo£t¥te její

totální diferen
iál prvního a druhého °ádu v bod¥

~a = (1, 1).
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Cvi£ení 77

Ne
h´ je funk
e z(x, y) zadána na okolí bodu

~λ = (x0, y0, z0, u0 = 2, v0 = 1) soustavou rovni


x = u + v2, y = u2 − v3, z = 2uv.

Nalezn¥te Taylorov·v polynom prvního stupn¥ funk
e z(x, y) v bod¥

~a = (x0, y0) a hodnotu

∂2z
∂x∂y

(
x0, y0

)
.

Cvi£ení 78

Vypo£t¥te Taylorovy polynomy prvního stupn¥ funk
í zadaný
h rovni
emi

xeu+v
+ 2uv = 1,

yeu−v − u

1 + v
= 2x

v bod¥ (x0, y0) = (1, 2). Stanovte, zda-li uvedené rovni
e tyto impli
itní funk
e na okolí bodu

~λ = (1, 2, 0, 0) zadávají a
pro£.

Cvi£ení 79

Nalezn¥te totální diferen
iály funk
í zadaný
h na okolí bodu (x0, y0, u0, v0) = (2, 2, 2, 1) rovni
emi

xu2
+ yu2v4

= v2(x + y)2,

u4 − 2y2v2
= x2

+ y2

v bod¥ (x0, y0).

Cvi£ení 80

Pro funk
i y(x) zadanou vztahem xy
= yx

dokaºte rovnost

y′ =
y2

(
1 − ln(x)

)

x2
(
1 − ln(y)

) .

Cvi£ení 81

V bod¥ z = 2 nalezn¥te první a druhou deriva
i funk
í zadaný
h na okolí bodu

~λ = (1,−1, 2) rovni
emi

2x2
+ 2y2

= z2, x + y + z = 2.

Cvi£ení 82

Soustava rovni
 x = u + v, y = u2 + v2, z = u3 + v3
zadává na okolí bodu

~λ = (x0, y0, z0, u0, v0) = (?, ?, ?, 1, 0) funk
i
z(x, y). Vypo£t¥te její diferen
iál prvního a druhého °ádu v bod¥

~a = (x0, y0).

Cvi£ení 83

Ur£ete totální diferen
iály funk
í de�novaný
h soustavou

eu/x cos

(
v

y

)
=

x√
2
, eu/x sin

(
v

y

)
=

y
√

2

v bod¥

~a = (ax, ay) = (1, 1), v n¥mº platí u(~a) = 0 a v(~a) = π
4 .

Cvi£ení 84

Ne
h´ jsou funk
e u(x, y) a v(x, y) zadány impli
itn¥ rovni
emi

u + v = x + y,
sin(u)

sin(v)
=

x

y
.

Dokaºte rovnost

dv =
−
(
sin(v) − y cos(u)

)
dx +

(
sin(u) + y cos(u)

)
dy

x cos(v) + y cos(u)
.
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Cvi£ení 85

Vypo£t¥te první a druhý totální diferen
iál funk
e z(x, y) zadané rovni
í

z = x + arctg
( y

z − x

)
.

Cvi£ení 86

Rovni
i

(1 + x2)
∂2u

∂x2
+ (1 + y2)

∂2u

∂y2
+ x

∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0

p°eve¤te transforma
í ξ = ln(x +
√

1 + x2), η = ln(y +
√

1 + y2). Diskutujte regularitu zadané transforma
e.

Cvi£ení 87

Par
iální diferen
iální rovni
i

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
− 2

∂2z

∂x∂y
= 0

pro funk
i z(x, y) p°eve¤te na par
iální diferen
iální rovni
i pro novou funk
i w(u, v) nový
h nezávisle prom¥nný
h u, v.
Transforma
e je zadána soustavou rovni


u = x + y, v =
y

x
, w =

z

x
.

Stanovte maximální mnoºinu, na níº je zadaná transforma
e regulární.

Cvi£ení 88

Substituujte par
iální diferen
iální rovni
i

(1 − x2)
∂2z

∂x2
+ (1 − y2)

∂2z

∂y2
= x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y

pro neznámou funk
i z = z(x, y) transforma£ními vztahy x = sin(u), y = sin(v), z = ew, kde w = w(u, v).

Cvi£ení 89

Transformujte par
iální diferen
iální rovni
i

x2 ∂
2z

∂x2
+ y2 ∂

2z

∂y2
− (x2

+ y2)
∂2z

∂x∂y
= 0

vztahy

u = x + y, v =
1

x
+

1

y
.

Stanovte maximální mnoºinu, na níº je zadaná transforma
e regulární.

Cvi£ení 90

Rovni
i

x2 ∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂

2u

∂y2
= 0

transformujte vztahy ξ = y

x a η = x.

Cvi£ení 91

Substituujte par
iální diferen
iální rovni
i

x2 ∂
2u

∂x2
+ y2 ∂

2u

∂y2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
− 4xy2

x2 − y2

∂u

∂x
+ 2y

x2 + y2

x2 − y2

∂u

∂y
= 0

pro neznámou funk
i u = u(x, y) transforma£ními vztahy

ξ = x2
+ y2, η = 2xy, w =

u

xy
,

kde w = w(ξ, η) je nová funk
e. Stanovte, kde lze uvedenou transforma
i provést.
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Cvi£ení 92

Par
iální diferen
iální rovni
i

x2y2 ∂
2 f

∂x2
− y4 ∂

2 f

∂y2
+ y3∂ f

∂y
− xy2∂ f

∂x
= 0

p°eve¤te substitu
í ξ = xy, η =
y

x na nejjednodu²²í moºný tvar.

Cvi£ení 93

Par
iální diferen
iální rovni
i

∂2u

∂x2
+ 2y

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂

2u

∂y2
− ∂u

∂x
= 0

pro neznámou funk
i u(x, y) transformujte vztahy ξ = y2e−x
a η = ye−x.

Cvi£ení 94

Par
iální diferen
iální rovni
i

sin2(x)
∂2 f

∂x2
+ y2 ∂

2 f

∂y2
− 2y sin(x)

∂2 f

∂x∂y
= 0

pro funk
i f (x, y) p°eve¤te do nový
h nezávisle prom¥nný
h ξ = y tg
(

x
2

)
a η = y. Stanovte, na jaké mnoºin¥ je zadaná

transforma
e regulární.

Cvi£ení 95

Par
iální diferen
iální výraz

(
∂ f

∂x

)2

+

(
∂ f

∂y

)2

+

(
∂ f

∂z

)2

pro funk
i f (x, y, z) p°eve¤te do sféri
ký
h sou°adni
. Stanovte, na jaké mnoºin¥ je zadaná transforma
e regulární a

prostá.

Cvi£ení 96

Par
iální diferen
iální rovni
i

tg2(x)
∂2 f

∂x2
− 2y tg(x)

∂2 f

∂x∂y
+ y2 ∂

2 f

∂y2
= 0

pro neznámou funk
i f (x, y) transformujte do nový
h nezávisle u, v, zavedený
h transforma£ními vztahy u = y sin(x) a
v = y.

Cvi£ení 97

Ne
h´ je zadána transforma
e (x, y, z) = Φ(̺, ϑ, ϕ) vztahy

x = ̺ cos4(ϑ) cos4(ϕ), y = ̺ cos4(ϑ) sin4(ϕ), z = ̺ sin4(ϑ).

Nalezn¥te ja
obián zobrazení Φ, a to v 
o nejkompaktn¥j²ím tvaru; maximální mnoºinu M, na níº je Φ regulární a prosté;

obraz Φ(M) mnoºiny M p°i zadaném zobrazeníΦ; £íslo a ∈ R takové, ºe pro ̺ = 1 platí (x, y, z) ∈ Φ(M) ⇒ xa+ya+za = 1.

Cvi£ení 98

Do rovni
e

∂2 f

∂x2
1

+
∂2 f

∂x2
2

+
∂2 f

∂x2
3

+
∂ f

∂x3
+ f = 0

dosa¤te vztah f (~x) = g(~x)eµx3 . Ur£ete £íslo µ ∈ R tak, aby výsledek byl 
o nejjednodu²²í.

Cvi£ení 99

Par
iální diferen
iální rovni
i

x2 ∂
2 f

∂x2
+ 2xy

∂2 f

∂x∂y
+ y2 ∂

2 f

∂y2
= 0

pro neznámou funk
i f (x, y) transformujte do nový
h nezávisle prom¥nný
h ̺, ϕ, zavedený
h transforma£ními vztahy

x = ̺ cos2(ϕ), y = ̺ sin2(ϕ). Stanovte maximální mnoºinu, na níº je zadaná transforma
e regulární a prostá.
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Cvi£ení 100

Transformujte par
iální diferen
iální rovni
i

5x2∂
2 f

∂x2
+ 5y2 ∂

2 f

∂y2
+ 6xy

∂2 f

∂x∂y
+ 2x

∂ f

∂x

2x + y

x + y
+ 2y

∂ f

∂y

x + 2y

x + y
= 0

do nový
h sou°adni
 x = ̺2 tg(ϕ) a y = ̺2 cotg(ϕ).

Cvi£ení 101

Do rovni
e

∂2 f

∂̺2
+

1

̺2

∂2 f

∂ϕ2
+

1

̺

∂ f

∂̺
= 0

zave¤te nové prom¥nné x = ̺ cos(ϕ) a y = ̺ sin(ϕ) na mnoºin¥ M =
{
(̺, ϕ) ∈ R2 : ̺ > 0 ∧ ϕ ∈ (0, 2π)

}
.

Cvi£ení 102

Rovni
i

∂2z

∂x2
+ 2

∂2z

∂x∂y
+
∂2z

∂y2
= 0

pro funk
i z(x, y) zapi²te v nový
h prom¥nný
h u = x + y, v = x − y a w = xy − z.

Cvi£ení 103

Transformujte par
iální diferen
iální rovni
i

η
∂u

∂η
+ 2ξ

∂u

∂ξ
= 0

do nový
h sou°adni
 x a y, které jsou de�novány rovnostmi ξ = ex2+y2
, η = exy. Dále stanovte maximální mnoºinu, na

níº je zadaná transforma
e regulární.

Cvi£ení 104

Výraz

∂z

∂x
:
∂z

∂y

p°eve¤te do nový
h prom¥nný
h u, v,w, pro které platí u = xez, v = yez
a w = zez, kde w(u, v) je nov¥ zavád¥ná funk
e.

Cvi£ení 105

Transformujte Lapla
e·v operátor do 
ylindri
ký
h sou°adni
.

Cvi£ení 106

Par
iální diferen
iální rovni
i

4y2∂
2 f

∂x2
− e2x ∂

2 f

∂y2
− 4y2∂ f

∂x
= 0

p°eve¤te v oblasti A = {(x, y) ∈ R2 : x > 0 ∧ y > 0} na normální tvar substitu
í popsanou substitu£ními vztahy

ξ = y2 + ex
a η = y2 − ex.

Cvi£ení 107

Transformujte rovni
i

x2 ∂
2 f

∂x2
− y2 ∂

2 f

∂y2
= 0

do prom¥nný
h ξ = xy a η =
y

x .

Cvi£ení 108

Rovni
i

∂2 f

∂x2
+
∂2 f

∂y2
= 0

p°eve¤te do prom¥nný
h u, v, pro které platí v = arctg
(

y

x

)
a u = 1

2 ln(x2 + y2).
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Cvi£ení 109

Nalezn¥te maximální mnoºinu M, na níº je transforma
e (u, v) = Φ(x, y) zadaná vztahy

u = y tg
(

x

2

)
, v = y,

regulární a prostá. Dále nalezn¥te obraz Φ(M) mnoºiny M.

Cvi£ení 110

V rovni
i

y′′′′(y′)2 − 10y′y′′y′′′ + 15(y′′)3
= 0

prove¤te zám¥nu nezávisle prom¥nné za závislou.

Cvi£ení 111

Transformujte par
iální diferen
iální rovni
i

y2 ∂
2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+ x2∂

2u

∂y2
− x

∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0

do polární
h sou°adni
 jako transforma
i prvního druhu.

Cvi£ení 112

Transformujte Lapla
e·v operátor do sféri
ký
h sou°adni
.

Cvi£ení 113

Substituujte par
iální diferen
iální rovni
i

∂2u

∂x2
+ xy

∂2u

∂y2
− 1

2x

∂u

∂x
+

x

2

∂u

∂y
= 0

transforma£ními vztahy ξ =
√

y + 1
3

√
−x3

a η =
√

y − 1
3

√
−x3.

Cvi£ení 114

Ne
h´ a > 1 je parametr. Nalezn¥te maximální mnoºinu, na níº je níºe uvedená transforma
e (x, y, z) 7→ (r, ϕ, ϑ)

x = r cosa(ϑ) cos(ϕ), y = r cosa(ϑ) sin(ϕ), z = r sina(ϑ)

regulární a prostá. Regularitu dokaºte. Dále ur£ete ja
obián zadaného zobrazení, a to v 
o nejkompaktn¥j²ím tvaru.

Cvi£ení 115

Do par
iální diferen
iální rovni
e

xy
∂2 f

∂x2
− (x2

+ y2)
∂2 f

∂x∂y
+ xy

∂2 f

∂y2
+ y

∂ f

∂x
+ x

∂ f

∂y
= 0

zave¤te nové nezávisle prom¥nné

u =
x2 + y2

2
, v = xy.

Cvi£ení 116

Rozhodn¥te o platnosti následují
ího tvrzení: Existuje regulární transforma
e (x, y) 7→ (r, s) taková, ºe pro libovolnou

funk
i f (x, y) : E2 7→ R platí

∂2 f

∂x2
=
∂2 f

∂r∂s
.

V²e
hna tvrzení °ádn¥ zd·vodn¥te!

Cvi£ení 117

P°eve¤te rovni
i

x2 ∂
2 f

∂x2
+ y2∂

2 f

∂y2
= 0

do nový
h sou°adni
 ξ, η, pro které platí x = eξ+η a y = eξ−η.
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Cvi£ení 118

Upravte rovni
i

y′′′y′ − 3(y′′)2
= x

tím, ºe budete povaºovat y za novou nezávisle prom¥nnou a x za novou neznámou funk
i.

Cvi£ení 119

Transformujte par
iální diferen
iální rovni
i

∂2 f

∂x2
− 2 cos(x)

∂2 f

∂x∂y
−

(
3 + sin2(x)

) ∂2 f

∂y2
− y

∂ f

∂y
= 0

vztahy ξ = y + 2x + sin(x) a η = y − 2x + sin(x).

Cvi£ení 120

Nalezn¥te lokální extrémy funk
e

f (x, y) = ex2−y(5 − 2x + y).

Cvi£ení 121

Nalezn¥te lokální extrémy funk
e z(x, y), zadané impli
itn¥ rovni
í 8x2 + y2 + 7z2 + 4xy − 12xz − 4yz = 8.

Cvi£ení 122

Vy²et°ete v²e
hny lokální extrémy funk
e

f (x, y) =
2x + 2y + 1
√

x2 + y2 + 1
.

Cvi£ení 123

Vy²et°ete v²e
hny lokální extrémy funk
e f (x, y, z) = sin(x) sin(2y) sin(3z) na mnoºin¥

M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : 2x + 4y + 6z = π ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0

}
.

Cvi£ení 124

Nalezn¥te lokální extrémy funk
e f (x, y) = sin(x) + cos(y) + cos(x − y) na mnoºin¥

〈
0, π2

〉
×

〈
0, π2

〉
.

Cvi£ení 125

Nalezn¥te lokální extrémy funk
e f (x, y) = x2 + 2y2
vázané vazbou x2 − 2x + 2y2 + 4y = 0.

Cvi£ení 126

Nalezn¥te v²e
hny lokální extrémy funk
e u = u(x, y) zadané impli
itn¥ rovni
emi

x + y + u + v = 6,

x2 + y2 + u2 + v2 = 12

a stanovte korektn¥ jeji
h typ.

Cvi£ení 127

Nalezn¥te v²e
hny globální extrémy funk
e f (x, y) = xy
√

3 − x2 − y2
na jejím de�ni£ním oboru.

Cvi£ení 128

Nalezn¥te v²e
hny vázané extrémy funk
e u = xyz, kdyº vazbou je plá²´ koule o polom¥ru

√
3 se st°edem v po£átku

sou°adného systému Oxyz.

Cvi£ení 129

Nalezn¥te v²e
hny lokální extrémy funk
e f (x, y, z) = 2y2
+12yz+2z2−2x2

na mnoºin¥ M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+y2
+z2
=

1
}
.
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Cvi£ení 130

Nalezn¥te v²e
hny lokální extrémy funk
e f (x, y, z, ) = z(x2 + y2) na mnoºin¥

G =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2
= 2 ∧ x + y + z = 5

}
.

Cvi£ení 131

Nalezn¥te globální extrémy funk
e f (x, y) = 2x2 + 3y2
v kruhu x2 + y2 6 4.

Cvi£ení 132

Ne
h´ 0 < a < b < c. Vy²et°ete v²e
hny lokální extrémy funk
e f (x, y, z) = x2 − y2 + z2
na vazb¥

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

Cvi£ení 133

Nalezn¥te v²e
hny lokální extrémy funk
e f (x, y, z) = x2 + 2y2 + 6z2 − 5 na M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 + z2 = 9

}
.

Cvi£ení 134

Vy²et°ete v²e
hny lokální extrémy funk
e f (x, y, z) = sin(x) sin(y) sin(z) na mnoºin¥

M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x + y + z =

π

2
∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0

}
.

Cvi£ení 135

Nalezn¥te globální extrémy funk
e f (x, y) = x3
+ y3 − 3xy na uzav°eném obdélníku s vr
holy

~d1 = (0,−1), ~d2 = (2,−1),
~d3 = (2, 2) a ~d4 = (0, 2).

Cvi£ení 136

�íslo c ∈ R rozloºte na t°i s£ítan
e tak, aby sou£et jeji
h £tver
· byl minimální.

Cvi£ení 137

Vy²et°ete supremum a in�mum funk
e f (x, y, z) = x+ y+ z na mnoºin¥ M = {(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 6 z 6 1} a stanovte

v²e
hny body, v ni
hº tyto extrémy nastávají. Mnoºinu M na£rtn¥te.

Cvi£ení 138

Vy²et°ete lokální extrémy funk
e

f (x, y) =

√
x2 + y2 e

− x2

a2 −
y2

b2 ,

platí-li pro parametry nerovnost 0 < a < b.

Cvi£ení 139

Vy²et°ete lokální extrémy funk
e

f (x, y) =


−yx + ln |xy|

0

xy , 0

xy = 0

na mnoºin¥ M =
{
(x, y) ∈ E2 : 2x2 + 2y2 = 1

}
.

Cvi£ení 140

Nalezn¥te lokální extrémy funk
e f (x, y, z) = xy + yz na mnoºin¥ M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 = 2 ∧ y + z = 2 ∧ x >

0 ∧ y > 0 ∧ z > 0
}
.

Cvi£ení 141

Vy²et°ete v²e
hny lokální extrémy funk
e

f (x, y) =
ax + by + c
√

x2 + y2 + 1
,

platí-li pro parametry a, b, c ∈ R nerovni
e a2 + b2 + c2 , 0.
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Cvi£ení 142

Nalezn¥te v²e
hny lokální extrémy funk
e

f (x, y) = x − 2y + ln
√

x2 + y2 + 3 arctg
( y

x

)
.

Cvi£ení 143

Nalezn¥te v²e
hny lokální extrémy funk
e

f (x, y) = e2x+3y
(
8x2 − 6xy + 3y2

)

na jejím de�ni£ním oboru.

Cvi£ení 144

Nalezn¥te globální extrémy funk
e f (x, y) = xy2z na mnoºin¥ M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : |x| + |y| + |z| 6 1

}
.

Cvi£ení 145

Nalezn¥te v²e
hny lokální extrémy funk
e f (x, y) = xy ln(x2 + y2) a stanovte jeji
h typ.

Cvi£ení 146

Nalezn¥te globální extrémy funk
e f (x, y) = ex+y−1(2x2 + 2y2 − 2x − 2y + 1) na mnoºin¥ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

Cvi£ení 147

Nalezn¥te v²e
hny lokální extrémy funk
e z(x, y) de�nované impli
itn¥ rovni
í

F(x, y, z) = x2
+ y2

+ z2 − xz − yz + 2x + 2y + 2z − 2 = 0.

Cvi£ení 148

Vypo£t¥te ∫

M

x

y
d(x, y),

kde M =
{
(x, y) ∈ E2 : 0 6 x 6 4 ∧ 1 6 y 6 e

}
.

Cvi£ení 149

Vypo£t¥te ∫

M

12(x + y)2 d(x, y),

kde M =
{
(x, y) ∈ E2 : 0 6 x 6 1 ∧ 0 6 y 6 x

}
.

Cvi£ení 150

Vypo£t¥te obsah elipsy o poloosá
h a, b ∈ R+.

Cvi£ení 151

Vypo£t¥te ∫

M

(x2
+ y) d(x, y),

kde M je omezená mnoºina v rovin¥ ohrani£ená parabolami y = x2
a x = y2.

Cvi£ení 152

Vypo£t¥te ∫

M

4y(y − x) d(x, y),

kde

M =
{
(x, y) ∈ E2 : 0 < y 6 x 6 2 ∧ xy > 1

}
.

223



KAPITOLA 12. NE�E�ENÉ P�ÍKLADY

Cvi£ení 153

Ne
h´ je zadán interval I = 〈0, 1〉 × 〈3, 4〉 a jeho d¥lení Dn = {Si j : i, j ∈ n̂ − 1}, kde

Si j =

〈
i

n
,

i + 1

n

〉
×

〈
3 +

j

n
, 3 +

j + 1

n

〉
.

Pro funk
i f (x, y) = x+ y vypo£t¥te (podle de�ni
e Riemannova integrálu) horní a dolní integrální sou£et U(Dn, f (x, y)),
resp. L(Dn, f (x, y)) a s jeji
h pomo
í poté vypo£t¥te (R)

!

I
f (x, y) d(x, y).

Cvi£ení 154

Vypo£t¥te obsah plo
hy

S =

{
(x, y) ∈ R2 : x > 0 ∧ y > 0 ∧

(
x

a
+

y

b

)3

6
xy

c2

}
,

kde a, b, c jsou pozitivní parametry úlohy.

Cvi£ení 155

Vypo£t¥te integrál ∫

R2

cos(x2
+ y2) e−(x2+y2)

d(x, y).

Cvi£ení 156

Vypo£t¥te obsah plo
hy ohrani£ené k°ivkami y = 0 a



√

x

a
+

√
y

b




10

=
x

a
− y

b
,

jsou-li a, b kladné parametry.

Cvi£ení 157

Ur£ete obsah rovinné uzav°ené oblasti ohrani£ené k°ivkami y2 = 2px + p2
a y2 = −2qx + q2, kde p, q ∈ R+.

Cvi£ení 158

Ur£ete meze integrálu (pro obojí po°adí integrování)

∫
M

f (x, y) d(x, y), kde

M =
{
(x, y) ∈ E2 : 0 < y 6 2 ∧ y 6 x 6 2y − 1

}
.

Cvi£ení 159

Vypo£t¥te obsah plo
hy ohrani£ené k°ivkou

C =
{
(x, y) ∈ E2 : x > 0 ∧ y > 0 ∧

(
x2/3
+ y2/3

)7/2
= a2

(
x1/3 − y1/3

)}

a kladnou £ástí osy x. Parametr a ne
h´ je kladný.

Cvi£ení 160

Zam¥¬te integra£ní po°adí ∫ 4

0

∫ 12x

3x2

f (x, y) dydx.

Cvi£ení 161

Pomo
í v¥ty o substitu
i ur£ete obsah plo
hy ohrani£ené elipsou

(a1x + b1 y + c1)2
+ (a2x + b2 y + c2)2

= 1,

kde a1b2 , a2b1.
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Cvi£ení 162

Zam¥¬te po°adí integrování v integrálu

∫ 2

1

∫ √
2x−x2

2−x

f (x, y) dydx.

Cvi£ení 163

Vypo£t¥te obsah oblasti ohrani£ené k°ivkami y = x2, y = 2x2, y =
√

x a y =
√

2x.

Cvi£ení 164

Zam¥¬te po°adí integrování v integrálu

∫ 1

−1

∫ 1−x2

−
√

1−x2

f (x, y) dydx.

Cvi£ení 165

Vypo£t¥te obsah plo
hy, která vznikne pr·nikem mnoºin

A =

{
(x, y) ∈ E2 :

x2

a2
+

y2

b2
6 1

}
, B =

{
(x, y) ∈ E2 :

(x − a)2

a2
+

y2

b2
6 1

}
.

Parametry a, b ne
h´ jsou kladné.

Cvi£ení 166

Vypo£t¥te obsah mnoºiny

M =
{
(x, y) ∈ E2 : (x2

+ y2)5/2 6 a2(x3 − xy2)
}
,

kde a je kladný parametr.

Cvi£ení 167

Nalezn¥te t¥ºi²t¥ £tvrtkruhu o polom¥ru r.

Cvi£ení 168

Vypo£t¥te

∫

M

√
1 − x2

a2
− y2

b2
d(x, y),

kde

M =

{
(x, y) ∈ E2 :

x2

a2
+

y2

b2
6 1

}

pro a > 0 a b > 0.

Cvi£ení 169

Vypo£t¥te obsah mnoºiny

M =
{
(x, y) ∈ E2 : x2

+ 3y2 6 3 ∧ 3x2
+ y2 6 3

}
.

Cvi£ení 170

Nalezn¥te sou°adni
e t¥ºi²t¥ homogenní desky ohrani£ené k°ivkami ay = x2
a x + y = 2a, kde a > 0 je parametr.

Cvi£ení 171

Nalezn¥te x−ovou sou°adni
i t¥ºi²t¥ pro oblast ohrani£enou k°ivkami y = 3 − x2
a y = 2x − 5.

Cvi£ení 172

Nalezn¥te sou°adni
e t¥ºi²t¥ homogenní desky ohrani£ené k°ivkami

√
x +
√

y =
√

a, x = 0 a y = 0.
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Cvi£ení 173

Pro obe
né parametry a, b ∈ R+ vypo£t¥te obsah plo
hy, která je ohrani£ena k°ivkou

(
x

a
+

y

b

)2

= x (x > 0 ∧ y > 0)

a kladnou £ástí osy x.

Cvi£ení 174

Vypo£t¥te obsah plo
hy ohrani£ené k°ivkou (
x2

a2
+

y2

b2

)2

=
xy

c2

pro a, b, c ∈ R+.

Cvi£ení 175

Nalezn¥te sou°adni
e t¥ºi²t¥ homogenní desky ohrani£ené k°ivkami x + y − 4 = 0 a 2y − x2
= 0.

Cvi£ení 176

Vypo£t¥te

∫

A

e
− x2

a2 −
y2

b2 d(x, y),

kde

A =

{
(x, y) ∈ E2 :

x2

a2
+

y2

b2
> 1

}
.

Cvi£ení 177

Nalezn¥te obsah plo
hy ohrani£ené k°ivkou

x2

a2
+

y2

b2
=

x

h
+

y

k
,

kde a, b, h, k ∈ R+.

Cvi£ení 178

Ov¥°te regularitu zobe
n¥ný
h pseudopolární
h sou°adni
.

Cvi£ení 179

Nalezn¥te sou°adni
e t¥ºi²t¥ homogenní desky ohrani£ené k°ivkou

x2/3
+ y2/3

= a2/3

v prvním kvadrantu. Konstanta a ne
h´ je kladná.

Cvi£ení 180

Vypo£t¥te

∫
A
d(x, y, z), kde A =

{
(x, y, z) ∈ E3 : x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0 ∧ x + y 6 1 ∧ z 6 1 + x + y

}
.

Cvi£ení 181

Vypo£t¥te ∫

A

1

(x + y + z + 1)3
d(x, y, z),

kde A =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0 ∧ x + y + z 6 1

}
.

Cvi£ení 182

Uºitím pseudosféri
ký
h sou°adni
 vypo£t¥te objem t¥lesa ohrani£eného v E3
plo
hou o rovni
i

√
|x|
a
+

√
|y|
b
+

√
|z|
c
= 1.

Parametry a, b, c jsou kladná reálná £ísla.
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Cvi£ení 183

Ne
h´ a, b ∈ R+ jsou parametry. Vypo£t¥te integrál

I =

$

A

(
x2
+

y2

b2

)
d(x, y, z),

kde A =
{
(x, y, z) ∈ E3 : b2x2

+ y2
+ b2z2 6 2xab2

}
.

Cvi£ení 184

Ne
h´ a, b, c ∈ R+ a v > c jsou parametry. Vypo£t¥te objem t¥lesa

T =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
6 −1 ∧ 0 6 z 6 v

}
.

Cvi£ení 185

Vypo£t¥te ∫

M

xyz d(x, y, z),

kde

M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x > 1 ∧ y > 1 ∧ z > 1 ∧ xyz 6 2

}
.

Cvi£ení 186

Vypo£t¥te objem elipsoidu

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
6 1,

kde a, b, c ∈ R+.

Cvi£ení 187

Ne
h´ v > 0. Vypo£t¥te objem t¥lesa

T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2 − 2z 6 0 ∧ z 6 v
}
.

Cvi£ení 188

Ne
h´ a, b, c, v ∈ R+ jsou parametry. Vypo£t¥te objem t¥lesa

T =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
6 1 ∧ |z| 6 v

2

}
.

Cvi£ení 189

Vypo£t¥te ∫

T

√
x2 + y2 + z2 e

−(x2+y2+z2)
d(x, y, z),

kde T = {(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 + z2 > r2}. Parametr r je vybrán z mnoºiny R+.

Cvi£ení 190

Ne
h´ a, b, c > 0. Vypo£t¥te integrál

∫
M

z d(x, y, z), kde

M =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
6 1 ∧ z > 0

}
.

Cvi£ení 191

Ne
h´ r > 0 je parametr. Vypo£t¥te objem t¥lesa ohrani£eného plo
hami

z = e−x2−y2

, z = 0, x2
+ y2

= r2.
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Cvi£ení 192

Vypo£t¥te integrál

$

E3

e
−x2−y2−z2

d(x, y, z).

Cvi£ení 193

Ne
h´ a, b > 0. Vypo£t¥te objem t¥lesa

T =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
− y2

b2
6 1 ∧ |y| 6 b ∧ 0 6 z 6 x2|y|

}
.

Cvi£ení 194

Ne
h´ a, b, v jsou kladné parametry. Vypo£t¥te objem t¥lesa

T =

(x, y, z) ∈ E3 :

√
|x|
a
+

√
|y|
b
6 1 ∧ |z| 6 v

2

 .

Cvi£ení 195

Odvo¤te vzore
 pro objem rota£ního kuºele o polom¥ru podstavy r a vý²
e v.

Cvi£ení 196

Ne
h´ a > 0. Vypo£t¥te objem t¥lesa T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : (x2 + y2 + z2)2 6 a3z

}
.

Cvi£ení 197

Nalezn¥te t¥ºi²t¥ oblasti vymezené plo
hami

z = x2
+ y2, x + y = 1, x + y = −1, x − y = 1, y − x = 1, z = 0.

Cvi£ení 198

Vypo£t¥te objem t¥lesa, které vznikne rota
í k°ivky

z(x) = sin(x)
(
0 6 x 6

π

2

)

kolem osy z.

Cvi£ení 199

Ne
h´ a, b, c ∈ R+ jsou parametry. Vypo£t¥te objem t¥lesa

T =

(x, y, z) ∈ E3 :

(
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)3

6 6xyz

 .

Cvi£ení 200

Ne
h´ a, b, c ∈ R+. Pomo
í vhodn¥ de�novaného sou°adného systému vypo£t¥te objem t¥lesa

T =

{
(x, y, z) ∈ E3 : x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0 ∧

(
x

a
+

y

b

)2

+
z2

c2
6 1

}
.

Cvi£ení 201

Vypo£t¥te objem kulového vr
hlíku o vý²
e v vy°ízlého z koule o polom¥ru r.

Cvi£ení 202

Vypo£t¥te objem rota£ního jednodílného hyperboloidu

T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2 − z2 6 1 ∧ |z| 6 v
}
,

kde v je kladný parametr.
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Cvi£ení 203

Vypo£t¥te integrál

∫
T

15y2 d(x, y, z), kde

T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2
+ z2 6 2ax + 2by + 2cz

}
,

jsou-li a, b, c kladná £ísla.

Cvi£ení 204

Spo£t¥te ∫

T

(x + y + z) d(x, y, z),

kde T je koule o polom¥ru r > 0 se st°edem v bod¥ (a, b, c) ∈ E3.

Cvi£ení 205

Nalezn¥te t¥ºi²t¥ oblasti

O =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
< 1 ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0

}
,

kde a, b, c > 0.

Cvi£ení 206

Vypo£t¥te objem t¥lesa ohrani£eného plo
hami z = 6 − x2 − y2, z =
√

x2 + y2.

Cvi£ení 207

Ne
h´ je dáno t¥leso

T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2 6 1 ∧ z ∈ 〈0, 1〉
}
.

Rovina ur£ená body

~a = (−1, 0, 0), ~b = (−1, 1, 0) a ~c = (1, 0, λ) rozd¥luje t¥leso na dv¥ £ásti. Vypo£t¥te jeji
h objem a

stanovte hodnotu parametru λ ∈ 〈0, 1〉 tak, aby se zmín¥né objemy rovnaly.

Cvi£ení 208

Vypo£t¥te ja
obián £ty°rozm¥rný
h sféri
ký
h sou°adni
 z p°íkladu 9.3.28.

Cvi£ení 209

Vypo£t¥te objem t¥lesa A =
{
(x, y, u, v) ∈ E4 : x2 + y2 6 r2 ∧ u2 + v2 6 s2

}
, kde r, s ∈ R+ jsou parametry.

Cvi£ení 210

Vypo£t¥te objem £ty°rozm¥rného elipti
kého eliptikonu

K =

{
(x, y, z, u) ∈ E4 :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
+

u2

d2
6 1

}
,

kde a, b, c, d ∈ R+ jsou parametry.

Cvi£ení 211

Dokaºte v¥tu 6.1.11.

Cvi£ení 212

Dokaºte v¥tu 6.1.14.

Cvi£ení 213

Dokaºte v analogii k p°íkladu 9.1.18, ºe Jordanova-Peanova míra jednoprvkové mnoºiny M = {a1, a2} je nulová.

Cvi£ení 214

P°eve¤te Lapla
e·v operátor do sou°adni
 x = 1+̺ sin(2ϕ), y = ̺ cos(2ϕ). Nalezn¥te také p°íslu²nou maximální mnoºinu

regularity.
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Cvi£ení 215

Na mnoºin¥ M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 + 4z2 = 9

}
vy²et°ete extrémy funk
e f (x, y, z) = 4z − 2x + y.

Cvi£ení 216

Nalezn¥te takovou te£nou rovinu k plo²e y2+5z2+4yz−2x−10y−4z = 3, která je rovnob¥ºná s rovinou 3x+9y−3z = 1.

Cvi£ení 217

Rozhodn¥te o existen
i limity

lim
(x,y)→0

3x3y3

4x4 + y12
.

Cvi£ení 218

Do par
iální diferen
iální rovni
e

3x2∂
2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
− y2 ∂

2u

∂y2
+ 2y

∂u

∂y
= 0

zave¤te nové prom¥nné r =
y3

x a s = xy. Nalezn¥te p°íslu²nou maximální mnoºinu regularity.

Cvi£ení 219

Jaký úhel svírají deriva
e funk
í

f (x, y, z) =
(
x +

1

2

)2

+ 4(y − 2)2
+

√
3y + sin(z)

g(x, y, z) = xy
+ sin(2z)

v bod¥

(
1, 2, π2

)
?

Cvi£ení 220

Vy²et°ete lokální extrémy funk
e z(x, y), jeº je zadána impli
itn¥ rovni
í

x2
+ 3y2 − 8z2

+ 4xy + 2xz + 10yz + z = 1.

Cvi£ení 221

Dokaºte, ºe funk
e

f (x, y) =
2xy

x2 + y2
+ x + 4y

nemá v bod¥ (0, 0) totální diferen
iál.

Cvi£ení 222

Vy²et°ete lokální extrémy funk
e z(x, y), jeº je zadána impli
itn¥ rovni
í

x2
+ 5y2

+ 10z2
+ 4xy + 2xz − 2yz + z = 1.

Cvi£ení 223

Pod jakým úhlem (ve stupní
h) stoupá (£i klesá) graf funk
e

f (x, y, z) = 2x2
+ 4xy + 6y2

+ 5x + (4 + 3
√

2)y + 8z2

ve sm¥ru (1,−
√

2, 0) v bod¥ (2,−1, 1).

Cvi£ení 224

Par
iální diferen
iální rovni
i

x2 ∂
2 f

∂x2
+ y2 ∂

2 f

∂y2
+ 2xy

∂2 f

∂x∂y
= 0

transformujte do nový
h prom¥nný
h

u =
1

2
ln(x2

+ y2), v = arctg
( y

x

)
.

Nalezn¥te také p°íslu²nou maximální mnoºinu regularity.
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Cvi£ení 225

Na mnoºin¥ M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : y2 + z2 = 5

}
vy²et°ete extrémy funk
e

f (x, y, z) = x2
+ 5y2

+ 5z2
+ 4xy + 2xz − 4x − 8y − 4z + 2.

Cvi£ení 226

Par
iální diferen
iální rovni
i

x2 ∂
2 f

∂x2
+ 4

∂2 f

∂y2
+ x

∂ f

∂x
= 0

transformujte do nový
h prom¥nný
h r = x2 cos(y), s = x2 sin(y).

Cvi£ení 227

Nalezn¥te úplný Ma
laurin·v rozvoj funk
e f (x, y) = ln(1+ x+ y2). Výsledek upravte do jediné dvojsumy. Dále stanovte

obor konvergen
e získané °ady a jeho podobu podrobn¥ na£rtn¥te.

Cvi£ení 228

Par
iální diferen
iální rovni
i

6
∂2 f

∂x2
+ y2 ∂

2 f

∂y2
− 5y

∂2 f

∂x∂y
+ 4e2xy5 ∂ f

∂x
+

(
y − 2y6e2x

) ∂ f

∂y
= 0

transformujte do nový
h prom¥nný
h r = y2ex, s = y3ex.

Cvi£ení 229

Vy²et°ete v²e
hny lokální extrémy funk
e f (x, y, z) = x2e−x2 − y2
+ 2yz − 2z2

+ 6y − 2z.

Cvi£ení 230

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te t°írozm¥rnou míru (objem) mnoºiny

T =

(x, y, z) ∈ E3 :

(
x2

a2
+

y2

b2

)2

+
z4

c4
6

z2

c2
∧ z > 0



a z−ovou sou°adni
i jejího t¥ºi²t¥.

Cvi£ení 231

Ne
h´ a, b > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te obsah plo
hy ohrani£ené k°ivkami



√

x

a
+

√
y

b




3

=

√
x

a
− y

b
, y = 0.

Cvi£ení 232

Vypo£t¥te t¥ºi²t¥ mnoºiny

M =

{
(x, y) ∈ E2 :

x2

a2
+

y4

b4
6 1 ∧ x > 0 ∧ y > 0

}
.

Uºijte nápov¥dy ∫ π/2

0

1√
sin(x)

dx �
3

2
π.

Cvi£ení 233

Pro dvojný integrál ∫ 2

0

∫ 2x+1

0

f (x, y) dydx+

∫ 4

2

∫ 16−4x

0

f (x, y) dydx

zame¬te integra£ní po°adí.
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Cvi£ení 234

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te t°írozm¥rnou míru (objem) mnoºiny

D =

(x, y, z) ∈ E3 :

(
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)2

6
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2

 .

Cvi£ení 235

Ne
h´ a, b > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te dvojrozm¥rnou míru (obsah) mnoºiny

A =

(x, y) ∈ E2 :

(
x4

a4
+

y4

b4

)3/2

6
x4

a4
− y4

b4

 .

Cvi£ení 236

Ne
h´ a, b > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te integrál

∫

A

|xy| d(x, y),

kde

A =

(x, y) ∈ E2 :

(
x4

a4
+

y4

b4

)3/2

6
x4

a4
− y4

b4

 .

Cvi£ení 237

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te t°írozm¥rnou míru (objem) mnoºiny

C =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

(
x

a
+

y

b

)2

+
z2

c2
6 1 ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0

}

a y−ovou sou°adni
i jejího t¥ºi²t¥.

Cvi£ení 238

Ne
h´ a, b, c jsou kladné parametry. Vypo£t¥te t°írozm¥rnou míru (objem) t¥lesa

T =

(x, y, z) ∈ E3 :

(
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)2

6 z exp


−

z2

c2

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2




 .

Cvi£ení 239

Ne
h´ a, b > 0. Ur£ete dvojrozm¥rnou míru (obsah) oblasti, ohrani£ené k°ivkou



√

x

a
+

√
y

b




20

= 16
xy

ab
.

Zadanou k°ivku na£rtn¥te!

Cvi£ení 240

Ne
h´ a, b, c > 0. Vypo£t¥te t°írozm¥rnou míru (objem) t¥lesa

T =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

b2
+

z4

c4
6 1

}
.

Cvi£ení 241

Vypo£t¥te obsah plo
hy ohrani£ené uzav°enou k°ivkou x2 + 4xy+ 13y2 + 2x− 8y+ 5 = R2, kde R > 0 je parametr. Uºijte

v¥tu o substitu
i a základní poznatky o kuºelose£ká
h.

Cvi£ení 242

Nalezn¥te lokální extrémy impli
itní funk
e u(x, y) de�nované rovni
í

u3
+ 3u2

+ 2u(x + y)2
+ 4(x + 2)2

+ 4(y − 2)2
= 4.
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Cvi£ení 243

Za pomo
í substitu
e ξ = xy, η = x
y °e²te par
iální diferen
iální rovni
i

x2∂
2u

∂x2
− y2∂

2u

∂y2
+

(
1 + 8x2y2

) (
x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y

)
= 0.

Cvi£ení 244

Vy²et°ete extrémy funk
e u(x, y, z) zadané rovni
í x + y2
+ 4z + xzeu

+ 4e−u
= u.

Cvi£ení 245

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te t°írozm¥rnou míru (objem) t¥lesa

T =

(x, y, z) ∈ E3 :



√∣∣∣∣

x

a

∣∣∣∣ +
√∣∣∣∣

y

b

∣∣∣∣ +
√∣∣∣∣

z

c

∣∣∣∣



7

6

√∣∣∣∣
x

a

∣∣∣∣ −
√∣∣∣∣

y

b

∣∣∣∣
 .

Cvi£ení 246

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou parametry. Transformujte Lapla
e·v operátor z kartézský
h sou°adni
 (x, y, z) do pseudo
ylindri
-

ký
h sou°adni
 (̺, ϕ, h) zadaný
h rovni
emi x = a + ̺2 cos(ϕ), y = b + ̺2 sin(ϕ), z = ch2.

Cvi£ení 247

Vypo£t¥te

#

T
|z| d(x, y, z), kde

T =


(x, y, z) ∈ E3 :



(

x2

a2

)1/3

+

(
y2

b2

)1/3

+

(
z2

c2

)1/3
7

6

(
x2

a2

)1/3

+

(
y2

b2

)1/3

−
(

z2

c2

)1/3

.

Cvi£ení 248

Sestavte úplný Taylor·v rozvoj funk
e f (x, y) = ye2x+y
v bod¥ (x0, y0) = (−1, 2).

Cvi£ení 249

Nalezn¥te hodnoty reálný
h konstant a, b ∈ R, pro n¥º transforma
e

ξ = ay − x, η = x − by, g =
f

y

p°evádí par
iální diferen
iální rovni
i pro funk
i f (x, y)

6y2 ∂
2 f

∂x2
+ 5y2 ∂

2 f

∂x∂y
+ y2 ∂

2 f

∂y2
− 5y

∂ f

∂x
− 2y

∂ f

∂y
+ 2 f = 0

na rovni
i

∂2g

∂ξ∂η
= 0

pro neznámou funk
i g(ξ, η).

Cvi£ení 250

Vy²et°ete lokální extrémy funk
e f (x, y, z) = sin(2x) · sin(y) · sin(2z) na mnoºin¥

A =
{
(x, y, z) ∈ E3 : 4x + 2y + 4z = π ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0

}
.

Cvi£ení 251

Ne
h´ a, b, c > 0. Vypo£t¥te t¥ºi²t¥ mnoºiny

C =

(x, y, z) ∈ R3 :

(
x2

a2
+

y2

b2

)2

+
z4

c4
6

z

c

 .

Uºijte faktu, ºe ∫ π/2

0

sin2/3(x) dx �
5

8

√
π.
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Cvi£ení 252

Nalezn¥te globální extrémy funk
e f (x, y) = 2x + 6y na mnoºin¥ M =
{
(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 − 6x + 8y 6 15

}
.

Cvi£ení 253

Par
iální diferen
iální rovni
i

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ 4

∂2u

∂z2
+

2

z

∂u

∂z
= 0

transformujte do sou°adni
 x = ̺ cos(ϕ), y = ̺ sin(ϕ) a z = h2.

Cvi£ení 254

Pro funk
i z(x, y), jeº je impli
itn¥ zadána soustavou rovni


x2 + y2 + z2 + 16u = 22,

z3 − 2z2y − 4xyz + 8x2y2 = 0,

ur£ete hodnotu Lapla
eova operátoru ∆z v bod¥

~a = (1, 1).

Cvi£ení 255

Nalezn¥te Ma
larinovu °adu funk
e

f (x, y) =
x3

(y + 1)2

a ur£ete její obor konvergen
e.

Cvi£ení 256

Na mnoºin¥

M =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2
+ z2

= 25 ∧ x2
+ y2

= 9
}

vy²et°ete extrémy funk
e f (x, y, z) = x + 2
√

2y. Dále stanovte hodnoty t¥
hto extrém·.

Cvi£ení 257

Vymyslete funk
i, pro níº existuje práv¥ ²est par
iální
h limit v bod¥

~0, a to s hodnotami 1, 1, 4, 4, 7, 7.

Cvi£ení 258

Pro kladná x a y vy²et°ete lokální extrémy funk
e

f (x, y) = xy

√
1 − x2

27
− y2

3
.

Cvi£ení 259

Transformujte výraz

∂2 f

∂z2

do pseudosféri
ký
h sou°adni
 x = ̺ cos(ϑ) cos2(ϕ), y = ̺ cos(ϑ) sin2(ϕ), z = ̺ sin(ϑ).

Cvi£ení 260

Vy²et°ete lokální extrémy funk
e

f (x, y) =

√
cos2(x) − sin2(y) + sin(x + y)

na mnoºin¥ M =
(
0, π2

)
×

(
0, π2

)
.

Cvi£ení 261

Nalezn¥te lineární aproxima
i funk
e z(x, y) v bod¥

~a = (1, 1), je-li z(x, y) zadána rovni
í (z2 − x2)xyz − y5 = 5. Dále

vypo£t¥te hodnotu

∂2z
∂x∂y (~a).
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Cvi£ení 262

Pro funk
i

f (x, y) =


x3y

√
x2+y2

x6+y2 + 4y;

0;

(x, y) , ~0;

(x, y) = ~0;

vypo£t¥te podle de�ni
e par
iální deriva
e

∂ f

∂x (~0) a

∂ f

∂y (~0). Dále rozhodn¥te, má-li funk
e f (x, y) v bod¥

~a = ~0 totální

diferen
iál.

Cvi£ení 263

Ne
h´ a, b, c > 0. Transformujte operáror

a2 ∂
2

∂x2
+ b2 ∂

2

∂y2
+ c2 ∂

2

∂z2

do zobe
n¥ný
h 
ylindri
ký
h sou°adni
 x = a̺ cos(ϕ), y = b̺ sin(ϕ), z = cℏ.

Cvi£ení 264

Par
iální diferen
iální rovni
i

9y
∂2u

∂x2
+ 16x2∂

2u

∂y2
− 24x

√
y
∂2u

∂x∂y
= 0

substituujte transforma£ními vztahy ξ = x2 + y3/2, η = y. Stanovte p°íslu²nou maximální mnoºinu regularity zadaného

zobrazení a výsledek transforma
e upravte do nejjednodu²²ího moºného tvaru.

Cvi£ení 265

Ne
h´ je zadána funk
e

f (x, y, z) =


4
√

11
x2 √yz

2x2+y2+z2 ; (x, y, z) , ~0 ∧ yz > 0;

0; (x, y, z) = ~0 ∨ yz 6 0;

Pod jakým úhlem stoupá te£na (vedená ve sm¥ru

~s = (1, 3, 1)) ke grafu funk
e f (x, y, z) v bod¥

~0?

Cvi£ení 266

Na mnoºin¥ M =
{
(x, y, z, u) ∈ E4 : x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0 ∧ u > 0 ∧ y2

+ 9z2
= 18 ∧ xu = 4

}
vy²et°ujte lokální extrémy

funk
e f (x, y, z, u) = x2 + 4xu + y + 16u2 + 3z.

Cvi£ení 267

Pro funk
i

f (x, y, z) =
64

x + 2y2 +
√

z

sestavte p°íslu²ný Taylor·v polynom druhého stupn¥ v bod¥

~a = (3, 0, 1).

Cvi£ení 268

Pro funk
i

f (x, y) =
√

2y(1 − 2x) − x2 − 5y2

ur£ete, £emu je roven obor hodnot Ran( f ).

Cvi£ení 269

Nalezn¥te te£nou rovinu ℘ k plo²e

2x(1+ x) − 2y(3x− 1) + 6y2
+ 2xz − 4yz + z2

= −4

v jejím bod¥ (−3,−2, 0). Zjist¥te dále, existuje-li na uvedené plo²e bod (krom¥ vý²e uvedeného), v n¥mº je p°íslu²ná

te£ná rovina rovnob¥ºná s rovinou ℘.
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Cvi£ení 270

Rozhodn¥te, zda funk
e z(x, y) zadaná rovni
í

(
x4 − y4

+ z4
)2
= 3z4

+ 4x4

stoupá v bod¥ (x0, y0) = (1, 1) ve sm¥ru

~s = (−2, 2) strm¥ji neº 45◦.

Cvi£ení 271

Pro funk
i f (x, y) =
√

1 + y2 + 2x vypo£t¥te

∂40 f

∂y30∂x10 (~0).

Cvi£ení 272

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Nalezn¥te obe
nou rovni
i te£né roviny k plo²e

x3

a3
+

y3

b3
− z3

c3
= 1

v jejím bod¥ (x0, y0, z0).

Cvi£ení 273

Vypo£t¥te objem mnoºiny

T =
{
(x, y, z) ∈ E3 :

(
2x + y + 1

)2
+

(
3x − 2y + 2

)2
+ z2 6 R2

}
,

kde R > 0 je pevn¥ zvolený parametr.

Cvi£ení 274

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te klasi
kou t°írozm¥rnou míru mnoºiny

A =

(x, y, z) ∈ E3 :

((
x

a
+

y

b

)2

+
z2

c2

)2

6
x

a
− y

b
∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0

 .

Cvi£ení 275

Par
iální diferen
iální rovni
i

x2 ∂
2z

∂x2
+ y2 ∂

2z

∂y2
− 2xy

∂2z

∂x∂y
− x

∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= x + y

pro neznámou funk
i z(x, y) substituujte transforma£ními vztahy u = x2
+ y2, v = xy, w = x + y + z na diferen
iální

rovni
i pro neznámou funk
i w(u, v).

Cvi£ení 276

Rozhodn¥te, zda je moºno funk
i

f (x, y) =
xy3

x4 + y4

dode�novat v bod¥ (0, 0) tak, aby byla spojitá v E2. Stanovte p°ípadnou hodnotu f (0, 0).

Cvi£ení 277

Vypo£t¥te k°ivkový integrál ∫

M

x dµc(~x),

kde M je £ást paraboly y = x2
mezi body (0, 0) a (

√
2, 2).

Cvi£ení 278

Vypo£t¥te délku kruºni
e o polom¥ru r.
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Cvi£ení 279

Vypo£t¥te

I =

∫

C

x4/3
+ y4/3 dµc(~x),

kde C =
{
(x, y) ∈ E2 : x > 0 ∧ y > 0 ∧ x2/3 + y2/3 = a2/3

}
. Parametr a ne
h´ je z mnoºiny R+.

Cvi£ení 280

Vypo£t¥te délku grafu funk
e y(x) = ln(cos(x)), kde x ∈
〈
0, π4

〉
.

Cvi£ení 281

Vypo£ítejte k°ivkový integrál

∫

M

√
x4

y2
+

y4

x2
dµc(~x),

kde M = {(x, y) ∈ E2 : (x2 + y2)
3
2 = xy}.

Cvi£ení 282

Vypo£t¥te k°ivkový integrál ∫

M

x dµc(~x),

kde M je sjedno
ení úse£ky mezi body (0, 0) a (2, 2) a úse£ky mezi body (2, 2) a (4, 0).

Cvi£ení 283

Vypo£t¥te k°ivkový integrál druhého druhu ∫

M

(x,−y) dµc(~x),

kde M =
{
(x, y) ∈ E2 : y = 2x2 ∧ x ∈ 〈0, 1〉

}
.

Cvi£ení 284

Pro pevn¥ zvolené a > 0 vypo£t¥te integrál

∫
C
|y| dµc(~x), kde C =

{
(x, y) ∈ E2 : (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

}
. Mnoºinu C

na£rtn¥te!

Cvi£ení 285

P°ímým výpo£tem ur£ete hodnotu k°ivkového integrálu

∫

C

(x + y)2dx + (x2
+ y2)dy,

kde C je trojúhelník s vr
holy (2, 2), (8, 2) a (4, 6) obíhaný proti sm¥ru hodinový
h ru£i£ek.

Cvi£ení 286

�e²te p°ed
hozí úlohu uºitím Greenovy v¥ty.

Cvi£ení 287

Spo£t¥te ∫

C

x2
dµc(x, y)

pro C = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 = 2ax + 2by}, kde a, b ∈ R jsou konstanty.

Cvi£ení 288

Nalezn¥te délku a sou°adni
e t¥ºi²t¥ zobe
n¥né k°ivky, popsané v E3
parametriza
í (et cos(t), et sin(t), et), probíhá-li

parametr t mnoºinu (−∞, 0〉.
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Cvi£ení 289

Nalezn¥te délku a x−ovou sou°adni
i t¥ºi²t¥ k°ivky ur£ené parametriza
í

~ϕ(t) =

(
t cos(t), t sin(t),

2
√

2

3
t3/2

)
; t ∈ 〈0, 2π〉.

Cvi£ení 290

Ne
h´ kladné £íslo a je pevn¥ zvoleno. Ur£ete t¥ºi²t¥ mnoºiny

C =
{
(x, y) ∈ E2 : x2/3

+ y2/3
= a2/3 ∧ x > 0 ∧ y > 0

}
.

Cvi£ení 291

Ne
h´ je v mnoºin¥ E2
zadána k°ivková parametriza
e

~ϕ(t) =
(
t2 cos(t), t2 sin(t)

)
, 0 6 t 6

π

2

a vektorové pole

~F(x, y) =
(
(x2 + y2)−1/4, (x2 + y2)−1/4

)
. Vypo£t¥te

∫
〈~ϕ〉
~F(x, y) dµc(x, y) a délku k°ivky 〈~ϕ〉.

Cvi£ení 292

Vypo£t¥te ∫

A

xy2dy − x2y dx,

kde A je kruºni
e x2 + y2 = r2
probíhaná proti sm¥ru hodinový
h ru£i£ek.

Cvi£ení 293

Nalezn¥te délku k°ivky zadané parametriza
í

~ψ(t) = (3t, 3t2, 2t3), od bodu (0, 0, 0) do bodu (3, 3, 2).

Cvi£ení 294

Ne
h´ a, b > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te k°ivkový integrál

∫

M

(x2
+ y2

+ z2) dµc(x, y, z),

kde M je £ást ²roubovi
e (a cos(t), a sin(t), bt) pro t ∈ 〈0, 2π〉.

Cvi£ení 295

Vypo£t¥te ∫

C

√
x2 + y2 dµc(x, y),

kde C =
{
(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 = ay

}
pro parametr a ∈ R+.

Cvi£ení 296

Vypo£t¥te ∫

M

y2 dµc(x, y),

kde M je oblouk 
ykloidy x = a(t − sin(t)), y = a(1 − cos(t)) pro 0 6 t 6 2π.

Cvi£ení 297

Vypo£ítejte ∫

M

ex (
(1 − cos(y)) dx− (y − sin(y)) dy

)
,

kde M je hrani
e oblasti O =
{
(x, y) ∈ E2 : 0 < x < π ∧ 0 < y < sin(x)

}
probíhaná v kladném sm¥ru.
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Cvi£ení 298

Ne
h´ a > 0 je pevn¥ zvolený parametr. Nalezn¥te y−ovou sou°adni
i t¥ºi²t¥ £ásti 
ykloidy

x = at − a sin(t), y = a − a cos(t),

leºí
í mezi body (0, 0) a (aπ, 2a).

Cvi£ení 299

Spo£t¥te ∫

C

(
ex sin y − y

)
dx +

(
ex cos y − 1

)
dy,

kde C =
{
(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 = ax ∧ y > 0

}
. �íslo a ∈ R+ ne
h´ je 
hápano jako parametr.

Cvi£ení 300

Ne
h´ a > 0 je parametr. Vypo£t¥te k°ivkový integrál

∫

M

z dµc(x, y, z),

kde x = t cos(t), y = t sin(t) a z = t pro t ∈ 〈0, a〉.

Cvi£ení 301

Vypo£ítejte ∫

M

sin(y) dx+ sin(x) dy,

kde M je úse£ka s krajními body (0, π) a (π, 0).

Cvi£ení 302

Samostatn¥ vyslovte a dokaºte v¥tu o absolutní hodnot¥ k°ivkového integrálu prvního druhu.

Cvi£ení 303

Bez pouºití Greenovy v¥ty vypo£t¥te

∫

〈~ϕ⊕ ~ψ〉
arctg

( y

x

)
dy − dx,

kde 〈~ϕ〉 je £ást paraboly (s vr
holem v po£átku sou°adného systému) mezi body (0, 0) a (1, 1) a 〈~ψ〉 je orientovaná úse£ka
mezi body (1, 1) a (0, 0).

Cvi£ení 304

Ne
h´ a > 0 je pevn¥ zvolený parametr. Nalezn¥te x−ovou sou°adni
i t¥ºi²t¥ £ásti 
ykloidy

x = at − a sin(t), y = a − a cos(t),

leºí
í mezi body (0, 0) a (aπ, 2a).

Cvi£ení 305

Vypo£ítejte ∫

M

(x + y) dx− (x − y) dy,

kde M je hrani
e oblasti ohrani£ené funk
emi y = x2−1 a y = cos
(
π
2 x

)
, která je probíhána ve sm¥ru hodinový
h ru£i£ek.

Cvi£ení 306

Vypo£t¥te k°ivkový integrál ∫

M

(x2
+ y2) dx + (x2 − y2) dy,

kde M je dána rovni
í y = 1 − |1 − x| s omezením 0 6 x 6 2.

239



KAPITOLA 12. NE�E�ENÉ P�ÍKLADY

Cvi£ení 307

Vypo£t¥te ∫

C

xy dµc(x, y),

kde C je oblouk hyperboly x = a cosh(t), y = a sinh(t) pro t ∈ 〈0, b〉. �ísla a, b jsou kladné parametry.

Cvi£ení 308

Ne
h´ a > 0 je pevn¥ zvolený parametr. Vypo£t¥te

∫

C

(2a − y) dx+ x dy,

kde C je oblouk 
ykloidy x = at − a sin(t), y = a − a cos(t) pro taková t, pro n¥º 0 6 t 6 2π.

Cvi£ení 309

Vypo£t¥te plo²ný integrál

∫
S

z dµs(~x), kde

S =
{
(x, y, z) ∈ E3 : z = x + y ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ x + y < 1

}
.

Cvi£ení 310

Nalezn¥te obsah plo
hy z =
√

x2 + y2
omezené vnit°kem vál
e x2 + y2 = 2x.

Cvi£ení 311

Kolik km2
m¥°í mírné pásmo na severní polokouli, které se rozprostírá mezi 23◦27′ a 66◦23′ severní ²í°ky?

Cvi£ení 312

Vypo£ítejte plo²ný integrál

I :=

∫

S

x2e−z2

dµs(x, y, z),

kde S = {(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 = 1}.

Cvi£ení 313

Vypo£t¥te obsah plo
hy S =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 + z2 = r2 ∧ 0 < v1 < z < v2 < r

}
, kde v1, v2, r ∈ R+ jsou parametry.

Cvi£ení 314

Vypo£t¥te obsah plo
hy S =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 6 r2 ∧ x + y + z = 1

}
, r je kladný parametr.

Cvi£ení 315

Vypo£t¥te plo²ný integrál druhého druhu

∫
S
(y − z, x − z, x − y) dµs(x, y, z) p°es vn¥j²í plá²´ S kuºele x2

+ y2
= z2, kde

0 6 z 6 v pro parametr v > 0.

Cvi£ení 316

Vypo£ítejte ∫

S

x dydz+ y dzdx + z d(x, y),

kde S je vn¥j²í strana polokoule x2 + y2 + z2 = 1 pro z > 0.

Cvi£ení 317

Parametrizujte matemati
ký anuloid (toroid) o polom¥re
h r > 0, R > r a vypo£t¥te jeho povr
h.

Cvi£ení 318

Vypo£t¥te ∫

S

6xy2 dydz + y3 dzdx + 6y2z d(x, y),

pro S =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 + z2 = 2ax + 2by + 2cz

}
, kde £ísla a, b, c ∈ R jsou pevn¥ zvolena.
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Cvi£ení 319

Vypo£t¥te

I =

"

S

(x2
+ y2

+ z2) dydz + (y2
+ z2) dzdx+ z2 d(x, y)

pro

S =
{
(x, y, z) ∈ E3 : (x + a)2

+ (y + 2a)2
+ (z + 3a)2

= r2
}
,

kde a, r ∈ R+ jsou parametry.

Cvi£ení 320

Vypo£t¥te

"

S

x dydz + y dzdx+ z d(x, y)
√

x2 + y2 + z2
,

je-li S =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2
+ z2

= r2
}
, kde r je kladný parametr.

Cvi£ení 321

Ne
h´ £ísla a, b ∈ R+ jsou zvolena pevn¥. Vypo£t¥te integrál

∫
S

z2 dµs(x, y, z), je-li S anuloid popsaný parametriza
í

x =
(
b + a cos(u)

)
cos(v),

y =
(
b + a cos(u)

)
sin(v),

z = a sin(u),

kde oba parametry probíhají mnoºinu (0, 2π).

Cvi£ení 322

Ne
h´ a ∈ R+. Vypo£t¥te plo²ný integrál

∫

S

x2 dydz + y2 dzdx + z2 d(x, y),

kde S je vn¥j²í plá²´ t¥lesa T =
{
(x, y, z) ∈ E3 : 0 6 x 6 a ∧ 0 6 y 6 a ∧ 0 6 z 6 a

}
.

Cvi£ení 323

Nalezn¥te obsah plo
hy, kterou na povr
hu koule o polom¥ru r vytíná vále
 o polom¥ru a 6 r, jehoº osa pro
hází st°edem
zadané koule.

Cvi£ení 324

Gaussovou-Ostrogradského v¥tou vypo£t¥te plo²ný integrál druhého druhu

"

S

(x − y + z) dydz+ (y − z + x) dzdx+ (z − x + y) d(x, y),

kde S je zobe
n¥ná plo
ha |x − y + z| + |y − z + x| + |z − x + y| = 1.

Cvi£ení 325

Ur£ete obsah plo
hy, která vznikne rota
í funk
e z(x) = x3, (0 6 x 6 2) kolem osy z.

Cvi£ení 326

Ne
h´ S je plá²´ koule o polom¥ru r se st°edem v bod¥ (a, b, c) ∈ E3. Vypo£t¥te
∫

S
(x2 + y2) dµs(x, y, z).
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Cvi£ení 327

Vypo£t¥te obsah plá²t¥ kulového vr
hlíku vý²ky v vy-

°íznutého z koule o polom¥ru r (viz obrázek).

Cvi£ení 328

Vypo£t¥te obsah následují
í plo
hy

S =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

a2
− z2

b2
= 0 ∧ 0 < z < v

}
,

kde a, b, v > 0 jsou parametry.

Cvi£ení 329

Vypo£t¥te integrál

"

S

|z|(x2
+ y2)

√
r2 + x2 + y2 dµs(x, y, z),

kde S je plá²t koule o polom¥ru r > 0 mají
í st°ed v bod¥ (0, 0, 0).

Cvi£ení 330

Vypo£t¥te integrál

"

S

x3|z| dydz+ y3|z| dzdx+ x3|y| d(x, y),

kde S je plo
ha v E3
popsaná rovni
í (

x2
+ y2

+ z2
)2
= x2

+ y2.

Cvi£ení 331

Spo£t¥te ∫

S

|y|e−z2

dµs(x, y, z)

kde S je plá²´ vál
e o polom¥ru 3, jehoº osou je osa z sou°adného systému.

Cvi£ení 332

Spo£t¥te

∫
S

x2z dµs(x, y, z), kde S je plá²´ kuºele s vr
holem leºí
ím v po£átku sou°adného systému a s podstavou leºí
í

v rovin¥ z = 2. Polom¥r podstavy kuºele ne
h´ je 2.

Cvi£ení 333

Vypo£t¥te povr
h plá²t¥ kuºele o polom¥ru podstavy r a vý²
e v. Výsledek poté vyjád°ete pomo
í tzv. délky strany

kuºele s :=
√

r2 + v2.

Cvi£ení 334

Vypo£t¥te plo²ný integrál

"

S

x2 dydz + y2 dzdx + z2 d(x, y),

kde S je vn¥j²í strana koule (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2
pro a, b, c, r > 0.
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Cvi£ení 335

Uºitím Stokesovy v¥ty vypo£t¥te k°ivkový integrál druhého druhu

∫

C

(y − z) dx + (z − x) dy+ (x − y) dz,

kde C =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2 + y2 = 1 ∧ x + z = 1

}
.

Cvi£ení 336

Bez pouºití Stokesovy v¥ty °e²te p°íklad 11.3.2.

Cvi£ení 337

Dokaºte tvrzení v¥ty 11.2.13.

Cvi£ení 338

Dokaºte tvrzení v¥ty 11.2.15.

Cvi£ení 339

Dokaºte tvrzení v¥ty 11.2.16.

Cvi£ení 340

Vypo£t¥te dvojrozm¥rnou míru (povr
h) mnoºiny

M =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

a2
− 2

z

c
= 0 ∧ 0 < z < H

}
,

kde a, c,H jsou kladné parametry.

Cvi£ení 341

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Bez pouºití Stokesovy v¥ty vypo£t¥te integrál

∫

Q

(−y, x, z) dµc(x, y, z),

kde

Q =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

b2
= 1 ∧ x

a
+

y

b
=

z

c

}
.

Cvi£ení 342

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Gaussovou v¥tou vypo£t¥te integrál

∫

M

(yz, xz, xyz) dµs(x, y, z),

kde M je hrani
e oblasti

{
(x, y, z) ∈ E3 : x4

a4 +
y4

b4 +
z4

c4 < 1 ∧ x, y, z > 0
}
.

Cvi£ení 343

Ne
h´ a, b > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Vypo£t¥te integrál

∫

K

√
b2

a2
x2 +

a2

b2
y2 dµc(x, y),

kde K je hrani
e mnoºiny

M =

{
(x, y) ∈ E2 :

x2

a2
+

y2

b2
6 1 ∧ y > 0

}

obíhaná proti sm¥ru hodinový
h ru£i£ek.
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Cvi£ení 344

Ne
h´ a > 0. Ne
h´ je dána k°ivková parametriza
e x = at + a sin(t), y = a cos(t) + a pro t ∈ 〈0; 2π〉. Co nejp°esn¥ji

na£rtn¥te geometri
ký obraz této k°ivky a rozhodn¥te, zda se jedná o hladkou regulární k°ivku. Výsledek zohledn¥te v

obrázku.

Cvi£ení 345

Vypo£t¥te

"

S

yz dydz + zx dzdx+ xy dxdy,

kde S =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x4 + y4 + z4 = 1 ∧ x, y, z > 0

}
.

Cvi£ení 346

Ne
h´ a, c jsou kladné parametry. Ur£ete polohu t¥ºi²t¥ plo
hy

S =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

a2
=

z2

c2
∧ 0 6 z 6 c

}
.

Cvi£ení 347

Ne
h´ a, b, c jsou pevn¥ zvolené kladné parametry. Vypo£t¥te integrál

"

M

x dydz+ 3y dzdx+




3

√
x2

a2
+

3

√
y2

b2


 d(x, y),

kde

M =

(x, y, z) ∈ E3 :
3

√
x2

a2
+

3

√
y2

b2
+

3

√
z2

c2
= 1

 .

Cvi£ení 348

Ne
h´ a, b, c > 0. Vypo£t¥te integrál ∫

S

(
yz; y|z|; exy) dµS(x, y, z),

kde

S =

(x, y, z) ∈ E3 :

(
x2

a2
+

y2

b2

)2

+
z4

c4
= 1

 .

Cvi£ení 349

Vypo£t¥te integrál ∮

S

(
0; 2x2y3|z|; 0

)
dµS(x, y, z),

kde

S =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x4

a4
+

y4

b4
+

z4

c4
= 1

}
.

Uºijte faktu, ºe ∫ π/2

0

√
sin(x) cos(x)dx �

3

2
√
π
.

Cvi£ení 350

Vypo£t¥te plo²ný integrál

!

B

(
x2 − y2

)
dµs(x, y, z), kde je pro kladný parametr R zadáno

B =
{
(x, y, z) ∈ E3 : x2

+ y2 6 R2 ∧ x + y + z = 1 ∧ x > 0 ∧ y > 0 ∧ x > y
}
.
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Cvi£ení 351

Ne
h´ a, b, c > 0 jsou pevn¥ zvolené parametry. Nalezn¥te te£ný vektor ke k°iv
e

C =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 ∧ x2

a2
+

y2

b2
=

z2

c2

}

v jejím bod¥

~a =

( √
6

4
a;

√
2

4
b;

√
2

2
c

)
.

Dále ve stejném bod¥

~a nalezn¥te normálový vektor k plo²e

S =

{
(x, y, z) ∈ E3 :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

}
.

12.2 Výsledky 
vi£ení

2 Dom( f ) = {(x, y) ∈ E2 : |x| > |y|} 4 4/3 5 nespojitá 6 neexistuje 7 e 8 nespojitá 9 vnit°ek vál
e: Dom( f ) = {(x, y, z) ∈ E3 :

(x−1)2 + y2/4 < 1} 10 neexistuje 11 1 12 a 13 existuje (podle de�ni
e) a je nulová 14 8 15 2x0y0 +x2
0
16

5
4 17

1
8 20

∂ f

∂x (2, 1) = 1/5 a

∂ f

∂y (2, 1) = −1/2 21 ob¥ (1 + 3xyz + x2y2z2)exyz
23 (0,−1, 0) 24 12

√
3 25 8 26 nulová deriva
e:

~s = (a, 10a) pro jakékoli nenulové a, maximální deriva
e:

~s = (10b,−b) pro jakékoli kladné b 28 1 29 (2, 10, 30) 30 d5 f~a(dx, dy, dz) =

dz5+5dz4dx+10dz4dy+20dz3dy2+40d(x, y, z)3+60d(x, y)2dz2
31 dx+6dy+3dz 32 2x+2y−z−2 = 0 34 2x+ y−z = 0, bod dotyku:

(0, 2, 2) 35 π/4 + x − xy 37 d3 f(0,π/4)(dx, dy) = −
√

2(4dx3 + dy3/2+ 3d(x, y)2 + 6dx2dy) 38 (−3 + 4
√

3)/50 39 4x − 6y + z+ 5 = 0,

bod dotyku: (−1, 1, 5) 40 d3 f~a(dx, dy, dz) = 6d(x, y, z) 41 � 32.375 42 d4 f~a(dx, dy, dz) = −24dx3dy + 48dx3dz + 72dx2dydz 43

� 1, 024 378 8 44 π/4 + xy/2 − x2y2/4 + x3y3/12 45 12
√
πdy(dx2 + dy2) 46 0, 5023 . . . 48 grad f (x, y, z) = (2xyz3 , x2z3, 3x2yz2),

div~F(x, y, z) = z − 2y a rot ~F(x, y, z) = (2x2 , x − 4xy, 0) 50 � 2, 95069 51 1 + (y2 − x2)/2 52 2x2 − xy − y2 − 6x − 3y + 5 53

xy � x + (x2y − x2 − y + 1)/2 54 1 − (x2 + y2)/2 55
∑∞

m,n=0
(−1)m+n−1(m+n−1)!

m! n! xmyn
56 a) (1750, 0 ± 1, 2)Ω, b) (428, 6 ± 0, 2)Ω 57

2
∑∞

n=0

∑n
m=0(−1)n(2n+1)! x2my2(n−m)+1/((2m)!(2n+1−2m)!) 58 ∂2z

∂x2 = − x2+z2

z3 , ∂
2z
∂y2 = −

y2+z2

z3 a

∂2z
∂x∂y

= − xy

z3 59 uvedená rovni
e funk
i z(x, y)

na okolí bodu

~a nezadává 60

∂z
∂x

(~a) = ∂z
∂y

(~a) = (e − 1)−1
a

∂2z
∂x2 (~a) = ∂2z

∂y2 (~a) = ∂2z
∂x∂y

(~a) = e(1 − e)−3
61 u(x, y, z) � 2x + y a v(x, y, z) � −z

62 dz~a(dx, dy) = (dy − 2dx)/9 a dz2
~a
(dx, dy) = (124dx2 − 70d(x, y) + 4dy2)/243 63 dz~a(dx, dy) = dx + dy a dz2

~a
(dx, dy) = −dx2

64

x2/4 + y 65 soustava de�nuje impli
itní funk
e pouze na okolí bodu

~c, tam platí z(x, y) � x + y − 1, u(x, y) � x + 2y − 2 a w(x, y) � x + y

66 du(1,−1,−1) = dx + dy − dz 67

∂x
∂y

(y0, z0) · ∂y

∂z
(x0 , z0) · ∂z

∂x
(x0, y0) = −1 68 y(x) � 3 − x, z(x) � (22 − x)/7 a u(x) � (27 + x)/7

69 nejniº²í hodnota: 3, nejvy²²í hodnota: 7 70

∂y1
∂x1

(1, 1) = e − 2 a

∂y2
∂x1

(1, 1) = −1 71

∂y1
∂x2

(1, 1) = 2 − e a

∂y2
∂x2

(1, 1) = −2/e 72

z(x, y) � −8x2 − 3y2 + 10xy+ 8x− 5y− 1 73 ∂u
∂x
= −1, ∂u

∂y
= 0, ∂v

∂x
= 0 a

∂v
∂y
= −1 74 y′(x) =

x+y
x−y a y′′(x) = 2

x2+y2

(x−y)3 75 dz(−3,1)(dx, dy) =

2(dy− dx)/9 a d2z(−3,1)(dx, dy) = 4(−dx2 + 5d(x, y)− 4dy2)/243 76 d f~a(x, y) = −2x− y+ 3 a d f 2
~a

(x, y) = 30(x− 1)2 + 26(y− 1)2 + 28(x− 1)(y− 1)

77 z(x, y) � 2x − 2 a

∂2z
∂x∂y

(
x0, y0

)
= 26/121 78 du(dx, dy) � −dy/3 a dv(dx, dy) � −dx + dy/3 79 du(2,2)(dx, dy) = (dx + dy)/4 a

dv(2,2)(dx, dy) = (dx − dy)/4 81 x′(2) = 0, y′(2) = −1, x′′(2) = −1/4 a y′′(2) = 1/4 82 dz~a(dx, dy) = 3dy/2 a dz2
~a
(dx, dy) = −3dx(dx − dy)

83 du~a(dx, dy) = (dx+dy)/2 a dv~a(dx, dy) = −dx/2+(1/2+π/4)dy 85 dz(dx, dy) = dx+ z−x
(z−x)2+y(y+1)

dy a d2z(dx, dy) =
2(x−z)(y+1)[(z−x)2+y2 ]

[(z−x)2+y(y+1)]3 dy2

86

∂2u
∂ξ2 +

∂2u
∂η2 = 0 87

∂2w
∂v2 = 0 na mnoºin¥ Mreg = {(x, y, z) ∈ E3 : x , 0 ∧ y , −x} 88 ∂2w

∂u2 +
∂2w
∂v2 +

(
∂w
∂u

)2
+

(
∂w
∂v

)2
= 0 89

∂2z
∂u∂v =

2
u(4−uv)

∂z
∂v na mnoºin¥ Mreg = {(x, y) ∈ E2 : x , 0 ∧ y , 0 ∧ x , ±y} 90 ∂2u

∂η2 = 0 91 ∂2w
∂ξ2 +

1

2
√
ξ2−η2

∂w
∂ξ = 0 92

∂2 f

∂ξ∂η =
1
ξ
∂ f

∂η

93

∂2u
∂ξ2 = 0 94

∂2 f

∂η2 =
2ξ

η2+ξ2

∂ f

∂ξ na mnoºin¥ Mreg = {(x, y) ∈ E2 : y , 0 ∧ x ∈ (−π, π)} 95
(
∂ f

∂̺

)2

+
1
̺2

(
∂ f

∂ϑ

)2

+
1

̺2 cos2 ϑ

(
∂ f

∂ϕ

)2

na mnoºin¥

Mreg = {(̺, ϑ, ϕ) ∈ E3 : ̺ > 0 ∧ |ϑ| < π
2 ∧ ϕ ∈ (0, 2π)} 96 ∂2 f

∂v2 − u
v2

2v2−u2

v2−u2

∂ f
∂u = 0 97 ja
obián: −16̺2 cos7(ϑ) sin3(ϑ) cos3(ϕ) sin3(ϕ)

na mnoºin¥ M = {(̺, ϑ, ϕ) ∈ E3 : ̺ > 0 ∧ ϑ ∈ (0, π2 ) ∧ ϕ ∈ (0, π2 )}, Φ(M) = (R+)3
a a = 1/2 98 µ = −1/2 99

∂2 f

∂̺2 = 0 na mnoºin¥

{(̺, ϕ) ∈ E2 : ̺ , 0 ∧ ϕ ∈ (0, π/2)} 100 ̺2 ∂
2 f

∂̺2 + cos2(ϕ) sin2(ϕ)
∂2 f

∂ϕ2 = 0 101 ∆ f (x, y) = 0 102 ∂2w
∂u2 =

1
2 103

∂u
∂x +

∂u
∂y = 0 na
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mnoºin¥ {(x, y) ∈ E2 : |x| , |y|} 104 ∂w
∂u : ∂w

∂v 105 ∆ =
∂2

∂̺2 +
1
̺2

∂2

∂ϕ2 +
∂2

∂h2 +
1
̺
∂
∂̺ 106

∂2 f

∂ξ∂η +
1

4(ξ+η)

(
∂ f

∂ξ +
∂ f

∂η

)
= 0 107

∂2 f

∂ξ∂η =
1

2ξ
∂ f

∂η

108

∂2 f

∂u2 +
∂2 f

∂v2 = 0 109 M = {(x, y) ∈ E2 : y , 0 ∧ x ∈ (−π, π)} a Φ(M) = {(u, v) ∈ E2 : v , 0} 110 d4x
dy4 = 0 111 ∂2u

∂ϕ2 = 0

112 ∆ =
∂2

∂̺2 +
2
̺
∂
∂̺ +

1
̺2 sin2(ϑ)

∂2

∂ϕ2 +
1
̺2

∂2

∂ϑ2 +
cos(ϑ)

̺2 sin(ϑ)
∂
∂ϑ 113

∂2u
∂ξ∂η = 0 114 M = {(r, ϕ, ϑ) ∈ E3 : r > 0 ∧ ϕ ∈ (0, 2π) ∧ ϑ ∈ (0, π2 )},

ja
obián: ar2 cos2a−1(ϑ) sina−1(ϑ) 115 (u2 − v2)
∂2 f

∂u∂v
= v

∂ f

∂u
116 neplatí 117

∂2 f

∂ξ2 +
∂2 f

∂η2 = 2
∂ f

∂ξ 118
d3x
dy3 + x

(
dx
dy

)5
= 0 119

∂2 f

∂ξ∂η +
ξ+η
32

(
∂ f

∂ξ +
∂ f

∂η

)
= 0 120 nemá extrémy 121

~a = (1, 2) bod lokálního maxima a

~b = (−1,−2) bod lokálního minima 122

~a = (2, 2) bod lokálního maxima 123

~a = (π/6, π/12, π/18) bod lokálního vázaného maxima 124

~a = (π/3, π/6) bod lokálního maxima

125

~a = (2,−2) bod lokálního vázaného maxima a

~b = (0, 0) bod lokálního vázaného minima 126

~a = (1, 1) bod lokálního maxima

a

~b = (2, 2) bod lokálního minima 127

~a1 = (1, 1) a

~a2 = (−1,−1) body globálního maxima a

~b1 = (−1, 1) a

~b2 = (1,−1) body globálního

minima 128

~a1 = (1, 1, 1), ~a2 = (1,−1,−1), ~a3 = (−1, 1,−1) a

~a4 = (−1,−1, 1) body lokálního vázaného maxima a

~b1 = (−1,−1,−1),

~b2 = (−1, 1, 1), ~b3 = (1,−1, 1) a ~b4 = (1, 1,−1) body lokálního vázaného minima 129

~a1 = (0,
√

2/2,
√

2/2) a

~a2 = (0,−
√

2/2,−
√

2/2) body

lokálního vázaného maxima a

~b1 = (0,
√

2/2,−
√

2/2) a

~b2 = (0,−
√

2/2,
√

2/2) body lokálního vázaného minima 130

~a = (−1,−1, 7) bod

lokálního vázaného maxima a

~b = (1, 1, 3) bod lokálního vázaného minima 131

~a = (0, 0) bod globálního minima a

~b1 = (0, 2), ~b2 = (0,−2)

body globálního maxima 132

~a1 = (0, 0, c) a ~a2 = (0, 0,−c) body lokálního vázaného maxima a

~b1 = (0, b, 0) a ~b2 = (0,−b, 0) body lokálního

vázaného minima 133

~a1 = (0, 0, 3) a

~a2 = (0, 0,−3) body lokálního vázaného maxima a

~b1 = (3, 0, 0) a

~b2 = (−3, 0, 0) body lokálního

vázaného minima 134

~a = (π/6, π/6, π/6) bod lokálního vázaného maxima 135

~d2 bod globálního maxima a

~d1 a

~a = (1, 1) body

globálního minima 136

(
c
3 ,

c
3 ,

c
3

)
137 supremum 1 +

√
2 nastává v bod¥

( √
2

2 ,
√

2
2 , 1

)
a in�mum −1/2 nastává v bod¥

(
− 1

2 ,− 1
2 ,

1
2

)

138 (0, 0) bod lokálního minima 139

(
1
2 ,

1
2

)
,
(
− 1

2 ,− 1
2

)
,
(
− 1

2 ,
1
2

)
a

(
1
2 ,− 1

2

)
jsou body ostrý
h vázaný
h maxim 140 bod

~a = (1, 1, 1)

je vázaným lokálním maximem s hodnotou f (~a) = 2 141 pro c = 0 funk
e extrém nemá, pro c > 0 je bod

(
a
c ,

b
c

)
bodem lokálního maxima

a pro c < 0 je bod

(
a
c ,

b
c

)
bodem lokálního minima 142 funk
e extrém nemá 143 bod (0, 0) je lokálním minimem 144 globální

maxima:

(
1
4 ,

1
2 ,

1
4

)
,
(
− 1

4 ,
1
2 ,− 1

4

)
,
(

1
4 ,− 1

2 ,
1
4

)
a

(
− 1

4 ,− 1
2 ,− 1

4

)
, globální minima:

(
1
4 ,

1
2 ,− 1

4

)
,
(
− 1

4 ,
1
2 ,

1
4

)
,
(

1
4 ,− 1

2 ,− 1
4

)
a

(
− 1

4 ,− 1
2 ,

1
4

)
145 pro

λ := 1/
√

2e jsou body (λ, λ) a (−λ,−λ) lokálními minimy a body (λ,−λ) a (−λ, λ) lokálními maximy 146 (1/2, 1/2) globální minimum a

(1, 1) globální maximum 147 (−3+
√

6,−3+
√

6) lokální maximum a (−3−
√

6,−3−
√

6) lokální minimum 148 8 149 7 150 πab

151

33
140 152 ln(4)−3 153 U(Dn, f (x, y)) = 4+ 1

n a L(Dn, f (x, y)) = 4− 1
n , tedy (R)

!

I
f (x, y) d(x, y) = 4. 154 1

60
a3b3

c4 155

π
2 156

ab
21 157

2
3

√
pq(p + q) 158

∫ 2

1

∫ 2y−1

y
f (x, y) d(x, y) nebo

∫ 2

1

∫ x

(x+1)/2
f (x, y) dydx +

∫ 3

2

∫ 2

(x+1)/2
f (x, y) dydx 159

7
√

2−8
40 a2

160

∫ 48

0

∫ √y/3

y/12
f (x, y) d(x, y) 161 π

|a1b2−a2b1 | 162
∫ 1

0

∫ 1+
√

1−y2

2−y
f (x, y) d(x, y). 163 1

6 164

∫ 0

−1

∫ √1−y2

−
√

1−y2
f (x, y) d(x, y) +

∫ 1

0

∫ √1−y

−
√

1−y
f (x, y) d(x, y) 165 2ab

(
π
3 −

√
3

4

)
166

a2

3 (2
√

2 − 1) 167
(

4
3π r, 4

3π r
)
168

2
3πab 169 2

3

√
3π 170

(
− 1

2 a, 8
5 a

)

171 −1 172

(
a
5 ,

a
5

)
173

a3b
6 174

a2b2

2c2 175

(
−1, 16

5

)
176

πab
e
177

πab
4

(
a2

h2 +
b2

k2

)
178 det

(D(x,y)
D(̺,ϕ)

)
=

abα̺
(
sin(ϕ) cos(ϕ)

)α−1
179

(
256
315

a
π ,

256
315

a
π

)
180

5
6 181 − 5

16 +
1
2 ln(2) 182 4

45 abc 183 28
15πa5b 184 πabv

(
v2

3c2 − 1
)
+

2
3πabc 185 ln2(2) − ln(2) + 3

8 186

4
3πabc 187 πv2

188 πabv
(
1 + v2

12c2

)
189 2πe−r2

(1 + r2) 190 πabc2

4 191

π(1 − e−r2
) 192 π3/2

193

4
15 a3b2(4

√
2 − 1) 194 2

3 abv 195

1
3πr2v 196

1
3πa3

197

(
0, 0, 7

30

)
198

π
4 (π2 − 8)

199 a2b2c2
200

1
3 abc 201 πv2

(
r − v

3

)
202 2πv

(
1 + v2

3

)
203 4π(a2 + b2 + c2)3/2(a2 + 6b2 + c2) 204 4π

3 r3(a + b + c)

205

(
3
8 a, 3

8 b, 3
8 c

)
206

32
3 π 207 µV(T1) = 1

2πλ, µV(T2) = 1
2π(2 − λ), tedy λ = 1 208 ±̺3 cos2(ω) cos(ϑ) 209 π2r2s2

210 abcdπ2/2 213 Návod: vypo£t¥te integrál z 
harakteristi
ké funk
e χM p°es obdélník J = 〈a1 − 1, a1 + 1〉 × 〈a2 − 1, a1 + 2〉 214
∂2 f

∂̺2 +
1

4̺2

∂2 f

∂ϕ2 +
1

̺
∂ f
∂̺

215 (−2, 1, 1) ostré lokální vázané maximum, (2,−1,−1) ostré lokální vázané minimum 216 x + 3y − z + 4 = 0

217 neexistuje 218 −4 ∂2u
∂r∂s +

3
s
∂u
∂r = 0 219 arccos(

√
3/8) 220 funk
e extrém nemá 221 nemá totální diferen
iál

222 maximum v bod¥ (−7, 3) 223 60◦ (stoupá) 224

∂2 f

∂u2 −
∂ f

∂u = 0 225 minima: (−3, 2, 1) a (7,−2, 1) 226 ∆ f = 0

227

∑∞
n=1

∑n
k=0

(−1)n+1

n

(n
k

)
xky2(n−k)

228

∂2u
∂r∂s + 2s ∂u

∂s = 0 229 (0, 2, 5) není extrémem, (±1, 2, 5) maximum 230 λ3(T) =

πabc/3, t3 = 3πc/16 231 ab/32 232 ( 4a
5π ,

b
4 ) 233

∫ 2

0

∫ 4−y/4

0
f (x, y) d(x, y)+

∫ 8

2

∫ 4−y/4

log2(y)−1
f (x, y) d(x, y) 234

√
2π2abc/8 235
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√
2ab 236 πa2b2/16 237 λ3(C) = abc/3 a yT = 3πb/32 238 πabc2/3

(
1 − e−1

)
239 3πab/64 240 8πabc/5 241

π
3 R2

242 maximum (−2, 2) 243 u(x, y) = C
(

x
y

)
e−2x2 y2

+ C̃
(
xy

)
244 nemá extrém, sta
ionární bod (−4, 0,−1) 245 abc/90

246

1
4̺2

∂2

∂̺2 +
1

r̺4
∂2

∂ϕ2 +
1

4̺4
∂
∂̺ +

1
c2h2

∂2

∂h2 − 1
4c2h3

∂
∂h 247 3πabc2/1024 248

∑∞
n=0

∑n
k=0

2+n+k
k!(n−k)! (2x+2)k(y−2)n−k

249 (a, b) = (3, 2)

nebo (a, b) = (2, 3) 250 maximum (π/12, π/6, π/12) 251
(
0, 0, 15c/16/

√
π
)
252 minimum (1,−10), maximum (5, 2) 253

∂2u
∂̺2 +

1
̺2

∂2u
∂ϕ2 +

1
h2

∂2u
∂h2 +

1
̺
∂u
∂̺ = 0 254 ∆z(1, 1) = 1

2 +
1
2 = 1 255

∑∞
n=0(−1)n(n + 1)x3 yn, O = R × (−1, 1) 256 maxima (1, 2

√
2,±4),

minima (−1,−2
√

2,±4), Ran( f ) = 〈−9, 9〉 257 f (x, y, z) =
x2+4y2+7z2

x2+y2+z2 258 maximum (3, 1), na elipse

x2

27 +
y2

3 = 1 jsou minima

259 sin2(ϑ)
∂2 f

∂̺2 +
cos2(ϑ)

̺2

∂2 f

∂ϑ2 +
sin(2ϑ)
̺

∂2 f

∂̺∂ϑ +
cos2(ϑ)
̺

∂ f

∂̺ −
sin(2ϑ)

̺2

∂ f

∂ϑ 260 maximum (π/8, π/8), minimum (3π/8, 3π/8) 261 z(x, y) �

2 − 2
11 (x − 1) − 1

11 (y − 1) a

∂2z
∂x∂y

(~a) = 205
113 . 262 grad f (~0) = (0, 4), ale totální diferen
iál neexistuje 263

∂2

∂̺2 +
1
̺2

∂2

∂ϕ2 +
∂2

∂ℏ2
+

1
̺
∂
∂̺ .

264 9
(
ξ
√
η − η2

)
∂2u
∂η2 +

(
3η3/2 + 8ξ2

)
∂u
∂ξ 265 30◦ 266 sta
ionární bod (4, 3, 1, 1) není bodem extrému 267 16 − 4dx − 2dz +

dx2 − 8dy2 +
3
4dz

2 + dxdz 268 Ran( f ) = 〈0, 1〉 270 (mén¥ strm¥) arctg
(

3
5

)
< π

4 271 47!! · 29!! 272
xx2

0

a3 +
yy2

0

b3 −
zz2

0

c3 = 1

273

4
21πR3

274

1
24πabc 275 ∂2v

∂u2 − v
u2−4v2

∂w
∂v = 0 276 neexistuje limita, tedy funk
i dode�novat na spojitou nelze 277

13
6 278 2πr 279 a7/3

280

1
2 ln

(
2+
√

2

2−
√

2

)
= ln(1+

√
2) 281 5

8π 282 8
√

2 283 − 3
2 284 2a2(2−

√
2) 285 −80

286 −80 287 π
√

a2 + b2(3a2 + b2) 288 ℓ =
√

3 a

~t =
(

2
5 ,− 1

5 ,
1
2

)
289 ℓ = 2π(1+π) a tx =

2
π+1 290

~t =
(

2a
5 ,

2a
5

)
291

∫
〈~ϕ〉
~F(x, y) dµc(x, y) = 2+ π

2 a ℓ = 1
3

(
π2

4 + 4
)3/2
− 8

3 292
1
2πr4

293 ℓ = 5 294 2π
3 (3a2+4π2b2)

√
a2 + b2

295 2a2
296

256
15 a3

297

1
5 (eπ−1) 298 4

3 a 299 1
8πa2

300

1
3

(
(2+a2)3/2−23/2

)
301 0 303 π

4 −1 304 4
3 a 305 8

3π (π+3) 306

4
3 307

a3

6

(
cosh3/2(2b) − 1

)
308 −2πa2

309

√
3

3 310

√
2π 311 � 1, 3247 108 km2

312 π3/2
313 2πr(v2 − v1)

314

√
3πr2

315 0 316 −2π 317 x = (R + r cos(u)) cos(v), y = (R + r cos(u)) sin(v), z = r sin(u) a µ(A) = 4π2rR 318

4π(a2+b2+c2)3/2(a2+6b2+c2) 319 −16aπr3
320 4πr2

321 2π2a3b 322 3a4
323 4πr

(
r −
√

r2 − a2
)
324 1 325

2π
√

145+ π
6 ln(12+

√
145) 326 4π(a2

+ b2)r2
+

8
3πr4

327 2πrv 328 π
√

1 + b2

a2
a2v2

b2 329

8
15πr6(

√
2+ 1) 330 π

5 331

36
√
π 332

32
5

√
2π 333 πr

√
r2 + v2 = πrs 334 8

3πr3(a + b + c) 335 4π 336 −πr3/4 340 2πa
3c2

[
(a2 + 2Hc)3/2 − a3

]

341 2πab 342 πa2b2c/20 343 π(a2 + b2)/2+ ab 344 není hladká 345 −3π/16 346 (0, 0, 2c/3) 347 16πabc/35

348 π2abc2/4 349 9
√
πa3b3c2/16 350

√
3

8 R4
351

~t =
(
−
√

2
4 a,

√
6

4 b, 0
)
a

~n =
( √

3
4 bc,

√
1

4 ac, 1
2 ac

)
, naví
: ~t ⊥ ~n
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