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P�EDMLUVA

Toto skriptum je ur£eno p°edev²ím poslu
ha£·m druhého ro£níku Fakulty jaderné a fyzikáln¥ inºenýrské �VUT v

Praze pro studium n¥který
h partií matemati
ké analýzy. Na rozdíl od klasi
kého p°ístupu, kdy jsou vydávány samostatn¥

teoreti
ké u£ebni
e a na n¥ navazují
í 
vi£ebni
e £i sbírky p°íklad·, je p°edkládané skriptum integrovaným u£ebním tex-

tem. �tená° v n¥m tedy nalezne nejen u
elenou teorii s de�ni
emi nový
h pojm·, v¥tami a jeji
h d·kazy, ale také °e²ené

p°íklady s aplika
í prostudované látky a úlohy k samostatnému pro
vi£ování.

Obsah skript je rozd¥len do sedmi studijní
h jednotek (kapitol), z ni
hº kaºdá tvo°í relativn¥ samostatný témati
ký


elek. V první kapitole je nejprve de�nována bodová konvergen
e posloupnosti funk
í a poté konvergen
e stejnom¥rná.

Vysloveno a dokázáno je dále supremální kritérium pro její vy²et°ení. Pojmu stejnom¥rné konvergen
e je následn¥ uºito

p°i vyslovení v¥t o zám¥ná
h limity a deriva
e, resp. limity a integrálu, resp. limity a limity v bod¥ pro obe
nou funk£ní

posloupnost. V kapitole druhé jsou pojmy bodové a stejnom¥rné konvergen
e roz²í°eny na °ady funk
í. Formulována a

dokázana jsou elementární kritéria pro vy²et°ování jak bodové tak stejnom¥rné konvergen
e funk£ní
h °ad. Diskutována

je také otázka zám¥n sumy a deriva
e, resp. sumy a integrálu, resp. sumy a limity. Ve t°etí kapitole je prezentována teorie

Taylorový
h °ad, tj. mo
ninný
h aproxima
í funk
í jedné prom¥nné. Sestaven je tzv. Taylor·v vzore
, jenº vyús´uje ve

formula
i Taylorovy v¥ty. �tvrtá kapitola o oby£ejný
h diferen
iální
h rovni
í
h de�nuje základní terminologii a klasi�ka
i

diferen
iální
h rovni
 a v jednotlivý
h oddíle
h se zabývá jeji
h °e²ením. �tená°i se tak dostává návod· k °e²ení lineární
h

diferen
iální
h rovni
 prvního °ádu metodou integra£ního faktoru, k °e²ení Bernoulliovy diferen
iální rovni
e, kmetod¥

separa
e prom¥nný
h a k °e²ení homogenní £i exaktní diferen
iální rovni
e (rovni
e ve tvaru totálního diferen
iálu). U

rovni
 vy²²í
h °ád· se £tená° krom¥ obe
ný
h poznatk· o struktu°e prostoru v²e
h °e²ení rovni
 bez pravé strany seznámí

s problematikou sniºování °ádu diferen
iální
h rovni
, s metodou varia
e konstant £i s °e²ením rovni
e s konstantními

koe�
ienty a Eulerovy diferen
iální rovni
e. V páté kapitole jsou de�novány pojmy bilineární a kvadrati
ké formy. U

t¥
hto forem je prost°edni
tvím v¥t vystopována 
elá °ada univerzální
h znak· a jeji
h existen
e je poté uºita p°i studiu

kvadrati
ký
h plo
h, spe
iáln¥ p°i jeji
h úplné klasi�ka
i v prostore
h R2
a R3. P°edposlední studijní jednotka zavádí

pojmy obe
ného skalární sou£inu, normy a metriky. Ty dále poslouºí k obe
né de�ni
i pojmu okolí a následn¥ k typologii

mnoºin a jeji
h bod·. �tená° se tu obeznámí s termíny otev°ená, uzav°ená, omezená, souvislá, kompaktní, kone£ná £i

spo£etná mnoºina v obe
ném metri
kém prostoru. Diskutována je téº abstraktní varianta konvergen
e spolu s pojmem


au
hyovskosti. Vyvr
holením je de�ni
e Hilbertova prostoru, vý
hozího bodu dal²í
h partií matemati
ké analýzy. Záv¥-

re£ná kapitola se v¥nuje teorii fourierovský
h rozvoj· v obe
ný
h Hilbertový
h prostore
h. V poslední £ásti skript jsou

pak £tená°·m nabídnuty výsledky 
vi£ení ze v²e
h ²esti studijní
h jednotek, soupis 
itované literatury a rejst°ík pojm·.

autor
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Toto skriptum v¥nuji RNDr. Janu Hej
manovi, CS
. za jeho p°edná²ky

z matemati
ké analýzy, které byly z £ásti p°edlohou tohoto textu.
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Zna£ení

Symbol Význam

N mnoºina p°irozený
h £ísel

Q mnoºina ra
ionální
h £ísel

Z mnoºina 
elý
h £ísel

R mnoºina reálný
h £ísel

C mnoºina komplexní
h £ísel

Rr
mnoºina uspo°ádaný
h r−ti
 reálný
h £ísel

R+
mnoºina kladný
h reálný
h £ísel

R−
mnoºina záporný
h reálný
h £ísel

X0 X ∪ {0}, kde X je libovolná £íselná mnoºina

R⋆ R ∪ {−∞,∞}
Er r−rozm¥rný euklidovský prostor

n̂ {m ∈ N : m 6 n}
n̂ {m ∈ N0 : m 6 n}

A,B,C mnoºiny

A,B,C mati
e

A,B, C vektorové prostory

Â, B̂, Ĉ operátory

A ,B,C soustavy mnoºin

Cn(G) t°ída v²e
h funk
í, jeº mají na mnoºin¥ G spojité deriva
e aº do °ádu n

C∞(G) t°ída v²e
h funk
í, jeº mají na mnoºin¥ G spojité deriva
e v²e
h °ád·

f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x) první, druhá, t°etí deriva
e funk
e f(x) podle prom¥nné x

f (n)(x) n−tá deriva
e funk
e f(x) podle prom¥nné x

ḟ(t), f̈(t) první, druhá deriva
e funk
e f(t) podle prom¥nné t

d
nf
dεn n−tá deriva
e funk
e f(ε) podle prom¥nné ε

d
nfa(h) n−tý totální diferen
iál funk
e f(x) : R 7→ R v bod¥ a ∈ R

d
nf~a(~h) n−tý totální diferen
iál funk
e f(~x) : Rr 7→ R v bod¥ ~a ∈ Rr

U(x),Uε(x) okolí bodu x

U⋆(x),U⋆
ε (x) redukované okolí bodu x

∪,∩ sjedno
ení a pr·nik mnoºin

⊂,& podmnoºina a vlastní podmnoºina mnoºiny

Dom(f), Ran(f) de�ni£ní obor, resp. obor hodnot funk
e f(x)

f(A) obraz mnoºiny A p°i zobrazení f(x)

f−1(A) vzor mnoºiny A p°i zobrazení f(x)

f−1(a) vzor jednoprvkové mnoºiny {a} p°i zobrazení f(x)

≈ p°ibliºn¥

∝ úm¥rn¥

∼ ekvivalen
e mnoºin £i funk
í
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Symbol Význam

A◦, A vnit°ek, resp. uzáv¥r mnoºiny A

bd(A) hrani
e mnoºiny A

der(A) deriva
e mnoºiny A

~b⊺ = (b1, b2, . . . , br) °ádkový vektor nebo bod prostoru Rr

~b = (b1, b2, . . . , br)
⊺

sloup
ový vektor nebo bod prostoru Rr

~bk k−tý vektor posloupnosti (~bn)
∞
n=1

bkℓ
ℓ−tá sloºka vektoru

~bk

Aij prvek mati
e A v i−tém °ádku a j−tém sloup
i

A•j j−tý sloupe
 mati
e A

Ai• i−tý °ádek mati
e A

A⊺
mati
e transponovaná k mati
i A

A∗
komplexn¥ sdruºená mati
e k mati
i A

A♯ = (A∗)⊺ hermitovsky sdruºená mati
e k mati
i A

I jednotková (Crone
kerova) mati
e

δij prvek Crone
kerovy mati
e

det(A) determinant mati
e A

h(A) hodnost mati
e A

diag(x1, x2, . . . , xr) diagonální mati
e s prvky x1, x2, . . . , xr na hlavní diagonále

Er =
(
~e1, ~e2, . . . , ~er

)
standardní báze v Rr, tj. eij = δij

a∗ komplexn¥ sdruºené £íslo k £íslu a

⌊x⌋, ⌈x⌉ dolní, resp. horní 
elá £ást £ísla x

O, R symboly vymezené pro obor, resp. polom¥r konvergen
e

C symbol vymezený pro libovolnou reálnou konstantu (zejména integra£ní)

x 7→ f(x|β) funk
e prom¥nné x s parametrem β

sgn(x) funk
e signum

[
~x1, ~x2, . . . , ~xr

]
λ

lineární obal souboru vektor·

deg(℘) stupe¬ polynomu ℘

q(~x) ⊲ 0 pozitivní de�nitnost kvadrati
ké formy

q(~x) D 0 pozitivní semide�nitnost kvadrati
ké formy

q(~x) ⊳ 0 negativní de�nitnost kvadrati
ké formy

q(~x) E 0 negativní semide�nitnost kvadrati
ké formy

q(~x) ⊳⊲ 0 inde�nitnost kvadrati
ké formy

fn(~x)
M→ f(~x) bodová konvergen
e funk£ní posloupnosti na mnoºin¥ M

fn(~x)
M
⇒ f(~x) stejnom¥rná konvergen
e funk£ní posloupnosti na mnoºin¥ M

fn(~x) _ f(~x) konvergen
e podle normy

limnormn→∞ fn(~x) limita vzhledem ke konvergen
i podle normy

‖~x‖ norma vektoru ~x
〈
~x|~y
〉

skalární sou£in vektor· ~x a ~y
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Kapitola 1

Posloupnosti funk
í

V první kapitole t¥
hto skript vyloºíme základní poznatky o posloupnoste
h, jejímiº £leny jsou funk
e jedné prom¥nné.

Cílem kapitoly je nejprve vybudovat pojem stejnom¥rné konvergen
e, tj. jakési nadstavby pojmu konvergen
e, zavede-

ného v teorii o £íselný
h posloupnoste
h. Dále se pokusíme rozhodnout, zda-li se vlastnosti jednotlivý
h £len· funk£ní
h

posloupností p°ená²ejí na p°íslu²nou limitní funk
i. Zodpovíme tedy otázky, zda funk
e, jeº je limitou dané posloup-

nosti funk
í, které jsou spojité, resp. diferen
ovatelné, resp. integrovatelné, je také spojitá, resp. diferen
ovatelná, resp.

integrovatelná.

1.1 Bodová konvergen
e posloupností funk
í

Nejprve zavedeme základní pojmy a shrneme elementární poznatky o tzv. bodové konvergen
i, která odpovídá klasi
ké

konvergen
i £íselný
h posloupností.

1.1.1 Úmluva

V 
elé kapitole jsou symboly m,n, n0 vyhrazeny pro p°irozená £ísla.

1.1.2 De�ni
e

Ne
h´ ∅ 6= M ⊂ R. Potom kaºdé zobrazení mnoºiny N do mnoºiny v²e
h funk
í de�novaný
h na M nazýváme

posloupností funk
í na M . Je-li £íslu n ∈ N tímto zp·sobem p°i°azena funk
e fn(x), zapisujeme funk£ní posloupnost

f1(x), f2(x), . . . nebo
(
fn(x)

)∞
n=1

. (1.1)

P°irozené £íslo n p°itom nazýváme indexem a funk
i fn(x) n−tým £lenem posloupnosti (1.1).

1.1.3 Poznámka

Jenom pro p°esnost budeme v této poznám
e pre
izovat pojem "konvergentní posloupnost."Posloupnost reálný
h £ísel

a1, a2, a3, . . . nazýváme konvergentní práv¥ tehdy, má-li reálnou limitu. Má-li v²ak tato posloupnost limitu nevlastní

(tedy ∞ nebo −∞), nenazýváme ji konvergentní, ale °adíme ji mezi posloupnosti divergentní. Podobn¥ je zaveden

pojem konvergentní funk£ní posloupnosti v de�ni
i 1.1.4.

1.1.4 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost funk
í (1.1) de�novaná na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ R. �ekneme, ºe posloupnost funk
í

(1.1) konverguje v bod¥ c ∈M , jestliºe konverguje £íselná posloupnost

(
fn(c)

)∞
n=1

, tj. existuje-li γ ∈ R takové, ºe pro

kaºdé ε > 0 existuje p°irozené n0 tak, ºe pro v²e
hna n > n0 platí nerovnost

∣∣fn(c)− γ
∣∣ < ε. �ekneme, ºe posloupnost

funk
í (1.1) konverguje (bodov¥) na mnoºin¥ N ⊂M , jestliºe konverguje v kaºdém bod¥ mnoºiny N.

1.1.5 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost funk
í (1.1) de�novaná na neprázdné mnoºin¥M ⊂ R. Ne
h´ pro kaºdé c ∈ N, kde N ⊂M,
posloupnost

(
fn(c)

)∞
n=1

konverguje. Ozna£me f(c) hodnotu limity posloupnosti

(
fn(c)

)∞
n=1

. Tímto zp·sobem je na

9



KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

mnoºin¥ N de�nována funk
e x 7→ f(x), kterou nazýváme limitou posloupnosti funk
í (1.1) (nebo zkrá
en¥ limitní

funk
í) a zna£íme

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Oborem konvergen
e O posloupnosti (1.1) nazýváme mnoºinu v²e
h bod· c ∈M , ve který
h tato posloupnost konver-

guje.

1.1.6 Poznámka

De�ni£ním oborem limitní funk
e f(x) je tedy obor konvergen
e O ⊂ R.

1.1.7 P°íklad

Uvaºme funk£ní posloupnost (fn(x))
∞
n=1 , kde

fn(x) =
nx

4(n+ 1)
+

3√
n
e
− x2

n .

De�ni£ním oborem v²e
h funk
í fn(x) je mnoºina R v²e
h reálný
h £ísel. Na ní má tedy smysl hledat limitní funk
i.

Snadno lze ur£it, ºe limita

lim
n→∞

(
nx

4(n+ 1)
+

3√
n
e
−x2

n

)
= lim

n→∞
nx

4(n+ 1)
+ lim

n→∞
3√
n
e
−x2

n =
x

4

existuje pro kaºdé x ∈ R, a tedy ºe

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =
x

4

a O = Dom(f) = R. Pr·b¥hy první
h n¥kolika £len· vy²et°ované funk£ní posloupnosti vykreslujeme na p°iloºeném

obrázku. �lutou barvou je vykreslena limitní funk
e.

f
n
(x) 

x

4

−4−8

8

3

Obrázek 1.1

Graf funk£ní posloupnosti

(
nx

4(n+1)
+ 3√

n
e−

x2

n

)∞

n=1

.

1.1.8 V¥ta � Bolzanova-Cau
hyova podmínka

Posloupnost funk
í (1.1) konverguje v bod¥ c ∈M práv¥ tehdy, kdyº spl¬uje tzv. Bolzanovu-Cau
hyovu podmínku tvaru

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : m,n > n0 ⇒
∣∣fn(c)− fm(c)

∣∣ < ε. (1.2)

D·kaz:

• První implika
e:

� vyjd¥me z p°edpokladu, ºe limn→∞ fn(c) = γ ∈ R

� pak pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, ºe pro libovolná m,n ∈ N taková, ºe m,n > n0, platí

∣∣fn(c)− γ
∣∣ < ε

2
∧ |fm(c)− γ| < ε

2
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1.1. BODOVÁ KONVERGENCE POSLOUPNOSTÍ FUNKCÍ

� a tedy

∣∣fn(c)− fm(c)
∣∣ 6

∣∣fn(c)− γ
∣∣+
∣∣fm(c)− γ

∣∣ < ε/2 + ε/2 = ε

• Druhá implika
e:

� ne
h´ tedy £íselná posloupnost

(
fn(c)

)∞
n=1

spl¬uje vztah (1.2)

� pak pro ε = 1 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hny indexy m,n > n0 platí nerovnost

∣∣fn(c)− fm(c)
∣∣ < 1

� poloºíme-li m = n0, je pro v²e
hna n > n0 spln¥na nerovnost fn0(c)− 1 < fn(c) < fn0(c) + 1

� z toho ale vyplývá, ºe posloupnost (fn(c))
∞
n=1 je omezená

� p°edpokládejme, ºe (fn(c))
∞
n=1 diverguje (tedy, ºe nemá vlastní limitu)

� za tohoto p°edpokladu tudíº platí −∞ < lim inf fn(c) < lim sup fn(c) < +∞
� proto existují £ísla α a β tak, ºe lim inf fn(c) < α < β < lim sup fn(c)

� z jednodu
hé úvahy lze vyvodit, ºe existuje nekone£n¥ mnoho £len· (ozna£me je fℓ(c)) £íselné posloupnosti

(fn(c))
∞
n=1 a nekone£n¥ mnoho £len· fk(c) takový
h, ºe

fℓ(c) > β ∧ fk(c) < α (1.3)

� poloºme ε := β − α

� pro toto ε > 0 existuje podle p°edpokladu (1.2) hrani£ní index n0 ∈ N takový, ºe pro ℓ, k > n0 je

∣∣fℓ(c)− fk(c)
∣∣ < ε (1.4)

� jelikoº jsou ale spln¥ny nerovnosti (1.3), platí pro nekone£n¥ mnoho index· také nerovnost

∣∣fℓ(c)− fk(c)
∣∣ > β − α = ε,


oº zavr²uje spor

� posloupnost

(
fn(c)

)∞
n=1

tudíº konverguje

• tím je d·kaz zkompletován

1.1.9 Poznámka

Obe
n¥ vzato, nemusí spln¥ní Bolzanovy-Cau
hyovy podmínky pro posloupnost

(
fn(c)

)∞
n=1

implikovat existen
i limity

limn→∞ fn(c). Nap°. posloupnost ((
1 +

1

n

)n
)∞

n=1


itovanou podmínku spl¬uje (jedná se totiº o posloupnost konvergentní v R), ale budeme-li hledat její limitu v mnoºin¥

Q ra
ionální
h £ísel, nenalezneme ji. Posloupnost je tudíº divergentní v Q, p°estoºe Bolzanovu-Cau
hyovu podmínku

spl¬uje. Na²e de�ni
e posloupnosti funk
í 1.1.2 je totiº vyslovena pro reálné funk
e. Jelikoº mnoºina R je tzv. úplná, je v

R kaºdá posloupnost spl¬ují
í Bolzanovu-Cau
hyovu podmínku zárove¬ konvergentní. Pro plné po
hopení doporu£ujeme

£tená°i, aby tuto problematiku d·kladn¥ nastudoval v ²esté kapitole t¥
hto skript.

1.1.10 P°íklad

První otázkou, jeº si budeme klást, je, zda limitou posloupnosti funk
í spojitý
h na jisté mnoºin¥ M ⊂ R je op¥t funk
e

spojitá na M. Uvaºme proto posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

:=

(
1 + 4

e
−x2

n

)∞

n=1

.
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

f
n
(x) 

x

42−4 −2

1

5

Obrázek 1.2

Graf funk£ní posloupnosti

(
1 + 4 e−x2

n

)∞

n=1

.

Ta z
ela zjevn¥ konverguje na 
elém R k funk
i f(x) = 1, kde Dom(f) = O = R. V²e
hny funk
e fn(x) jsou na R

spojité a spojitá je také funk
e f(x).

1.1.11 P°íklad

Uvaºme ov²em druhý p°íklad. Tentokrát budeme studovat funk£ní posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

:=
(
xn
)∞
n=1

,

kde x je vybíráno pouze z mnoºiny M = 〈0, 1〉.

g
n
(x) 

x

1

1

Obrázek 1.3

Graf funk£ní posloupnosti

(
xn

)∞
n=1

.

Tato posloupnost konverguje na intervalu 〈0, 1〉 k funk
i

g(x) =





0 x ∈ 〈0, 1)
1 x = 1.

Zatím
o jsou v²e
hny funk
e gn(x) na 〈0, 1〉 spojité, limitní funk
e g(x) nikoliv. Z toho je patrno, ºe samotná bodová

konvergen
e k "p°enosu"spojitosti z jednotlivý
h £len· posloupnosti na limitní funk
i nesta£í. Bude tedy nutné k pojmu

bodové konvergen
e hledat siln¥j²í alternativu.
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1.2. STEJNOM�RNÁ KONVERGENCE POSLOUPNOSTÍ FUNKCÍ

1.1.12 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost funk
í (1.1) de�novaná na mnoºin¥ M ⊂ R. �ekneme, ºe (1.1) je rostou
í na M, jestliºe
je pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈ M spln¥na nerovnost fn(x) < fn+1(x). �ekneme, ºe (1.1) je klesají
í na M,
jestliºe je pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈ M spln¥na nerovnost fn(x) > fn+1(x). �ekneme, ºe (1.1) je nerostou
í

na M, jestliºe je pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈ M spln¥na neostrá nerovnost fn(x) > fn+1(x). �ekneme, ºe (1.1)

je neklesají
í na M, jestliºe je pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈ M spln¥na nerovnost fn(x) 6 fn+1(x). Posloupnost,
která je bu¤ neklesají
í nebo nerostou
í, nazýváme monotónní posloupností.

1.1.13 V¥ta

Ne
h´ je dána neklesají
í posloupnost funk
í (1.1) de�novaná na mnoºin¥M ⊂ R. Je-li tato shora omezená, tj. existuje-li

K > 0 takové, ºe pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈ M platí fn(x) < K, pak na mnoºin¥ M existuje limitní funk
e

f(x) = limn→∞ fn(x) a její hodnota je v kaºdém bod¥ x ∈M rovna supremu supn∈N fn(x), tedy

lim
n→∞

fn(x) = sup
n∈N

fn(x).

D·kaz:

• zvolme libovoln¥ c ∈M a poloºme s = supn∈N fn(c), 
oº lze díky omezenosti shora

• z°ejm¥ je pro v²e
hna n ∈ N spln¥no fn(c) 6 s

• pro jakékoli ε > 0 existuje v posloupnosti

(
fn(c)

)∞
n=1

alespo¬ jeden £len v¥t²í neº s− ε

• to zna£í, ºe existuje n0 ∈ N tak, ºe fn0(c) > s− ε

• pro libovolné n > n0 je (díky faktu, ºe

(
fn(c)

)∞
n=1

je neklesají
í) spln¥no fn(c) > fn0(c)

• nerovnost s− ε < fn(c) < s+ ε je tedy spln¥na pro v²e
hny indexy n > n0

• odtud jiº plyne, ºe limn→∞ fn(c) = s, 
oº bylo dokázat

1.2 Stejnom¥rná konvergen
e posloupností funk
í

Ve druhé £ásti první kapitoly zavedeme pojem stejnom¥rné konvergen
e funk£ní posloupnosti. Jak ukáºeme pozd¥ji,

bude vlastnost stejnom¥rné konvergen
e zásadní p°i "p°enosu"spojitosti, diferen
ovatelnosti £i integrovatelnosti ze £len·

posloupnosti na její limitní funk
i.

1.2.1 De�ni
e

Ne
h´ (1.1) je posloupnost funk
í de�novaný
h na mnoºin¥ M ⊂ R. �ekneme, ºe tato posloupnost stejnom¥rn¥ kon-

verguje na M k funk
i f(x), jestliºe pro v²e
hna ε > 0 existuje n0 tak, ºe pro v²e
hna n > n0 a pro v²e
hna x ∈ M
platí nerovnost

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ < ε.

1.2.2 Poznámka

Bodovou konvergen
i zna£íme oby£ejn¥ symbolem fn(x) → f(x), stejnom¥rnou pak fn(x) ⇒ f(x). Rozdíl mezi bodovou

a stejnom¥rnou konvergen
í je dob°e patrný z kvanti�kátorového zápisu de�ni
 obou pojm·:

• bodová konvergen
e

(∀ε > 0) (∀x ∈M) (∃n0 ∈ N) : n ∈ N ∧ n > n0 ⇒
∣∣fn(x)− f(x)

∣∣ < ε. (1.5)

• stejnom¥rná konvergen
e

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : n ∈ N ∧ n > n0 ∧ x ∈M ⇒
∣∣fn(x) − f(x)

∣∣ < ε. (1.6)

Stejnom¥rná konvergen
e tedy poºaduje existen
i "univerzálního"n0, které plní svoji roli pro v²e
hna x ∈M.
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

1.2.3 Lemma

Jestliºe posloupnost funk
í (1.1) stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ M ⊂ R k funk
i f(x), potom tato posloupnost

konverguje na M k funk
i f(x) také bodov¥.

1.2.4 Lemma

Ne
h´ (1.1) je konvergentní posloupností konstantní
h funk
í de�novaný
h na mnoºin¥M ⊂ R. Potom tato posloupnost

konverguje na M stejnom¥rn¥

1.2.5 Poznámka

Podle p°ede²lého lemmatu tedy pro £íselné posloupnosti (které lze 
hápat jako funk£ní posloupnosti konstantní
h funk
í)

pojmy bodové a stejnom¥rné konvergen
e splývají.

1.2.6 P°íklady

Vra´me se nyní k p°íklad·m 1.1.10 a 1.1.11. Ukáºeme, ºe posloupnost

(
fn(x)

)∞
n=1

z p°íkladu 1.1.10 na rozdíl od(
gn(x)

)∞
n=1

z p°íkladu 1.1.11 konverguje ke své limitní funk
i stejnom¥rn¥. K libovolnému ε > 0 v prvním p°ípad¥ sta£í

totiº zvolit n0 ∈ N takové, ºe n0 > 4/ε. Tedy nap°.

n0 :=

⌈
4

ε

⌋
+ 1.

Potom totiº pro v²e
hna n > n0 a v²e
hna x ∈ R platí:

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣1 + 4
e
−x2

n
− 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣4
e
−x2

n

∣∣∣∣∣ 6
4

n
6

4

n0
< ε.

Naproti tomu posloupnost (xn)∞n=1 nekonverguje na 〈0, 1〉 ke své limitní funk
i stejnom¥rn¥. Kdyby tomu totiº tak bylo,

pak by nap°. k £íslu ε = 1/2 muselo existovat n0 takové, ºe by pro v²e
hna n > n0 a pro v²e
hna x ∈ 〈0, 1〉 platilo
∣∣xn − g(x)

∣∣ < 1

2
.

Spe
iáln¥ pro kaºdé x ∈ 〈0, 1) by tedy musela platit nerovnost 2xn < 1 pro v²e
hna n > n0. Dosadíme-li do této

nerovnosti n = n0, dostáváme 
elkem: Kdyby posloupnost (xn)∞n=1 konvergovala k funk
i g(x) stejnom¥rn¥, muselo by

existovat £íslo n0 takové, ºe

∀x ∈ 〈0, 1) : x < 2−
1
n0 .

To v²ak moºné není, nebo´ pro v²e
hna p°irozená n0 je £íslo 2
− 1

n0
men²í neº jedna.

1.2.7 Lemma

Ne
h´ posloupnost funk
í (1.1) konverguje k funk
i f(x) stejnom¥rn¥ na mnoºin¥M. Ne
h´ je zvolena mnoºina N ⊂ R

tak, ºe ∅ 6= N ⊂M. Pak posloupnost funk
í (1.1) konverguje k funk
i f(x) stejnom¥rn¥ také na mnoºin¥ N.

1.2.8 Poznámka

P°ede²lá vlastnost bývá nazývána d¥di£ností stejnom¥rné konvergen
e. Implikuje krom¥ jiného fakt, ºe nekonverguje-li

jistá posloupnost na vybrané podmnoºin¥ mnoºiny M, pak nem·ºe stejnom¥rn¥ konvergovat ani na mnoºin¥ M.

1.2.9 Lemma

Ne
h´ posloupnost funk
í (1.1) konverguje k funk
i f(x) stejnom¥rn¥ na mnoºiná
h M a N. Pak konverguje k funk
i

f(x) stejnom¥rn¥ také na sjedno
ení M ∪N.
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1.2. STEJNOM�RNÁ KONVERGENCE POSLOUPNOSTÍ FUNKCÍ

1.2.10 V¥ta

Ne
h´ posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

konverguje k funk
i f(x) stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ M. Ne
h´ posloupnost funk
í(
gn(x)

)∞
n=1

konverguje k funk
i g(x) stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ M. Pak posloupnost funk
í

(
fn(x) + gn(x)

)∞
n=1

konverguje k funk
i f(x) + g(x) stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ M.

D·kaz:

• vyjdeme z obou p°edpoklad·:

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : n ∈ N ∧ n > n0 ∧ x ∈M ⇒
∣∣fn(x) − f(x)

∣∣ < ε

2

(∀ε > 0) (∃m0 ∈ N) : m ∈ N ∧ m > m0 ∧ x ∈M ⇒
∣∣gm(x)− g(x)

∣∣ < ε

2

• poloºme ℓ0 := max{n0,m0} a vezm¥me libovolné ε > 0

• pak pro v²e
hna ℓ ∈ N taková, ºe ℓ > ℓ0, a v²e
hna x ∈M platí

∣∣(fℓ(x) + gℓ(x)
)
−
(
f(x) + g(x)

)∣∣ 6
∣∣fℓ(x) − f(x)

∣∣+
∣∣gℓ(x)− g(x)

∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε

• to dokazuje jednak stejnom¥rnou konvergen
i a jednak fakt, ºe limitní funk
í sou£tové posloupnosti je skute£n¥

sou£et limitní
h funk
í

1.2.11 V¥ta � supremální kritérium

Ne
h´ f(x) a fn(x) pro v²e
hna n jsou funk
e de�nované na mnoºin¥ M. Ozna£me

σn := sup
x∈M

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣

pro kaºdé n. Pak posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

konverguje na mnoºin¥M stejnom¥rn¥ k funk
i f(x) práv¥ tehdy, kdyº
limn→∞ σn = 0.

D·kaz:

• pro v²e
hna x ∈M a v²e
hna n ∈ N z°ejm¥ platí nerovnost

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ 6 σn

• První implika
e:

� p°edpokládejme, ºe limn→∞ σn = 0

� z de�ni
e limity £íselné posloupnosti

(
σn
)∞
n=1

plyne, ºe pro libovolné ε > 0 existuje n0 takové, ºe |σn| =
σn < ε pro v²e
hna n > n0

� to zna£í (jak vyplývá z de�ni
e suprema), ºe pro v²e
hna n > n0 a v²e
hna x ∈M platí také

∣∣fn(x)−f(x)
∣∣ <

ε, a tedy fn(x) ⇒ f(x) na M

• Druhá implika
e:

� p°edpokládejme, ºe fn(x) ⇒ f(x) na M

� zvolme libovolné ε > 0, k n¥muº jist¥ existuje n0 takové, ºe pro v²e
hna n > n0 a v²e
hna x ∈ M platí

nerovnost

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ < ε/2

� odtud a z vlastností suprema plyne, ºe pro n > n0 platí σn 6 ε/2 < ε, a tedy limn→∞ σn = 0
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

1.2.12 P°íklad

Znovu se navra´me k p°íklad·m 1.1.10 a 1.1.11. Pokusme se nyní uºít p°ed
hozí v¥ty k demonstra
i faktu, ºe posloupnost

funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

:=

(
1 + 4

e
−x2

n

)∞

n=1

stejnom¥rn¥ konverguje na R k limitní funk
i f(x) = 1. Jasné je, ºe

σn = sup
x∈R

∣∣∣∣∣1 + 4
e
−x2

n
− 1

∣∣∣∣∣ = sup
x∈R

∣∣∣∣∣4
e
−x2

n

∣∣∣∣∣ =
4

n
,

potaºmo limn→∞ σn = 0, a tedy
(
fn(x)

)∞
n=1

konverguje na mnoºin¥ v²e
h reálný
h £ísel stejnom¥rn¥. Naproti tomu pro

posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

=
(
xn
)∞
n=1

je σn := supx∈〈0,1) |xn| = 1 a limn→∞ σn = 1. Daná posloupnost tedy na intervalu
〈0, 1) stejnom¥rn¥ nekonverguje. A podle poznámky 1.2.8 tedy nem·ºe konvergovat ani na 〈0, 1〉. Tím je demonstrována

uºite£nost v¥ty 1.2.11.

1.2.13 P°íklad

Vy²et°ujme stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
x2 + 2x+ n2

x2 + n2

)∞

n=1

.

Nejprve snadno vypo£teme limitní funk
i

f(x) = lim
n→∞

x2 + 2x+ n2

x2 + n2
= 1, Dom(f) = O = R.

Ozna£me nyní gn(x) := fn(x) − 1 = 2x
x2+n2 . Jelikoº 
h
eme pro vy²et°ení stejnom¥rné konvergen
e uºít supremálního

kritéria 1.2.11, bude t°eba ur£it hodnotu suprema σn = supx∈R |gn(x)|. K jeho zji²t¥ní uºijeme znalost pr·b¥hu funk
e

gn(x). Z hodnoty první deriva
e g′n(x) = 2(n2 − x2)/(x2 + n2)2 ur£íme sta
ionární body x = ±n podez°elé z lokálního

extrému. Jelikoº je funk
e gn(x) spojitá v²ude na R, gn(0) = 0 a naví
 limx→∞ gn(x) = limx→−∞ gn(x) = 0, je z°ejmé,

ºe bod x = n je bodem lokálního (a tedy globálního) maxima funk
e gn(x) na R. Podobn¥: bod x = −n je bodem

globálního minima funk
e gn(x). Graf funk
e |gn(x)| je vyobrazen na následují
ím obrázku.

|g
n
(x)|

x

n−n

Obrázek 1.4

Graf funk
e x 7→
∣∣∣ 2x
x2+n2

∣∣∣ .

Odtud tedy

σn = gn(n) =
2n

n2 + n2
=

1

n
,

potaºmo limn→∞ σn = limn→∞ n−1 = 0. Proto tedy zadaná posloupnost konverguje naR ke své limitní funk
i f(x) = 1
stejnom¥rn¥.
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1.3. VLASTNOSTI POSLOUPNOSTÍ FUNKCÍ

1.2.14 P°íklad

Rozhodn¥me, zda konverguje posloupnost funk
í ( x
n2

)∞
n=1

zadaná na R ke své limitní funk
i stejnom¥rn¥. Limitou této posloupnosti je nulová funk
e (na 
elém R), a tudíº není

p°íli² sloºité zkoumat supremum

σn = sup
x∈R

∣∣∣ x
n2

− 0
∣∣∣ = sup

x∈R

|x|
n2

ze supremálního kritéria. Snadno zjistíme, ºe σn = ∞. Jelikoº limitou posloupnosti

(
σn
)∞
n=1

není nula, nekonverguje

zadaná posloupnost ke své limitní funk
i stejnom¥rn¥. Budeme-li ov²em vy²et°ovat stejnom¥rnou konvergen
i stejné

posloupnosti na intervalu 〈α, β〉, situa
e se zm¥ní. Za daný
h p°edpoklad· totiº

σn = sup
x∈〈α,β〉

|x|
n2

=
max{|α|, |β|}

n2
.

Tehdy ale limn→∞ σn = 0, a zadaná posloupnost proto konverguje na 〈α, β〉 stejnom¥rn¥. Posloupnost

(
x
n2

)∞
n=1

tedy

konverguje stejnom¥rn¥ na kaºdém uzav°eném intervalu (dokon
e i na kaºdém otev°eném intervalu, který je omezený),

ale na 
elém R stejnom¥rn¥ nekonverguje.

1.2.15 V¥ta � Bolzanova-Cau
hyova podmínka

Posloupnost funk
í (1.1) je stejnom¥rn¥ konvergentní na M práv¥ tehdy, kdyº spl¬uje tzv. Bolzanovu-Cau
hyovu pod-

mínku tvaru

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : m,n > n0 ∧ x ∈M ⇒
∣∣fn(x) − fm(x)

∣∣ < ε. (1.7)

D·kaz:

• První implika
e:

� ne
h´

(
fn(x)

)∞
n=1

stejnom¥rn¥ konverguje na M k jisté funk
i f(x)

� pak pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, ºe pro libovolná m,n ∈ N taková, ºe m,n > n0, a pro v²e
hna

x ∈M platí ∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ < ε

2
∧ |fm(x) − f(x)| < ε

2

� a tedy ∣∣fn(x)− fm(x)
∣∣ 6

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ +
∣∣fm(x)− f(x)

∣∣ < ε

• Druhá implika
e:

� ne
h´ posloupnost funk
í spl¬uje vztah (1.7)

� podle Bolzanovy-Cau
hyovy podmínky pro £íselné posloupnosti 1.1.8 posloupnost (1.1) konverguje bodov¥ k

jisté funk
i na mnoºin¥ M (ozna£me ji f(x))

� 
h
eme dokázat fn(x) ⇒ f(x) na M

� zvolme ε > 0 a k £íslu

ε
2 vyberme podle (1.7) n0 tak, aby pro v²e
hna m,n > n0 platilo

∣∣fn(x)− fm(x)
∣∣ < ε

2

� pro libovolné pevn¥ zvolené n > n0 a pro m rostou
í nade v²e
hny meze pak odsud dostaneme nerovnost∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ 6 ε/2 < ε platnou pro kaºdé x ∈M

• tím je d·kaz zkompletován

1.3 Vlastnosti posloupností funk
í

V této sek
i budeme demonstrovat, jak významná je stejnom¥rná konvergen
e p°i za
hovávání vlastností £len· funk£ní
h

posloupností. Ukáºeme nap°íklad, ºe pro stejnom¥rn¥ konvergentní funk£ní posloupnosti bude moºno libovoln¥ zam¥¬ovat

po°adí vybrané matemati
ké opera
e (limitování limx→c, derivování
d
dx £i integrování

∫ b

a
dx) a limitování limn→∞ .
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

1.3.1 V¥ta

Ne
h´ posloupnost (1.1) funk
í spojitý
h na mnoºin¥ M stejnom¥rn¥ konverguje na M k funk
i f(x). Potom je funk
e

f(x) na M spojitá.

D·kaz:

• aby
hom dokázali spojitost funk
e f(x) na M, musíme dokázat spojitost pro kaºdé c ∈M

• zvolme libovolné ε > 0

• ze stejnom¥rné konvergen
e posloupnosti

(
fn(x)

)∞
n=1

plyne, ºe k £íslu ε existuje index n0 tak, ºe

(∀n ∈ N)(n > n0) (∀x ∈M) :
∣∣fn(x) − f(x)

∣∣ < ε

3
(1.8)

• ze spojitosti funk
e fn0(x) v bod¥ c plyne, ºe k £íslu ε existuje U(c) takové, ºe

(
∀x ∈ U(c) ∩M

)
:

∣∣fn0(x)− fn0(c)
∣∣ < ε

3
(1.9)

• zvolíme-li index n0 tak, aby platilo (1.8), a okolí U(c) tak, aby platilo (1.9), dostáváme 
elkem, ºe k £íslu ε > 0
existuje U(c) tak, ºe pro v²e
hna x ∈ U(c) ∩M platí

∣∣f(x)− f(c)
∣∣ 6

∣∣f(x)− fn0(x)
∣∣+
∣∣fn0(x)− fn0(c)

∣∣+
∣∣fn0(c)− f(c)

∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

• tím je d·kaz dokon£en

1.3.2 V¥ta

Ne
h´ je pevn¥ zvoleno c ∈ R. Ne
h´ posloupnost (1.1) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté δ > 0 na intervalu (c, c+ δ) k
funk
i f(x). Ne
h´ kaºdá z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→c+ fn(x) = bn. Pak existují vlastní limity limn→∞ bn a

limx→c+ f(x) a jsou si rovny, tj.

lim
n→∞

lim
x→c+

fn(x) = lim
x→c+

lim
n→∞

fn(x). (1.10)

D·kaz:

• První £ást (existen
e limit):

� podle p°edpokladu konverguje posloupnost

(
fn(x)

)∞
n=1

stejnom¥rn¥ na intervalu (c, c+ δ)

� tedy pro libovolné pevn¥ zvolené ε > 0 existuje podle v¥ty 1.2.15 n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hna m,n > n0 a

v²e
hna x ∈ (c, c+ δ) platí nerovnost ∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣ < ε

3
(1.11)

� dále vyuºijeme p°edpokladu existen
e vlastní
h limit funk
í fn(x) a fm(x) v bod¥ x = c zprava

� pro libovoln¥ zvolená m,n > n0 tudíº existují (z de�ni
e pravé limity funk
e) £ísla δ1, δ2 ∈ R+
taková, ºe

c < x < c+ δ1 ⇒
∣∣fm(x) − bm

∣∣ < ε

3
, c < x < c+ δ2 ⇒

∣∣fn(x)− bn
∣∣ < ε

3
, (1.12)

nebo´ limx→c+ fn(x) = bn a limx→c+ fm(x) = bm

� 
h
eme dokázat, ºe pro m,n > n0 je |bm − bn| < ε

� zvolíme-li nyní x tak, ºe c < x < c+min{δ, δ1, δ2}, je (viz nerovnosti (1.11) a (1.12))

∣∣bm − bn
∣∣ 6

∣∣bm − fm(x)
∣∣+
∣∣fm(x)− fn(x)

∣∣ +
∣∣fn(x)− bn

∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

� tedy pro kaºdé ε > 0 existuje n0 tak, ºe pro v²e
hnam,n > n0 je |bm−bn| < ε, a podle Bolzanovy-Cau
hyovy
podmínky 1.1.8 pro limity £íselný
h posloupností tudíº existuje vlastní limita posloupnosti (bn)

∞
n=1

� ozna£me tuto limitu jako b, tj. limn→∞ bn = b
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1.3. VLASTNOSTI POSLOUPNOSTÍ FUNKCÍ

• Druhá £ást (rovnost limit):

� zbývá dokázat, ºe limx→c+ f(x) = b

� jelikoº limn→∞ bn = b, existuje pro libovolné pevn¥ zvolené ε > 0 index ℓ0 ∈ N takový, ºe pro jakékoliv

n > ℓ0 platí ∣∣bn − b
∣∣ < ε

3

� jelikoº na intervalu (c, c+ δ) platí fn(x) ⇒ f(x), existuje pro kaºdé ε > 0 index n0 ∈ N tak, ºe pro jakýkoli

index n > n0 a pro jakýkoli bod x ∈ (c, c+ δ) platí

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ < ε

3

� poloºíme-li m0 := max{ℓ0, n0}, pak pro kaºdé m > m0 existuje (díky existen
i limity funk
e fm(x) v bod¥

x = c zprava) £íslo δ3 > 0 tak, ºe pro kaºdé x ∈ (c, c+ δ3) je

|fm(x) − bm| < ε

3

� poloºíme-li ∆ := min{δ, δ3}, plyne z trojúhelníkové nerovnosti, ºe pro jakékoli x ∈ (c, c+∆) platí

∣∣f(x) − b
∣∣ 6

∣∣f(x)− fm(x)
∣∣+
∣∣fm(x)− bm

∣∣+
∣∣bm − b

∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

� skute£n¥ tedy limx→c+ f(x) = b

1.3.3 V¥ta

Ne
h´ je pevn¥ zvoleno c ∈ R. Ne
h´ posloupnost (1.1) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté δ > 0 na intervalu (c− δ, c) k
funk
i f(x). Ne
h´ kaºdá z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→c− fn(x) = bn. Pak existují vlastní limity limn→∞ bn a

limx→c− f(x) a jsou si rovny, tj.

lim
n→∞

lim
x→c−

fn(x) = lim
x→c−

lim
n→∞

fn(x). (1.13)

D·kaz:

• d·kaz vyplývá z p°ede²lé v¥ty po dosazení gn(y) = fn(−y)

• konvergují-li totiº funk
e fn(x) stejnom¥rn¥ na intervalu (c−δ, c), zna£í to, ºe funk
e gn(y) konvergují stejnom¥rn¥

na (d, d+ δ), kde d = −c

• dále

lim
x→c−

fn(x) =

∣∣∣∣∣∣
y = −x
d = −c

∣∣∣∣∣∣
= lim

y→d+

gn(y) = bn

• pak podle (1.10) platí

lim
n→∞

lim
x→c−

fn(x) = lim
n→∞

lim
y→d+

gn(y) = lim
y→d+

lim
n→∞

gn(y) = lim
x→c−

lim
n→∞

fn(x)

• to kompletuje d·kaz

1.3.4 P°íklad

Nerovnost

1 = lim
n→∞

lim
x→1−

xn 6= lim
x→1−

lim
n→∞

xn = 0

a rovnost

0 = lim
n→∞

lim
x→0+

xn − lim
x→0+

lim
n→∞

xn = 0

pln¥ korespondují s faktem, ºe posloupnost funk
í

(
xn
)∞
n=1

konverguje stejnom¥rn¥ na jakémkoli intervalu (0, ε) (ε < 1),
ale nekonverguje stejnom¥rn¥ na ºádném intervalu (µ, 1).
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

1.3.5 D·sledek

Ne
h´ je pevn¥ zvoleno c ∈ R. Ne
h´ posloupnost (1.1) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté δ > 0 na intervalu (c− δ, c+ δ)
k funk
i f(x). Ne
h´ kaºdá z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→c fn(x) = bn. Pak existují vlastní limity limn→∞ bn
a limx→c f(x) a jsou si rovny, tj.

lim
n→∞

lim
x→c

fn(x) = lim
x→c

lim
n→∞

fn(x).

1.3.6 Poznámka

Tvrzení p°ede²lý
h v¥t 1.3.2 a 1.3.3 lze zobe
nit také na konvergen
i k plus, resp. minus nekone£nu. To bude náplní

následují
í
h dvou v¥t.

1.3.7 V¥ta

Ne
h´ posloupnost (1.1) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté K > 0 na intervalu (K,∞) k funk
i f(x). Ne
h´ kaºdá z funk
í

fn(x) má vlastní limitu limx→∞ fn(x) = bn. Pak existují vlastní limity limn→∞ bn a limx→∞ f(x) a jsou si rovny, tj.

lim
n→∞

lim
x→∞

fn(x) = lim
x→∞

lim
n→∞

fn(x).

D·kaz:

• První £ást (existen
e limit):

� podle p°edpokladu konverguje posloupnost

(
fn(x)

)∞
n=1

stejnom¥rn¥ na intervalu (K,∞)

� tedy pro libovolné pevn¥ zvolené ε > 0 existuje podle v¥ty 1.2.15 index n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hnam,n > n0

a v²e
hna x ∈ (K,∞) platí nerovnost ∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣ < ε

3
(1.14)

� dále vyuºijeme druhého p°edpokladu, a si
e existen
e vlastní
h limit funk
í fn(x) a fm(x) pro x rostou
í

nade v²e
hny meze

� pro libovoln¥ zvolená m,n > n0 totiº existují (z de�ni
e limity funk
í fn(x) a fm(x) pro x jdou
í k plus

nekone£nu) £ísla K1, K2 ∈ R+
taková, ºe

x > K1 ⇒
∣∣fm(x) − bm

∣∣ < ε

3
, x > K2 ⇒

∣∣fn(x) − bn
∣∣ < ε

3
, (1.15)

nebo´ limx→∞ fn(x) = bn a limx→∞ fm(x) = bm

� 
h
eme dokázat, ºe pro m,n > n0 je |bm − bn| < ε

� zvolíme-li nyní x tak, ºe x > max{K, K1, K2}, platí (jak je patrno z nerovností (1.14) a (1.15))

∣∣bm − bn
∣∣ 6

∣∣bm − fm(x)
∣∣+
∣∣fm(x)− fn(x)

∣∣ +
∣∣fn(x)− bn

∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

� tedy pro kaºdé ε > 0 existuje n0 tak, ºe pro v²e
hnam,n > n0 je |bm−bn| < ε, a podle Bolzanovy-Cau
hyovy
podmínky 1.1.8 pro limity £íselný
h posloupností tudíº existuje vlastní limita posloupnosti (bn)

∞
n=1

� ozna£me tuto limitu jako b, tj. limn→∞ bn = b

• Druhá £ást (rovnost limit):

� zbývá dokázat, ºe limx→∞ f(x) = b

� jelikoº limn→∞ bn = b, existuje pro libovolné pevn¥ zvolené ε > 0 index ℓ0 ∈ N takový, ºe pro jakékoliv

n > ℓ0 platí ∣∣bn − b
∣∣ < ε

3

� jelikoº na intervalu (K,∞) platí fn(x) ⇒ f(x), existuje pro kaºdé ε > 0 index n0 ∈ N tak, ºe pro jakýkoli

index n > n0 a pro jakýkoli bod x ∈ (K,∞) platí

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ < ε

3
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� poloºíme-li m0 := max{ℓ0, n0}, pak pro kaºdé m > m0 existuje (díky existen
i limity funk
e fm(x) v plus

nekone£nu) £íslo K3 > 0 tak, ºe pro kaºdé x ∈ (K3,∞) je

|fm(x) − bm| < ε

3

� poloºíme-li K̃ := max{K, K3}, vidíme, ºe pro kaºdé x ∈ (K̃,∞) platí

∣∣f(x) − b
∣∣ 6

∣∣f(x)− fm(x)
∣∣+
∣∣fm(x)− bm

∣∣+
∣∣bm − b

∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

� skute£n¥ tedy limx→∞ f(x) = b

1.3.8 V¥ta

Ne
h´ posloupnost (1.1) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté K < 0 na intervalu (−∞, K) k funk
i f(x). Ne
h´ kaºdá z

funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→−∞ fn(x) = bn. Pak existují vlastní limity limn→∞ bn a limx→−∞ f(x) a jsou si

rovny, tj.

lim
n→∞

lim
x→−∞

fn(x) = lim
x→−∞

lim
n→∞

fn(x).

D·kaz:

• d·kaz vyplývá z p°ede²lé v¥ty po dosazení gn(y) = fn(−y)

• konvergují-li funk
e fn(x) stejnom¥rn¥ na (−∞, K), zna£í to, ºe funk
e gn(y) konvergují stejnom¥rn¥ na (L,∞),
kde L = −K > 0

• dále limx→−∞ fn(x) =
∣∣ y = −x

∣∣ = limy→∞ gn(y) = bn

• pak podle p°ede²lé v¥ty platí

lim
n→∞

lim
x→−∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
y→∞

gn(y) = lim
y→∞

lim
n→∞

gn(y) = lim
x→−∞

lim
n→∞

fn(x)

1.3.9 V¥ta

Ne
h´ je dána posloupnost

(
fn(x)

)∞
n=1

funk
í spojitý
h na uzav°eném intervalu 〈a, b〉. Ne
h´ tato posloupnost stejno-

m¥rn¥ konverguje na intervalu 〈a, b〉 k funk
i f(x). Potom platí

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx. (1.16)

D·kaz:

• funk
e f1(x), f2(x), . . . jsou na 〈a, b〉 spojité a proto v²e
hny integrály

∫ b

a fn(x) dx konvergují

• podle v¥ty 1.3.1 je v²ak spojitá také funk
e f(x) a levá strana rovnosti (1.16) tedy rovn¥º existuje

• ozna£íme-li

γn :=

∫ b

a

fn(x) dx,

je na²ím úkolem prokázat, ºe posloupnost

(
γn
)∞
n=1

konverguje k hodnot¥ γ :=
∫ b

a f(x) dx, tj. ºe pro kaºdé ε > 0
existuje index n0 ∈ N takový, ºe pro v²e
hna n > n0 je spln¥na nerovnost

∣∣γn − γ
∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε

• z de�ni
e stejnom¥rné konvergen
e 1.2.1 plyne, ºe k pevn¥ zvolenému £íslu ε > 0 existuje n0 tak, ºe

(∀n ∈ N)(n > n0) (∀x ∈ 〈a, b〉) :
∣∣fn(x) − f(x)

∣∣ < ε

b− a
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

• odtud a z v¥t o integrálu funk
e jedné prom¥nné plyne

∣∣∣∣∣

∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ b

a

(
fn(x) − f(x)

)
dx

∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ dx 6

6 (b− a) · sup
x∈〈a,b〉

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ < ε

b − a
· (b − a) = ε,


oº podle de�ni
e limity dokazuje platnost vztahu (1.16)

1.3.10 Poznámka

Obsah p°ede²lé v¥ty lze vyjád°it také jednodu
hou v¥tou: "Stejnom¥rn¥ konvergentní posloupnost spojitý
h funk
í lze

na uzav°eném intervalu integrovat £len po £lenu,"tedy

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.

1.3.11 P°íklad

Vypo£t¥me limitu

lim
n→∞

∫ 3

0

n2x2

n2 + x2
dx

p°i pouºití zám¥ny po°adí integra
e a limity. Aby bylo moºno toto po°adí zam¥nit, musí posloupnost funk
í fn(x) =
n2x2

n2+x2

podle v¥ty 1.3.9 stejnom¥rn¥ konvergovat na intervalu 〈0, 3〉. Jelikoº limn→∞ fn(x) = x2, budeme zkoumat supremum

σn = sup
x∈〈0,3〉

∣∣∣∣
n2x2

n2 + x2
− x2

∣∣∣∣ = sup
x∈〈0,3〉

x4

n2 + x2
=: sup

x∈〈0,3〉
gn(x).

Jelikoº je ale funk
e gn(x) v²ude na R rostou
í, jak lze snadno zjistit analýzou první deriva
e, nastává její extrém v

bod¥ x = 3. Proto σn = gn(3) =
81

n2+9 . Jelikoº limn→∞ σn = 0, konverguje zkoumaná posloupnost na intervalu 〈0, 3〉
stejnom¥rn¥. A proto tedy

lim
n→∞

∫ 3

0

n2x2

n2 + x2
dx =

∫ 3

0

lim
n→∞

n2x2

n2 + x2
dx =

∫ 3

0

x2 dx = 9.

1.3.12 P°íklad

Rovnost výraz·

∫ 1

0 limn→∞ xn dx =
∫ 1

0 0 dx = 0 a limn→∞
∫ 1

0 x
n
dx = limn→∞

[
xn+1

n+1

]1
0
= limn→∞

1
n+1 = 0 je ale

platná navzdory tomu, ºe posloupnost (xn)
∞
n=1 nekonverguje na 〈0, 1〉 ke své limitní funk
i stejnom¥rn¥.

1.3.13 V¥ta

Ne
h´ je dána posloupnost (1.1) funk
í diferen
ovatelný
h na otev°eném intervalu (a, b) taková, ºe pro alespo¬ jedno

c ∈ (a, b) £íselná posloupnost

(
fn(c)

)∞
n=1

konverguje. Ne
h´ naví
 posloupnost

(
f ′
n(x)

)∞
n=1

stejnom¥rn¥ konverguje

na (a, b). Potom také posloupnost (1.1) stejnom¥rn¥ konverguje na (a, b). Naví
, ozna£íme-li její limitu f(x), je tato

diferen
ovatelná na (a, b) a pro kaºdé x ∈ (a, b) platí rovnost

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x).

D·kaz:

• P°edpoklady v¥ty:

� zvolme ε > 0 libovoln¥

� jelikoº posloupnost

(
f ′
n(x)

)∞
n=1

stejnom¥rn¥ konverguje na (a, b), existuje podle Bolzanovy-Cau
hyovy pod-

mínky 1.2.15 z
ela jist¥ n0 ∈ N tak, ºe pro jakékoliv indexy m,n > n0 a v²e
hna x ∈ (a, b) je spln¥na

nerovnost ∣∣f ′
m(x) − f ′

n(x)
∣∣ < ε̃ =

ε

2(b− a)
(1.17)
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� díky bodové konvergen
i £íselné posloupnosti

(
fn(c)

)∞
n=1

naví
 také existuje (podle 1.1.8) index ñ0 ∈ N tak,

ºe pro libovolné m,n > ñ0 platí ∣∣fm(c)− fn(c)
∣∣ < ε

2
(1.18)

� ozna£me ℓ0 := max{n0, ñ0}
� pak jsou pro libovolné indexy m,n > ℓ0 spln¥ny jak podmínka (1.17), tak také (1.18)

• První £ást d·kazu:

� zave¤me funk
i g(x) de�ni£ním p°edpisem g(x) := fm(x) − fn(x)

� podle Lagrangeovy v¥ty o p°ír·stku 1.3.15 existuje mezi body c a x ∈ (a, b) £íslo ξ takové, ºe

g(x)− g(c) = g′(ξ) (x − c)

� toto tvrzení platí dokon
e i tehdy, je-li za x zvoleno samo c, tj. pro x = c

� za p°ede²lý
h p°edpoklad· platí

fm(x)− fn(x) − fm(c) + fn(c) = (x− c)
(
f ′
m(ξ)− f ′

n(ξ)
)

� odtud ale ∣∣fm(x) − fn(x)
∣∣ 6

∣∣fm(c)− fn(c)
∣∣+
∣∣x− c

∣∣ ·
∣∣f ′

m(ξ)− f ′
n(ξ)

∣∣ 6

6
ε

2
+
∣∣x− c

∣∣ · ε

2(b− a)
6
ε

2
+
∣∣b− a

∣∣ · ε

2(b− a)
=
ε

2
+
ε

2
= ε

� to ale nezna£í ni
 jiného, neº ºe posloupnost

(
fn(x)

)∞
n=1

stejnom¥rn¥ konverguje na (a, b)

• Druhá £ást d·kazu:

� zbývá je²t¥ dokázat, ºe v libovolném bod¥ x0 ∈ (a, b) existuje vlastní deriva
e f ′(x0) a ºe její hodnota je

rovna práv¥ limit¥ limn→∞ f ′
n(x0)

� zvolme tedy libovoln¥ x0 ∈ (a, b) a také pevné δ > 0 takové, ºe a+ δ < x0 < b − δ

� poloºme

ϕn(h) =
fn(x0 + h)− fn(x0)

h
, ϕ(h) =

f(x0 + h)− f(x0)

h
(1.19)

� ob¥ funk
e jsou tedy de�novány na intervalu (−δ, 0) ∪ (0, δ)

� snadno lze ukázat, ºe

lim
n→∞

ϕn(h) = lim
n→∞

fn(x0 + h)− fn(x0)

h
=
f(x0 + h)− f(x0)

h
= ϕ(h)

� de�nujme je²t¥ pomo
nou funk
i τ(h) := fm(h)− fn(h)

� z Lagrangeovy v¥ty o p°ír·stku 1.3.15 vyplývá, ºe mezi body x0 a x0 + h jist¥ existuje £íslo ξ tak, ºe platí

τ(x0 + h)− τ(x0) = h · τ ′(ξ)

� to jest

fm(x0 + h)− fm(x0)

h
− fn(x0 + h)− fn(x0)

h
= f ′

m(ξ) − f ′
n(ξ),

respektive

ϕm(h)− ϕn(h) = f ′
m(ξ)− f ′

n(ξ)

� z p°edpokladu (1.17) tudíº vyplývá nerovnost

∣∣ϕm(h)− ϕn(h)
∣∣ 6

∣∣f ′
m(ξ) − f ′

n(ξ)
∣∣ < ε̃,


oº prokazuje, ºe posloupnost

(
ϕn(x)

)∞
n=1

stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ (−δ, 0)∪ (0, δ) k funk
i ϕ(x)

23



KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

� ze vztahu (1.19) naví
 triviáln¥ vyplývá, ºe

lim
h→0+

ϕn(h) = lim
h→0−

ϕn(h) = f ′
n(x0)

� tím jsou napln¥ny p°edpoklady v¥t 1.3.2 a 1.3.3, a si
e klademe-li v obou v¥tá
h δ, ϕn(h), ϕ(h), f
′
n(x0) a 0

za symboly δ, fn(x), f(x), bn a c

� z v¥t 1.3.2 a 1.3.3 pak tedy vyplývají rovnosti

lim
h→0+

ϕ(h) = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

f ′
n(x0), lim

h→0−
ϕ(h) = lim

n→∞
bn = lim

n→∞
f ′
n(x0)

� vzhledem k de�ni£nímu p°edpisu (1.19) funk
e ϕ(h) odtud plyne, ºe

lim
n→∞

f ′
n(x0) = lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= f ′(x0)

1.3.14 Poznámka

Zn¥ní v¥ty 1.3.13 lze vyjád°it také jednodu
hou v¥tou: "Posloupnost diferen
ovatelný
h funk
í, jeº konverguje alespo¬

v jednom bod¥, lze na otev°eném intervalu derivovat £len po £lenu, pokud je na n¥m posloupnost sestavená z deriva
í

p·vodní
h funk
í stejnom¥rn¥ konvergentní."Pak (limn→∞ fn(x))
′
= limn→∞ f ′

n(x).

1.3.15 Poznámka � Lagrangeova v¥ta o p°ír·stku

Ne
h´ je dána funk
e f(x) : R 7→ R, jeº je spojitá na intervalu 〈a, b〉 a má v kaºdém bod¥ otev°eného intervalu (a, b)
vlastní £i nevlastní deriva
i f ′(x). Potom v intervalu (a, b) existuje alespo¬ jedno £íslo ξ ∈ (a, b) tak, ºe platí rovnost

f(b)− f(a) = f ′(ξ) (b− a).

1.3.16 P°íklad

Pokusme se nyní vy²et°it stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í


 1

n
(√

x+ 1
n −√

x
)




∞

n=1

na intervalu I = 〈0,∞). Limitní funk
í je funk
e f(x) = 2
√
x. Dále

σn = sup
x∈R+

∣∣∣∣∣∣∣
1

n
(√

x+ 1
n −√

x
) − 2

√
x

∣∣∣∣∣∣∣
= sup

x∈R+

(√
x+

1

n
−√

x

)
.

Funk
e gn(x) :=
√
x+ 1

n −√
x je ale na 
elém R+

zjevn¥ klesají
í, a proto σn = gn(0) =
1√
n
. Jelikoº limn→∞ σn = 0,

konverguje vy²et°ovaná posloupnost k funk
i f(x) = 2
√
x stejnom¥rn¥.

1.3.17 P°íklad

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
n
√
1 + xn

)∞
n=1

na mnoºin¥ A = 〈0,∞). Tentokrát má limitní

funk
e tvar

f(x) = lim
n→∞

(1 + xn)
1
n =





1

x

. . .

. . .

x ∈ 〈0, 1〉
x > 1.
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f(x) 

x

O 1 

1 

Obrázek 1.5

Graf limitní funk
e f(x).

Nyní vy²et°íme stejnom¥rnou konvergen
i. Vidíme, ºe

σn = sup
x∈R

+
0

∣∣ n
√
1 + xn − f(x)

∣∣ = max

{
sup

x∈〈0,1〉

∣∣ n
√
1 + xn − 1

∣∣, sup
x>1

∣∣ n
√
1 + xn − x

∣∣
}

=:

=: max

{
sup

x∈〈0,1〉
|gn(x)| , sup

x>1
|hn(x)|

}
=: max{αn, βn}.

Nejprve budeme hledat extrém funk
e gn(x) na mnoºin¥ 〈0, 1〉, kde platí

g′n(x) = xn−1 (1 + xn)
1
n
−1

> 0.

Funk
e je tudíº na zmín¥né mnoºin¥ spojitá a rostou
í, proto αn = supx∈〈0,1〉 |gn(x)| = g(1) = n
√
2− 1. Dále vy²et°íme

extrém funk
e hn(x) na mnoºin¥ (1,∞), kde platí

h′n(x) = xn−1 (1 + xn)
1
n
−1 − 1 < 0,

nebo´ pro x > 1 jsou spln¥ny ekvivalentní nerovnosti

xn−1 (1 + xn)
1
n
−1 − 1 < 0 ⇐ n

√
1 +

1

xn
< 1 +

1

xn
.

Funk
e hn(x) je tudíº na mnoºin¥ (1,∞) spojitá a klesají
í, tedy

βn = sup
x>1

|hn(x)| = h(1) =
n
√
2− 1.

Odsud σn = n
√
2 − 1. A protoºe limn→∞ σn = 0, konverguje zadaná posloupnost na mnoºin¥ A ke své limitní funk
i

f(x) stejnom¥rn¥.

1.3.18 P°íklad

Pro ú£ely dal²í
h výpo£t· stanovíme limitu

lim
n→∞

(2n)!!

(2n+ 1)!!
.

Posloupnost

(
(2n)!!

(2n+1)!!

)∞
n=1

je nezáporná, monotónní a omezená, tudíº má limitu. Ozna£me ji a. Jak je z°ejmé, platí

lim
n→∞

(2n)!!

2(2n+ 1)!!
=
a

2
.

Matemati
kou induk
í snadno ukáºeme, ºe platí nerovnost

(2n)!!

(2n+ 1)!!
>

(2n− 1)!!

(2n)!!
.

25



KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCÍ

Pak tedy

b := lim
n→∞

(2n− 1)!!

(2n)!!
6 a.

Naví
 je²t¥

lim
n→∞

(2n− 1)!!

(2n)!!
· lim
n→∞

(2n)!!

(2n+ 1)!!
= lim

n→∞
1

2n+ 1
= 0.

Odtud b · a = 0, a proto b = 0. Matemati
ká induk
e také vede ke vztahu

1

2

(2n)!!

(2n+ 1)!!
6

(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!
.

Odsud

lim
n→∞

(2n)!!

2(2n+ 1)!!
=
a

2
6 b = 0.

Uzavíráme tedy, ºe

lim
n→∞

(2n)!!

(2n+ 1)!!
= 0.

1.3.19 P°íklad

Ne
h´ b ∈ (0, 1) je pevn¥ zvolený koe�
ient. Pokusme se dokázat, ºe bodová limitu

lim
n→∞

b(b+ 1)(b+ 2) . . . (b + n− 1)

n!

je nulová. Její hodnotu lze zuºitkovat nap°. p°i hledání Ma
laurinový
h °ad funk
í tvaru f(x) = (1 + axn)q. Jak je

z°ejmé, platí rovnost

lim
n→∞

b(b+ 1)(b+ 2) . . . (b + n− 1)

n!
= lim

n→∞
e
ln( b(b+1)(b+2)...(b+n−1)

n! ).

Máme tedy prokázat, ºe

ℓ := lim
n→∞

ln

(
b(b+ 1)(b+ 2) . . . (b + n− 1)

n!

)
= −∞.

Snadno ale nahlédneme, ºe

ℓ = lim
n→∞

n∑

i=1

ln

(
b+ i− 1

i

)
=

∞∑

i=1

ln

(
b+ i− 1

i

)
=

=

∞∑

i=1

ln

(
1− 1− b

i

)
=

∣∣∣∣∣∣
x > 0

ln(1 − x) 6 −x

∣∣∣∣∣∣
6

∞∑

i=1

b− 1

i
= (b− 1)

∞∑

i=1

1

i
.

Jelikoº ale £íselná °ada

∑∞
i=1

1
i diverguje k plus nekone£nu, vyplývá odtud, ºe ℓ = −∞, nebo´ b−1 < 0 díky skute£nosti,

ºe b ∈ (0, 1). Pak snadno

lim
n→∞

b(b+ 1)(b+ 2) . . . (b+ n− 1)

n!
= 0.

1.4 Cvi£ení

Cvi£ení 1.1

Nalezn¥te limitní funk
i posloupnosti ((
1− |x|

n

)n
)∞

n=1

.

Cvi£ení 1.2

Nalezn¥te limitní funk
i posloupnosti ((n2 + 5nx+ 2

n2

)n
)∞

n=1

.

Cvi£ení 1.3

Dokaºte tvrzení lemmatu 1.2.7.
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Cvi£ení 1.4

Dokaºte lemma 1.2.9.

Cvi£ení 1.5

Nalezn¥te obor konvergen
e posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
n3

xn+1
,

a ur£ete její limitní funk
i.

Cvi£ení 1.6

Nalezn¥te obor konvergen
e posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
xn

n!
,

a ur£ete její limitní funk
i.

Cvi£ení 1.7

Nalezn¥te obor konvergen
e posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
x2n

1 + x2n
,

a ur£ete její limitní funk
i. Na základ¥ znalosti limitní funk
e rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i zadané posloupnosti.

Cvi£ení 1.8

Nalezn¥te obor konvergen
e posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
ln(nx)

n
(x > 0),

a ur£ete její limitní funk
i.

Cvi£ení 1.9

Nalezn¥te obor konvergen
e posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
1 + x2n+1

1 + x2n
,

a ur£ete její limitní funk
i. Na základ¥ znalosti limitní funk
e rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i zadané posloupnosti.

Cvi£ení 1.10

Nalezn¥te obor konvergen
e posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
n2√

n2xn(n+1),

a ur£ete její limitní funk
i.

Cvi£ení 1.11

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
n
√
1 + e−nx

)∞
n=1

na mnoºin¥ v²e
h nezáporný
h reálný
h £ísel.

Cvi£ení 1.12

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
arctg

( √
nx

(8n2 + x2)3/2

))∞

n=1

na jejím oboru konvergen
e.
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Cvi£ení 1.13

Rozhodn¥te, zda posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
xn

n
,

konverguje stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ a) 〈−1, 1〉, resp. b) 〈−2, 2〉.

Cvi£ení 1.14

Rozhodn¥te, zda posloupnost funk
í

(
xn − xn+1

)∞
n=1

konverguje stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ 〈0, 1〉.

Cvi£ení 1.15

Rozhodn¥te, zda posloupnost funk
í

(
xn − x2n

)∞
n=1

konverguje stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ 〈0, 1〉.

Cvi£ení 1.16

Rozhodn¥te, zda posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
nx

1 + n+ x
,

konverguje stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ a) 〈0, 2〉, b) R+.

Cvi£ení 1.17

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =

√
x2 +

1

n
,

na jejím oboru konvergen
e.

Cvi£ení 1.18

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) = n

(√
x+

1

n
−

√
x

)
,

na mnoºiná
h a) R+, b) (1,∞).

Cvi£ení 1.19

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
sin(nx)

n
,

na jejím oboru konvergen
e.

Cvi£ení 1.20

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
x arctg(nx)

)∞
n=1

na jejím oboru konvergen
e.

Cvi£ení 1.21

Rozhodn¥te, zda posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
x

n
ln
(x
n

)
,

konverguje stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ a) (0, 5), resp. b) R+.

Cvi£ení 1.22

Rozhodn¥te, zda posloupnost funk
í (
1 + xn+1

1 + xn

)∞

n=1

konverguje stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ 〈0,∞). Poznámka: P°i vy²et°ování extrému funk
e (pro supremální kritérium) je nutno se

obejít bez expli
itní znalosti sta
ionárního bodu.
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Cvi£ení 1.23

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i posloupnosti funk
í

(
n
√
x−n + xn

)∞
n=1

na mnoºin¥ (0,∞).

Cvi£ení 1.24

Ukaºte, ºe posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
1

n
arctg(xn),

konverguje na R stejnom¥rn¥, ale (
lim

n→∞
fn(x)

)′
(1) 6= lim

n→∞
f
′
n(1).

Cvi£ení 1.25

Ukaºte, ºe posloupnost funk
í

(
nx e−nx2)∞

n=1
konverguje na intervalu 〈0, 1〉, av²ak

∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx 6= lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx.

Cvi£ení 1.26

Rozhodn¥te, zda platí rovnost

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x4
dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

nx

1 + n2x4
dx.

Cvi£ení 1.27

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
n2

(x+ n)(x+ n+ 1)

)∞

n=1

na mnoºin¥ 〈0,∞).

Cvi£ení 1.28

Rozhodn¥te, zda je spln¥na rovnost

lim
n→∞

∫ 12

0

n ln(n) x2

1 + n3x4
dx =

∫ 12

0

lim
n→∞

n ln(n) x2

1 + n3x4
dx.

Cvi£ení 1.29

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
n2x2

n2 + x2

)∞

n=1

na mnoºin¥ a) R, resp. b) M = 〈0, c〉, kde c > 0.

Cvi£ení 1.30

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
x2

(1 + x2)n

)∞

n=1

na jejím oboru konvergen
e.

Cvi£ení 1.31

Rozhodn¥te, zda funk£ní posloupnost (
(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

xn

2n

)∞

n=1

stejnom¥rn¥ konverguje na intervalu 〈−1, 1〉.

Cvi£ení 1.32

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
n2 + 3x2

n3 + x3

)∞

n=1

na mnoºin¥ 〈0,∞).
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Cvi£ení 1.33

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
2nx2

e
−nx + 3xe−nx

)∞
n=1

na mnoºin¥ 〈0,∞).

Cvi£ení 1.34

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i posloupnosti funk
í

(
xn − 1

x− 1

)∞

n=1

na mnoºin¥ 〈0, 1).

Cvi£ení 1.35

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i posloupnosti funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

, kde

fn(x) =
1√
n

(
n2

n2 + 5nx+ 2

)n

na mnoºin¥ R+.

Cvi£ení 1.36

Rozhodn¥te, zda je pro posloupnost funk
í (
ln
(
x4 + 4n2x2 + 4n4

)

ln2(n)

)∞

n=2

spln¥na rovnost (
lim

n→∞
fn(x)

)′
= lim

n→∞
f
′
n(x).

Cvi£ení 1.37

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

((
3
x

n2
+ 2

x2

n3

)
e
− x

n

)∞

n=1

na mnoºin¥ 〈0,∞).

Cvi£ení 1.38

Vypo£t¥te

lim
n→∞

∫ 3

0

1 + 9nx − 4n2x2 + 4n3x3

2n− n2x+ n3x2
dx.

Cvi£ení 1.39

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(
1

n

(x
n
− 1
)2
e
− x

n + 2

)∞

n=1

na mnoºin¥ 〈0,∞).

30



Kapitola 2

�ady funk
í

Zavedeme-li do p°edpisu £íselné °ady

∑∞
n=1 an prom¥nnou veli£inu, podobn¥ jako jsme to u£inili pro posloupnosti v

první kapitole t¥
hto skript, obdrºíme tzv. °adu funk
í. Budeme-li zkoumat n¥které vlastnosti funk£ní
h °ad, zjistíme, ºe

samotná bodová konvergen
e je pro garan
i jistý
h vlastností p°íli² slabá, a ºe bude tudíº nutno (v analogii k funk£ním

posloupnostem) zavést siln¥j²í pojem konvergen
e, tj. konvergen
i stejnom¥rnou.

2.1 Bodová konvergen
e °ad funk
í

V prvním oddíle druhé kapitoly budeme de�novat základní pojmy pro teorii funk£ní
h °ad a vyslovíme n¥která kritéria

pro jeji
h bodovou konvergen
i.

2.1.1 Úmluva

V 
elé kapitole jsou symboly m,n, n0 vyhrazeny pro p°irozená £ísla.

2.1.2 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost funk
í (1.1) de�novaná na neprázdné mnoºin¥ M ⊂ R. Potom nekone£ný sou£et

f1(x) + f2(x) + . . .+ fn(x) + . . .

nazýváme °adou funk
í na M a zna£íme symbolem

∞∑

n=1

fn(x). (2.1)

2.1.3 De�ni
e

Ne
h´ je dána funk£ní °ada (2.1) de�novaná na mnoºin¥ M. Funk
i sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) pro n ∈ N a x ∈M budeme

nazývat n−tým £áste£ným sou£tem °ady (2.1) a posloupnost

(
sn(x)

)∞
n=1

pak posloupností £áste£ný
h sou£t· dané °ady.

2.1.4 De�ni
e

Ne
h´ je dána funk£ní °ada (2.1) de�novaná na mnoºin¥ M. Ne
h´
(
sn(x)

)∞
n=1

je p°íslu²ná posloupnost £áste£ný
h

sou£t·. �ekneme, ºe °ada (2.1) konverguje v bod¥ c ∈M , jestliºe konverguje £íselná posloupnost

(
sn(c)

)∞
n=1

. �ekneme,

ºe °ada (2.1) konverguje (bodov¥) na mnoºin¥ N ⊂M , jestliºe konverguje v kaºdém bod¥ mnoºiny N. Vlastní limitu

s(x) := lim
n→∞

sn(x)

posloupnosti £áste£ný
h sou£t· pak nazýváme sou£tem °ady (2.1) a zapisujeme

s(x) =

∞∑

n=1

fn(x). (2.2)

De�ni£ní obor Dom(s), tj. mnoºinu v²e
h c ∈ M, pro n¥º posloupnost

(
sn(c)

)∞
n=1

konverguje, budeme dále nazývat

oborem konvergen
e °ady (2.1) a zna£it symbolem O.
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KAPITOLA 2. �ADY FUNKCÍ

2.1.5 Poznámka

Obor konvergen
e °ady (2.1) je tedy mnoºina v²e
h c ∈M, pro n¥º £íselná °ada
∑∞

n=1 fn(c) konverguje. P°ipomínáme, ºe

sou£et s(x) konvergentní funk£ní °ady je na oboru konvergen
e O (díky poznám
e 1.1.3) reálnou funk
í reálné prom¥nné.

Krom¥ p°ípadu konvergentní
h °ad rozeznáváme také °ady divergují
í k plus nebo minus nekone£nu, pop°. °ady os
ilují
í

(tj. takové, jeji
hº sou£ty neexistují ani jako vlastní ani jako nevlastní).

2.1.6 Poznámka

Díky symboli
kému zápisu (2.2) lze na symbol

∑∞
n=1 fn(x) nahlíºet dvojím zp·sobem: jednak jako na °adu funk
í a

jednak jako na její sou£et. Z kontextu bude ale vºdy z°ejmé, o který význam se jedná.

2.1.7 P°íklad

Uvaºme °adu

∞∑

n=0

axn, (2.3)

kde a ∈ R je její jediný parametr. Takovou °adu bývá zvykem nazývat geometri
kou °adou s kvo
ientem x. Pro její n−tý

£áste£ný sou£et sn(x) = a+ ax+ ax2 + ax3 + . . .+ axn−1
platí, jak se lze leh
e p°esv¥d£it, jednodu
há rovni
e

sn(x) − a

x
= a+ ax+ ax2 + ax3 + . . .+ axn−2 = sn−1(x) = sn(x)− axn−1,

odkud pak vyplývá vztah

sn(x) = a
1− xn

1− x

platný pro p°ípad, kdy kvo
ient x není jednotkový. Pokud x = 1, pak lze ale triviáln¥ nahlédnout, ºe sn(x) je konstantní
funk
í, a to sn(x) = na. Jelikoº je sou£et °ady de�nován jako limita posloupnosti £áste£ný
h sou£t·, je sou£tem °ady

(2.3) funk
e

s(x) = lim
n→∞

a
1− xn

1− x
=

a

1− x
.

To ov²em pouze pro p°ípad, kdy |x| < 1. Tedy sou£tem geometri
ké °ady s kvo
ientem z intervalu (−1, 1) je podíl

prvního jejího £lenu a rozdílu 1− x. Pro |x| > 1 °ada diverguje, krom¥ triviálního p°ípadu, kdy a = 0.

2.1.8 V¥ta � Bolzanova-Cau
hyova podmínka

�ada funk
í (2.1) zadaná na mnoºin¥ M konverguje v bod¥ c ∈M práv¥ tehdy, kdyº spl¬uje tzv. Bolzanovu-Cau
hyovu

podmínku tvaru

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : m > n > n0 ⇒
∣∣fn+1(c) + fn+2(c) + fn+3(c) + . . .+ fm(c)

∣∣ < ε. (2.4)

D·kaz:

• ozna£me sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady (2.1)

• z p°edpoklad· a z de�ni
e bodové konvergen
e víme, ºe posloupnost

(
sn(x)

)∞
n=1

konverguje v bod¥ c ∈M

• pak jsou ale napln¥ny p°edpoklady v¥ty 1.1.8, tudíº výrok

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : m,n > n0 ⇒
∣∣sm(c)− sn(c)

∣∣ < ε

je ekvivalentní bodové konvergen
i °ady

∑∞
n=1 fn(c)

• odtud ale dostáváme, ºe platí

∣∣sm(c)− sn(c)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

fk(c)−
n∑

k=1

fk(c)

∣∣∣∣∣ =
∣∣fn+1(c) + fn+2(c) + fn+3(c) + . . .+ fm(c)

∣∣ < ε,


oº �nalizuje d·kaz
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2.1.9 V¥ta

Ne
h´

∑∞
n=1 fn(x) je konvergentní funk£ní °ada mají
í na neprázdné mnoºin¥M sou£et s(x). Ne
h´

∑∞
n=1 gn(x) je kon-

vergentní funk£ní °ada mají
í na neprázdné mnoºin¥ N sou£et t(x). Ne
h´M ∩N 6= ∅. Pak °ada

∑∞
n=1

(
fn(x)+ gn(x)

)

konverguje na M ∩N a jejím sou£tem na M ∩N je funk
e s(x) + t(x).

D·kaz:

• ozna£me sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1 fn(x) a tn(x) =

∑n
k=1 gk(x) n−tý £áste£ný

sou£et °ady

∑∞
n=1 gn(x)

• ozna£íme-li rn(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1

(
fn(x) + gn(x)

)
, platí rovnost rn(x) = sn(x) + tn(x)

• jelikoº je bodová konvergen
e °ad d¥di£nou vlastností (viz 
vi£ení 2.1), konvergují ob¥ °ady na pr·niku M ∩N
• z p°edpoklad· dokazované v¥ty vyplývá, ºe sn(x) → s(x) na M ∩N a podobn¥ tn(x) → t(x) na M ∩N
• tudíº pro jakékoliv ε > 0 a jakékoliv c ∈M ∩N existuje n0 ∈ N tak, ºe pro n > n0 platí

∣∣sn(c)− s(c)
∣∣ < ε

2

• pro ono zmín¥né ε > 0 existuje ale také m0 ∈ N tak, ºe pro m > m0 platí

∣∣tm(c)− t(c)
∣∣ < ε

2

• poloºíme-li ℓ0 := max{n0,m0}, je pro libovolné ℓ > ℓ0 spln¥na nerovnost

∣∣rℓ(c)−
(
s(c) + t(c)

)∣∣ 6
∣∣sℓ(c)− s(c)

∣∣ +
∣∣tℓ(c)− t(c)

∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε,


oº implikuje jednak fakt, ºe °ada

∑∞
n=1

(
fn(x) + gn(x)

)
konverguje v kaºdém bod¥ c ∈M ∩N (tedy bodov¥ na

M ∩N) a jednak skute£nost, ºe p°íslu²ným sou£tem je práv¥ funk
e r(x) = s(x) + t(x), kde Dom(r) =M ∩N
• tím je d·kaz proveden

2.1.10 Lemma

Ne
h´

∑∞
n=1 fn(x) je konvergentní funk£ní °ada mají
í na neprázdné mnoºin¥ M sou£et s(x). Pak pro kaºdé c ∈ R

konverguje na M také °ada

∑∞
n=1 c · fn(x) a jejím sou£tem na mnoºin¥ M je funk
e c · s(x).

2.1.11 V¥ta

Ne
h´

∑∞
n=1 fn(x) je konvergentní funk£ní °ada mají
í na neprázdné mnoºin¥M sou£et s(x). Ne
h´ je dále dána funk
e

g(x) : M 7→ R. Pak °ada

∑∞
n=1 g(x) fn(x) konverguje na M a jejím sou£tem na mnoºin¥ M je funk
e g(x) · s(x).

D·kaz:

• zvolme c ∈M libovoln¥ a ozna£me sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1 fn(x)

• z p°edpokladu, ºe

∑∞
n=1 fn(c) konverguje, je patrno, ºe pro ε > 0 existuje n0 tak, ºe pro kaºdé n > n0 platí

∣∣sn(c)− s(c)
∣∣ < ε

|g(c)| (g(c) 6= 0)

• ozna£me tn(x) =
∑n

k=1 g(x) fk(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1 g(x) fn(x)

• zjevn¥ platí tn(x) = g(x) sn(x), odkud pak

∣∣tn(c)− g(c) · s(c)
∣∣ =

∣∣g(c) · sn(c)− g(c) · s(c)
∣∣ =

∣∣g(c)
∣∣ ·
∣∣sn(c)− s(c)

∣∣ < |g(c)| ε

|g(c)| = ε

• to znamená, ºe °ada

∑∞
n=1 g(x) fn(x) konverguje v bod¥ c ∈M k £íslu g(c) · s(c)

• a protoºe bylo c vybráno libovoln¥, je nyní prokázána platnost dokazovaného tvrzení

• poznámka: v p°ípad¥, ºe g(c) = 0, platí dokazované tvrzení triviáln¥
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2.1.12 V¥ta

Ne
h´ k ∈ N. Potom funk£ní °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=k+1 fn(x) bu¤to ob¥ konvergují nebo ob¥ divergují k +∞ nebo

ob¥ divergují k −∞ nebo ob¥ os
ilují. Ozna£íme-li s(x) sou£et °ady
∑∞

n=1 fn(x) a t(x) sou£et °ady
∑∞

n=k+1 fn(x), pak
platí

s(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fk(x) + t(x)

za p°edpokladu, ºe ob¥ °ady konvergují.

D·kaz:

• ozna£me sn(x) =
∑n

ℓ=1 fℓ(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1 fn(x)

• °adu fk+1(x) + fk+2(x) + fk+3(x) + . . . lze jednodu²e p°epsat do tvaru

0 + 0 + . . .+ 0 + fk+1(x) + fk+2(x) + fk+3(x) + . . .

• ozna£me tn(x) n−tý £áste£ný sou£et této °ady

• pak pro n > k jist¥ platí rovnost tn(x) = fk+1(x) + fk+2(x) + fk+3(x) + . . .+ fn(x), potaºmo

sn(x) =
(
f1(x) + f2(x) + . . .+ fk(x)

)
+ tn(x)

• po limitním p°e
hodu n→ ∞ pak snadno získáváme v²e
hna dokazovaná tvrzení

2.1.13 Poznámka

Zam¥níme-li ve funk£ní °ad¥ kone£n¥ mnoho její
h £len· (funk
í), 
hování °ady se tedy podle p°ede²lé v¥ty nem¥ní.

2.1.14 V¥ta

Ne
h´ je na mnoºin¥ M zadána konvergentní °ada

∑∞
n=1 fn(x), jejímº sou£tem na M je funk
e s(x). Ne
h´ je dále na

M zadána konvergentní °ada

∑∞
n=1 gn(x), mají
í na M sou£et t(x). Ne
h´ pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈M platí

fn(x) 6 gn(x).

Pak pro v²e
hna x ∈M platí nerovnost

s(x) 6 t(x). (2.5)

D·kaz:

• ozna£me sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1 fn(x) a tn(x) =

∑n
k=1 gk(x) n−tý £áste£ný

sou£et °ady

∑∞
n=1 gn(x)

• z p°edpoklad· v¥ty vyplývá, ºe pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈M platí sn(x) 6 tn(x)

• po limitním p°e
hodu n→ ∞ pak snadno získáváme tvrzení tvaru (2.5)

2.1.15 V¥ta � nutná podmínka bodové konvergen
e

Ne
h´

∑∞
n=1 fn(x) je konvergentní °ada zadaná na mnoºin¥ M. Pak funk£ní posloupnost

(
fn(x)

)∞
n=1

konverguje na M
k nulové funk
i.

D·kaz:

• poloºme sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) a sn−1(x) =
∑n−1

k=1 fk(x)

• z p°edpoklad· v¥ty víme, ºe limita

(
sn(x)

)∞
n=1

existuje a naví


lim
n→∞

sn(x) = lim
n→∞

sn−1(x) = s(x),

kde s(x) je sou£et uvaºované °ady

• jelikoº ale fn(x) = sn(x) − sn−1(x) pro kaºdé x ∈M, vyplývá z limitního p°e
hodu rovnost

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

sn(x)− lim
n→∞

sn−1(x) = s(x) − s(x) = 0
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2.1.16 Poznámka

Nutnou podmínku bodové konvergen
e funk£ní
h °ad lze zapsat úspornou implika
í (jednostrannou) tvaru

∞∑

n=1

fn(x)
M
= s(x) ⇒ fn(x)

M→ 0.

Nutnou podmínku je moºno s výhodou pouºít zejména p°i vyvra
ení konvergen
e funk£ní
h °ad. Na potvrzování konver-

gen
e °ad v²ak v¥ta 2.1.15 bohuºel nedosta£uje.

2.1.17 De�ni
e

Ne
h´ je de�nována funk£ní °ada

∑∞
n=1 fn(x) zadaná na M. �ekneme, ºe °ada

∑∞
n=1 fn(x) je °adou s nezápornými

£leny , jestliºe pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈M platí nerovnost fn(x) > 0.

2.1.18 V¥ta

Ne
h´ je na mnoºin¥M zadána °ada

∑∞
n=1 fn(x) s nezápornými £leny. Ne
h´ pro jakékoliv c ∈M je £íselná posloupnost

její
h £áste£ný
h sou£t· shora omezená. Pak je °ada

∑∞
n=1 fn(x) konvergentní na M.

D·kaz:

• jedná se o bezprost°ední d·sledek v¥ty 1.1.13

2.1.19 Lemma

Ne
h´ jsou na mnoºin¥M zadány °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) s nezápornými £leny. Ne
h´ existuje index k ∈ N tak,

ºe je pro kaºdý index n > k a kaºdé x ∈M spln¥na nerovnost fn(x) 6 gn(x). Pak je-li °ada

∑∞
n=1 gn(x) konvergentní,

je konvergentní také °ada

∑∞
n=1 fn(x).

2.1.20 D·sledek

Ne
h´ jsou na mnoºin¥M zadány °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) s nezápornými £leny. Ne
h´ existuje index k ∈ N tak,

ºe je pro kaºdý index n > k a kaºdé x ∈ M spln¥na nerovnost fn(x) 6 gn(x). Pak je-li °ada

∑∞
n=1 fn(x) divergentní,

je divergentní také °ada

∑∞
n=1 gn(x).

2.1.21 V¥ta

Ne
h´ jsou na mnoºin¥ M zadány °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) s nezápornými £leny. Ne
h´ existuje index k ∈ N

tak, ºe je pro kaºdý index n > k a kaºdé x ∈M spln¥na nerovnost

fn+1(x)

fn(x)
6
gn+1(x)

gn(x)
. (2.6)

Pak je-li °ada

∑∞
n=1 gn(x) konvergentní, je konvergentní také °ada

∑∞
n=1 fn(x).

D·kaz:

• z podmínky (2.6) mimo jiné vyplývá, ºe ºádná z funk
í fn(x) ani gn(x) pro n > k nenabývá naM nulové hodnoty

• z nerovnosti (2.6) vyplývá: pro n > k a x ∈M platí

fn(x)

fk(x)
=

fn(x)

fn−1(x)
· fn−1(x)

fn−2(x)
· · · fk+1(x)

fk(x)
6

gn(x)

gn−1(x)
· gn−1(x)

gn−2(x)
· · · gk+1(x)

gk(x)
=
gn(x)

gk(x)

• to zna£í, ºe pro n > k platí

fn(x) 6
fk(x)

gk(x)
gn(x)
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• ozna£me γ(x) = fk(x)
gk(x)

• konverguje-li °ada

∑∞
n=1 gn(x), pak podle v¥ty 2.1.11 konverguje také °ada

∑∞
n=1 γ(x) · gn(x)

• jelikoº

∑∞
n=1 γ(x) · gn(x) je na M konvergentní funk£ní °adou nezáporný
h £len·, plyne z v¥ty 2.1.19, ºe °ada∑∞

n=1 fn(x) rovn¥º konverguje

2.1.22 D·sledek

Ne
h´ jsou na mnoºin¥ M zadány °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) s nezápornými £leny. Ne
h´ existuje index k ∈ N

tak, ºe je pro kaºdý index n > k a kaºdé x ∈ M spln¥na nerovnost (2.6). Pak je-li °ada

∑∞
n=1 fn(x) divergentní, je

divergentní také °ada

∑∞
n=1 gn(x).

2.1.23 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány funk£ní °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) de�nované na mnoºin¥ M. Ne
h´ existuje n0 ∈ N tak, ºe pro

v²e
hna n > n0 a v²e
hna x ∈ M platí

∣∣fn(x)
∣∣ 6 gn(x). Pak °adu

∑∞
n=1 gn(x) nazýváme °adou majorantní k °ad¥∑∞

n=1 fn(x).

2.1.24 V¥ta � srovnáva
í kritérium

Ne
h´ je funk£ní °ada

∑∞
n=1 gn(x) majorantní k °ad¥

∑∞
n=1 fn(x) na mnoºin¥ M. Pak konverguje-li °ada

∑∞
n=1 gn(x)

na M, pak °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1

∣∣fn(x)
∣∣
na mnoºin¥ M rovn¥º konvergují.

D·kaz:

• z de�ni
e majorantní °ady mimo jiné vyplývá, ºe ºádná z funk
í gn(x) pro n > k nenabývá naM záporné hodnoty

• z p°edpoklad· v¥ty a z Bolzanovy-Cau
hyovy podmínky vyplývá, ºe pro jakékoliv c ∈ M a pro jakékoliv ε > 0
existuje n0 ∈ N takové, ºe pro m > n > n0 platí

gn+1(c) + gn+2(c) + gn+3(c) + . . .+ gm(c) < ε

• odtud ale

∣∣fn+1(c) + fn+2(c) + fn+3(c) + . . .+ fm(c)
∣∣ 6

∣∣fn+1(c)
∣∣ +
∣∣fn+2(c)

∣∣+
∣∣fn+3(c)

∣∣+ . . .+
∣∣fm(c)

∣∣ 6

6 gn+1(c) + gn+2(c) + gn+3(c) + . . .+ gm(c) < ε

• podle Bolzanovy-Cau
hyovy podmínky tedy °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1

∣∣fn(x)
∣∣
konvergují v kaºdém bod¥ c ∈M

2.1.25 D·sledek

Konverguje-li °ada

∑∞
n=1

∣∣fn(x)
∣∣
na mnoºin¥ M, pak také °ada

∑∞
n=1 fn(x) na M konverguje.

2.1.26 De�ni
e

�ekneme, ºe °ada

∑∞
n=1 fn(x) konverguje absolutn¥ na M, pokud na M konverguje °ada

∑∞
n=1

∣∣fn(x)
∣∣. �ekneme,

ºe °ada

∑∞
n=1 fn(x) konverguje relativn¥ nebo neabsolutn¥ na M, pokud na M konverguje °ada

∑∞
n=1 fn(x), ale∑∞

n=1

∣∣fn(x)
∣∣
je na M divergentní.

2.1.27 V¥ta � d'Alembertovo podílové kritérium

Ne
h´ je dána funk£ní °ada

∑∞
n=1 fn(x) zadaná na mnoºin¥ M. Ne
h´ pro kaºdé x ∈ M existuje n0 ∈ N tak, ºe pro

v²e
hna n > n0 platí fn(x) 6= 0. Jestliºe pro vybrané c ∈M platí nerovnost

ℓ := lim
n→∞

∣∣∣∣
fn+1(c)

fn(c)

∣∣∣∣ < 1,

pak c ∈ O. Je-li naopak ℓ > 1, pak c /∈ O.

D·kaz:
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• vezm¥me libovolné c ∈M a p°edpokládejme, ºe ℓ < 1

• zvolíme-li s takové, ºe ℓ < s < 1, pak jist¥ existuje m0 > n0 takové, ºe pro v²e
hna n > m0 platí

∣∣∣∣
fn+1(c)

fn(c)

∣∣∣∣ 6 s =
sn+1

sn

• jelikoº s < 1, je °ada

∑∞
n=1 s

n
konvergentní, a podle v¥ty 2.1.21 tedy °ada

∑∞
n=1 fn(c) konverguje, tj. c ∈ O

• ne
h´ naopak ℓ > 1

• pak jist¥ existuje m0 > n0 takové, ºe pro v²e
hna n > m0 platí

∣∣fn+1(c)
∣∣ >

∣∣fn(c)
∣∣, tj.

∣∣fn(c)
∣∣
je rostou
í

posloupností (od indexu n0), proto je °ada

∑∞
n=1 fn(c) divergentní, £ili c /∈ O

2.1.28 V¥ta � Cau
hyovo odmo
ninové kritérium

Ne
h´ je dána funk£ní °ada

∑∞
n=1 fn(x) zadaná na mnoºin¥ M. Pak v²e
hna c ∈M, pro n¥º platí nerovnost

ℓ := lim
n→∞

n

√∣∣fn(c)
∣∣ < 1,

pat°í do oboru konvergen
e O zadané °ady. Kaºdé c ∈M, pro které ℓ > 1, do oboru konvergen
e nepat°í.

D·kaz:

• vezm¥me libovolné c ∈M

• platí-li, ºe ℓ < 1, lze jist¥ volit s takové, ºe ℓ < s < 1

• z de�ni
e limity existuje jist¥ n0 ∈ N tak, ºe pro kaºdé n > n0 platí

n

√∣∣fn(c)
∣∣ 6 s, tj.

∣∣fn(c)
∣∣ 6 sn

• jelikoº je ale °ada

∑∞
n=1 s

n
jist¥ konvergentní (nebo´ |s| < 1), je podle srovnáva
ího kritéria konvergentní jak °ada∑∞

n=1

∣∣fn(x)
∣∣, tak °ada

∑∞
n=1 fn(x)

• je-li naopak ℓ > 1, existuje n0 ∈ N tak, ºe pro kaºdé n > n0 platí

n

√∣∣fn(c)
∣∣ > 1, 
oº zna£í, ºe

∣∣fn(c)
∣∣ > 1

• tudíº limn→∞ fn(c) > 0, 
oº odporuje nutné podmín
e bodové konvergen
e 2.1.15

• proto v tomto druhém p°ípad¥ platí, ºe c /∈ O

2.1.29 V¥ta � integrální kritérium

Ne
h´ je na mnoºin¥ M zadána °ada

∑∞
n=1 fn(x) s nezápornými £leny. Ne
h´ c ∈M. Ne
h´ je posloupnost

(
fn(c)

)∞
n=1

nerostou
í. Ne
h´ dále existuje nerostou
í funk
e ℘(x) : 〈1,∞) 7→ R tak, ºe ℘(n) = fn(c) pro v²e
hna n ∈ N. Pak
c ∈ O práv¥ tehdy, kdyº existuje integrál

∫∞
1
℘(x) dx a je vlastní.

D·kaz:

• ozna£me an := fn(c)

• z p°edpoklad· v¥ty jasn¥ vyplývá (viz také obrázek), ºe pro kaºdé n > 2 platí sada nerovností

sn(c)− a1 6

∫ n

1

℘(x) dx 6 sn−1(c), (2.7)

kde sn(x) je n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1 fn(x)
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Obrázek 2.6

K d·kazu integrálního kritéria.

• funk
e f(x) je, jak vyplývá z p°edpoklad·, na 〈1,∞) nerostou
í, tudíº integrál

∫ n

1 ℘(x) dx existuje

• z levé £ásti nerovnosti (2.7) vyplývá, ºe existuje-li vlastní limita

lim
n→∞

∫ n

1

℘(x) dx =: γ ∈ R,

pak pro kaºdé n ∈ N je sn(c) 6 a1 + γ

• posloupnost

(
sn(c)

)∞
n=1

je tudíº shora omezená a z p°edpoklad· také nezáporná

• to podle v¥ty 2.1.18 zna£í, ºe °ada

∑∞
n=1 fn(c) konverguje, tj. c pat°í do jejího oboru konvergen
e O

• z pravé £ásti nerovnosti (2.7) vyplývá, ºe je-li integrál

∫∞
1
℘(x) dx divergentní, tzn.

∫ ∞

1

℘(x) dx = ∞,

bude také limn→∞ sn(c) = ∞, 
oº implikuje fakt, ºe c nepat°í do oboru konvergen
e O funk£ní °ady

∑∞
n=1 fn(x)

2.1.30 P°íklad

Hledejme nyní obor konvergen
e funk£ní °ady

∑∞
n=1 n

x. Aby v·be
 °ada mohla konvergovat v bod¥ x ∈ R, musí být

spln¥na nutná podmínka, tj. musí platit, ºe limn→∞ nx = 0. Jak je ale z°ejmé, pro x > 0 platí rovnost

lim
n→∞

nx =





∞
1

. . .

. . .

x > 0

x = 0,

a proto má smysl hledat body, v ni
hº °ada

∑∞
n=1 n

x
bodov¥ konverguje, pouze mezi zápornými x. Za t¥
hto okolností,

tj. pro x ∈ (−∞, 0), je funk
e ℘(t) = tx na intervalu 〈1,∞) klesají
í a platí pro ni, ºe f(n) = nx. Tím jsou napln¥ny

p°edpoklady v¥ty 2.1.29. Uvaºme nejprve x ∈ (−1, 0). Pro tato x zjevn¥ platí

∫ ∞

1

tx dt =

[
tx+1

x+ 1

]∞

1

= ∞.

Je-li x = −1, pak ∫ ∞

1

t−1
dt =

[
ln(t)

]∞
1

= ∞.

A nakone
 pro x < −1 platí ∫ ∞

1

tx dt =

[
tx+1

x+ 1

]∞

1

=
−1

x+ 1
∈ R.

Uzavíráme tedy, ºe oborem konvergen
e °ady

∑∞
n=1 n

x
je mnoºina O = (−∞,−1).
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2.1.31 V¥ta � Raabeovo kritérium

Ne
h´ je na mnoºin¥ M zadána °ada

∑∞
n=1 fn(x) s nezápornými £leny. Ne
h´ pro kaºdé x ∈ M existuje n0 ∈ N tak,

ºe pro v²e
hna n > n0 platí fn(x) 6= 0. Jestliºe pro vybrané c ∈M platí nerovnost

lim
n→∞

n

(
fn(c)

fn+1(c)
− 1

)
> 1, (2.8)

pak c ∈ O. Je-li naopak
lim
n→∞

n

(
fn(c)

fn+1(c)
− 1

)
< 1, (2.9)

pak c /∈ O.

D·kaz:

• vezm¥me libovolné c ∈M a p°edpokládejme, ºe platí nerovnost (2.8)

• pak existuje ℓ > 1 tak, ºe od jistého indexu je spln¥na nerovnost

fn(c)

fn+1(c)
> 1 +

ℓ

n

• jist¥ lze volit s takové, ºe 1 < s < ℓ

• poloºíme-li bn := n−s, zji²´ujeme, ºe °ada

∑∞
n=1 bn =

∑∞
n=1

1
ns je konvergentní (podle p°íkladu 2.1.30)

• pro názornost nyní zave¤me funk
i

h(t) =

(
1 +

t

n

)s

• pro její první deriva
i snadno stanovíme rovnost

dh

dt
=
s

n

(
1 +

t

n

)s−1

• podle Lagrangeovy v¥ty 1.3.15 o p°ír·stku existuje £íslo γ ∈ (0, t) tak, ºe

h(t)− h(0) =
dh

dt
(γ) · t

• odtud tedy (
1 +

t

n

)s

− 1 =
s

n

(
1 +

γ

n

)s−1

· t

• pro t = 1 takto dostáváme (
1 +

1

n

)s

= 1 +
s

n

(
1 +

γ

n

)s−1 (
γ ∈ (0, 1)

)

• z tohoto pomo
ného výpo£tu vyplývá, ºe

bn
bn+1

=

(
1 +

1

n

)s

= 1 +
s

n

(
1 +

γ

n

)s−1

< 1 +
s

n

(
1 +

1

n

)s−1

(2.10)

• protoºe

lim
n→∞

s

(
1 +

1

n

)s−1

= s < ℓ,

existuje jist¥ index m0 ∈ N takový, ºe pro v²e
hny indexy n > m0 je

s

(
1 +

1

n

)s−1

< ℓ
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• pak tedy z rovnosti (2.10) vyplývá, ºe pro n > m0 platí

bn
bn+1

< 1 +
ℓ

n
6

fn(c)

fn+1(c)

• odtud

fn+1(c)

fn(c)
<
bn+1

bn

• tím jsou napln¥ny p°edpoklady v¥ty 2.1.21 a °ada

∑∞
n=1 fn(x) v bod¥ c konverguje, £ili c ∈ O

• dokáºeme nyní druhou £ást tvrzení

• platí-li nerovnost (2.9), pak existuje index m0 tak, ºe pro v²e
hna n > m0 platí nerovnost

fn+1(c)

fn(c)
>
n+ 1

n
,

odkud podle v¥ty 2.1.21 plyne, ºe °ada

∑∞
n=1 fn(x) v bod¥ c diverguje, £ili c /∈ O

2.1.32 Poznámka

Vztahy (2.8) a (2.9) jsou ekvivalentní vztah·m

lim
n→∞

n

(
1− fn+1(c)

fn(c)

)
> 1, lim

n→∞
n

(
1− fn+1(c)

fn(c)

)
< 1.

2.1.33 V¥ta � Leibnizovo kritérium

Ne
h´ je na mnoºin¥ M zadána funk£ní °ada

∑∞
n=1 fn(x). Ne
h´ c ∈M. Ne
h´ jsou spln¥ny následují
í vlastnosti:

1. Pro kaºdé n ∈ N platí rovnost sgn
(
fn(c)

)
= − sgn

(
fn+1(c)

)
.

2. Pro kaºdé n ∈ N platí nerovnost

∣∣fn+1(c)
∣∣ 6

∣∣fn(c)
∣∣.

3. Existuje vlastní limita limn→∞ fn(c) a pro její hodnotu platí, ºe limn→∞ fn(c) = 0.

Potom £íslo c pat°í do oboru konvergen
e °ady

∑∞
n=1 fn(x).

D·kaz:

• p°edpokládejme, ºe f1(c) > 0 (v p°ípad¥, ºe by f1(c) < 0, by byl d·kaz naprosto analogi
ký)

• ne
h´

(
sn(x)

)∞
n=1

je posloupnost £áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=1 fn(x)

• z ní vyberme podposloupnost

(
s2k(x)

)∞
k=1

sudý
h £len·

• pro tu zjevn¥ platí, ºe pro kaºdé k ∈ N je

s2k+2(c) = s2k(c) + f2k+1(c) + f2k+2(c) > s2k(c),

nebo´ díky p°edpoklad·m je sou£et f2k+1(c) + f2k+2(c) z
ela jist¥ nezáporný

• £íselná podposloupnost

(
s2k(c)

)∞
k=1

je tudíº neklesají
í

• dále ale také platí

s2k(c) = f1(c) +
(
f2(c) + f3(c)

)
+
(
f4(c) + f5(c)

)
+ . . .+

(
f2k−2(c) + f2k−1(c)

)
+ f2k(c) < f1(c),

nebo´ v²e
hny sou£ty f2k−2(c) + f2k−1(c) jsou z p°edpoklad· v¥ty nekladné a naví
 f2k(c) < 0

• z nerovnosti s2k(c) < f1(c) ale vyplývá, ºe podposloupnost

(
s2k(c)

)∞
k=1

je shora omezená £íslem f1(c)

• dokázáné vlastnosti omezenosti a monotonie zjevn¥ implikují fakt, ºe podposloupnost

(
s2k(c)

)∞
k=1

má kone£nou

limitu; ozna£me ji s := limk→∞ s2k(c)
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• uvaºujme nyní podposloupnost

(
s2k+1(c)

)∞
k=1

li
hý
h £len·

• pro ni v bod¥ c ∈M platí rovnost s2k+1(c) = s2k(c) + f2k+1(c)

• jelikoº ale limk→∞ s2k(c) = s a limn→∞ fn(c) = 0, je také limk→∞ s2k+1(c) = s

• z toho, ºe s2k(c) → s a s2k+1(c) → s, jiº triviáln¥ vyplývá fakt, ºe

∑∞
n=1 fn(c) = limn→∞ sn(c) = s

• tedy c ∈ O

2.1.34 P°íklad

Hledejme nyní obor konvergen
e funk£ní °ady

∑∞
n=1(−1)nnx. Aby v·be
 °ada mohla konvergovat v bod¥ x ∈ R, musí

být spln¥na nutná podmínka, tj. musí platit, ºe

lim
n→∞

(−1)nnx = 0.

Jak je ale patrné, pro x > 0 tato podmínka spln¥na není, nebo´ limn→∞(−1)nnx
ani neexistuje. Proto má smysl hledat

body, v ni
hº °ada

∑∞
n=1(−1)nnx

bodov¥ konverguje, pouze mezi zápornými x. Z
ela zjevn¥ platí, ºe za daný
h okolností
st°ídá °ada

∑∞
n=1(−1)nnx

znaménka. Dále platí (n + 1)x 6 nx
a pro x < 0 také limn→∞ nx = 0. Podle Leibnizova

kritéria 2.1.33 je tudíº oborem konvergen
e zkoumané °ady mnoºina O = (−∞, 0).

2.1.35 V¥ta � alternativní Raabeovo kritérium

Ne
h´ je na mnoºin¥ M zadána °ada

∑∞
n=1 fn(x). Ne
h´ c ∈M. Ne
h´ jsou spln¥ny následují
í vlastnosti:

1. Pro kaºdé n ∈ N platí rovnost sgn
(
fn(c)

)
= − sgn

(
fn+1(c)

)
.

2. Existuje vlastní limita

lim
n→∞

n

(∣∣∣∣
fn(c)

fn+1(c)

∣∣∣∣− 1

)
= q.

Pak je-li q > 1, konverguje °ada

∑∞
n=1 fn(x) v bod¥ c absolutn¥. Je-li q ∈ (0, 1), konverguje °ada

∑∞
n=1 fn(x) v bod¥

c relativn¥. Pokud q < 0, pak °ada

∑∞
n=1 fn(x) v bod¥ c diverguje.

D·kaz:

• zvolme q ∈ (0, 1), nebo´ pro q > 1 plyne dokazované tvrzení z Raabeova kritéria

• pak jist¥ existuje £íslo ℓ ∈ (0, q) tak, ºe od jistého indexu je spln¥na nerovnost

n

(∣∣∣∣
fn(c)

fn+1(c)

∣∣∣∣− 1

)
> ℓ

• to jest ∣∣∣∣
fn(c)

fn+1(c)

∣∣∣∣ > 1 +
ℓ

n
> 1 (2.11)

• proto platí také nerovnost

∣∣fn+1(c)
∣∣ <

∣∣fn(c)
∣∣, která p°edstavuje napln¥ní druhého p°edpokladu Leibnizova kritéria

• odsud mimo jiné také vyplývá, ºe posloupnost

(
|fn(c)|

)∞
n=1

je klesají
í, a protoºe je z
ela bez po
hyby také omezená

zdola, existuje jist¥ vlastní limita

lim
n→∞

|fn(c)| = γ ∈ R+
0

• dokáºeme nakone
, ºe z daný
h p°edpoklad· vyplývá i t°etí p°edpoklad Leibnizova kritéria

• z nerovnosti (2.11) vyplývá, ºe od jistého indexu n0 platí

∣∣∣∣
fn+1(c)

fn(c)

∣∣∣∣ <
n

n+ ℓ

• bez újmy na obe
nosti lze pro jednodu
host zápisu p°edpokládat, ºe n0 = 1
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• bez po
hyby platí rovnost

∣∣∣∣
fn+1(c)

f1(c)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
fn+1(c)

fn(c)

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
fn(c)

fn−1(c)

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
fn−1(c)

fn−2(c)

∣∣∣∣ . . .
∣∣∣∣
f3(c)

f2(c)

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
f2(c)

f1(c)

∣∣∣∣

• odtud

∣∣fn+1(c)
∣∣ < n!

∣∣f1(c)
∣∣

(n+ ℓ)(n+ ℓ− 1)(n+ ℓ− 2) . . . (ℓ + 2)(ℓ+ 1)
(2.12)

• 
h
eme nyní dokázat, ºe limitou výrazu na pravé stran¥ je nula

• vyjdeme z triviální rovnosti

lim
n→∞

n!

(n+ ℓ)(n+ ℓ− 1)(n+ ℓ− 2) . . . (ℓ+ 2)(ℓ+ 1)
= lim

n→∞
e
ln( n!

(n+ℓ)(n+ℓ−1)(n+ℓ−2)...(ℓ+2)(ℓ+1) ).

• nyní posta£í dokázat, ºe

~ := lim
n→∞

ln

(
n!

(n+ ℓ)(n+ ℓ− 1)(n+ ℓ− 2) . . . (ℓ + 2)(ℓ+ 1)

)
= −∞

• snadno ale nahlédneme, ºe

~ = lim
n→∞

n∑

i=1

ln

(
i

ℓ+ i

)
=

∞∑

i=1

ln

(
i

ℓ+ i

)
=

∞∑

i=1

ln

(
1− ℓ

ℓ+ i

)
=

∣∣∣∣∣∣
x > 0

ln(1− x) 6 −x

∣∣∣∣∣∣
6 −

∞∑

i=1

ℓ

ℓ+ i

• jelikoº ale £íselná °ada

∑∞
i=1

ℓ
ℓ+i diverguje k plus nekone£nu, vyplývá odtud, ºe ~ = −∞

• odtud

lim
n→∞

n!

(n+ ℓ)(n+ ℓ− 1)(n+ ℓ− 2) . . . (ℓ+ 2)(ℓ+ 1)
= 0

• ze vztahu (2.12) proto vyplývá, ºe limn→∞ fn(x) = 0

• jelikoº jsou nyní spln¥ny v²e
hny p°edpoklady v¥ty 2.1.33, plyne odsud, ºe °ada

∑∞
n=1 fn(c) konverguje, zatím
o

°ada

∑∞
n=1

∣∣fn(c)
∣∣
diverguje z Raabeova kritéria

• 
elkem tedy: °ada

∑∞
n=1 fn(x) konverguje v bod¥ c relativn¥

• dokáºeme nyní t°etí £ást tvrzení pro q < 0

• pak jist¥ existuje ℓ < 0 takové, ºe od jistého indexu platí

∣∣∣∣
fn(c)

fn+1(c)

∣∣∣∣ < 1 +
ℓ

n
< 1

• pak ale

∣∣fn+1(c)
∣∣ >

∣∣fn(c)
∣∣, 
oº implikuje nespln¥ní nutné podmínky konvergen
e

• v tomto p°ípad¥ tedy c /∈ O, £ímº je d·kaz proveden

2.1.36 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány °ady

∑∞
n=0 fn(x) a

∑∞
n=0 gn(x) zadané na mnoºin¥M. Sou£inovou °adou

∑∞
n=0 fn(x) a

∑∞
n=0 gn(x)

budeme rozum¥t °adu

∑∞
n=0 hn(x), jejíº n−tý £len je na mnoºin¥ M de�nován p°edpisem

hn(x) :=

n∑

k=0

fk(x) · gn−k(x).

Zna£íme

∑∞
n=0 hn(x) =

∑∞
n=0 fn(x) ·

∑∞
n=0 gn(x).
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2.1.37 V¥ta

Ne
h´ jsou °ady

∑∞
n=0 fn(x) a

∑∞
n=0 gn(x) absolutn¥ konvergentní na mnoºin¥ M. Ne
h´

∞∑

n=0

fn(x) = f(x),

∞∑

n=0

gn(x) = g(x).

Pak sou£in °ad

∑∞
n=0 fn(x)·

∑∞
n=0 gn(x) je také absolutn¥ konvergentní naM a p°íslu²ným sou£tem je funk
e f(x)·g(x).

D·kaz:

• ozna£me sou£in uvedený
h °ad jako

∑∞
n=0 hn(x)

• dle p°edpoklad· konvergují °ady

∑∞
n=0

∣∣fn(x)
∣∣
a

∑∞
n=0

∣∣gn(x)
∣∣
na M

• ne
h´ σn(x) je n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=0

∣∣fn(x)
∣∣
a τn(x) je n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=0

∣∣gn(x)
∣∣

• ne
h´ hn(x) :=
∑n

k=0 fk(x) · gn−k(x) dle de�ni
e 2.1.36

• ob¥ posloupnosti

(
σn(x)

)∞
n=0

a

(
τn(x)

)∞
n=0

£áste£ný
h sou£t· jsou z
ela bez po
hyby neklesají
í

• ozna£me limn→∞ σn(x) = σ(x) > 0 a limn→∞ τn(x) = τ(x) > 0

• pro kaºdé n ∈ N dále platí: σn(x) 6 σ(x) a τn(x) 6 τ(x)

• dále pro kaºdé n ∈ N platí

n∑

k=0

∣∣hk(x)
∣∣ =

∣∣f0(x)g0(x)
∣∣+
∣∣f0(x)g1(x)+f1(x)g2(x)

∣∣+ . . .+
∣∣f0(x)gn(x)+f1(x)gn−1(x)+ . . .+fn(x)g0(x)

∣∣ 6

6
∣∣f0(x)g0(x)

∣∣+
∣∣f0(x)g1(x)

∣∣ +
∣∣f1(x)g2(x)

∣∣ + . . .+
∣∣f0(x)gn(x)

∣∣+
∣∣f1(x)gn−1(x)

∣∣ + . . .+
∣∣fn(x)g0(x)

∣∣ 6

6
[∣∣f0(x)

∣∣ +
∣∣f1(x)

∣∣+ . . .+
∣∣fn(x)

∣∣
]
·
[∣∣g0(x)

∣∣+
∣∣g1(x)

∣∣+ . . .+
∣∣gn(x)

∣∣
]
= σn(x) · τn(x) 6 σ(x) · τ(x)

• £áste£né sou£ty

∑n
k=0

∣∣hk(x)
∣∣
°ady

∑∞
n=0

∣∣hn(x)
∣∣
jsou tedy shora omezené

• naví
 je také posloupnost

(∑n
k=0

∣∣hk(x)
∣∣)∞

n=0
monotónní, jak triviáln¥ vyplývá z faktu, ºe s£ítáme nezáporné £leny

• podle v¥ty 1.1.13 je proto posloupnost £áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=0

∣∣hk(x)
∣∣
konvergentní, tedy uvedená °ada na

mnoºin¥ M konverguje

• zbývá dokázat, ºe jejím sou£tem je skute£n¥ funk
e f(x) · g(x)

• ozna£me pro tyto ú£ely σ̃n(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=0 fn(x) a τ̃n(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady∑∞

n=0 gn(x)

• pak pro n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=0 hn(x) platí (jak vyplývá z de�ni
e 2.1.36) rovnost

n∑

k=0

hk(x) = σ̃n(x) · τ̃n(x)

• z limitního p°e
hodu n→ ∞ odtud snadno vyplývá, ºe

∞∑

n=1

hn(x) = lim
n→∞

n∑

k=0

hk(x) = lim
n→∞

σ̃n(x) · lim
n→∞

τ̃n(x) = f(x) · g(x)

• tím je d·kaz proveden
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2.1.38 Poznámka

Jsou-li °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) relativn¥ konvergentní na mnoºin¥M, m·ºe jeji
h sou£in být divergentní naM.

To nastává nap°. pro °ady

∞∑

n=1

fn(x) =
∞∑

n=1

gn(x) =
∞∑

n=1

(−1)n
1√
n
.

Pokud je ale sou£in konvergentní
h °ad konvergentní (ºádná z °ad p°itom nemusí konvergovat absolutn¥), je její sou£et

roven sou£inu f(x) · g(x). Jestliºe alespo¬ jedna z °ad

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) je absolutn¥ konvergentní, je i jeji
h

sou£in konvergentní °adou se sou£tem f(x) · g(x).

2.2 Stejnom¥rná konvergen
e °ad funk
í

V analogii k posloupnostem funk
í zavedeme také pro °ady funk
í se zna£ným uºitkem pojem stejnom¥rné konvergen
e.

2.2.1 De�ni
e

�ekneme, ºe °ada funk
í konverguje na mnoºin¥ M ⊂ R stejnom¥rn¥ ke svému sou£tu s(x) a ozna£íme

∑∞
n=1 fn(x)

M≡
s(x), jestliºe posloupnost její
h £áste£ný
h sou£t· konverguje na M stejnom¥rn¥ k funk
i s(x).

2.2.2 Poznámka

Z p°ede²lé de�ni
e, z v¥ty 1.2.7 a z poznámky 1.2.8 p°ímo vyplývá, ºe stejnom¥rná konvergen
e °ady funk
í je d¥di£ná

vlastnost, t.j. konverguje-li °ada (2.1) stejnom¥rn¥ na jisté mnoºin¥, konverguje stejnom¥rn¥ také na kaºdé její neprázdné

podmnoºin¥.

2.2.3 P°íklad

Ukáºeme, ºe sou£tem °ady spojitý
h funk
í nemusí nutn¥ být spojitá funk
e. Uvaºme °adu

x2 +
x2

1 + x2
+

x2

(1 + x2)2
+ . . .+

x2

(1 + x2)n−1
+ . . .

Jde o geometri
kou °adu s prvním £lenem x2 a kvo
ientem (1+x2)−1. Oborem konvergen
e je mnoºina R, nebo´ i nula
do n¥j pat°í, p°estoºe kvo
ient je v tomto p°ípad¥ roven jedné. Sou£tem uvaºované °ady je funk
e

s(x) =





1 + x2

0

. . .

. . .

x 6= 0

x = 0.

s(x) 

x

O 

1 

Obrázek 2.7

Graf sou£tové funk
e s(x).

Zatím
o jsou v²e
hny funk
e x 7→ x2(1 + x2)n−1
na R spojité, funk
e s(x) na R spojitá není. Op¥t (stejn¥ jako v

p°ípad¥ posloupností funk
í) lze ukázat, ºe zkoumaná °ada konverguje pouze bodov¥, 
oº, jak leh
e nahlédneme, vede

práv¥ ke zmi¬ovanému "poru²ení"spojitosti.
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2.2.4 V¥ta

Jestliºe °ada funk
í (2.1) stejnom¥rn¥ konverguje na M ⊂ R, potom na M ⊂ R konverguje i bodov¥.

D·kaz:

• je snadným d·sledkem p°ed
hozí
h de�ni
 a v¥ty 1.2.3

2.2.5 De�ni
e

�ekneme, ºe °ada funk
í

∑∞
n=1 fn(x) konverguje na mnoºin¥ M ⊂ R regulárn¥, jestliºe °ada

∑∞
n=1

∣∣fn(x)
∣∣
konverguje

na M stejnom¥rn¥.

2.2.6 V¥ta

Ne
h´ °ada (2.1) spojitý
h funk
í stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ M ⊂ R. Potom sou£tem této °ady je funk
e

spojitá na M .

D·kaz:

• tvrzení této v¥ty bezprost°edn¥ plyne z v¥ty 1.3.1

• je-li funk£ní °ada

∑∞
n=1 fn(x) °adou spojitý
h funk
í, pak jist¥ také p°íslu²ná posloupnost £áste£ný
h sou£t·(

sn(x)
)∞
n=1

je posloupností spojitý
h funk
í

• z p°edpoklad· v¥ty ale vyplývá, ºe sn(x) ⇒ s(x)

• tím je zaru£eno spln¥ní p°edpoklad· v¥ty 1.3.1 a limita s(x) posloupnosti £áste£ný
h sou£t· je tudíº spojitá

• sou£tem °ady

∑∞
n=1 fn(x) je tedy za daný
h okolností spojitá funk
e

2.2.7 V¥ta � Bolzanova-Cau
hyova podmínka

�ada funk
í (2.1) konverguje na mnoºin¥ M ⊂ R stejnom¥rn¥ práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdé ε > 0 existuje index n0 ∈ N

takový, ºe pro jakékoli dva indexy m,n ∈ N takové, ºe m > n > n0 a pro jakékoliv x ∈M je spln¥na nerovnost

∣∣fn(x) + fn+1(x) + . . .+ fm(x)
∣∣ < ε.

D·kaz:

• tvrzení této v¥ty bezprost°edn¥ plyne z v¥ty 1.2.15

• ozna£íme-li totiº

(
sn(x)

)∞
n=1

p°íslu²nou posloupnost £áste£ný
h sou£t·, získáváme rovnosti

sn−1(x) =
n−1∑

k=1

fk(x), sm(x) =
m∑

k=1

fk(x)

• podle v¥ty 1.2.15 (v nepatrné obm¥n¥) konverguje posloupnost

(
sn(x)

)∞
n=1

na M stejnom¥rn¥ práv¥ tehdy, kdyº

pro kaºdé ε > 0 existuje index n0 ∈ N takový, ºe pro jakékoli dva indexy m,n ∈ N takové, ºe m > n > n0 a pro

jakékoliv x ∈M je spln¥na nerovnost

∣∣sm(x)− sn−1(x)
∣∣ < ε

• z této nerovnosti ov²em vyplývá, ºe

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

fk(x)−
n−1∑

k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣fn(x) + fn+1(x) + . . .+ fm(x)

∣∣ < ε

2.2.8 Poznámka

P°ede²lou v¥tu lze shrnout následují
ím formálním zápisem:

∞∑

n=1

fn(x)
M≡ s(x) ⇔ (∀ε > 0)(∃n0)(∀m,n)

(
m > n > n0

)
(∀x ∈M) :

∣∣fn(x) + fn+1(x) + . . .+ fm(x)
∣∣ < ε.

Stejnom¥rná konvergen
e tedy op¥t (podobn¥ jako tomu bylo u posloupností funk
í) poºaduje existen
i jistého indexu

n0, který je "univerzální"pro v²e
hna x ∈M.
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2.2.9 V¥ta � nutná podmínka stejnom¥rné konvergen
e

Jestliºe °ada funk
í

∑∞
n=1 fn(x) konverguje na mnoºin¥ M stejnom¥rn¥, potom posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

konver-

guje na této mnoºin¥ stejnom¥rn¥ k nulové funk
i.

D·kaz:

• z p°edpoklad· v¥ty plyne, ºe

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N)
(
m > n > n0

)
(∀x ∈M) :

∣∣fn(x) + fn+1(x) + . . .+ fm(x)
∣∣ < ε

• jelikoº toto tvrzení platí pro jakákoli m,n ∈ N taková, ºe m > n > n0, platí také p°i spe
iální volb¥ m = n

• pak ale

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)
(
n > n0

)
(∀x ∈M) :

∣∣fn(x)
∣∣ =

∣∣fn(x)− 0
∣∣ < ε

• tento výrok je ale ekvivalentní tvrzení, ºe posloupnost funk
í

(
fn(x)

)∞
n=1

konverguje na mnoºin¥ M stejnom¥rn¥

k nulové funk
i.

2.2.10 Poznámka

Nutná podmínka stejnom¥rné konvergen
e je jednostrannou implika
í, lze ji tedy vyuºívat zejména p°i vyvra
ení stejno-

m¥rné konvergen
e °ady. Není-li totiº na mnoºin¥M spln¥no, ºe fn(x) ⇒ 0, nem·ºe °ada

∑∞
n=1 fn(x) naM stejnom¥rn¥

konvergovat. Naproti tomu m·ºe nastat p°ípad, kdy posloupnost

(
fn(x)

)∞
n=1

konverguje na jisté mnoºin¥M stejnom¥rn¥

k nulové funk
i, ale °ada

∑∞
n=1 fn(x) p°esto na M stejnom¥rn¥ nekonverguje. Takovou °adou je nap°. °ada

∞∑

n=1

x

n

zadaná nap°íklad na mnoºin¥M = 〈0, 1〉. Snadno se lze p°esv¥d£it, ºe posloupnost
(
x
n

)∞
n=1

naM stejnom¥rn¥ konverguje,

nebo´

lim
n→∞

sup
x∈M

∣∣∣x
n

∣∣∣ = lim
n→∞

1

n
= 0.

�ada

∑∞
n=1

x
n ale na M nekonverguje ani bodov¥ (nap°. podle integrálního kritéria), tedy o stejnom¥rnou konvergen
i

se jist¥ jednat nem·ºe.

2.2.11 V¥ta � srovnáva
í kritérium

Ne
h´ °ada

∑∞
n=1 gn(x) je na mnoºin¥ M majorantní k °ad¥

∑∞
n=1 fn(x) a ne
h´ °ada

∑∞
n=1 gn(x) je stejnom¥rn¥

konvergentní na M . Pak jsou °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 |fn(x)| stejnom¥rn¥ konvergentní na M, tj. °ada

∑∞
n=1 fn(x)

konverguje na M regulárn¥.

D·kaz:

• uºijeme Bolzanovu-Cau
hyovu podmínku 2.2.7

• z p°edpokladu víme, ºe °ada

∑∞
n=1 gn(x) stejnom¥rn¥ konverguje naM, tedy pro jakékoli ε > 0 existuje n0 takové,

ºe pro v²e
hna p°irozená m > n > n0 a pro v²e
hna x ∈M platí

0 6 gn(x) + gn+1(x) + . . .+ gm(x) < ε

• dále víme, ºe existuje m0 tak, ºe pro v²e
hna x ∈M a v²e
hny indexy n > m0 platí |fn(x)| 6 gn(x)

• pro zvolené ε a v²e
hna n > max{n0,m0} pak platí

|fn(x) + fn+1(x) + . . .+ fm(x)| 6 |fn(x)|+ |fn+1(x)| + . . .+ |fm(x)| 6 gn(x) + gn+1(x) + . . .+ gm(x) < ε

• to dokazuje ob¥ tvrzení v¥ty

46



2.2. STEJNOM�RNÁ KONVERGENCE �AD FUNKCÍ

2.2.12 D·sledek

Konverguje-li °ada na mnoºin¥ M regulárn¥, konverguje na M také stejnom¥rn¥.

2.2.13 Poznámka

D·sledkem p°ede²lé v¥ty je také jedno z nejhojn¥ji uºívaný
h kritérií pro vy²et°ování stejnom¥rné konvergen
e °ad funk
í.

2.2.14 V¥ta � Weierstrassovo kritérium

Ne
h´

∑∞
n=1 an je konvergentní £íselná °ada, fn(x) jsou funk
e a pro v²e
hna x ∈ M a v²e
hna n ∈ N \ n̂0 je

|fn(x)| 6 an. Pak °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 |fn(x)| stejnom¥rn¥ konvergují na M, tj. °ada

∑∞
n=1 fn(x) konverguje na

M regulárn¥.

D·kaz:

• v p°ed
hozí v¥t¥ poloºíme gn(x) := an pro v²e
hna x ∈ M a uv¥domíme si, ºe pojmy bodové a stejnom¥rné

konvergen
e u °ady konstantní
h funk
í splývají

2.2.15 V¥ta

Ne
h´ °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté δ > 0 na intervalu (c, c + δ) ke svému sou£tu s(x). Ne
h´

kaºdá z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→c+ fn(x) = bn. Pak £íselná °ada
∑∞

n=1 bn konverguje, existuje vlastní limita

limx→c+ s(x) a platí

∞∑

n=1

lim
x→c+

fn(x) = lim
x→c+

∞∑

n=1

fn(x). (2.13)

D·kaz:

• ozna£me sn(x) =
∑n

i=1 fi(x) pro libovolné x ∈ (c, c+ δ)

• jelikoº °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté δ > 0 na intervalu (c, c+ δ) ke svému sou£tu s(x), pak

na (c, c+ δ) platí sn(x) ⇒ s(x)

• jelikoº kaºdá z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→c+ fn(x) = bn, má také kaºdá z funk
í sn(x) vlastní limitu

lim
x→c+

sn(x) = lim
x→c+

n∑

i=1

fi(x) =

n∑

i=1

bi =: rn

• tato rovnost platí podle v¥ty o limit¥ sou£tu kone£n¥ mnoha spojitý
h funk
í

• rn tak p°edstavuje n−tý £áste£ný sou£et £íselné °ady

∑∞
n=1 bn

• tím jsou spln¥ny p°edpoklady v¥ty 1.3.2 a podle jejího tvrzení tedy platí, ºe existují vlastní limity limn→∞ rn a

limx→c+ s(x) a jsou si rovny, t.j.

lim
n→∞

lim
x→c+

sn(x) = lim
x→c+

lim
n→∞

sn(x).

• dokazované tvrzení pak získáváme po sérii dosazení

lim
n→∞

n∑

i=1

bi = lim
x→c+

s(x)

∞∑

i=1

bi = lim
x→c+

∞∑

n=1

fn(x).

∞∑

i=1

lim
x→c+

fi(x) = lim
x→c+

∞∑

n=1

fn(x)
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2.2.16 V¥ta

Ne
h´ °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté δ > 0 na intervalu (c − δ, c) ke svému sou£tu s(x). Ne
h´

kaºdá z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→c− fn(x) = bn. Pak £íselná °ada
∑∞

n=1 bn konverguje, existuje vlastní limita

limx→c− s(x) a platí

∞∑

n=1

lim
x→c−

fn(x) = lim
x→c−

∞∑

n=1

fn(x).

D·kaz:

• plyne bu¤ z p°ede²lé v¥ty po zám¥n¥ fn(x) za fn(−x) nebo lze dokázat analogi
ky jako v p°ede²lá v¥ta uºitím

tvrzení 1.3.3

2.2.17 P°íklad

Sou£tovou funk
í °ady

∑∞
n=1 x

n
na intervalu 〈0, 1) je funk
e s(x) = x/(1 − x). Pro ni platí, ºe limx→1− s(x) = +∞.

Platí ale také, ºe

∑∞
n=1 limx→1− x

n =
∑∞

n=1 1 = +∞. Rovnost
∑∞

n=1 limx→1− x
n = limx→1−

∑∞
n=1 x

n
tedy platí

navzdory tomu, ºe °ada

∑∞
n=1 x

n
nekonverguje na intervalu 〈0, 1) stejnom¥rn¥.

2.2.18 D·sledek

Ne
h´ °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté δ > 0 na intervalu (c− δ, c+ δ) ke svému sou£tu s(x). Ne
h´

kaºdá z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→c fn(x) = bn. Pak £íselná °ada

∑∞
n=1 bn konverguje, existuje vlastní limita

limx→c s(x) a platí

∞∑

n=1

lim
x→c

fn(x) = lim
x→c

∞∑

n=1

fn(x).

2.2.19 V¥ta

Ne
h´ °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté K > 0 na intervalu (K,∞) ke svému sou£tu s(x). Ne
h´ kaºdá

z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→∞ fn(x) = bn. Pak £íselná °ada

∑∞
n=1 bn konverguje, existuje vlastní limita

limx→∞ s(x) a platí

∞∑

n=1

lim
x→∞

fn(x) = lim
x→∞

∞∑

n=1

fn(x).

D·kaz:

• plyne z v¥ty 1.3.7

2.2.20 D·sledek

Ne
h´ °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje pro jisté K < 0 na intervalu (−∞, K) ke svému sou£tu s(x). Ne
h´

kaºdá z funk
í fn(x) má vlastní limitu limx→−∞ fn(x) = bn. Pak £íselná °ada

∑∞
n=1 bn konverguje, existuje vlastní

limita limx→−∞ s(x) a platí

∞∑

n=1

lim
x→−∞

fn(x) = lim
x→−∞

∞∑

n=1

fn(x).

2.2.21 V¥ta

P°edpokládejme, ºe °ada (2.1) spojitý
h funk
í stejnom¥rn¥ konverguje na intervalu 〈a, b〉 a ºe jejím sou£tem na 〈a, b〉
je funk
e s(x). Potom £íselná °ada

∑∞
n=1

∫ b

a fn(x) dx konverguje a pro její sou£et platí

∞∑

n=1

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

s(x) dx =

∫ b

a

∞∑

n=1

fn(x) dx.

D·kaz:

• aplikujeme v¥tu 1.3.9 na posloupnost

(
sn(x)

)∞
n=1

£áste£ný
h sou£t·

• ozna£me tedy sn(x) =
∑n

k=1 fk(x)
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• jelikoº v²e
hny funk
e fn(x) jsou podle p°edpoklad· spojité, je také kaºdá funk
e sn(x) na M spojitá

• dále na M platí, ºe sn(x) ⇒ s(x), £ímº jsou napln¥ny p°edpoklady v¥ty 1.3.9, a z jejího tvrzení tudíº vyplývá, ºe

∫ b

a

lim
n→∞

sn(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

sn(x) dx

• dále snadno ∫ b

a

lim
n→∞

sn(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

n∑

k=1

fk(x) dx = lim
n→∞

n∑

k=1

∫ b

a

fk(x) dx

∫ b

a

s(x) dx =

∫ b

a

lim
n→∞

n∑

k=1

fk(x) dx =

∞∑

k=1

∫ b

a

fk(x) dx

∫ b

a

s(x) dx =

∫ b

a

∞∑

k=1

fk(x) dx =

∞∑

k=1

∫ b

a

fk(x) dx

2.2.22 V¥ta

Ne
h´ je dána °ada

∑∞
n=1 fn(x) funk
í diferen
ovatelný
h na intervalu (a, b) taková, ºe pro alespo¬ jedno c ∈ (a, b)

£íselná °ada

∑∞
n=1 fn(c) konverguje. Ne
h´ naví
 °ada

∑∞
n=1 f

′
n(x) stejnom¥rn¥ konverguje na (a, b) a jejím sou£tem

je funk
e σ(x). Potom také °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje na (a, b). Naví
, ozna£íme-li její sou£et s(x), je

tento diferen
ovatelný na (a, b) a pro kaºdé x ∈ (a, b) platí rovnost s′(x) = σ(x).

D·kaz:

• aplikujeme v¥tu 1.3.13 na posloupnost

(
sn(x)

)∞
n=1

£áste£ný
h sou£t·

• z p°edpoklad· v¥ty víme, ºe posloupnost

(
sn(x)

)∞
n=1

konverguje alespo¬ pro jedno c ∈M

• dále víme, ºe posloupnost £áste£ný
h sou£t·

(
σn(x)

)∞
n=1

°ady

∑∞
n=1 f

′
n(x) konverguje na M stejnom¥rn¥, tedy

σn(x) ⇒ σ(x)

• tím jsou napln¥ny p°edpoklady v¥ty 1.3.13, a platí proto (limn→∞ sn(x))
′ = limn→∞ s′n(x)

• odtud

s′(x) = lim
n→∞

(
n∑

k=1

fk(x)

)′

= lim
n→∞

n∑

k=1

f ′
k(x) = lim

n→∞
σn(x) = σ(x)

2.2.23 Poznámka

V¥tu 2.2.21 shrnujeme slovy: "Stejnom¥rn¥ konvergentní °adu spojitý
h funk
í lze na uzav°eném intervalu integrovat £len

po £lenu."V¥tu 2.2.22 shrnujeme slovy: "�adu diferen
ovatelný
h funk
í lze na otev°eném intervalu derivovat £len po

£lenu, pokud konverguje alespo¬ v jednom jeho bod¥ a °ada sestavená z deriva
í její
h £len· stejnom¥rn¥ konverguje."Tato

v¥ta totiº °íká, ºe za daný
h p°edpoklad· platí:

( ∞∑

n=1

fn(x)

)′

=

∞∑

n=1

f ′
n(x).

2.2.24 V¥ta � Abelova par
iální suma
e

Ne
h´ p ∈ N a ai, bi ∈ R pro v²e
hna i ∈ p̂. Poloºme sk := a1 + a2 + . . .+ ak. Pak platí:

p∑

i=1

aibi =

p−1∑

i=1

si(bi − bi+1) + spbp.

D·kaz:

p∑

i=1

aibi = s1b1 +

p∑

i=2

(si − si−1)bi =

p∑

i=1

sibi −
p−1∑

i=1

sibi+1 =

p−1∑

i=1

si(bi − bi+1) + spbp
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2.2.25 V¥ta � Abelovo a Diri
hletovo kritérium pro stejnom¥rnou konvergen
i

Ne
h´

(
fn(x)

)∞
n=1

a

(
gn(x)

)∞
n=1

jsou posloupnosti funk
í na mnoºin¥ M ⊂ R. Ne
h´ pro kaºdé x ∈ M je £íselná

posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

monotónní. Ne
h´ platí jedna z následují
í
h podmínek:

1. Abelova podmínka: Ne
h´ °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje na M a posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

je tzv.

stejnom¥rn¥ omezená naM, tj. existuje K ∈ R+
takové, ºe pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈M platí

∣∣gn(x)
∣∣ < K.

2. Diri
hletova podmínka: Ne
h´ je posloupnost £áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ omezená na mno-

ºin¥ M, tj. existuje K > 0 tak, ºe pro v²e
hna x ∈M a pro kaºdé n ∈ N platí

∣∣∣∣∣
n∑

ℓ=1

fℓ(x)

∣∣∣∣∣ 6 K.

Ne
h´ dále posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

konverguje na M stejnom¥rn¥ k nulové funk
i.

Potom °ada

∑∞
n=1 fn(x)gn(x) konverguje stejnom¥rn¥ na M .

D·kaz:

• vezm¥me libovolná n0, p ∈ N a ozna£me si(x) := fn0+1(x) + fn0+2(x) + . . .+ fn0+i(x)

• pak z p°ed
hozí v¥ty vyplývá rovnost

n0+p∑

j=n0+1

fj(x)gj(x) =

p∑

i=1

fn0+i(x) gn0+i(x) =

p−1∑

i=1

si(x) [gn0+i(x) − gn0+i+1(x)] + sp(x)gn0+p(x)

• odtud pak plyne srovnání

∣∣∣∣∣∣

n0+p∑

j=n0+1

fj(x)gj(x)

∣∣∣∣∣∣
6

p−1∑

i=1

|si(x)| · |gn0+i(x)− gn0+i+1(x)| + |sp(x)| · |gn0+p(x)| (2.14)

• Abelova podmínka:

� z p°edpoklad· Abelova kritéria víme, ºe

(∃K > 0)(∀x ∈M)(∀n ∈ N) :
∣∣gn(x)

∣∣ 6 K

� podle Bolzanovy-Cau
hyovy podmínky aplikované na °adu

∑∞
n=1 fn(x) existuje k libovolnému pevnému ε > 0

takové n0 ∈ N, ºe pro v²e
hna i ∈ N a v²e
hna x ∈M platí:

∣∣si(x)
∣∣ =

∣∣fn0+1(x) + fn0+2(x) + . . .+ fn0+i(x)
∣∣ < ε

2K

� z mezivýpo£tu (2.14) pak plyne

∣∣∣∣∣∣

n0+p∑

j=n0+1

fj(x)gj(x)

∣∣∣∣∣∣
6

ε

2K

p−1∑

i=1

∣∣gn0+i(x) − gn0+i+1(x)
∣∣+ ε

2K

∣∣gn0+p(x)
∣∣ = ε

2K

∣∣gn0+1(x)
∣∣6 ε

2
< ε

� v p°ede²lém bod¥ jsme vyuºili monotónii posloupnosti

(
gn(x)

)∞
n=1

, díky níº mají v²e
hny rozdíly gn0+i(x)−
gn0+i+1(x) stejné znaménko nebo jsou nulové

� tím je za pouºití Bolzanovy-Cau
hyovy podmínky pro stejnom¥rnou konvergen
i °ad "Abelova"£ást d·kazu

v¥ty provedena

• Diri
hletova podmínka:

� posloupnost £áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=1 fn(x) je omezená, a tudíº existuje K > 0 tak, ºe pro v²e
hna

x ∈M a pro v²e
hna i ∈ N platí: ∣∣∣∣∣∣

n0+i∑

j=n0+1

fj(x)

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣si(x)

∣∣ < K
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� z mezivýpo£tu (2.14) pak plyne

∣∣∣∣∣∣

n0+p∑

j=n0+1

fj(x)gj(x)

∣∣∣∣∣∣
6 K

p−1∑

i=1

∣∣gn0+i(x) − gn0+i+1(x)
∣∣+ K

∣∣gn0+p(x)
∣∣ = K

∣∣gn0+1(x)
∣∣

� protoºe gn(x) ⇒ 0, existuje ke kaºdému ε > 0 takové n0 ∈ N, ºe

(∀x ∈M) :
∣∣gn0+1(x)

∣∣ < ε

K

� tedy spolu ∣∣∣∣∣∣

n0+p∑

j=n0+1

fj(x)gj(x)

∣∣∣∣∣∣
6 K

∣∣gn0+1(x)
∣∣ < K

ε

K
= ε

� tím je "Diri
hletova"£ást d·kazu v¥ty provedena

2.2.26 Poznámka

Z p°ed
házejí
í v¥ty mimo jiné bezprost°edn¥ vyplývá Leibnizovo kritérium 2.1.33 pro konvergen
i os
ilují
í
h £íselný
h

°ad. Sta£í totiº za

(
gn(x)

)∞
n=1

zvolit £íselnou posloupnost (an)
∞
n=1 a za

(
fn(x)

)∞
n=1

os
ilují
í posloupnost ((−1)n)∞n=1.

�ada

∑∞
n=1(−1)nan pak konverguje, pokud limn→∞ an = 0 a a1 > a2 > . . . > 0. Uv¥domme si, ºe posloupnost

£áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=1(−1)n je omezená. Z Diri
hletova kritéria vyplývá rovn¥º logi
ká alternativa Leibnizova

kritéria pro stejnom¥rnou konvergen
i funk£ní
h °ad.

2.2.27 Lemma � Leibnizovo kritérium pro stejnom¥rnou konvergen
i

Ne
h´

(
fn(x)

)∞
n=1

je posloupnost funk
í zadaný
h na mnoºin¥ M ⊂ R. Ne
h´ pro kaºdé x ∈M je £íselná posloupnost(
fn(x)

)∞
n=1

monotónní. Ne
h´ dále pro posloupnost

(
fn(x)

)∞
n=1

platí fn(x) ⇒ 0 na M. Potom °ada

∑∞
n=1(−1)nfn(x)

konverguje stejnom¥rn¥ na M .

2.2.28 P°íklad

Budeme vy²et°ovat stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

arctg

( √
nx

(8n2 + x2)3/2

)
(2.15)

na jejím oboru konvergen
e. Snahou je za pouºití Weierstrassova kritéria dokázat stejnom¥rnou konvergen
i °ady (2.15)

na 
o nejv¥t²í mnoºin¥. Nejjednodu²²í metodou se zdá být omezení funk
e

fn(x) = arctg

( √
nx

(8n2 + x2)3/2

)

její supremální hodnotou na R. Protoºe ale víme, ºe funk
e arctg(x) je na 
elém R rostou
í, posta£í vy²et°ovat extrém

funk
e

gn(x) =

√
nx

(8n2 + x2)3/2
.

Pro hledání extrému poloºme první deriva
i funk
e gn(x) rovnu nule. Tedy

g′n(x) =
√
n

8n2 − 2x2

(8n2 + x2)5/2
= 0.

Rovni
i °e²í body x = ±2n, z ni
hº pouze bod x0 = 2n je vzhledem k pr·b¥hu funk
e gn(x) jejím maximem.
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x 

g
n
(x) 

O 

Obrázek 2.8

Pr·b¥h funk
e gn(x).

Maximum funk
e gn(x) na mnoºin¥ R má tedy hodnotu

max
x∈R

gn(x) = gn(2n) =
2

123/2
1

n3/2
.

Tohoto faktu a skute£nosti, ºe ∀x ∈ R :
∣∣arctg(x)

∣∣6 |x|, nyní vyuºijeme p°i aplika
i Weierstrassova kritéria:

(∀x ∈ R) :

∣∣∣∣arctg
( √

nx

(8n2 + x2)3/2

)∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣

√
nx

(8n2 + x2)3/2

∣∣∣∣ 6
2

123/2
1

n3/2
6

1

n3/2
.

Jelikoº £íselná °ada vytvo°ená ze £len· na pravé stran¥ této nerovnosti zjevn¥ konverguje, m·ºeme 
elý p°íklad uzav°ít

tvrzením, ºe °ada funk
í (2.15) stejnom¥rn¥ konverguje na oboru konvergen
e O = R.

2.2.29 P°íklad

Pokusme se rozhodnout o stejnom¥rné konvergen
i °ady funk
í

∑∞
n=0(−1)nxn(1−x)n na mnoºin¥ I = 〈0, 1〉. Sou£tem

°ady na 
elém I je funk
e

s(x) =
1

1 + x(1− x)
=

1

1 + x− x2
,

x 

s(x) 

1 

1 

O 

Obrázek 2.9

Sou£et s(x) °ady
∑∞

n=0(−1)nxn(1− x)n.

nebo´ uvedená °ada je geometri
kou °adou s kvo
ientem q(x) = −x(1−x), pro n¥jº na mnoºin¥ I zjevn¥ platí |q(x)| < 1.
Jelikoº je sou£tem spojitá funk
e, nelze tvrdit, ºe zadaná °ada na I stejnom¥rn¥ nekonverguje. Pokusme se nyní dokázat

stejnom¥rnou konvergen
i pomo
í Diri
hletova (Leibnizova) kritéria. Zvolme fn(x) := (−1)n a gn(x) := xn(1 − x)n.
Posloupnost £áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=0 fn(x) je bez po
hyby stejnom¥rn¥ omezená a naví
 pro v²e
hna n ∈ N a

v²e
hna x ∈ I platí:

gn(x) > gn+1(x) ⇔ x2 − x+ 1 > 0.
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To plyne z faktu, ºe diskriminant kvadrati
ké rovni
e x2−x+1 = 0 je záporný, tudíº pro v²e
hna x ∈ R je x2−x+1 > 0.
Zbývá tedy ukázat, ºe posloupnost (xn(1− x)n)

∞
n=0 konverguje stejnom¥rn¥ k nule. Snadno se p°esv¥d£íme, ºe limitní

funk
í je nula, a to i v krajní
h bode
h intervalu I. Funk
e x 7→ xn(1− x)n má na I bod lokálního maxima nezávislý na

n a to xstac =
1
2 . Odsud

σn = sup
x∈I

∣∣xn(1− x)n
∣∣ = 1

4n

a následn¥ limn→∞ σn = 0, 
oº je posta£ují
í podmínkou pro tvrzení, ºe posloupnost (xn(1− x)n)∞n=0 konverguje na I
stejnom¥rn¥ k nulové funk
i. Podle Diri
hletova kritéria tedy zadaná °ada konverguje stejnom¥rn¥ na I.

2.2.30 P°íklad

Prokaºme stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n

n
e
−n

x

na intervalu I = (0,∞). K d·kazu uºijeme Abelova kritéria. Poloºíme fn(x) = (−1)n

n a gn(x) = e
−n

x . Jelikoº je

°ada

∑∞
n=1 fn(x) konvergentní °adou konstantní
h funk
í, konverguje na I stejnom¥rn¥. Dále se p°esv¥d£íme, ºe funk
e

g1(x) = e
− 1

x
je na I omezená. To lze snadno, nebo´ p°íslu²ná deriva
e

g′1(x) =
1

x2
e
− 1

x

je na I stále kladná a tedy g1(x) je na I rostou
í. Odtud supx∈I g1(x) = limx→∞ e
− 1

x = 1. Zbývá tedy ukázat, ºe

posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

je monotónní. Pro v²e
hna x ∈ I a v²e
hna n ale jist¥ platí sada implika
í

1 > e
− 1

x ⇒ e
−n

x > e
−n+1

x ⇒ gn(x) > gn+1(x).

Z monotonie posloupnosti

(
gn(x)

)∞
n=1

a omezenosti g1(x) plyne omezenost v²e
h funk
í gn(x). Podle Abelova kritéria

tedy zadaná °ada konverguje na mnoºin¥ R+
stejnom¥rn¥.

x 

g
1
(x) 

O 

1 

Obrázek 2.10

Graf funk
e g1(x).

2.2.31 V¥ta

Ne
h´ funk£ní °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ M ke svému sou£tu s(x). Ne
h´ funk£ní °ada∑∞

n=1 gn(x) stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ N ke svému sou£tu t(x). Ne
h´ M ∩N 6= ∅. Pak °ada

∑∞
n=1

(
fn(x)+

gn(x)
)
konverguje stejnom¥rn¥ na M ∩N a jejím sou£tem na M ∩N je funk
e s(x) + t(x).

D·kaz:

• ozna£me sn(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1 fn(x) a tn(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1 gn(x)
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• ozna£íme-li rn(x) n−tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
n=1

(
fn(x) + gn(x)

)
, platí rn(x) = sn(x) + tn(x)

• jelikoº je stejnom¥rná konvergen
e °ad funk
í d¥di£nou vlastností (jak se £tená° snadno p°esv¥d£í), konvergují ob¥

°ady na M ∩N také stejnom¥rn¥

• z p°edpoklad· dokazované v¥ty vyplývá, ºe sn(x) ⇒ s(x) na M ∩N a podobn¥ tn(x) ⇒ t(x) na M ∩N

• tudíº pro jakékoliv ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro n > n0 a v²e
hna x ∈M ∩N platí

∣∣sn(x) − s(x)
∣∣ < ε

2

• pro ono zmín¥né ε > 0 existuje ale také m0 ∈ N tak, ºe pro n > m0 a v²e
hna x ∈M ∩N platí

∣∣tn(x) − t(x)
∣∣ < ε

2

• poloºme ℓ0 := max{n0,m0}

• pak pro libovolné n > ℓ0 a v²e
hna x ∈M ∩N je spln¥na nerovnost

∣∣rn(x)−
(
s(x) + t(x)

)∣∣ 6
∣∣sn(x) − s(x)

∣∣+
∣∣tn(x) − t(x)

∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε,


oº implikuje jednak fakt, ºe °ada

∑∞
n=1

(
fn(x)+ gn(x)

)
stejnom¥rn¥ konverguje na M ∩N, a jednak skute£nost,

ºe p°íslu²ným sou£tem je práv¥ funk
e r(x) = s(x) + t(x), kde Dom(r) =M ∩N

2.2.32 Lemma

Ne
h´ funk£ní °ada

∑∞
n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ M ke svému sou£tu s(x). Pak pro kaºdé c ∈ R

stejnom¥rn¥ konverguje na M také °ada

∑∞
n=1 c · fn(x) a jejím sou£tem na mnoºin¥ M je funk
e c · s(x).

2.2.33 Lemma

Ne
h´

∑∞
n=1 fn(x) je stejnom¥rn¥ konvergentní funk£ní °ada na mnoºin¥M. Ne
h´ je dále dána funk
e g(x) : M 7→ R,

jeº je omezená na M. Pak °ada

∑∞
n=1 g(x) fn(x) stejnom¥rn¥ konverguje na M.

2.2.34 Lemma

Ne
h´ °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) stejnom¥rn¥ konvergují naM. Ne
h´ je naví
 posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

monotónní

pro kaºdé x ∈M. Potom °ada

∑∞
n=1 fn(x)gn(x) konverguje stejnom¥rn¥ na M .

2.2.35 Poznámka

Upozor¬ujeme, ºe p°ede²lá v¥ta by bez p°edpokladu o monotónii nebyla platná. Neplatí tedy, ºe konvergují-li ob¥ °ady

na M stejnom¥rn¥, pak i

∑∞
n=1 fn(x)gn(x) konverguje stejnom¥rn¥ na M. Poloºíme-li nap°.

fn(x) = gn(x) =
(−1)n√

n
,

ob¥ °ady

∑∞
n=1 fn(x) a

∑∞
n=1 gn(x) stejnom¥rn¥ konvergují na R. Ale °ada

∑∞
n=1

(−1)n√
n

(−1)n√
n

=
∑∞

n=1
1
n dokon
e ani

nekonverguje, natoº pak stejnom¥rn¥.

2.2.36 V¥ta

Ne
h´ °ady

∑∞
n=0 fn(x) a

∑∞
n=0 gn(x) regulárn¥ konvergují na mnoºin¥ M. Ne
h´

∞∑

n=0

fn(x)
M≡ f(x),

∞∑

n=0

gn(x)
M≡ g(x).

Pak je sou£in °ad

∑∞
n=0 fn(x)·

∑∞
n=0 gn(x) také regulárn¥ konvergentní naM a p°íslu²ným sou£tem je funk
e f(x)·g(x).

Bez d·kazu.

54



2.3. MOCNINNÉ �ADY

2.3 Mo
ninné °ady

Po zkoumání obe
ný
h °ad funk
í nyní p°ejdeme k detailní analýze jeji
h nejzajímav¥j²ího zástup
e � k °adám mo
ninný
h

funk
í. Jak se dovíme pozd¥ji (v následují
í kapitole), bude studium °ad mo
ninný
h funk
í zásadní p°i hledání mo
ninný
h

aproxima
í funk
í jedné prom¥nné.

2.3.1 De�ni
e

Ne
h´ (an)
∞
n=0 je posloupnost reálný
h £ísel a ne
h´ c ∈ R. Potom °adu funk
í

∑∞
n=0 an(x− c)n nazýváme mo
ninnou

°adou se st°edem v bod¥ 
.

2.3.2 Poznámka

Substitu
í x̃ = x− c p°ejdeme ke studiu mo
ninný
h °ad se st°edem v po£átku, t.j. k °adám typu

∑∞
n=0 anx̃

n. Upozor-
¬ujeme, ºe následují
í tvrzení jsou platná pouze pro °ady funk
í se st°edem v bod¥ nula. Pro °ady s nenulovým st°edem

je t°eba v²e
hna tvrzení tohoto oddílu vhodn¥ modi�kovat.

2.3.3 Poznámka

Mo
ninná °ada

∑∞
n=0 anx

n
z°ejm¥ konverguje vºdy alespo¬ pro x = 0. Naví
 mohou nastat nejvý²e tyto t°i vzájemn¥

se vylu£ují
í moºnosti:

1. °ada konverguje pouze v bod¥ x = 0, tj. O = {0},

2. °ada konverguje pro alespo¬ jedno x 6= 0 a pro alespo¬ jedno x̃ 6= 0 diverguje,

3. °ada konverguje v²ude v R, tj. O = R.

2.3.4 P°íklady

Uvedeme mo
ninné °ady s vlastnostmi 1, 2 a 3 z p°ede²lé poznámky.

1. Limitním podílovým kritériem ukáºeme, ºe °ada

∑∞
n=0 n!x

n
má jednoprvkový obor konvergen
e O = {0} :

lim
n→∞

∣∣∣∣
(n+ 1)!xn+1

n!xn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|(n+ 1)x| = ∞ > 1 (x 6= 0).

2. Stejným zp·sobem ukáºeme, ºe °ada

∑∞
n=0

xn

n 2n nap°. pro |x| = 1 konverguje a nap°. pro |x| = 4 diverguje:

lim
n→∞

∣∣∣∣
xn+1

(n+ 1) 2n+1

n 2n

xn

∣∣∣∣ =
|x|
2

=





2 > 1

1
2 < 1

. . .

. . .

|x| = 4

|x| = 1.

3. �ada

∑∞
n=0

xn

n! naproti tomu konverguje v²ude v R, nebo´ pro x = 0 je to z°ejmé a pro v²e
hna x 6= 0 platí:

lim
n→∞

∣∣∣∣
xn+1

(n+ 1)!

n!

xn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0.

2.3.5 V¥ta � Abelovo lemma

Jestliºe mo
ninná °ada

∑∞
n=0 anx

n
konverguje v bod¥ x0 ∈ R (x0 6= 0), potom konverguje absolutn¥ na intervalu

(− |x0| , |x0|).

D·kaz:

• °ada

∑∞
n=0 anx

n
0 konverguje a tedy limn→∞ anx

n
0 = 0 (viz nutná podmínka konvergen
e)

• posloupnost (anx
n
0 )

∞
n=0 je tudíº omezená, proto existuje £íslo K ∈ R takové, ºe pro v²e
hna n platí

∣∣anxn0
∣∣ < K

55



KAPITOLA 2. �ADY FUNKCÍ

• odsud pro x spl¬ují
í nerovnost |x| < |x0| plyne
∣∣anxn

∣∣ =
∣∣anxn0

∣∣
∣∣∣∣
xn

xn0

∣∣∣∣ < K

∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣
n

• °ada

∑∞
n=0 K

∣∣∣ x
x0

∣∣∣
n

je konvergentní geometri
kou °adou s kvo
ientem

∣∣∣ x
x0

∣∣∣ < 1, tudíº ze srovnáva
ího kritéria pro

£íselné °ady ihned plyne tvrzení v¥ty

2.3.6 Poznámka

Konverguje-li mo
ninná °ada v bod¥ x0 ∈ R (x0 6= 0), neznamená to ale je²t¥, ºe na intervalu (− |x0| , |x0|) konverguje
stejnom¥rn¥. To je zásadní poznatek.

2.3.7 Lemma

Jestliºe °ada

∑∞
n=0 anx

n
diverguje v bod¥ x0 ∈ R, potom diverguje v kaºdém bod¥ x ∈ (−∞,− |x0|) ∪ (|x0| ,∞) .

2.3.8 Poznámka

D·sledkem p°ede²lý
h dvou v¥t je skute£nost, ºe existuje £íslo R ∈ R tak, ºe pro x ∈ (−R, R) °ada
∑∞

n=0 anx
n
konverguje

a naopak pro x ∈ (−∞,−R)∪ (R,∞) °ada
∑∞

n=0 anx
n
diverguje. Toto £íslo R budeme nazývat polom¥rem konvergen
e.

2.3.9 De�ni
e

Ne
h´

∑∞
n=0 anx

n
je mo
ninná °ada se st°edem v bod¥ nula a O její obor konvergen
e. Supremum mnoºiny O zna£íme

R a nazýváme polom¥rem konvergen
e. Interval (−R, R) budeme nazývat intervalem konvergen
e.

2.3.10 Poznámka

Je z°ejmé, ºe R ∈ 〈0,∞) ∪ {∞} a (−R, R) ⊂ O.

2.3.11 V¥ta

Ne
h´ je dána mo
ninná °ada

∑∞
n=0 anx

n. Ne
h´ existují L = limn→∞ n
√
|an| nebo L = limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ . Potom pro

polom¥r konvergen
e R zadané °ady platí:

• R = L
−1, pokud L 6= 0 a L 6= ∞

• R = ∞, pokud L = 0

• R = 0, pokud L = ∞.

D·kaz:

• p°i vy²et°ování konvergen
e uºijeme nap°. podílové kritérium, z n¥hoº vylou£íme triviální p°ípad x = 0

• °ada konverguje pro ta x ∈ R \ {0}, pro n¥º je

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an
x

∣∣∣∣ < 1

• naví
 °ada diverguje pro ta x ∈ R \ {0}, pro n¥º je

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an
x

∣∣∣∣ > 1

• odtud je z°ejmé, ºe pro L = ∞ je R = 0 a pro L = 0 je R = ∞
• v ostatní
h p°ípade
h tedy pro polom¥r konvergen
e platí

R · lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ = 1 ⇒ R =
1

L

• analogi
ky lze v¥tu dokázat pro odmo
ninové kritérium
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2.3.12 Poznámka

Obe
n¥ji lze p°ede²lé tvrzení zformulovat takto: Ke kaºdé mo
ninné °ad¥ existuje hodnota L = lim supn→+∞
n
√
|an| a

polom¥r konvergen
e je jeho p°evrá
enou hodnotou (ve zobe
n¥ném smyslu v¥ty 2.3.11).

2.3.13 P°íklad

Pokusme se nyní vypo£ítat polom¥r konvergen
e mo
ninné °ady z p°íkladu 2.3.4 � bod 2. Vidíme, ºe

L = lim
n→∞

n 2n

(n+ 1) 2n+1
=

1

2
,

odkud R = 2, 
oº koresponduje s výsledkem dosaºeným v p°íkladu 2.3.4.

2.3.14 Poznámka

P°i vy²et°ování oboru konvergen
e mo
ninný
h °ad typu

∑∞
n=1 anx

βn, kde β ∈ N, je nutné p°ejít substitu
í t = xβ k

°ad¥

∑∞
n=1 ant

n, jejíº polom¥r konvergen
e ur£íme podle vý²e uvedený
h pravidel. Je-li tímto polom¥rem £íslo Rt, je
polom¥rem konvergen
e °ady

∑∞
n=1 anx

βn
£íslo Rx = β

√
Rt.

2.3.15 Poznámka

Ne
h´

∑∞
n=0 an(x− c)n je mo
ninná °ada se st°edem v bod¥ c ∈ R a O její obor konvergen
e. Polom¥rem konvergen
e

této °ady je pak R = sup{x− c : x ∈ O}.

2.3.16 P°íklad

Nalezn¥me obor konvergen
e mo
ninné °ady

∑∞
n=1

4n

n (x−3)2n. Ozna£íme-li nejprve t = (x−3)2, dostáváme standardní

tvar mo
ninné °ady

∑∞
n=1

4n

n t
n
se st°edem v bod¥ t = 0. Jelikoº

Lt =
4n+1

n+ 1

n

4n
= 4,

je polom¥rem substituované °ady £íslo Rt = 1/4. Krajními body intervalu konvergen
e této °ady jsou tudíº body t = ±1/4.
Ch
eme-li zkoumat interval konvergen
e p·vodní mo
ninné °ady, je t°eba °e²it nerovnost |t| = |x − 3|2 < 1/4. Odtud
snadno zji²´ujeme, ºe hledaným intervalem konvergen
e je mnoºina I = (52 ,

7
2 ), která je zárove¬ také oborem konvergen
e,

nebo´ v obou krajní
h bode
h zadaná °ada zjevn¥ diverguje. Vºdy se totiº jedná o tutéº divergentní °adu

∑∞
n=1

1
n .

V souladu s p°ede²lou poznámkou tedy zji²´ujeme, ºe mezi polom¥ry konvergen
e dot£ený
h °ad je 
itovaný vztah

(1/2)2 = R
2
x = Rt = 1/4.

2.3.17 Poznámka

Po zkoumání bodové konvergen
e p°ejdeme nyní k vy²et°ování stejnom¥rné konvergen
e mo
ninný
h °ad.

2.3.18 V¥ta

Ne
h´ mo
ninná °ada

∑∞
n=0 anx

n
konverguje v bod¥ r > 0. Pak konverguje stejnom¥rn¥ na uzav°eném intervalu 〈0, r〉.

D·kaz:

• budeme zkoumat stejnom¥rnou konvergen
i °ady

∞∑

n=1

anx
n =

∞∑

n=1

anr
n
(x
r

)n

• ozna£me proto fn(x) = anr
n
a gn(x) =

(
x
r

)n

• jelikoº £íselná °ada

∑∞
n=0 anr

n
konverguje, konverguje °ada

∑∞
n=1 fn(x) konstantní
h funk
í stejnom¥rn¥ na 〈0, r〉
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• posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

je pro kaºdé x ∈ 〈0, r〉 monotónní, nebo´ platí sada ekvivalentní
h nerovností

x 6 r ⇔
(x
r

)n+1

6
(x
r

)n
⇔ gn+1(x) 6 gn(x)

• naví
 je gn(x) omezená, nebo´

∣∣gn(x)
∣∣ =

∣∣∣∣
xn

rn

∣∣∣∣ 6 1

• podle Abelova kritéria tedy konverguje °ada

∑∞
n=0 fn(x)gn(x) =

∑∞
n=0 anx

n
na 〈0, r〉 stejnom¥rn¥

2.3.19 V¥ta

Ne
h´ mo
ninná °ada

∑∞
n=0 anx

n
konverguje v bod¥ r < 0. Pak konverguje stejnom¥rn¥ na uzav°eném intervalu 〈r, 0〉.

D·kaz:

• pro v²e
hna x ∈ 〈r, 0〉 platí triviální nerovnost r 6 x

• budeme zkoumat stejnom¥rnou konvergen
i °ady

∞∑

n=1

anx
n =

∞∑

n=1

anr
n
(x
r

)n

• ozna£me proto fn(x) = anr
n
a gn(x) =

(
x
r

)n

• jelikoº £íselná °ada

∑∞
n=0 anr

n
konverguje, konverguje °ada

∑∞
n=1 fn(x) konstantní
h funk
í stejnom¥rn¥ na 〈r, 0〉

• posloupnost

(
gn(x)

)∞
n=1

je pro kaºdé x ∈ 〈r, 0〉 monotónní, nebo´ platí sada ekvivalentní
h nerovností

x > r ⇔
(x
r

)n
>
(x
r

)n+1

⇔ gn(x) > gn+1(x)

• naví
 je gn(x) omezená, nebo´ ∣∣∣∣
xn

rn

∣∣∣∣ 6 1

• podle Abelova kritéria tedy konverguje °ada

∑∞
n=0 fn(x)gn(x) =

∑∞
n=0 anx

n
na 〈r, 0〉 stejnom¥rn¥

2.3.20 V¥ta � základní v¥ta teorie mo
ninný
h °ad

Ne
h´ je dána mo
ninná °ada

∑∞
n=0 anx

n
s kladným polom¥rem konvergen
e R. Potom tato °ada stejnom¥rn¥ konver-

guje na kaºdém uzav°eném intervalu, který je £ástí jejího oboru konvergen
e.

D·kaz:

• jde vlastn¥ o d·sledek v¥t 2.3.18 a 2.3.19 a faktu, ºe konverguje-li °ada na intervale
h 〈α, 0〉 a 〈0, β〉 stejnom¥rn¥,

konverguje stejnom¥rn¥ také na jeji
h sjedno
ení 〈α, β〉

2.3.21 Poznámka

Je-li tedy obor konvergen
e mo
ninné °ady uzav°enou mnoºinou, konverguje tato °ada na oboru konvergen
e stejno-

m¥rn¥. Je t°eba si ale uv¥domit, ºe obe
n¥ neplatí tvrzení, ºe kaºdá °ada konverguje stejnom¥rn¥ na svém intervalu

konvergen
e. Nap°. °ada

∑∞
n=1 x

n
nekonverguje stejnom¥rn¥ na intervalu (−R, R) = (−1, 1), nebo´ na n¥m není ani

spln¥na nutná podmínka (viz p°íklad 1.2.6).
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2.3.22 V¥ta

Ne
h´ je dána mo
ninná °ada

∑∞
n=0 anx

n
s kladným polom¥rem konvergen
e R. Potom sou£et s(x) této °ady je funk
e

spojitá na (−R, R).

D·kaz:

• zvolme x ∈ (−R, R) , k n¥muº jist¥ existuje r ∈ (0, R) takové, ºe x ∈ 〈−r, r〉

• v²e
hny funk
e x 7→ anx
n
jsou na 〈−r, r〉 spojité a podle v¥ty 2.3.20 °ada

∑∞
n=0 anx

n
konverguje na 〈−r, r〉

stejnom¥rn¥

• tím jsou spln¥ny p°edpoklady v¥ty 2.2.6, a tedy s(x) je spojitou funk
í v bod¥ x ∈ 〈−r, r〉

• jelikoº byl bod x zvolen libovoln¥, je funk
e s(x) spojitá na 
elém (−R, R)

2.3.23 V¥ta � Abelova

Jestliºe v pravém, resp. levém krajním bod¥ intervalu konvergen
e °ada

∑∞
n=0 anx

n
konverguje (i relativn¥), potom

funk
e, která je jejím sou£tem, je v tomto bod¥ spojitá zleva, resp. zprava.

D·kaz:

• v této v¥t¥ se de fa
to jedná o zám¥nu limity limn→∞ a limity limx→R− , resp. limx→−R+

• tvrzení v¥ty je d·sledkem v¥t 2.2.15, resp. 2.2.16 a základní v¥ty teorie mo
ninný
h °ad 2.3.20

2.3.24 V¥ta � o integrování mo
ninné °ady £len po £lenu

Ne
h´

∑∞
n=0 anx

n
je mo
ninná °ada s kladným polom¥rem konvergen
e R. De�nujme funk
i f(x) =

∑∞
n=0 anx

n
pro

x ∈ (−R, R). Potom mo
ninná °ada

∑∞
n=0 an

xn+1

n+1 na intervalu (−R, R) konverguje a de�nujeme-li funk
i F (x) p°edpisem

F (x) =

∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1

na intervalu (−R, R), je F (x) primitivní funk
í k funk
i f(x) na intervalu (−R, R).

D·kaz:

• pro x0 ∈ (−R, R) zvolme r > 0 tak, ºe x0 ∈ 〈−r, r〉 ⊂ (−R, R)

• °ada

∑∞
n=0 anx

n
je °adou spojitý
h funk
í, která podle v¥ty 2.3.20 stejnom¥rn¥ konverguje na 〈−r, r〉

• tedy podle v¥ty 2.2.21 £íselná °ada

∞∑

n=0

∫ x

0

ant
n
dt =

∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1

konverguje pro v²e
hna x ∈ 〈−r, r〉 a pro její sou£et F (x) na intervalu 〈−r, r〉 platí

F (x) =

∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1
=

∫ x

0

f(t) dt

• jelikoº je f(x) integrabilní a spojitou funk
í na omezeném intervale 〈0, r〉, platí pro funk
i F (x) =
∫ x

0 f(t) dt, ºe
F ′(x0) = f(x0)

• jelikoº bylo x0 zvoleno v intervalu (−R, R) libovoln¥, je F (x) primitivní funk
í k f(x) na 
elém tomto intervalu
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2.3.25 V¥ta

Mo
ninné °ady

∑∞
n=0 anx

n
a

∑∞
n=1 n anx

n−1
mají stejný polom¥r konvergen
e.

D·kaz:

• ozna£me R polom¥r konvergen
e °ady

∑∞
n=0 anx

n
a R

′
polom¥r konvergen
e °ady

∑∞
n=1 n anx

n−1

• První implika
e:

� vezm¥me x ∈ (−R
′, R′), tedy °ada

∑∞
n=1 |n anxn−1| konverguje

� odtud plyne, ºe konverguje i °ada

∑∞
n=1 n anx

n

� a dále pro v²e
hna n ∈ N a v²e
hna x ∈ (−R
′, R′) platí: |anxn| 6 |n anxn|

� tedy pro v²e
hna x ∈ (−R
′, R′) °ada

∑∞
n=0 anx

n
absolutn¥ konverguje, £ili R > R

′

• Druhá implika
e:

� vezm¥me x ∈ (−R, R) a zvolme ̺ > 0 tak, ºe |x| < ̺ < R

� víme, ºe °ada

∑∞
n=0 an̺

n
konverguje, a tedy limn→∞ an̺

n = 0, resp. limn→∞ an̺
n−1 = 0

� odsud plyne, ºe (an̺
n−1)∞n=1 musí nutn¥ být omezenou posloupností

� tedy existuje K > 0 takové, ºe pro v²e
hna n platí |an̺n−1| 6 K

� srovnáme

|n anxn−1| = n |an̺n−1|
∣∣∣∣
x

̺

∣∣∣∣
n−1

6 nK

∣∣∣∣
x

̺

∣∣∣∣
n−1

� ov²em °ada

∑∞
n=1 nK

∣∣∣x̺
∣∣∣
n−1

konverguje podle podílového kritéria, nebo´

lim
n→∞

(n+ 1) K

n K

∣∣∣∣
x

̺

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
x

̺

∣∣∣∣ < 1

� a protoºe majoranta konverguje, konverguje i °ada

∑∞
n=1 n anx

n−1, £ili R′ > R

• Záv¥r: (R > R
′) ∧ (R′ > R) ⇒ R = R

′

2.3.26 V¥ta � o derivování mo
ninné °ady £len po £lenu

Ne
h´ mo
ninná °ada

∑∞
n=0 anx

n
má kladný polom¥r konvergen
e. Pro x ∈ (−R, R) poloºme s(x) =

∑∞
n=0 anx

n. Pak
má funk
e s(x) na intervalu (−R, R) spojité deriva
e v²e
h °ád· a naví


s(ℓ)(x) =

∞∑

n=ℓ

ann(n− 1) . . . (n− ℓ+ 1)xn−ℓ.

D·kaz:

• z p°ede²lé v¥ty a v¥ty 2.3.24 víme, ºe na intervalu (−R, R) je funk
e s(x) =
∑∞

n=0 anx
n
primitivní k funk
i

σ(x) =

∞∑

n=1

annx
n−1

• tudíº s′(x) = σ(x)

• o spojitosti není po
hyb, nebo´ sou£et mo
ninné °ady je na intervalu konvergen
e spojitou funk
í (viz v¥ta 2.3.22)

• opakovanou aplika
í p°ede²lého dostáváme �nální £ást dokazovaného tvrzení
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2.3.27 P°íklad

Vy²et°eme obor konvergen
e O mo
ninné °ady

∞∑

n=1

5−n

√
4 + n2

xn.

Polom¥r konvergen
e zadané °ady je R = 5, nebo´

R
−1 = lim

n→∞
5−n−1

5−n

√
4 + n2

√
4 + (n+ 1)2

= lim
n→∞

1

5

√
n2 + 4

n2 + 2n+ 5
=

1

5
.

V pravém krajním bod¥ x = 5 má °ada tvar

∞∑

n=0

1√
4 + n2

.

P°i vy²et°ování její konvergen
e uºijeme srovnáva
í kritérium:

∀n ∈ N \ {0, 1, 2} :
√
2

2n
=

1√
n2 + n2

<
1√

4 + n2
.

�ada

∑∞
n=3

√
2

2n diverguje, tedy diverguje i vy²et°ovaná £íselná °ada. V bod¥ x = −5 má °ada tvar

∞∑

n=0

(−1)n
1√

4 + n2
.

Tentokrát uºijeme pro vy²et°ování konvergen
e Leibnizovo kritérium. Jelikoº platí rovnost limn→∞
1√

4+n2 = 0 i mono-

tonie, £íselná °ada konverguje. A to nás vede k tvrzení, ºe zadaná mo
ninná °ada má obor konvergen
e O = 〈−5, 5).

2.3.28 P°íklad

P°i pouºití rovnosti (jejíº d·kaz je proveden pomo
í tzv. Fubiniovy v¥ty ve skripte
h [16℄)

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8

vypo£t¥me sou£ty £íselný
h °ad

∞∑

n=1

1

n2
,

∞∑

n=1

(−1)n+1 1

n2
.

Prost°edni
tvím jednodu
hý
h úprav leh
e získáme rovnosti

∞∑

n=1

1

n2
=

∞∑

n=1

1

(2n)2
+

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
=

1

4

∞∑

n=1

1

n2
+

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
.

Tedy

∞∑

n=1

1

n2
=

4

3

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

6
.

Pro druhou °adu pak snadno platí

∞∑

n=1

(−1)n+1 1

n2
= −

∞∑

n=1

1

(2n)2
+

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
= −1

4

4

3

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
+

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

12
.

2.4 Cvi£ení

Cvi£ení 2.1

Dokaºte, ºe bodová konvergen
e °ad funk
í je d¥di£ná vlastnost.
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Cvi£ení 2.2

Dokaºte lemma 2.1.10.

Cvi£ení 2.3

Dokaºte lemma 2.1.19.

Cvi£ení 2.4

Vy²et°ete bodovou a stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

cos(nx)

n2
.

Cvi£ení 2.5

Vy²et°ete bodovou a stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

sin(nx)
3
√
n4 + x4

.

Cvi£ení 2.6

Vy²et°ete bodovou a stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n

x+ 2n
(x > 0).

Cvi£ení 2.7

Nalezn¥te obor konvergen
e °ady funk
í

∞∑

n=1

e
nx

n

a vy²et°ete její stejnom¥rnou konvergen
i na mnoºin¥ (−∞,−c), kde c > 0.

Cvi£ení 2.8

Dokaºte lemma 2.2.27.

Cvi£ení 2.9

Dokaºte lemma 2.2.32

Cvi£ení 2.10

Vy²et°ete obor konvergen
e °ady funk
í

∞∑

n=1

xn

1 + x2n
.

Cvi£ení 2.11

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n
2n

(2n+ 1)2
cosh(2nx) + sinh(2nx)

cosh(2nx)

na mnoºin¥ R+.

Cvi£ení 2.12

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

arctg

(
2x

x2 + n3

)
.

Cvi£ení 2.13

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

n2

√
n!

(xn + x
−n)

na mnoºin¥

〈
1
3
, 5
〉
.
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Cvi£ení 2.14

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=2

(−1)n

n+ sin(x)

na mnoºin¥ R.

Cvi£ení 2.15

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n√
n(n+ x)

na mnoºin¥ R+.

Cvi£ení 2.16

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=0

x4(3x2 + 2)n

(x2 + 1)n(x2 + 2)n

na jejím oboru konvergen
e. Vypo£t¥te, £emu se rovná limita posloupnosti £áste£ný
h sou£t· zadané °ady.

Cvi£ení 2.17

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n

n
arctg

( |x|
(8n2 + x2)3/2

)

na jejím oboru konvergen
e.

Cvi£ení 2.18

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

3x2
e
−n|x|

na jejím oboru konvergen
e.

Cvi£ení 2.19

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=0

e
−n2|x| arctg(x)

na jejím oboru konvergen
e.

Cvi£ení 2.20

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=0

x

1 + n4x2

na jejím oboru konvergen
e.

Cvi£ení 2.21

Ur£ete de�ni£ní obor a deriva
i funk
e

ϕ(x) =
∞∑

n=1

arctg
( x

n2

)
.

Cvi£ení 2.22

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

16n5x

3n(3n2 + x2)2

na jejím oboru konvergen
e.
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Cvi£ení 2.23

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

1

(x+ n)(x+ n+ 1)

na intervalu 〈0,∞) .

Cvi£ení 2.24

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∑∞
n=1(1− xn)xn

na intervalu 〈0, 1〉 .

Cvi£ení 2.25

Rozhodn¥te, zda (a p°ípadn¥ kde) platí následují
í rovnost:

( ∞∑

n=1

arctg
x

n2

)′

=
∞∑

n=1

(
arctg

x

n2

)′
.

Cvi£ení 2.26

Rozhodn¥te, zda platí následují
í rovnost:

∫ π

−π

∞∑

n=2

tg
( x

2n

)
dx =

∞∑

n=2

∫ π

−π

tg
( x

2n

)
dx.

Cvi£ení 2.27

Ukaºte, ºe °ada

∑∞
n=1(−1)n(1− x)xn

konverguje na mnoºin¥ 〈0, 1〉 absolutn¥ (bodov¥) i stejnom¥rn¥, ov²em nikoliv regulárn¥.

Cvi£ení 2.28

Vyvra´te nebo dokaºte tvrzení, ºe stejnom¥rn¥ konvergentní °ada

∞∑

n=1

1

n2
e
−nx2

nekone£n¥ diferen
ovatelný
h funk
í má na R sou£et, který není diferen
ovatelný v bod¥ x = 0.

Cvi£ení 2.29

Vypo£t¥te

lim
x→1

−

∞∑

n=1

(−1)n+1

n

xn

1 + xn
.

Cvi£ení 2.30

Vypo£t¥te

lim
x→∞

∞∑

n=1

x2

1 + n2x2
.

Cvi£ení 2.31

Vypo£t¥te ∫ ∞

0

∞∑

n=1

1

n4 + x2
dx.

Cvi£ení 2.32

Dokaºte lemma 2.2.34.

Cvi£ení 2.33

Dokaºte lemma 2.3.7.

Cvi£ení 2.34

Stanovte obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

xn

np
,

kde p ∈ R je parametr.
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Cvi£ení 2.35

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

(n!)2

(2n)!
x
n
.

Cvi£ení 2.36

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

3
√

n xn

√
n2 + 1

.

Cvi£ení 2.37

Stanovte obor konvergen
e mo
ninné °ady s parametrem a > 0 :

∞∑

n=1

a
n2

x
n
.

Cvi£ení 2.38

Stanovte obor konvergen
e mo
ninné °ady s parametrem a > 1 :

∞∑

n=1

xn

a
√

n
.

Cvi£ení 2.39

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)n2

x
n
.

Cvi£ení 2.40

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

3n + (−2)n

n
x
n
.

Cvi£ení 2.41

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

(
an

n
+

bn

n2

)
x
n
,

kde a, b > 0 jsou parametry.

Cvi£ení 2.42

V závislosti na hodnot¥ parametru β ∈ R+
vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

xn

βn + n
.

Cvi£ení 2.43

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

n5

an + bn
x
n
,

kde a, b > 0 jsou parametry.

Cvi£ení 2.44

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=2

xn

n
√

ln(n)
.
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Cvi£ení 2.45

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

(3n− 3)!!!

(3n+ 1)!!!
(x− 3)n,

kde n!!! := n(n− 3)(n− 6) . . . 1.

Cvi£ení 2.46

Vy²et°ete obor konvergen
e °ady funk
í

∞∑

n=1

1

25n

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)3

(x+ 3)2n.

Cvi£ení 2.47

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

4n+
√

n

√
n2 + 1

x
2n
.

Cvi£ení 2.48

Rozhodn¥te, zda je moºno °adu funk
í

∞∑

n=1

ln

(
x+

√
n3 + x2

n3/2

)

derivovat na mnoºin¥ 〈0,∞) £len po £lenu.

Cvi£ení 2.49

Ukaºte, ºe °ada funk
í

∞∑

n=0

x2

(1 + x2)n

nekonveguje na svém oboru konvergen
e stejnom¥rn¥, a£koliv nutná podmínka pro stejnom¥rnou konvergen
i je spln¥na.

Cvi£ení 2.50

Vypo£t¥te (a zd·vodn¥te)

∞∑

n=0

∫ 1

0

(
1− x2

2

)n

x
2n+1

dx.

Cvi£ení 2.51

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n+1 x

3n+ x4

na mnoºin¥ M = 〈0,∞).

Cvi£ení 2.52

Ne
h´ je dána °ada funk
í

∞∑

n=0

x2

(1 + x2)n
.

Sestavte p°íslu²nou posloupnost její
h £áste£ný
h sou£t· a poté pomo
í de�ni
e rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i zadané

°ady na mnoºin¥ M = (0,∞). Uvaºte, jakého kritéria lze p°i tomto postupu uºít.

Cvi£ení 2.53

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

xn

2n

a rozhodn¥te, zda na n¥m zadaná °ada konverguje stejnom¥rn¥. Korektn¥ zd·vodn¥te!

Cvi£ení 2.54

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

ln

(
x2 + x4 + n4

x4 + n4

)

na mnoºin¥ v²e
h reálný
h £ísel.
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Cvi£ení 2.55

Abelovým kritériem rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n
x ln(n)

n(x2 + n2)

na mnoºin¥ M = 〈0,∞).

Cvi£ení 2.56

Nalezn¥te obor konvergen
e °ady funk
í

∞∑

n=2

(x3 − x)n

6n ln(n)
.

Cvi£ení 2.57

Nalezn¥te °adu funk
í, která vznikne na mnoºin¥ M = 〈−108, 108〉 deriva
í °ady
∞∑

n=2

(−1)n
ln(n2 + x2)

ln2(n)

£len po £lenu. �ádn¥ ov¥°te, zda jsou spln¥ny podmínky pro p°íslu²nou zám¥nu.

Cvi£ení 2.58

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

(3n− 1)n

nn
x
n
.

Cvi£ení 2.59

Vypo£t¥te ur£itý integrál ∫ ∞

0

∞∑

n=1

(−1)n+1 2x

48 + n2x4
dx.

Uºijte Diri
hletovo kritérium a znalosti rozvoje funk
e ln(1 + x).

Cvi£ení 2.60

Diri
hletovým kritériem rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n
x ln(n)

n(x2 + n2)

na mnoºin¥ M = 〈0,∞).

Cvi£ení 2.61

Nalezn¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=1

(2n)!

n!(n+ 3)!

(x− 1)n

2n
.

Cvi£ení 2.62

Na mnoºin¥ R vyvra´te stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

x

x2 + n2
,

víte-li, ºe jejím sou£tem je funk
e

s(x) =
πx cotgh(πx)− 1

2x
.

Cvi£ení 2.63

Abelovým kritériem rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

(−1)n+1 (2n− 1)!!

(2n)!!

xn

2n+ 1

na mnoºin¥ M = 〈0, 1〉. Dále popi²te, jakým jiným postupem lze stejnom¥rnou konvergen
i pro tento p°ípad vy²et°it.
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Cvi£ení 2.64

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞∑

n=1

nx ln(n)

4n4 + x4 + n2x2

na mnoºin¥ M = (−∞,∞).

Cvi£ení 2.65

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i funk£ní °ady

∞∑

n=1

(2n)!!

(2n+ 1)!!

x2

√
n6 + x6

na mnoºin¥ R. �ádn¥ zd·vodn¥te!
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Kapitola 3

Taylor·v rozvoj funk
e jedné prom¥nné

V této kapitole se budeme zabývat hledáním polynomi
ký
h funk
í, které jsou v jistém smyslu ekvivalentní vybraným

funk
ím jedné prom¥nné. Jak uvidíme pozd¥ji, bude moºno n¥které funk
e f(x) : R 7→ R nahradit na okolí vybraného

bodu c ∈ Dom(f) mo
ninnou °adou tak, ºe

∞∑

n=0

an (x− c)n = f(x).

Takové funk
e, pro které zmín¥ný mo
ninný ekvivalent existuje, budeme nazývat funk
emi analyti
kými. Náhrada libo-

volné funk
e mo
ninnou °adou má 
elou °adu výhod, p°edev²ím p°i odhadování její
h hodnot, po£ítání limit apod.

3.0.1 De�ni
e

Ne
h´ n ∈ N0, a ∈ R \ {0}. Pak funk
i g(x) = axn nazýváme monomem stupn¥ n. Je-li naví
 c ∈ R zvoleno pevn¥,

pak funk
i f(x) = a(x− c)n nazýváme monomem stupn¥ n 
entrovaným do bodu c.

3.1 Taylor·v vzore


Nejprve probereme moºnost aproximovat 
hování libovolné funk
e f(x) : R 7→ R jedné prom¥nné vhodným polynomem.

P°itom se také budeme zabývat jednak otázkou, jak takový polynom získat a jednak, jak p°esné aproxima
e jsme touto

metodou s
hopni dosáhnout.

3.1.1 V¥ta � Taylorova (o Taylorov¥ vzor
i)

Ne
h´ n ∈ N a f(x) je funk
e t°ídy Cn(〈a, b〉) na intervalu 〈a, b〉 taková, ºe v kaºdém bod¥ otev°eného intervalu (a, b)
existuje také f (n+1)(x). Ne
h´ dále c, x jsou dva r·zné body leºí
í v intervalu 〈a, b〉. Potom existuje bod ξ, leºí
í mezi

body c a x tak, ºe platí

f(x) = f(c) +
f ′(c)

1!
(x− c) + . . .+

f (n)(c)

n!
(x − c)n +Rn+1(x), (3.1)

kde

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− c)n+1. (3.2)

D·kaz:

• ozna£me J uzav°ený interval s krajními body c a x

• poloºme

F (t) = f(x)− f(t)− ḟ(t)

1!
(x− t)− f̈(t)

2!
(x− t)2 − . . .− f (n)(t)

n!
(x− t)n

• z°ejm¥ F (x) = 0 a F (c) = Rn+1(x)
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• uvnit° intervalu J má funk
e F (t) deriva
i

Ḟ (t) = −ḟ(t)−
(
−ḟ(t) + f̈(t)

x− t

1!

)
−
(
−f̈(t)x − t

1!
+ f (3)(t)

(x − t)2

2!

)
− . . .−

−
(
−f (n−1)(t)

(x− t)n−2

(n− 2)!
+ f (n)(t)

(x − t)n−1

(n− 1)!

)
−
(
−f (n)(t)

(x − t)n

(n− 1)!
+ f (n+1)(t)

(x − t)n

n!

)

• v této rovnosti se první £len v kaºdé závor
e zru²í se £lenem stojí
ím p°ed ním

• proto

Ḟ (t) = −f (n+1)(t)
(x− t)n

n!

• protoºe F (t) má deriva
i na intervalu J, je tudíº na n¥m F (t) spojitá

• ne
h´ ϕ(t) je libovolná funk
e spojitá na intervalu J, mají
í na J◦ = (a, b) deriva
i

• podle jisté v¥ty (viz [10℄, strana 274, v¥ta 234) existuje uvnit° intervalu J◦
£íslo ξ tak, ºe

F (x)− F (c)

ϕ(x)− ϕ(c)
=
F ′(ξ)

ϕ′(ξ)

• to zna£í, ºe

Rn+1(x) = f (n+1)(ξ)
ϕ(x) − ϕ(c)

ϕ′(ξ)

(x− ξ)n

n!

• toto tvrzení platí pro jakoukoli funk
i ϕ(x) spl¬ují
í vý²e uvedené poºadavky

• zvolíme-li ϕ(t) = (x− t)n+1, dostáváme

Rn+1(x) = f (n+1)(ξ)
(x − c)n+1

(n+ 1)(x− ξ)n
(x− ξ)n

n!
=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− c)n+1

3.1.2 De�ni
e

Rovnost (3.1) nazýváme Taylorovým vzor
em funk
e f(x) v bod¥ c a funk
i (3.2) Lagrangeovým zbytkem v Taylorov¥

vzor
i funk
e f(x) po n−tém £lenu. Polynom

T n
f (x) := f(c) +

f ′(c)

1!
(x− c) + . . .+

f (n)(c)

n!
(x − c)n

pak nazýváme Taylorovým polynomem °ádu n funk
e f(x) v bod¥ c. Je-li c = 0, uºíváme ve v²e
h práv¥ de�novaný
h

pojme
h místo ozna£ení Taylor·v ozna£ení Ma
laurin·v.

3.1.3 Poznámka

Taylor·v polynom °ádu n nemusí nutn¥ být stupn¥ n. Je-li totiº f (n)(c) = 0, nejvy²²í (n−tá) mo
nina v polynomu

T n
f (x) nevystupuje, a T n

f (x) má tudíº stupe¬ niº²í neº n.

3.1.4 P°íklad

Pokusme se uºitím teorie o Taylorový
h rozvojí
h vy£íslit hodnotu £ísla ln(3/2). Uºijeme pro tento ú£el nap°. funk
e

f(x) = ln(x + 1). Nalezneme nejprve Ma
laurin·v polynom °ádu nap°. n = 4 a vy£íslíme pak p°íslu²nou 
hybu. Ve

v¥t¥ 3.1.1 tedy klademe a = −1/2, b = 1 (nap°íklad), dále c = 0 a x = 1/2, nebo´ 
h
eme vy£íslovat hodnotu

ln(3/2) = ln(1/2+1). Snadno pak nahlédneme, ºe f(0) = 0 a dále f ′(0) = 1, f ′′(0) = −1, f ′′′(0) = 2 a f (4)(0) = −6.
Odtud pak

ln(x+ 1) = T 4
f (x) +Rn+1(x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+Rn+1(x)

a následn¥

ln(3/2) ≈ T 4
f (1/2) =

77

192
≈ 0.401042.
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Tím jsme získali odhad £ísla ln(3/2). Zbývá ale roz°e²it otázku, do jaké míry je tento odhad p°esný. Skute£ná hodnota

zbytku je si
e teoreti
ky vyjád°ena ve v¥t¥ 3.1.1 jako

R5(x) =
f (5)(ξ)

5!
(x− c)5,

ale o skute£né hodnot¥ £ísla ξ víme jen to, ºe leºí kdesi v intervalu (0, 1/2). Tedy je jasné, ºe skute£nou 
hybu nejsme

s
hopni najít. Zkusíme tedy nalézt alespo¬ odhad této 
hyby. Ozna£me ho nap°. R5(x). Ch
eme, aby R5(x) 6 R5(x).
Jelikoº x = 1/2 a c = 0, platí

R5(1/2) =
f (5)(ξ)

5!

(
1

2

)5

=
1

5

1

(ξ + 1)
5

(
1

2

)5

.

Jelikoº je funk
e g(ξ) = (ξ + 1)−5
zjevn¥ klesají
í, nastává její supremum, které hledáme na intervalu (0, 1/2), práv¥ v

jeho levém krajním bod¥. Tedy

R5(x) =
1

5

(
1

2

)5

sup
ξ∈(0,1/2)

g(ξ) =
1

5

(
1

2

)5

= 0.00625.

Uzavíráme tedy, ºe ln(3/2) = 0.4010± 0.0063, 
oº pln¥ odpovídá skute£nosti, nebo´ skute£nou hodnotou je ln(3/2) =
0.405465 . . . Nyní pone
háváme na £tená°i, aby rozváºil, jak dosáhnout zp°esn¥ní dosaºeného výsledku.

3.2 Teorie Taylorový
h °ad

Zkonstruujeme nyní Ma
laurinovy rozvoje v²e
h elementární
h funk
í. Za tímto ú£elem nejprve vyslovíme d·leºitou v¥tu,

jeº bývá nazývána v¥tou Taylorovou.

3.2.1 De�ni
e

Ne
h´ f(x) je funk
e de�novaná na jistém okolí U(c) bodu c ∈ R. Ne
h´ existuje posloupnost reálný
h £ísel (an)
∞
n=0

tak, ºe na tomto okolí platí

f(x) =

∞∑

n=0

an(x− c)n. (3.3)

Potom °adu (3.3) nazýváme Taylorovou °adou funk
e f(x) se st°edem v bod¥ c ∈ R a £ísla a0, a1, a2, . . . Taylorovými

koe�
ienty. Spe
iáln¥ pro c = 0 mluvíme o tzv. Ma
laurinov¥ °ad¥. Funk
i f(x), kterou lze na n¥jakém okolí bodu c
zapsat ve tvaru (3.3), nazýváme funk
í analyti
kou v bod¥ c.

3.2.2 V¥ta � Taylorova (o Taylorový
h koe�
iente
h)

P°edpokládejme, ºe funk
e f(x) je analyti
ká v bod¥ c ∈ R. Potom funk
e f(x) má v bod¥ c deriva
e v²e
h °ád· a pro

koe�
ienty an její Taylorovy °ady se st°edem v bod¥ c platí:

an =
1

n!
f (n)(c). (3.4)

D·kaz:

• p°edpokládejme, ºe na jistém Uδ(c) = (c− δ, c+ δ) platí rovnost (3.3)

• to tedy zna£í, ºe pro ε ∈ (0, δ) konverguje °ada
∑∞

n=0 an(x− c)n stejnom¥rn¥ na 〈c− ε, c+ ε〉

• totéº platí také pro v²e
hny °ady

∑∞
n=0

d
k

dxk (an(x − c)n) získané k−tou deriva
í p·vodní °ady £len po £lenu

• odtud plyne, ºe sou£et dot£ené °ady (tedy funk
e f(x)) je t°ídy C∞(Uε(c)
)

• dosadíme-li do rovni
e (3.3) x = c, dostáváme f(c) = a0, £ili a0 = f(0)(c)
0!

• postupným derivováním rovnosti (3.3) £len po £lenu získáme pro k−tou deriva
i funk
e f(x) rovnost

f (k)(x) =

∞∑

n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1) an(x− c)n−k

• po dosazení x = c dostáváme f (k)(c) = k! ak, a tedy ak = f(k)(c)
k!
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3.2.3 Poznámka

Po d·kazu p°ede²lé v¥ty lze (pon¥nud populárn¥ji) tvrdit, ºe Taylorova °ada je vlastn¥ Taylor·v rozvoj do polynomu

nekone£ného stupn¥. Tedy kaºdou analyti
kou funk
i lze na okolí bodu rozepsat jako lineární kombina
i prvk· nekone£né

mnoºiny {1, x, x2, x3, x4, . . .}. Prostor analyti
ký
h funk
í spole£n¥ s jeji
h s£ítáním a násobením skalárem proto tvo°í

nekone£n¥dimenzionální vektorový prostor s bází

(
1, x, x2, x3, x4, . . .

)
.

3.2.4 Lemma

Funk
e f(x) má Taylorovu °adu se st°edem v bod¥ x = c rovnu f(c) +
∑∞

n=1 an(x − c)n práv¥ tehdy, kdyº má funk
e

f ′(x) Taylorovu °adu se st°edem v bod¥ x = c rovnu
∑∞

n=1 ann(x− c)n−1.

3.2.5 De�ni
e

Ne
h´ a ∈ R a n ∈ N. Pak de�nujeme zobe
n¥né kombina£ní £íslo p°edpisy

(
a

0

)
:= 1,

(
a

n

)
:=

a(a− 1) . . . (a− n+ 1)

n!
.

3.2.6 De�ni
e

Ne
h´ n, ℓ ∈ N. Pak ℓ-násobným faktoriálem £ísla n rozumíme £íslo de�nované p°edpisem

n

ℓkrát︷︸︸︷
!!!!!! :=





1 . . . n < ℓ,
∏⌈n

ℓ
⌉−1

i=0 (n− ℓi) . . . n > ℓ.

3.2.7 P°íklad

Ne
h´ nap°. n = 11 a ℓ = 3. Pak trojným faktoriálem jedená
ti je dle p°ed
ho
í de�ni
e £íslo

11!!! =

⌈ 11
3 ⌉−1∏

i=0

(11− 3i) =

3∏

i=0

(11− 3i) = 11 · 8 · 5 · 2 = 880.

3.2.8 Lemma

Pro libovolné n ∈ N platí rovnosti 2nn! = (2n)!!, 3nn! = (3n)!!!, 4nn! = (4n)!!!! atd.

3.2.9 P°íklad

Postupn¥ budeme hledat Ma
laurinovy rozvoje elementární
h funk
í. Zahájíme základními goniometri
kými funk
emi

sin(x) a cos(x). Funk
e sin(x) má v bod¥ c = 0 nenulové pouze li
hé deriva
e (jde o li
hou funk
i), tedy

sin(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, (3.5)

zatím
o u funk
e cos(x) jsou nenulové pouze sudé deriva
e (sudá funk
e). Odtud

cos(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
. (3.6)

V obou p°ípade
h je polom¥rem konvergen
e plus nekone£no, jak se lze p°esv¥d£it triviálním výpo£tem, a proto je

p°íslu²ným oborem konvergen
e mnoºina v²e
h reálný
h £ísel, tj. O = R. Proto, aby
hom ale mohli s ur£itostí tvrdit,

ºe ve vztazí
h (3.5) a (3.6) je moºno psát rovnítka, bude je²t¥ nutno rozhodnout, zda sou£tem p°íslu²né Ma
laurinovy

°ady je skute£n¥ vý
hozí funk
e. To bude nám¥tem dal²ího textu (viz poznámka 3.2.17 a dále).
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3.2.10 P°íklad

Hledejme nyní Ma
laurinovu °adu funk
e f(x) = e
x. To je veli
e jednodu
hé, nebo´ platí, ºe f (n)(x) = e

x
pro kaºdé

n ∈ N, potaºmo f (n)(0) = 1. Proto je p°íslu²nou Ma
laurinovou °adou °ada

∞∑

n=0

xn

n!
.

Op¥t z
ela triviáln¥ nahlédneme, ºe °ada konverguje pro v²e
hna reálná x, tj. O = R.

3.2.11 P°íklad

Ne
h´ nyní f(x) = ln(1 + x). Snadno pak pro n ∈ N ukáºeme rovnosti

f (n)(x) = (−1)n+1 (n− 1)!

(x+ 1)
n , f (n)(0) = (−1)n+1(n− 1)!

Proto je hledanou Ma
laurinovou °adou funk
e f(x) = ln(1 + x) °ada

∞∑

n=1

(−1)n+1x
n

n
. (3.7)

Vypo£teme nejprve její polom¥r konvergen
e. To lze snadno, nebo´

R
−1 = lim

n→∞
n

n+ 1
= 1.

Vy²et°ení bodové konvergen
e v krajní
h bode
h intervalu konvergen
e, a si
e v bode
h |x| = R = 1, je banální.

Uzavíráme proto, ºe oborem konvergen
e °ady (3.7) je mnoºina O = (−1, 1〉.

3.2.12 P°íklad

P°i hledání Ma
laurinovy °ady funk
e f(x) = arctg(x) uºijeme drobného zjednodu²ení. Deriva
í funk
e f(x) získáme

funk
i f ′(x) = (1 + x2)−1, na kterou lze nahlíºet jako na sou£et geometri
ké °ady mají
í kvo
ient −x2 a první £len

roven jedné. Takovou °adou je jist¥ °ada

∑∞
n=0(−1)nx2n. Proto tedy

f ′(x) =
1

1 + x2
=

∞∑

n=0

(−1)nx2n.

Zp¥tnou integra
í (p°i níº vyuºijeme s výhodou platnosti v¥ty 2.3.24) získáme pak hledanou rovnost

arctg(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
+ C = x

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

2n+ 1
+ C,

kde ale C = 0 díky skute£nosti, ºe arctg(0) = 0. Zbývá vy²et°it obor konvergen
e. To je op¥t snadné, nebo´ ozna£íme-li

v souladu s poznámkou 2.3.14 t = x2, máme

R
−1
t = lim

n→∞
2n+ 1

2n+ 3
= 1 ⇒ Rt = 1 ⇒ Rx =

√
Rt = 1.

Pak snadno nahlédneme, ºe O = 〈−1, 1〉.

3.2.13 P°íklad

V tomto p°íklad¥ budeme hledat Ma
laurin·v rozvoj funk
e f(x) = (1 + x)α, kde α ∈ R je parametr. Snadno ur£íme,

ºe

f (n)(x) = α(α − 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1) (1 + x)α−n.

Tedy f(0) = 1 a pro n ∈ N platí: f (n)(0) = α(α − 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1). Odsud

(1 + x)α = 1 +

∞∑

n=1

α(α − 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1)

n!
xn.
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Uºijeme-li de�ni
e 3.2.5, dosáváme pak ze²tíhlený zápis tvaru

(1 + x)α =

∞∑

n=0

(
α

n

)
xn.

Ur£ení oboru konvergen
e bude pon¥kud rozsáhlej²í, neº jsme byli zvyklí v p°ede²lý
h úlohá
h, nebo´ obor konvergen
e

O bude závislý na hodnot¥ parametru α. Zahájíme nejprve nejjednodu²²ím p°ípadem, kdy α ∈ N. Tehdy jsou ale od

ur£itého n v²e
hna zobe
n¥ná kombina£ní £ísla nulová. Tudíº zkoumaná °ada je fakti
ky kone£ná, proto konverguje

v²ude v R. Záv¥r tedy je, ºe O = R.

Tentokrát vyberme hodnotu parametru α z mnoºiny kladný
h reálný
h £ísel (ov²em vyjma jiº zkoumaný
h p°irozený
h

£ísel), tj. α ∈ R+ \N. Polom¥r konvergen
e zkoumané °ady je v tomto p°ípad¥ roven jedné (R = 1), nebo´

R
−1 = lim

n→∞

∣∣∣∣
α(α− 1)(α− 2) . . . (α − n+ 1)(α− n)

(n+ 1)!
· n!

α(α− 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
α− n

n+ 1

∣∣∣∣ = 1.

V pravém krajním bod¥ x = R = 1 vy²et°íme absolutní konvergen
i °ady

∑∞
n=1

α(α−1)(α−2)...(α−n+1)
n! Raabeovým

kritériem

lim
n→∞

n

(∣∣∣∣
n+ 1

α− n

∣∣∣∣− 1

)
= lim

n→∞
n

(
n+ 1

n− α
− 1

)
= 1 + α > 1.

Pov²imn¥me si, ºe pro n → ∞ £íslo n od ur£ité hodnoty p°evý²í pevn¥ zvolené α > 0, proto se absolutní hodnota

upravuje tak, jak je uvedeno vý²e. Z Raabeova kritéria konverguje tedy jak °ada

∑∞
n=1

α(α−1)(α−2)...(α−n+1)
n! , tak °ada∑∞

n=1(−1)n α(α−1)(α−2)...(α−n+1)
n! . Uzavíráme, ºe pro α ∈ R+ \N je oborem konvergen
e °ady

∞∑

n=0

(
α

n

)
xn

uzav°ený interval O = 〈−1, 1〉.

Nyní p°ejd¥me k záporným hodnotám parametru α, tj. α < 0. Polom¥r konvergen
e je i v tomto p°ípad¥ roven jedné

(viz p°ede²lý p°ípad). Nejprve budeme zkoumat konvergen
i této °ady v levém krajním bod¥ x = −1. Zde platí

∞∑

n=1

(−1)n
α(α− 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1)

n!
=

∞∑

n=1

β(β + 1)(β + 2) . . . (β + n− 1)

n!
,

kde jsme poloºili β := −α > 0. Jde o °adu s kladnými £leny. Uºijeme op¥tovn¥ Raabeovo kritérium

lim
n→∞

n

(
β(β + 1)(β + 2) . . . (β + n− 1)

n!
· (n+ 1)!

β(β + 1)(β + 2) . . . (β + n− 1)(n+ β)
− 1

)
=

= lim
n→∞

n

(
n+ 1

n+ β
− 1

)
= 1− β < 1.

�ada tudíº diverguje. Pro x = 1 se pokusíme prokázat konvergen
i °ady

∞∑

n=1

(−1)n
β(β + 1)(β + 2) . . . (β + n− 1)

n!

Leibnizovým kritériem. Leibnizova podmínka |an+1| 6 |an| je spln¥na, pokud

β(β + 1)(β + 2) . . . (β + n− 1)(n+ β)

(n+ 1)!
<
β(β + 1)(β + 2) . . . (β + n− 1)

n!
,

resp. pokud

n+ β < n+ 1,

£ili β < 1. Pro β > 1, tj. α 6 −1, °ada diverguje. Pro β ∈ (0, 1) je je²t¥ nutno ov¥°it druhou Leibnizovu podmínku

lim
n→∞

β(β + 1)(β + 2) . . . (β + n− 1)

n!
= 0.

Ta ale platí, jak jsme vypo£etli v p°íkladu 1.3.19. Záv¥rem tedy je, ºe

α 6 −1

α ∈ (−1, 0)

. . .

. . .

O = (−1, 1)

O = (−1, 1〉.
Pro úplnost dodáváme, ºe p°ede²lé obory konvergen
e lze stanovit také uºitím alternativního Raabeova kritéria 2.1.35.

74



3.2. TEORIE TAYLOROVÝCH �AD

3.2.14 P°íklad

Nalezn¥me nyní Ma
laurin·v rozvoj funk
e f(x) = arcsin(x). Funk
i nejprve zderivujeme a uºijeme výsledku p°íkladu

3.2.13. Odtud

f ′(x) =
1√

1− x2
= (1− x2)−1/2 =

∞∑

n=0

(−1)n
(− 1

2

n

)
x2n.

Naví


(−1)n
(− 1

2

n

)
=

1
2

3
2

5
2 . . .

2n−1
2

n!
=

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2n n!
=

(2n− 1)!!

(2n)!!
.

Tedy

1√
1− x2

= 1 +

∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n.

Op¥t zintegrujeme s výsledkem

f(x) = x+

∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
+ C,

kde C = 0, nebo´ arcsin(0) = 0. Uzavíráme tedy tvrzením, ºe hledanou °adou je °ada

x+
∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
.

Nalezn¥me je²t¥ obor konvergen
e této °ady. Polom¥r konvergen
e je roven jedné, nebo´ (také za pouºití poznámky

2.3.14) platí

R
−1
x2 = lim

n→∞
(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

2n+ 1

2n+ 3

(2n)!!

(2n− 1)!!
= 1 ⇒ Rx2 = 1 ⇒ Rx = 1.

�ady

∑∞
n=1

(2n−1)!!
(2n)!!

1
2n+1 a −∑∞

n=1
(2n−1)!!
(2n)!!

1
2n+1 z obou krajní
h bod· intervalu konvergen
e konvergují absolutn¥

podle Raabeova kritéria, jelikoº

lim
n→∞

n

(
2n+ 3

2n+ 1
· 2n+ 2

2n+ 1
− 1

)
= lim

n→∞
6n2 + 5n

4n2 + 4n+ 1
=

3

2
> 1.

Uzavíráme tedy, ºe O = 〈−1, 1〉.

3.2.15 Poznámka

Pro p°ehlednost v této poznám
e sumarizujeme Ma
laurinovy °ady vybraný
h elementární
h funk
í.

e
x =

∞∑

n=0

xn

n!
, O = R

ln(1 + x) =

∞∑

n=1

(−1)n+1x
n

n
, O = (−1, 1〉

sin(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, O = R

cos(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, O = R

arctg(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, O = 〈−1, 1〉

arcsin(x) = x+

∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
, O = 〈−1, 1〉

arccos(x) =
π

2
− x−

∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
, O = 〈−1, 1〉
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sinh(x) =
∞∑

n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
, O = R

cosh(x) =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
, O = R

(1 + x)α =

∞∑

n=0

(
α

n

)
xn, O =





R

〈−1, 1〉
(−1, 1〉
(−1, 1)

. . .

. . .

. . .

. . .

α ∈ N0

α ∈ R+ \N
α ∈ (−1, 0)

α 6 −1

3.2.16 P°íklad

Pokusme se ur£it Ma
laurinovu °adu funk
e

f(x) = 1 + ln
(
x+

√
1 + x2

)
(3.8)

a rozhodnout o jejím oboru konvergen
e. Nejprve tedy funk
i f(x) zderivujeme a vyuºijeme jiº známý rozvoj funk
e

(1 + x)a pro a = −1/2 :

f ′(x) =
1√

1 + x2
= 1 +

∞∑

n=1

(− 1
2

n

)
x2n = 1 +

∞∑

n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n.

Zp¥tným integrováním dostáváme

f(x) = x+

∞∑

n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
+ C.

Pomo
í známé hodnoty funk
e f(0) = 1 ur£íme hodnotu konstanty C = 1. Dále vy²et°íme obor konvergen
e. Pro

p°evrá
enou hodnotu polom¥ru konvergen
e vypo£teme

R
−1 = lim

n→∞
(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

2n+ 1

2n+ 3

(2n)!!

(2n− 1)!!
= lim

n→∞
(2n+ 1)(2n+ 1)

(2n+ 2)(2n+ 3)
= 1.

Proto je polom¥r konvergen
e roven jedné, £ili R = 1. V levém krajním bod¥ x = −R = −1 má redukovaná °ada tvar

∞∑

n=1

(−1)n+1 (2n− 1)!!

(2n)!!

1

2n+ 1
.

O absolutní konvergen
i této £íselné °ady rozhodneme Raabeovým kritériem. Jelikoº

lim
n→∞

n

(
(2n+ 2)(2n+ 3)

(2n+ 1)(2n+ 1)
− 1

)
= lim

n→∞
n(6n+ 5)

(2n+ 1)2
=

3

2
> 1,

podle Raabeova kritéria °ada konverguje. V pravém krajním bod¥ musí °ada

∞∑

n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!

1

2n+ 1

také konvergovat, a to podle v¥ty o absolutní konvergen
i £íselný
h °ad. Uzavíráme proto, ºe hledanou Ma
laurinovou

°adou funk
e (3.8) je °ada

1 + ln(x+
√
1 + x2) = 1 + x+

∞∑

n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1

s de�ni£ním oborem Dom(f) = O = 〈−1, 1〉.
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3.2.17 Poznámka

Jestliºe má funk
e f(x) v bod¥ c ∈ R v²e
hny deriva
e, potom ji m·ºeme odhadnout mo
ninnou °adou na pravé stran¥

rovnosti

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(c)

n!
(x− c)n. (3.9)

Její sou£et v²ak nemusí obe
n¥ být pro kaºdé x ∈ O roven hodnot¥ f(x). To je z
ela zásadní poznatek a lze ho

nahlédnout z faktu, ºe zm¥níme-li funk
i f(x) vn¥ jistého okolí bodu c (viz ilustra£ní obrázek níºe), na její
h deriva
í
h

v bod¥ c se ni
 nezm¥ní. Tedy Taylorova °ada bude táº.

y 

x

c 

Obrázek 3.11

Dv¥ funk
e mají
í stejný Taylor·v polynom v bod¥ x = c.

3.2.18 P°íklad

Ukáºeme nyní funk
i f(x), pro kterou bude rovnost (3.9) platit dokon
e pouze v bod¥ c, a£koliv pro její formáln¥

vypo£tenou Taylorovu °adu platí O = R. De�nujme funk
i f(x) následovn¥:

f(x) =





e
− 1

x2

0

. . .

. . .

x 6= 0

x = 0.

x

y=e
−x

−2

1

(0,0)

Obrázek 3.12

Graf funk
e, která není analyti
ká v bod¥ x = 0.
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Budeme nyní hledat její Ma
laurinovu °adu. De�nujeme nejprve funk
i

g(x) =
1

xm
e
− 1

x2 (m ∈ N0).

Budeme zkoumat její limity v nule. Po substitu
i x = t−1
a násobné aplika
i l'Hospitalova pravidla dostáváme

lim
x→0+

g(x) = lim
t→∞

tme
−t2 = lim

t→∞
tm

et
2 = lim

t→∞
mtm−2

2et2
=
m(m− 2)tm−4

4et2
= . . . = 0.

A podobn¥ lze ukázat, ºe také limx→0− g(x) = 0. Tedy 
elkem limx→0 g(x) = 0. Funk
e f(x) má následují
í deriva
e

f ′(x) =
2

x3
e
− 1

x2 , f ′′(x) =

(
− 6

x4
+

4

x6

)
e
− 1

x2

a tak dále. Tyto jsou tvo°eny pouze výrazy typu funk
e g(x). Proto pro v²e
hna p°irozená n ∈ N0 platí, ºe f (n)(0) = 0.
Ma
laurinovým rozvojem funk
e f(x) je proto °ada

∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑

n=0

0 = 0,

která konverguje na mnoºin¥ v²e
h reálný
h £ísel, tj. O = R. Jedná se, jak je patrno, o nulovou funk
i. Posu¤te nyní

sami, jak veli
e se formáln¥ vypo£tená Ma
laurinova °ada li²í od zadané funk
e.

3.2.19 Poznámka

P°i hledání rozvoje funk
e f(x) v Taylorovu °adu (v bod¥ c) je tedy t°eba provést následují
í kroky:

• vypo£ítat hodnoty v²e
h deriva
í funk
e, tj. f (n)(c)

• vypo£ítat hodnoty Taylorový
h koe�
ient·

• sestavit p°íslu²nou Taylorovu °adu, tj. dosadit hodnoty Taylorový
h koe�
ient· do p°edpisu °ady

∞∑

n=0

f (n)(c)

n!
(x− c)n (3.10)

• vy²et°it obor konvergen
e O °ady (3.10), nebo´ pouze tam eventuáln¥ m·ºe být °ada (3.10) rovna funk
i f(x)

• rozhodnout, zda sou£tem °ady (3.10) je skute£n¥ vý
hozí funk
e f(x), a kde se ob¥ funk
e (sou£tová funk
e a

vý
hozí funk
e f(x)) rovnají

Pouze za t¥
hto p°edpoklad· lze prohlásit, ºe °ada (3.10) je Taylorovou °adou funk
e f(x) v bod¥ c a ºe pro v²e
hna

x ∈ U(c) platí rovnost (3.9). Jakými metodami lze rozhodnout, zda °ada (3.10) skute£n¥ konverguje k funk
i f(x)? O

tom bude pojednávat následují
í text.

3.2.20 V¥ta � kritérium analyti£nosti

Ne
h´ funk
e f(x) má v bod¥ c ∈ R deriva
e v²e
h °ád·. Potom mo
ninná °ada (3.10) je konvergentní a má sou£et

f(x) práv¥ pro taková x ∈ R, pro která platí, ºe limn→∞Rn+1(x) = 0, kde Rn+1(x) je zbytek po n £lene
h Taylorova

vzor
e (viz v¥ta 3.1.1).

D·kaz:

• z v¥ty 3.1.1 plyne, ºe

f(x) =

n∑

i=0

f (i)(c)

i!
(x− c)i +Rn+1(x) = T n

f (x) +Rn+1(x)

• °ada (3.10) je konvergentní a má sou£et f(x) práv¥ tehdy, kdyº limn→∞ T n
f (x) = f(x), t.j. kdyº

lim
n→∞

Rn+1(x) = lim
n→∞

[
f(x)− T n

f (x)
]
= f(x)− f(x) = 0

• tím je tvrzení dokázáno
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3.2.21 V¥ta � o limit¥ Lagrangeova zbytku

Ne
h´ funk
e f(x) má na n¥jakém okolí U(c) bodu c ∈ R spojité deriva
e v²e
h °ád·, tj. f(x) ∈ C(U(c)). P°edpoklá-
dejme dále, ºe existují £ísla K, M ∈ R a n0 ∈ N taková, ºe pro kaºdé x ∈ U(c) a pro v²e
hna n > n0 platí

∣∣f (n)(x)
∣∣ 6 KM

n.

Potom pro Lagrange·v zbytek Rn+1(x) v Taylorov¥ vzor
i platí limn→∞Rn+1(x) = 0, a to pro kaºdé x ∈ U(c).

D·kaz:

• vyjdeme z Lagrangeova tvaru zbytku (viz v¥ta 3.1.1)

Rn+1(x) =
f (n+1)(t)

(n+ 1)!
(x− c)n+1

• za daný
h p°edpoklad· platí

∣∣Rn+1(x)
∣∣ 6 KM

n+1

(n+ 1)!
|x− c|n+1

• 
h
eme nyní ukázat, ºe limita pravé strany je nula

• to prokáºeme tak, ºe nejprve dokáºeme konvergen
i funk£ní °ady

∞∑

n=1

KM
n+1

(n+ 1)!
|x− c|n+1

(3.11)

a poté uºijeme nutné podmínky bodové konvergen
e 2.1.15

• podle ní bude pak platit, ºe

lim
n→∞

KM
n+1

(n+ 1)!
|x− c|n+1 = 0,

a tudíº také limn→∞Rn+1(x) = 0, a z v¥ty 3.2.20 pak p°ímo vyplyne dokazované tvrzení

• jak je patrno, °ada (3.11) konverguje nap°íklad z podílového kritéria, nebo´

lim
n→∞

KM
n+2 |x− c|n+2

(n+ 2)!
· (n+ 1)!

KMn+1 |x− c|n+1
= lim

n→∞
M

n+ 2
|x− c| = 0 < 1.

3.2.22 Poznámka

Za zmínku stojí také následují
í úvaha. Je-li sou£tem °ady

∑∞
n=0 an(x− c)n funk
e s(x), pak Taylorovou °adou funk
e

s(x) v bod¥ c je pouze a jedin¥ °ada

∑∞
n=0 an(x − c)n. To zna£í, ºe jednodu
hou moºností, jak ov¥°it, je-li n¥která z

°ad Taylorovou °adou dané funk
e, je prost¥ zjistit její sou£et a porovnat ho s vý
hozí funk
í. Rovnají-li se tyto, pak byl

pro
es sestavování Taylorovy °ady úsp¥²ný. Jak bylo demonstrováno v p°íklad¥ 3.2.18, ne vºdy povede tento pro
es k

vysn¥nému 
íli. Vyslovíme, ni
mén¥, následují
í v¥tu, která matemati
ky shrnuje sérii p°ede²lý
h úvah.

3.2.23 V¥ta

Ne
h´ je dána mo
ninná °ada

∞∑

n=0

an(x− c)n (3.12)

na mnoºin¥ U(c). Ne
h´ je funk
e s(x) sou£tem této °ady na mnoºin¥ U(c). Pak Taylorovou °adou funk
e s(x) v bod¥

c je práv¥ °ada (3.12).

D·kaz:

• z Taylorovy v¥ty 3.2.2 víme, ºe kaºdá funk
e má nejvý²e jednu Taylorovu °adu (v jednom pevn¥ zvoleném bod¥ c)

• z p°edpoklad· v¥ty víme, ºe na mnoºin¥ U(c) platí rovnost s(x) =∑∞
n=0 an(x − c)n
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• dále snadno s(c) = a0, s
′(c) = a1, s

′′(c) = 2a2 atd, tedy 
elkem s(n)(c) = n! an

• Taylorova °ada funk
e s(x) má tudíº podle v¥ty 3.2.2 tvar

∞∑

n=0

n! an
n!

(x− c)n =

∞∑

n=0

an(x− c)n = s(x)

• to kompletuje d·kaz

3.2.24 P°íklad

Zavr²íme nyní úlohu hledání Ma
laurinovy °ady funk
í sin(x) a cos(x). Jelikoº pro jeji
h deriva
e z
ela jist¥ platí

nerovnosti ∣∣∣∣
d
n

dxn
(
sin(x)

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
d
n

dxn
(
cos(x)

)∣∣∣∣ 6 1,

jsou v²e
hny deriva
e omezené na R, a tudíº podle v¥ty 3.2.21 je limita Lagrangeova zbytku v Taylorov¥ vzor
i nulová, a

máme tedy (skute£n¥ aº nyní na tomto míst¥) oprávn¥ní vloºit mezi symbol funk
e a p°íslu²nou °adu znaménko rovnosti.

Uzavíráme tedy slavnostn¥ 
elý rozsáhlý výpo£et jednodu
hými rovnostmi

sin(x) =
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, cos(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, x ∈ R.

3.2.25 P°íklad

Podobn¥ jako v p°ed
házejí
ím p°íkladu se nyní pokusíme ov¥°it, ºe °ada

∞∑

n=0

xn

n!
(3.13)

je skute£n¥ Ma
laurinovou °adou exponen
iální funk
e e
x. Vy
házíme p°itom z výsledk· p°íkladu 3.2.10. K dosaºení

na²eho 
íle uºijeme v¥ty 3.2.23 a poznámky 3.2.22. Hledejme tedy funk
i s(x), která je sou£tem °ady (3.13). To jest

s(x) =

∞∑

n=0

xn

n!
.

Na oboru konvergen
e O = R lze °adu derivovat £len po £lenu. Takto získáme diferen
iální rovni
i

s′(x) =
∞∑

n=1

nxn−1

n!
=

∞∑

n=1

xn−1

(n− 1)!
=

∞∑

m=0

xm

m!
= s(x).

�e²ením diferen
iální rovni
e s′(x) − s(x) = 0 je, jak je jednak triviáln¥ patrno a jednak bude d·kladn¥ probráno v

následují
í kapitole, systém funk
í s(x) = C e
x. Konstanta C musí být zvolena tak, aby ve vybraném bod¥ x = γ

korespondovaly hodnoty s(γ) a C e
γ . Zvolme, jako budeme ostatn¥ £init tém¥° vºdy, γ = 0. Srovnáváme tedy hodnoty

funk
í s(x) a C e
x
v bod¥ nula. Snadno pak zjistíme, ºe integra£ní konstanta C musí být jednotková, nebo´ jedin¥ tehdy

je

s(0) =

∞∑

n=0

0n

n!
= 1 +

0

1
+

0

2
+

0

3
+ . . . = 1.

Uzavíráme, ºe hledanou funk
í je funk
e s(x) = e
x, a to prokazuje fakt, ºe

e
x =

∞∑

n=0

xn

n!
, x ∈ R.

80



3.2. TEORIE TAYLOROVÝCH �AD

3.2.26 P°íklad

U funk
e f(x) = ln(1 + x) je situa
e je²t¥ jednodu²²í. Její deriva
í totiº získáme sadu rovností

f ′(x) =
1

1 + x
=

∞∑

n=0

(−x)n =

∞∑

n=0

(−1)nxn. (3.14)

Zde jsme vyuºili faktu, ºe pro |x| < 1 je sou£tem geometri
ké °ady

∑∞
n=0(−1)nxn práv¥ funk
e

1
1+x . �teno v obrá
eném

po°adí to vlastn¥ znamená, ºe Ma
laurinovou °adou funk
e

1
1+x je °ada

∑∞
n=0(−1)nxn. Zp¥tnou integra
í vztahu (3.14)

pak snadno zji²´ujeme, ºe

ln(1 + x) + C =
∞∑

n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
=

∞∑

m=1

(−1)m+1x
m

m
,

kde C je doposud hledanou integra£ní konstantou. Pro x = 0 musí ale být tato konstanta volena tak, aby f(0) = 0.
Proto C = 0 a platí

ln(1 + x) =

∞∑

n=1

(−1)n+1x
n

n
, x ∈ (−1, 1〉.

Pro úplnost dodáváme: Platnost tohoto vztahu pro x = 1 vyplývá z Abelovy v¥ty 2.3.23.

3.2.27 Poznámka

Obdobn¥ lze prokázat, ºe pro v²e
hny elementární funk
e z poznámky 3.2.15 platí v p°íslu²ný
h vztazí
h skute£n¥

rovnosti.

3.2.28 P°íklad

Ur£eme, jaké nejmen²í hodnoty m·ºe nabývat sou£et °ady

∞∑

m=0

(−1)m+1 3
mxm+1

m!
,

jsou-li x volena z mnoºiny kladný
h reálný
h £ísel. Sou£et °ady vypo£ítáme takto:

s(x) =

∞∑

m=0

(−1)m+1 3
mxm+1

m!
= −x

∞∑

m=0

1

m!
(−3x)m = −xe−3x, Dom(s) = R.

Protoºe platí s(0) = 0, limx→+∞ s(x) = 0, f(x) ∈ C(R+) a s(x) 6 0, nabývá s(x) na R+
jist¥ svého minima. Rovnost

s′(x) = 0 je spln¥na pouze v bod¥ x = 1/3, jak se lze snadno p°esv¥d£it, který je zjevn¥ bodem lokálního i globálního

minima. Proto smin = s(1/3) = − 1
3e

−1.

3.2.29 P°íklad

Vypo£ítejme, £emu se také rovná sou£et °ady

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2

z p°íkladu 2.3.28. Ne
h´

s(x) :=
∞∑

n=1

x2n−1

(2n− 1)2
.

Vidíme, ºe díky vlastnostem mo
ninný
h °ad lze funk
i s(x) derivovat na intervalu (−1, 1) s následují
ím výsledkem

s′(x) =
∞∑

n=1

x2n−2

2n− 1
.

Dále zavedeme novou funk
i h(x) := x s′(x). Pro ni na intervalu (−1, 1) platí

h′(x) =
∞∑

n=1

x2n−2 =
1

1− x2
.
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Zintegrujeme-li (rozkladem na par
iální zlomky) získanou funk
i, máme

h(x) =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
+ C,

kde zjevn¥ C = 0. Odsud pak pro x ∈ (−1, 1)

s(x) =

∫ x

C

1

2t
ln

(
1 + t

1− t

)
dt.

Jelikoº ale platí s(0) = 0, je konstanta C = 0. Zadaná £íselná °ada má tutéº hodnotu jako s(1). Pouºitím Abelovy v¥ty

2.3.23 dostáváme

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
= lim

x→1−
s(x) = lim

x→1−

∫ x

0

1

2t
ln

(
1 + t

1− t

)
dt =

∫ 1

0

1

2t
ln

(
1 + t

1− t

)
dt.

Metodou per partes lze je²t¥ ukázat, ºe

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
= −

∫ 1

0

ln(t)

1− t2
dt.

Tento výpo£et není z
ela triviální, nebo´ vyºaduje n¥kolikanásobnou aplika
i l'Hospitalova pravidla. Doporu£ujeme £tená°i

daný výpo£et provést.

3.2.30 P°íklad

Taylorový
h rozvoj· lze rovn¥º pouºít k výpo£tu limit. Uvaºme nap°. limitu

lim
x→∞

[(
x3 − x2 +

x

2

)
e

1
x −

√
x6 + 1

]
.

Substitu
í y = x−1
p°ejde tato limita na

lim
y→0+

(
1− y + 1

2y
2
)
e
y −

√
1 + y6

y3
.

Dále uºijeme známý
h rozvoj· (viz poznámka 3.2.15)

e
y ≈ 1 + y +

y2

2
+
y3

3!

√
1 + t ≈ 1 +

t

2
⇒

√
1 + y6 ≈ 1.

Po dosazení pak snadno vy
hází, ºe zadaná limita má hodnotu

lim
y→0+

1
6y

3 +
∑∞

n=4 any
n

y3
=

1

6
+ lim

y→0+

∞∑

n=4

any
n−3 =

1

6
.

3.2.31 P°íklad

Hledejme Taylorovu °adu funk
e

g(x) =
1

3
√
5 + x

v bod¥ x = 3 a vy²et°eme její obor konvergen
e. Není velmi obtíºné zjistit, ºe

g(n)(x) = (−1)n
(3n− 2)!!!

3n
(5 + x)−

3n+1
3 , g(n)(3) = (−1)n

1

2

(3n− 2)!!!

24n
.

Proto je hledanou Taylorovou °adou funk
e g(x) °ada

1

2
+

1

2

∞∑

n=1

(−1)n
(3n− 2)!!!

24n n!
(x− 3)n.
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Pro p°evrá
enou hodnotu jejího polom¥ru konvergen
e pak platí

R
−1 = lim

n→∞
(3n+ 1)!!!

24n+1 (n+ 1)!

24n n!

(3n− 2)!!!
= lim

n→∞
3n+ 1

24(n+ 1)
=

1

8
.

Polom¥rem konvergen
e je tedy R = 8. Je dobré si nyní uv¥domit, ºe krajní body intervalu konvergen
e jsou v tomto

p°ípad¥ xℓ = −5 a x℘ = 11. V t¥
hto dvou krajní
h bode
h mají p°íslu²né £íselné °ady následují
í tvary.

∞∑

n=1

(±1)n
(3n− 2)!!!

3n n!
=

∞∑

n=1

(±1)n
(3n− 2)!!!

(3n)!!!
. (3.15)

Konvergen
i obou °ad vy²et°íme alternativním Raabeovým kritériem 2.1.35. Jelikoº je hodnota limity

lim
n→∞

n

(
(3n− 2)!!!

(3n)!!!

(3n+ 3)!!!

(3n+ 1)!!!
− 1

)
= lim

n→∞
n

(
3n+ 3

3n+ 1
− 1

)
= lim

n→∞
2n

3n+ 1
=

2

3

z intervalu (0, 1), je z alternativního Raabeova kritéria jasné, ºe °ada (3.15) konverguje pouze relativn¥, tudíº ºe p°íslu²ným
oborem konvergen
e je mnoºina O = (−5, 11〉.

3.2.32 Poznámka

V této poznám
e vyslovíme tzv. zobe
n¥nou binomi
kou v¥tu. Uºijeme jiº dokázané rovnosti

(1 + x)α =

∞∑

n=0

(
α

n

)
xn

platné z
ela obe
n¥ p°inejmen²ím na intervalu (−1, 1). Pokusme se sestavit analogii binomi
kého rozvoje

(a+ b)n =

n∑

i=0

(
n

i

)
an−i bi

doposud platnou pouze pro n ∈ N. Snadno nahlédneme, ºe pro a+ b > 0

(a+ b)γ = aγ
(
1 +

b

a

)γ

= aγ
∞∑

i=0

(
γ

i

) (
b

a

)i

=

∞∑

i=0

(
γ

i

)
aγ−i bi.

Tato rovnost platná p°inejmen²ím pro taková a, b ∈ R, pro n¥º |b| 6= |a| a a+ b > 0, p°edstavuje zobe
n¥ní binomi
ké

v¥ty tak, jak ji £tená° dosud vnímal. Doporu£ujeme také zváºit pro£ je v p°ed
hozím vztahu nerovnítko ve výrazu |b| 6= |a|
namísto na první pohled o£ekávaného znaku men²í neº. Analogi
ky:

(a+ b)γ =
∞∑

i=0

(
γ

i

)
ai bγ−i.

3.2.33 P°íklad

Pokusme se nalézt sou£et mo
ninné °ady

∑∞
n=1

x2n+1

2n . Ozna£me ho nap°íklad s(x). Jednodu²e lze zjistit, ºe de�ni£ním

oborem hledaného sou£tu bude mnoºina Dom(s) = O = (−1, 1), nebo´ polom¥r konvergen
e je roven jedné a divergen
e

v krajní
h bode
h |x| = 1 je z°ejmá. Ozna£me nyní s(x) = x f(x), kde f(x) =
∑∞

n=1
x2n

2n . Jelikoº je podle p°íslu²né

v¥ty moºno tuto °adu na intervalu O derivovat £len po £lenu, získáváme rovnost

f ′(x) =
∞∑

n=1

2n · x2n−1

2n
=

∞∑

n=1

x2n−1 =
x

1− x2
,

kde jsme na poslední sumu nahlédli jako na na geometri
kou °adu s kvo
ientem x2 a prvním £lenem rovným x. Rozkladem
na par
iální zlomky obdrºíme

f ′(x) =
1
2

1− x
−

1
2

1 + x
,

a proto

f(x) = −1

2
ln
(
1− x2

)
+ C,

kde C = 0, jak lze ur£it z faktu, ºe musí platit f(0) = 0. Pak tedy f(x) = − 1
2 ln
(
1− x2

)
, odkud pak

s(x) = −x
2
ln
(
1− x2

)
.

Tato funk
e je na mnoºin¥ (−1, 1) sou£tem zadané °ady.
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3.2.34 P°íklad

V tomto p°íklad¥ budeme hledat sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=0

x2n+1

(2n)!
.

Ozna£me ho s(x). De�ni£ním oborem hledaného sou£tu bude mnoºina Dom(s) = O = R, nebo´ platí

R
−1
x2 = lim

n→∞
(2n)!

(2n+ 2)!
= lim

n→∞
1

(2n+ 2)(2n+ 1)
= 0 ⇒ Rx2 = ∞ ⇒ R = ∞.

Ozna£me nyní s(x) = x y(x), kde

y(x) =

∞∑

n=0

x2n

(2n)!
.

Derivováním pak získáváme první

y′(x) =
∞∑

n=1

2n · x2n−1

(2n)!
=

∞∑

n=1

x2n−1

(2n− 1)!

a druhou deriva
i

y′′(x) =
∞∑

n=1

(2n− 1) · x2n−2

(2n− 1)!
=

∞∑

n=1

x2n−2

(2n− 2)!
=

∞∑

m=0

x2m

(2m)!
.

Srovnáním se zadanou °adou pak obdrºíme oby£ejnou diferen
iální rovni
i

y′′ − y = 0 (3.16)

s nulovou pravou stranou. Ze v²e
h °e²ení této rovni
e ov²em hledáme jenom takové °e²ení, pro n¥jº bude platit y(0) = 1
a y′(0) = 0. Uvedená rovni
e je lineární diferen
iální rovni
í druhého °ádu s konstantními koe�
ienty. A£koliv korektní

metody °e²ení diferen
iální
h rovni
 budou popsány aº v následují
í kapitole, my zde s p°edstihem uºijeme výsledku

p°íkladu 4.5.10, kde bylo vypo£teno, ºe v²e
hna °e²ení rovni
e (3.16) jsou tvaru y(x) = C1e
x + C2e

−x. Okrajové
podmínky y(0) = 1, y′(0) = 0 pak vedou ke dv¥ma rovni
ím C1 + C2 = 1, C1 − C2 = 0, jeji
hº °e²ením je dvoji
e(
C1, C2

)
= (12 ,

1
2 ). Proto

y(x) =
1

2

(
e
x + e

−x
)
= cosh(x).

P°íklad tedy uzavíráme �nálním tvrzením, ºe

s(x) =

∞∑

n=0

x2n+1

(2n)!
= x · cosh(x), x ∈ R.

3.2.35 P°íklad

V tomto p°íklad¥ budeme hledat sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=0

x2n+1

n!
.

Ozna£me ho s(x). De�ni£ním oborem hledaného sou£tu bude mnoºina Dom(s) = O = R, nebo´ pro polom¥r konver-

gen
e platí rovnost

R = ∞ ⇐ Rx2 = ∞ ⇐ R
−1
x2 = lim

n→∞
n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞
1

n+ 1
= 0.

Ozna£me nyní s(x) = x f(x), kde

f(x) =

∞∑

n=0

x2n

n!
=

∞∑

n=0

(
x2
)n

n!
= e

x2

.

Proto

s(x) =

∞∑

n=0

x2n+1

n!
= xex

2

, x ∈ R.
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3.2.36 P°íklad

Jedním z frekventovaný
h integrál·, které ov²em není moºno °e²it p°ímým integrováním, je ur£itý integrál

∫ x

0

e
−t2

dt.

Problém p°i pokusu °e²it ho analyti
ky spo£ívá v tom, ºe primitivní funk
e k funk
i e
−x2

nemá elementární tvar, není tudíº

vyjád°itelná jako "klasi
ká"funk
e. To je okamºik, kdy s výhodou uºijeme teorii o mo
ninný
h aproxima
í
h probranou

d°íve. Zmín¥ný integrál modi�kujeme do £asto uºívaného tvaru Erf(x) := 2√
π

∫ x

0
e
−t2

dt. Tuto funk
i bývá v matemati
e

zvykem ozna£ovat jako 
hybovou funk
i nebo angli
ky error fun
tion (odtud zkratka v ozna£ení). Postup p°i stanovení

mo
ninné °ady, jeº se rovná 
hybové funk
i, zahájíme hledáním Ma
laurinovy °ady integrandu. Jak snadno nahlédneme

nap°íklad z poznámky 3.2.15, platí vztah

e
−t2 =

∞∑

n=0

(−1)n
t2n

n!
, t ∈ R.

Jelikoº je na intervalu konvergen
e moºno podle p°íslu²ný
h v¥t integrovat a derivovat £len po £lenu, platí také

Erf(x) :=
2√
π

∫ x

0

∞∑

n=0

(−1)n
t2n

n!
dt =

2√
π

∞∑

n=0

∫ x

0

(−1)n
t2n

n!
dt =

2√
π

∞∑

n=0

(−1)n
[

t2n+1

(2n+ 1)n!

]x

0

dt =

=
2√
π

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)n!
.

Ch
eme-li nalézt p°ibliºnou hodnotu 
hybové funk
e, vezmeme první
h k+1 £len· jejího úplného rozvoje, £ímº získáme

hodnotu

Erf(x) ≈ 2√
π

k∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)n!
. (3.17)

Zbývá ov²em vy£íslit 
hybu tohoto p°iblíºení. Jelikoº je ale p°íslu²ná Ma
laurinova °ada °adou st°ídají
í
h znamének,

m·ºe být hledaná 
hyba R2k+2(x) odhadnuta absolutní hodnotou následují
ího £lenu, tj. prvního £lenu, jeº nebyl zahrnut
do aproxima
e (3.17). Tedy

R2k+2(x) 6 R2k+2(x) =
x2k+3

(2k + 3)(k + 1)!
.

Jak je patrno, odhad 
hyby R2k+2(x) konverguje pro k → ∞ pom¥rn¥ ry
hle k nule, tedy jiº první aproxima
e (pro

malá k) budou pom¥rn¥ p°esné. Pro ilustra
i v následují
ím obrázku vykreslujeme pr·b¥h 
hybové funk
e.

2 −2 −4 4

1

−1

Erf(x)

x

Obrázek 3.13

Chybová funk
e Erf(x) (plnou £arou) a její aproxima
e pro k = 20 (p°eru²ovanou

£arou).

Pro názornou p°edstavu níºe ilustrujeme zp·sob konvergen
e Ma
laurinovy °ady funk
e Erf(x) pro rostou
í k, tedy
pro p°esn¥j²í aproxima
i.
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2 −2 −4 4

1

−1

Erf(x)

x

Obrázek 3.14

Chybová funk
e Erf(x) (plnou £arou) a její aproxima
e pro k = 40 (p°eru²ovanou

£arou).

3.3 Cvi£ení

Cvi£ení 3.1

Rozhodn¥te, zda je funk
e f(x) = x3
analyti
ká v bod¥ a = 2. Podrobn¥ zd·vodn¥te.

Cvi£ení 3.2

Nalezn¥te Ma
laurinovy °ady základní
h funk
í z poznámky 3.2.15 a stanovte jeji
h obory konvergen
e.

Cvi£ení 3.3

Funk
i f(x) = ln
(
cos(x)

)
rozepi²te do mo
ninné °ady aº do £lenu s x6

v£etn¥.

Cvi£ení 3.4

Funk
i f(x) = sin
(
sin(x)

)
rozepi²te do mo
ninné °ady aº do £lenu s x3

v£etn¥.

Cvi£ení 3.5

Funk
i

f(x) = ln

(
1

2 + 2x+ x2

)

rozloºte do mo
ninné °ady podle mo
nin výrazu x+ 1.

Cvi£ení 3.6

Rozkladem na par
iální zlomky nalezn¥te rozvoj funk
e

f(x) =
x

1− x− 2x2

do Ma
laurinovy °ady a ur£ete její obor konvergen
e.

Cvi£ení 3.7

Nalezn¥te sou£et s(x) mo
ninné °ady

s(x) =
∞∑

n=0

x2n+1

2n+ 1
.

Cvi£ení 3.8

Nalezn¥te sou£et s(x) mo
ninné °ady

s(x) =
∞∑

n=1

n
2
x
n−1

.
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Cvi£ení 3.9

Pro mo
ninnou °adu

y(x) =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!

ukaºte, ºe platí y′′(x) = y(x).

Cvi£ení 3.10

Integrováním £len po £lenu vypo£t¥te sou£et °ady

x− 4x2 + 9x3 − 16x4 + 25x5 − . . .

Cvi£ení 3.11

Ov¥°te, ºe °ada funk
í

y(x) =

∞∑

n=0

xn

(n!)2

vyhovuje oby£ejné diferen
iální rovni
i xy′′ + y′ − y = 0.

Cvi£ení 3.12

Derivováním nebo integrováním £len po £lenu vypo£t¥te sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=1

n(n+ 1)xn
.

Cvi£ení 3.13

Nalezn¥te sou£et £íselné °ady

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1) 4n
.

Cvi£ení 3.14

Nalezn¥te sou£et £íselné °ady

∞∑

n=1

(−1)n+1 2n+ 1

n2 + n
.

Cvi£ení 3.15

S jakou p°esností bude vypo£tena hodnota

π
4
, jestliºe pouºijeme první
h p¥t £len· Ma
laurinova rozvoje funk
e arctg(x) pro

x = 1?

Cvi£ení 3.16

Metodou neznámý
h koe�
ient· nalezn¥te první £ty°i nenulové £leny Ma
laurinova rozvoje funk
e tg(x).

Cvi£ení 3.17

Vypo£t¥te p°ibliºnou hodnotu integrálu

∫ 1
4

0

e
−x2

dx

pomo
í t°í nenulový
h £len· p°íslu²ného rozvoje a odhadn¥te 
hybu.

Cvi£ení 3.18

Pomo
í vhodného Ma
laurinova rozvoje vypo£t¥te

lim
x→0

x+ ln
(√

1 + x2 − x
)

x3
.

Cvi£ení 3.19

Vypo£t¥te p°ibliºn¥ hodnotu £ísla ln(5) pomo
í první
h p¥ti nenulový
h £len· p°íslu²ného rozvoje a odhadn¥te 
hybu.
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Cvi£ení 3.20

Vypo£t¥te p°ibliºn¥ hodnotu integrálu ∫ 1

0

ln(x)

1 + x2
dx.

Návod: Daný integrál upravte s pouºitím metody per partes na jiný integrál. Uºijte faktu, ºe

lim
x→0+

ln(x) arctg(x) = 0.

Hodnotu získaného integrálu odhadn¥te pomo
í první
h p¥ti nenulový
h £len· p°íslu²né °ady a stanovte korektní odhad 
hyby.

Dále pomo
í vhodného rozvoje dokaºte vztah z druhého bodu nápov¥dy.

Cvi£ení 3.21

Nalezn¥te sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=0

(2n+ 1) x2n

n!
.

Cvi£ení 3.22

Nalezn¥te sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=0

n2 + 1

(2n)!!
x
n
.

Cvi£ení 3.23

Pomo
í vhodné mo
ninné °ady vypo£t¥te

lim
x→∞

(
x− x

2 ln

(
1 +

1

x

))
.

Cvi£ení 3.24

Se£t¥te

∞∑

n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
.

Cvi£ení 3.25

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞∑

n=0

(−1)n
nxn+1

3n

a ur£ete její sou£et.

Cvi£ení 3.26

Funk
i

f(x) = x ln
(
x+

√
1 + x2

)
−
√

1 + x2

rozvi¬te do Ma
laurinovy °ady a vy²et°ete její obor konvergen
e.

Cvi£ení 3.27

Pomo
í vhodný
h Taylorový
h rozvoj· ur£ete hodnotu limity

lim
x→0

sin
(
sin(x)

)
− x 3

√
1− x2

x5
.

Cvi£ení 3.28

Nalezn¥te sou£et £íselné °ady

∞∑

n=1

n25n

n!
.

Cvi£ení 3.29

Funk
i

f(x) =

∫ x

0

arctg(t)

t
dt

rozvi¬te do mo
ninné °ady se st°edem v bod¥ nula a ur£ete její obor konvergen
e.
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Cvi£ení 3.30

Nalezn¥te sou£et £íselné °ady

∞∑

n=2

(−1)n

n2 − 1
.

Cvi£ení 3.31

Uºitím vhodný
h Taylorový
h °ad ur£ete hodnotu limity limx→0

(
e
xx−3 sin(x)− x−2(1 + x)

)
.

Cvi£ení 3.32

Se£t¥te

∞∑

n=2

(−1)n

n2 + n− 2
.

Cvi£ení 3.33

Vypo£t¥te limitu

lim
x→∞

[√
x12 + 1−

(
x
6 − x

4 +
x2

2

)
e

1
x2

]
.

Cvi£ení 3.34

Nalezn¥te Ma
laurinovu °adu funk
e

f(x) =
x

1− x− x2 + x3

a její interval konvergen
e.

Cvi£ení 3.35

Nalezn¥te sou£et následují
í £íselné °ady

∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n+ 2)!!

1

2n+ 1

1

4n+1
.

Cvi£ení 3.36

Nalezn¥te sou£et °ady

∞∑

n=0

1

(2n+ 1) 16n
.

Cvi£ení 3.37

Nalezn¥te sou£et °ady

∞∑

n=1

(n− 1)2

2n−1
.

Cvi£ení 3.38

Pomo
í první
h p¥ti nenulový
h £len· vhodné mo
ninné °ady odhadn¥te hodnotu ur£itého integrálu

∫ 1

0

sinh(x)

x
dx.

Stanovte korektní odhad 
hyby.

Cvi£ení 3.39

Pro parametr α, pro n¥jº platí, ºe

α
3
∈ R+ \N, vy²et°ete obor konvergen
e a sou£et °ady

∞∑

n=1

α(α− 3)(α− 6) . . . (α− 3n+ 3)

n!
x
n
.

Cvi£ení 3.40

Se£t¥te

∞∑

n=1

n(n+ 2)

2n
.
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Cvi£ení 3.41

Se£t¥te

∞∑

n=1

(−1)n

4n2 − 1
.

Cvi£ení 3.42

Ukaºte, ºe ∫ 1

0

ln(x)

x− 1
dx =

∞∑

n=1

1

n2
.

Cvi£ení 3.43

Uºitím vhodný
h Taylorový
h °ad ur£ete hodnotu limity

lim
x→0

2
(
tg(x)− sin(x)

)
− x3

x5
.

Cvi£ení 3.44

Pomo
í vhodné mo
ninné °ady vypo£t¥te £íslo

4
√
700 s 
hybou men²í neº 10−4.

Cvi£ení 3.45

Ov¥°te, zda platí rovnost

∞∑

n=1

∫ 1

0

xn

n
dx =

∫ 1

0

∞∑

n=1

xn

n
dx.

Cvi£ení 3.46

Dokaºte, ºe Ma
laurinova °ada funk
e e
−x2

nekonverguje na svém oboru konvergen
e stejnom¥rn¥.

Cvi£ení 3.47

Nalezn¥te sou£et funk£ní °ady

s(x) =
∞∑

n=1

e
−nx

n

na mnoºin¥ 〈c,∞), kde c > 0. Neopome¬te prokázat oprávn¥nost v²e
h provád¥ný
h opera
í.

Cvi£ení 3.48

Nalezn¥te sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=0

(−1)n n

2n(4n)!!
x
2n
.

Cvi£ení 3.49

Nalezn¥te sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=1

n2(n+ 1)

(n− 1)!
x
n

a jeho de�ni£ní obor.

Cvi£ení 3.50

Nalezn¥te sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=1

x4n−1

(4n− 1)!
.

Cvi£ení 3.51

Nalezn¥te sou£et £íselné °ady

∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3n−1

a výsledek maximáln¥ zjednodu²te.
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Cvi£ení 3.52

Nalezn¥te obor konvergen
e a sou£et funk£ní °ady

∞∑

n=1

(−1)n+1

n 2n
x(x+ x

2)n.

Cvi£ení 3.53

Pro funk
i

f(x) =
2

8x3 + 4x2 + 2x+ 1

vypo£t¥te podíl

f(101)(0)

f(100)(0)
.

Cvi£ení 3.54

Se£t¥te mo
ninnou °adu

∞∑

n=0

n2

(2n)!!
x
n
.

Cvi£ení 3.55

Ur£ete sou£et mo
ninné °ady

∞∑

n=1

(−1)n+1 n− 1

n(n+ 1)
x
n+1

a jeho de�ni£ní obor. Výsledek maximáln¥ zjednodu²te.

Cvi£ení 3.56

Sestavte mo
ninnou °adu spojitý
h funk
í de�novaný
h na mnoºin¥ R takovou, aby jejím oborem konvergen
e byl polouzav°ený

interval O = 〈2, 8).

Cvi£ení 3.57

P°ímou metodou odvo¤te tvar Ma
laurinovy °ady pro funk
i f(x) =
√
4− x. Upravte do nejjednodu²²ího moºného tvaru. Poté

korektn¥ ur£ete její obor konvergen
e.

Cvi£ení 3.58

Nalezn¥te Taylorovu °adu reprezentují
í integrál ∫ x

0

1√
1 + 16t4

dt

a stanovte její obor konvergen
e. �adu upravte do tvaru s dvojnými faktoriály.
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Kapitola 4

Oby£ejné diferen
iální rovni
e

V této kapitole se budeme v¥novat z
ela zásadní problemati
e, jeº se vyskytuje ve v²e
h fyzikální
h, ekonomi
ký
h,

biologi
ký
h a dal²í
h dis
iplíná
h. Jedná se o °e²ení rovni
, kdy neznámou není £íselná hodnota, nýbrº funk
e jedné

prom¥nné. P°itom klí£ovou otázkou pro nás nebude pouze nalezení °e²ení diferen
iální rovni
e, ale hlavn¥ (a v matemati
e

jde o to p°edev²ím) diskuse prostoru v²e
h °e²ení dané rovni
e. Budeme se tedy také snaºit prokázat, ºe jsme nalezli

v²e
hna °e²ení, a ºe tudíº ºádné jiné jiº nalezeno být nem·ºe.

4.1 Základní pojmy

4.1.1 Úmluva

V 
elé této kapitole je symbol C (v£etn¥ v²e
h indexovaný
h variant) vymezen pro libovolnou pevn¥ zvolenou reálnou

konstantu a symbol I (op¥t v£etn¥ v²e
h indexovaný
h variant) pro otev°ený interval z mnoºiny R v²e
h reálný
h £ísel,

tj. I = (a, b), kde −∞ 6 a < b 6 +∞.

4.1.2 De�ni
e

Ne
h´ F (t, z0, z1, . . . , zn) je reálná funk
e n+2 reálný
h prom¥nný
h, která je spojitá vzhledem ke v²em prom¥nným a

vzhledem k zn není konstantní. Ne
h´ je de�nována na mnoºin¥ Ω ⊂ Rn+2
. Potom symbol

F (x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n−1)(x), y(n)(x)) = 0 (4.1)

nazýváme (oby£ejnou) diferen
iální rovni
í n-tého °ádu pro neznámou funk
i y(x). �e²ením rovni
e (4.1) v mnoºin¥ Ω
na otev°eném intervalu I nazýváme funk
i y(x), pokud má na I v²e
hny deriva
e do °ádu n v£etn¥, pro kaºdé x ∈ I je

(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)) ∈ Ω a platí rovnost (4.1). Otev°ený interval I nazýváme intervalem °e²ení diferen
iální

rovni
e. Je-li dále F (t, z0, z1, . . . , zn) polynom stupn¥ m v prom¥nný
h z0, z1, . . . , zn, °ekneme, ºe diferen
iální rovni
e

(4.1) je stupn¥ m. Diferen
iální rovni
i prvního stupn¥ nazýváme také lineární diferen
iální rovni
í. Rovni
i, která není

lineární, nazýváme nelineární diferen
iální rovni
í.

4.1.3 Poznámka

Vy°e²it danou diferen
iální rovni
i tedy znamená ur£it v²e
hny funk
e y(x) ∈ Cn(I), jeº spl¬ují rovnost (4.1), a otev°ený
interval, na n¥mº uvedené funk
e tuto rovnost spl¬ují.

4.1.4 De�ni
e

Je-li funk
e y(x) °e²ením rovni
e (4.1) v Ω na intervalu I a ỹ(x) °e²ením na Ĩ, kde I $ Ĩ, p°i£emº y(x) = ỹ(x) na I,

pak °íkáme, ºe ỹ(x) je prodlouºením y(x) na interval Ĩ a y(x) je zúºením ỹ(x) na interval I. Takové °e²ení, ke kterému

v Ω neexistuje prodlouºení, nazýváme maximálním °e²ením v Ω.

4.1.5 P°íklad

Funk
e y(x) = e
x
s de�ni£ním oborem (−1, 1) je zjevn¥ °e²ením diferen
iální rovni
e

y′ − y = 0.
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Maximálním °e²ením této rovni
e je ale funk
e y(x) = e
x
s intervalem °e²ení I = R. Podotýkáme, ºe maximální
h °e²ení

dané diferen
iální rovni
e m·ºe být ví
e. Zde nap°. funk
e z(x) = 0, u(x) = 4ex pro x ∈ R jsou také maximálními

°e²eními uvedené rovni
e.

4.1.6 De�ni
e

Lineární diferen
iální rovni
í °ádu n budeme od této 
hvíle rozum¥t rovni
i tvaru

y(n)(x) + pn−1(x)y
(n−1)(x) + . . .+ p1(x)y

′(x) + p0(x)y(x) = q(x), (4.2)

kde p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x), q(x) jsou spojité funk
e prom¥nné x na otev°eném intervalu I ⊂ R a y(x) je neznámá

funk
e. Jestliºe q(x) = 0, °íkáme, ºe (4.2) je lineární diferen
iální rovni
í bez pravé strany (nebo s nulovou pravou

stranou). Rovni
i

y(n)(x) + pn−1(x)y
(n−1)(x) + . . .+ p1(x)y

′(x) + p0(x)y(x) = 0 (4.3)

nazýváme rovni
í bez pravé strany p°íslu²nou k diferen
iální rovni
i (4.2). Funk
e p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x) nazýváme

(funk£ní) koe�
ienty diferen
iální rovni
e. Jsou-li v²e
hny funk
e p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x) konstantními funk
emi na I,
°ekneme, ºe rovni
e (4.2), resp. (4.3) jsou s konstantními koe�
ienty.

4.1.7 Poznámka

V literatu°e se n¥kdy diferen
iální rovni
e bez pravé strany nazývá homogenní rovni
í a rovni
e s pravou stranou rovni
í

nehomogenní. My se této terminologii z d·vodu k°íºení pojm· (viz dále) rad¥ji vyhneme.

4.1.8 De�ni
e

Ne
h´ p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x), q(x) jsou funk
e spojité na otev°eném intervalu I ⊂ R. Pro libovolnou funk
i y(x),
která má na I vlastní deriva
e do °ádu n, poloºme

L̂
(
y(x)

)
= y(n)(x) + pn−1(x)y

(n−1)(x) + . . .+ p1(x)y
′(x) + p0(x)y(x).

Pak zobrazení L̂ : Cn(I) 7→ C(I) nazýváme (oby£ejným) diferen
iálním operátorem °ádu n p°íslu²ným k rovni
ím

(4.2) a (4.3). Funk
e p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x) se nazývají funk£ními koe�
ienty operátoru L̂. Jsou-li v²e
hny funk
e

p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x) konstantními funk
emi na I, °ekneme, ºe L̂ je operátorem s konstantními koe�
ienty.

4.1.9 Poznámka

Uºijeme-li nyní symboliku zavedenou v p°ede²lé de�ni
i, lze rovni
i (4.2) zapsat ve zformalizovaném tvaru

L̂
(
y(x)

)
= q(x). (4.4)

�e²it diferen
iální rovni
i (4.4) pak de fa
to znamená nalézt v mnoºin¥ Cn(I) (tedy v de�ni£ním oboru diferen
iálního

operátoru L̂) takové funk
e, které operátor L̂
(
y(x)

)
zobrazuje na funk
i q(x).

4.1.10 V¥ta

Diferen
iální operátor L̂ je lineární na mnoºin¥ Dom(L̂) = Cn(I).

D·kaz:

• ne
h´ p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x), q(x) jsou spojité funk
e na otev°eném intervalu I ⊂ R

• ne
h´ y(x) je funk
e t°ídy Cn
na I a k ∈ R

• 
h
eme ukázat, ºe L̂
(
k · y(x)

)
= k · L̂

(
y(x)

)

• k tomu uºijeme snadné vlastnosti deriva
e, a si
e

d
m

dxm

(
k · y(x)

)
= k · y(m)(x)

• pak ale L̂
(
k · y(x)

)
= k · y(n)(x) + k · pn−1(x)y

(n−1)(x) + . . .+ k · p0(x)y(x) = k · L̂
(
y(x)

)

• odtud plyne, ºe k · y(x) ∈ Cn(I)
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• ne
h´ dále y1(x) a y2(x) jsou funk
e t°ídy Cn(I)

• 
h
eme ukázat, ºe L̂
(
y1(x) + y2(x)

)
= L̂

(
y1(x)

)
+ L̂

(
y2(x)

)

• uºijeme proto dal²í vlastnosti deriva
e, a si
e

d
m

dxm
(
y1(x) + y2(x)

)
= y

(m)
1 (x) + y

(m)
2 (x)

• pak ale

L̂
(
y1(x) + y2(x)

)
= y

(n)
1 (x) + y

(n)
2 (x) + pn−1(x)y

(n−1)
1 (x) + pn−1(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+

+p1(x)y
′
1(x) + p1(x)y

′
2(x) + p0(x)y1(x) + +p0(x)y2(x) = L̂

(
y1(x)

)
+ L̂

(
y1(x)

)

• odtud plyne, ºe y1(x) + y2(x) ∈ Cn(I), 
oº zakon£uje d·kaz

4.1.11 De�ni
e

Ne
h´ L̂ je diferen
iální operátor °ádu n ∈ N p·sobí
í na de�ni£ním oboru Cn(I). Pak de�nujeme

Ω0 := {y(x) ∈ Dom(L̂) : L̂(y(x)) = 0}.

Je-li q(x) ∈ C(I) libovolná funk
e spojitá na I, pak de�nujeme

Ωq := {y(x) ∈ Dom(L̂) : L̂(y(x)) = q(x)}.

4.1.12 V¥ta

Mnoºina Ω0 je vektorovým prostorem nad t¥lesem R, a reprezentuje tedy podprostor vektorového prostoru Cn(I). Mno-

ºina Ωq je lineární varietou.

D·kaz:

• mnoºina Ω0 v²e
h funk
í, které vyhovují rovni
i L̂
(
y(x)

)
= 0, de fa
to p°edstavuje tzv. jádro operátoru L̂

• jak je známo ze základní
h partií lineární algebry, tvo°í jádro operátoru vºdy vektorový prostor, a Ωq je tudíº

lineární varietou, tedy prostorem, který vznikl "posunutím"vektorového prostoru Ω0 o tzv. partikulární °e²ení, které

je v p°ípad¥ diferen
iální
h rovni
 reprezentováno jistou nenulovou funk
í yp(x)

• rozdíl dvou funk
í z Ωq tedy vºdy padne do Ω0

• o platnosti tvrzení se lze v²ak snadno p°esv¥d£it také p°ímo uºitím vlastností operátoru L̂

4.1.13 Poznámka

P°ede²lá v¥ta p°edstavuje jeden z elementární
h (ale zásadní
h) poznatk· teorie diferen
iální
h rovni
. �e²ení dife-

ren
iální
h rovni
 L̂(y(x)) = 0 a L̂(y(x)) = q(x) lze tedy symboli
ky vyjád°it takto. Ve vektorovém prostoru Cn(I)

hledáme podprostor Ω0, jehoº v²e
hny prvky (v tomto p°ípad¥ jsou to funk
e) zobrazuje operátor L̂ na ryze nulo-

vou funk
i o(x) = 0 na I. Analogi
ky, °e²íme-li rovni
i L̂(y(x)) = q(x), hledáme lineární varietu Ωq, jejíº v²e
hny

prvky zobrazuje operátor L̂ na funk
i q(x). Z teorie naví
 víme, ºe jist¥ existuje funk
e (tzv. partikulární °e²ení) yp(x)
tak, ºe Ωq = Ω0 + yp(x). Rozsáhlost obou prostor· je naví
 ur£ena dimenzionalitou prostoru Ω0. Pro ur£ení dimenze

Ω0 je ale nezbytné zjistit bázi tohoto prostoru. Dal²í text ukáºe, jakými prost°edky se báze v Ω0 hledají. Ozna£íme-li

y1(x), y2(x), . . . , ym(x) lineárn¥ nezávislá °e²ení rovni
e L̂(y(x)) = 0 a budou-li v²e
hny funk
e z Ω0 lineárními kombi-

na
emi funk
í y1(x), y2(x), . . . , ym(x), bude uvedený soubor funk
í reprezentovat bázi v Ω0 a bude také moºno prokázat,

ºe Ω0 = [y1(x), y2(x), . . . , ym(x)]λ a dim(Ω0) = m. Pak bude také platit, ºe

Ωq = [y1(x), y2(x), . . . , ym(x)]λ + yp(x).

Upozor¬ujeme ale d·razn¥, ºe p°ede²lá v¥ta je vyslovena pouze pro lineární diferen
iální rovni
i. Pro nelineární rovni
e

ni
 podobného neplatí.
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4.1.14 V¥ta

Ne
h´ u(x) je jedno °e²ení rovni
e (4.2). Pak v²e
hna °e²ení rovni
e (4.2) jsou práv¥ v²e
hny funk
e y(x) dané rovností

y(x) = z(x) + u(x),

kde za z(x) klademe v²e
hna °e²ení rovni
e (4.3).

D·kaz:

• První implika
e:

� ne
h´ L̂
(
u(x)

)
= q(x) a L̂

(
z(x)

)
= 0

� z linearity operátoru L̂ plyne, ºe L̂
(
y(x)

)
= L̂

(
z(x)

)
+ L̂

(
u(x)

)
= q(x)

• Druhá implika
e:

� dokáºeme, ºe rovni
e (4.2) nemá jiné °e²ení neº tvaru y(x) = z(x) + u(x)

� p°edpokládejme pro spor, ºe existují dv¥ °e²ení y1(x) a y2(x) taková, ºe L̂
(
y1(x)

)
= q(x) a L̂

(
y2(x)

)
= q(x),

a neexistuje ºádná funk
e z(x), pro niº by platilo L̂
(
z(x)

)
= 0 a y2(x) = y1(x) + z(x)

� vidíme ale, ºe L̂
(
y2(x)− y1(x)

)
= 0

� odtud je jasné, ºe z(x) := y2(x)− y1(x) musí být °e²ením rovni
e (4.3)

4.1.15 Poznámka

Bývá zvykem zapisovat °e²ení rovni
e (4.2) v po°adí y(x) = z(x) + u(x), kde z(x) jsou v²e
hna °e²ení p°íslu²né rovni
e

(4.3) a u(x) jedno °e²ení rovni
e (4.2). �e²ení u(x) se nazývá °e²ením partikulárním.

4.1.16 Poznámka

Ne
h´ C(a, b) je vektorový prostor spojitý
h funk
í na intervalu (a, b) de�novaný nad t¥lesem R. Budou-li dv¥ funk
e

(vektory) f(x), g(x) ∈ C(a, b) lineárn¥ závislé, bude to znamenat, ºe existuje £íslo C ∈ R tak, ºe rovnost f(x) = Cg(x)
platí pro v²e
hna x ∈ (a, b). Podobn¥: bude-li soubor funk
í f1(x), f2(x), . . . , fn(x) ∈ C(a, b) lineárn¥ závislý, bude

existovat netriviální vektor konstant (C1, C2, . . . , Cn) 6= ~0 takový, ºe rovnost

C1f1(x) + C2f2(x) + . . .+ Cnfn(x) = 0

platí pro v²e
hna x ∈ (a, b).

4.2 Lineární diferen
iální rovni
e prvního °ádu

Nejjednodu²²í diferen
iální rovni
í je lineární rovni
e prvního °ádu. Její °e²ení je veli
e jednodu
hé a v podstat¥ sestává

z výpo£tu dvou neur£itý
h integrál·.

4.2.1 V¥ta

Ne
h´ p(x), q(x) jsou spojité funk
e na intervalu I. Ne
h´ pro funk
e P (x), S(x) platí na intervalu I rovnosti P ′(x) =
p(x) a S′(x) = q(x) eP (x). Pak v²e
hna °e²ení rovni
e

y′(x) + p(x)y(x) = q(x) (4.5)

jsou dána p°edpisem

y(x) = e
−P (x)

(
S(x) + C

)
. (4.6)

D·kaz:

• Odvození:

� rovni
i (4.5) vynásobíme faktorem e
P (x), tj.

y′(x) eP (x) + p(x)y(x) eP (x) = q(x) eP (x)
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� levá strana p°edstavuje deriva
i sou£inu y(x) eP (x), a protoºe S′(x) = q(x) eP (x), platí dále

y(x) eP (x) = S(x) + C

� °e²ení uvedené rovni
e mají tedy tvar y(x) = e
−P (x)

(
S(x) + C

)

• Jednozna£nost:

� dokazujeme sporem

� ne
h´ tedy funk
e z(x) °e²í rovni
i (4.5), ale p°itom není tvaru e
−P (x)

(
S(x) + C

)

� tedy

z′(x) + p(x)z(x) = q(x) (4.7)

� ne
h´ y(x) = e
−P (x)

(
S(x) + C

)

� podle první £ásti d·kazu tedy y(x) °e²í zkoumanou rovni
i, tj.

y′(x) + p(x)y(x) = q(x) (4.8)

� ode£t¥me nyní rovni
e (4.7) a (4.8)

� pak

(
z′(x) − y′(x)

)
+ p(x)

(
z(x)− y(x)

)
= 0

� tuto rovni
i vynásobme faktorem e
P (x)

� rovni
e pak p°e
hází do tvaru

[(
z(x)− y(x)

)
e
P (x)

]′
= 0

� odtud

z(x) = y(x) + C̃ e
−P (x) = e

−P (x)
(
S(x) + C

)
+ C̃e

−P (x) = e
−P (x)

(
S(x) + D

)

� to je ale spor s p°edpokladem, £ímº je prokázáno, ºe rovni
e (4.5) nemá ºádná jiná °e²ení neº ta tvaru (4.6)

4.2.2 P°íklad

�e²me rovni
i y′ − 2xy = 2x na mnoºin¥ Ω = R3. Vypo£teme P (x) =
∫
p(x)dx = −x2 (posta£í jedna z primitivní
h

funk
í), 
elou rovni
i vynásobíme faktorem e
P (x) = e

−x2

a získáme

y′e−x2 − 2xy e−x2

= 2x e−x2

.

Tato rovni
e je ekvivalentní rovni
i

(
y · e−x2

)′
=
(
−e

−x2

+ C

)′
.

Odtud jiº získáme maximální °e²ení y(x) = C e
x2 − 1, kde I = R.

4.2.3 De�ni
e

Funk
e e
P (x)

z v¥ty 4.2.1 se nazývá integra£ním faktorem rovni
e (4.5).

4.2.4 Poznámka

Pojem integra£ní faktor má také obe
n¥j²í uºití. Viz nap°. p°íklad 4.3.18 nebo kniha [14℄.
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4.2.5 V¥ta

Ne
h´ p(x) je funk
e spojitá na otev°eném intervalu I ⊂ R. Ne
h´ v(x) je jedno nenulové °e²ení rovni
e

y′(x) + p(x)y(x) = 0. (4.9)

Pak v²e
hna °e²ení rovni
e (4.9) jsou práv¥ funk
e y(x) = C v(x), tj. pro kaºdé °e²ení rovni
e (4.9) platí y(x) ∈
[
v(x)

]
λ
.

D·kaz:

• uºijeme v¥tu 4.2.1 a poloºíme v ní q(x) = 0

• odtud S(x) = C1

• °e²ení je tudíº tvaru y(x) = e
−P (x)

(
C1 + C2

)
= C3 e

−P (x)

• tak vypadají podle 4.2.1 v²e
hna °e²ení rovni
e (4.9)

• v(x) je jedno z ni
h, a tedy v(x) = C4e
−P (x) (C4 6= 0)

• pro v²e
hna °e²ení tedy platí

y(x) =
C3

C4
C4e

−P (x) =
C3

C4
v(x) = C v(x)

4.2.6 D·sledek

V²e
hna °e²ení rovni
e (4.9) tvo°í jednorozm¥rný vektorový prostor nad R, tj. jádro lineárního operátoru L̂ = d
dx + p(x)

prvního °ádu má dimenzi jedna. To tedy zna£í, ºe uvaºujeme-li rovni
i (4.9), platí Ω0 = [eP (x)]λ, kde P
′(x) = p(x).

4.2.7 Poznámka

Rovni
i

y(k+1)(x) + p(x)y(k)(x) = q(x)

lze p°evést na lineární rovni
i prvního °ádu substitu
í z(x) := y(k)(x). Potom p·vodní rovni
e p°ejde na tvar z′(x) +
p(x)z(x) = q(x), který jiº snadno pomo
í v¥ty 4.2.1 vy°e²íme. Dále pak provedeme k integra
í k získání °e²ení 
elé

úlohy.

4.2.8 P°íklad

Hledejme maximální °esení diferen
iální rovni
e

xy′′ + 8x5ex
2

=
(
1 + 2x2

)
y′,

vyhovují
í podmínkám y(1) = e a y′(1) = 2e. Zavedeme novou funk
i z(x) = y′(x), £ímº triviáln¥ sníºíme °ád rovni
e.

Obdrºíme tak lineární diferen
iální rovni
i

z′ −
(
1

x
+ 2x

)
z = −8x4ex

2

.

Jejím integra£ním faktorem je výraz x−1
e
−x2

. Je-li jím rovni
e násobena, získáváme rovni
i

(
z(x) · 1

x
e
−x2

)′
= −8x3.

Odtud

z(x) · 1
x
e
−x2

= −2x4 + C,

a tedy

z(x) = C xex
2 − 2x5ex

2

.

Pak ale

y(x) =

∫
z(x) dx = D+

C

2
e
x2

+ e
x2(−x4 + 2x2 − 2

)
.

Konstanty C̃ a C ur£íme z podmínek y(1) = e a y′(1) = 2e. Odtud D = 0 a C = 4. Hledaným maximálním °e²ením je

tudíº funk
e

y(x) = x2ex
2(
2− x2

)
, x ∈ R.
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4.3 Nelineární diferen
iální rovni
e prvního °ádu

Sloºit¥j²ími p°ípady diferen
iální
h rovni
 prvního °ádu jsou rovni
e nelineární. Ty je nutno °e²it v závislosti na tom,

jakého jsou typu. Seznámíme se nyní podrobn¥ji s metodami °e²ení n¥který
h z ni
h.

4.3.1 De�ni
e

Ne
h´ p(x), q(x) jsou funk
e spojité na intervalu I a ne
h´ α ∈ R \ {0, 1}. Potom rovni
i tvaru

y′(x) + p(x)y(x) = q(x)yα(x) (4.10)

nazveme Bernoulliho diferen
iální rovni
í.

4.3.2 Poznámka

Bernoulliho diferen
iální rovni
i °e²íme tak, ºe 
elou rovni
i vynásobíme faktorem (1− α)y−α(x). Tím dostáváme

(1− α)y−α(x)y′(x) + p(x)(1 − α)y1−α(x) = (1 − α) q(x).

Poté zavedeme novou funk
i z(x) = y1−α(x), £ímº obdrºíme lineární diferen
iální rovni
i

z′(x) + p(x)(1 − α)z(x) = (1− α) q(x),

nebo´ z′(x) = (1−α) y−α(x)y′(x). Dále °e²íme standardn¥, tedy metodou integra£ního faktoru. Zde pouze podotýkáme,

ºe pro α > 0 je funk
e y(x) = 0 °e²ením kaºdé Bernoulliho rovni
e.

4.3.3 Poznámka

Budeme se nyní zabývat hledáním °e²ení diferen
iální rovni
e

f(x, y) + g(x, y)y′ = 0, (4.11)

kde f(x, y) a g(x, y) jsou spojité funk
e dvou prom¥nný
h.

4.3.4 De�ni
e

Ne
h´ f(x, y) a g(x, y) jsou spojité funk
e dvou prom¥nný
h. �e²ením diferen
iální rovni
e (4.11) rozumíme kaºdou

funk
i y = ϕ(x), resp. x = ψ(y), de�novanou na otev°eném intervalu I, pro kterou platí

f
(
x, ϕ(x)

)
+ g
(
x, ϕ(x)

)
ϕ′(x) = 0, respektive f

(
ψ(y), y

) dψ
dy

+ g
(
ψ(y), y

)
= 0.

4.3.5 Poznámka

P°i °e²ení diferen
iální
h rovni
 tvaru (4.11) uºijeme s výhodou teorie impli
itní
h funk
í. A£koliv se tato problematika

probírá aº v pokro£ilej²í
h partií
h studia matemati
ké analýzy, nebude pravd¥podobn¥ obtíºné nahlédnout do následu-

jí
í
h úvah. Vezm¥me diferen
ovatelnou funk
i H(x, y) dvou prom¥nný
h a zkoumejme rovnost H(x, y) = C. Mnoºinou

v²e
h bod· v R2, jeº spl¬ují takovou rovnost, je jistá k°ivka, která m·ºe být v p°íznivém p°ípad¥ 
hápána jako graf

tzv. impli
itní funk
e y(x). Informa
e o vlastnoste
h funk
e y(x) jsou tudíº zakódovány v °e²ení rovni
e H(x, y) = C.
Deriva
í rovnosti H(x, y) = C podle x (s ohledem na fakt, ºe y je funk
í prom¥nné x, tj. y = ϕ(x)) pak podle v¥ty 1.2.7

ve skripte
h [16℄ dostáváme

∂H

∂x

(
x, ϕ(x)

)
+
∂H

∂y

(
x, ϕ(x)

)
ϕ′(x) =

∂H

∂x
(x, y) +

∂H

∂y
(x, y) y′ = 0. (4.12)

Jde o rovni
i zjevn¥ p°ipomínají
í de�ni£ní tvar (4.11). Pokud tedy poloºíme v rovni
i (4.11) f(x, y) = ∂H
∂x (x, y)

a g(x, y) = ∂H
∂y (x, y), mají rovni
e (4.11) a (4.12) tentýº tvar, a tedy rovnost H(x, y) = C vyjad°uje vztah mezi

prom¥nnými x, y, a m·ºe být tudíº pouºita k nalezení °e²ení diferen
iální rovni
e (4.11). Jakým zp·sobem lze vý²e

zji²t¥ný poznatek konkrétn¥ zuºitkovat p°i °e²ení rovni
 tvaru (4.11) bude z°ejmé z následují
ího textu.
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4.3.6 De�ni
e

Ne
h´ je dána diferen
iální rovni
e tvaru (4.11). Jestliºe existuje funk
e H(x, y) taková, ºe

f(x, y) =
∂H

∂x
(x, y) (4.13)

a zárove¬

g(x, y) =
∂H

∂y
(x, y), (4.14)

nazýváme rovnost

H(x, y) = C (4.15)

formálním °e²ením (°e²ením v impli
itním tvaru) rovni
e (4.11). Lze-li z formálního °e²ení (4.15) vyjád°it y jako funk
i

x nebo x jako funk
i y, hovo°íme v obou p°ípade
h o expli
itním vyjád°ení °e²ení diferen
iální rovni
e (4.11).

4.3.7 Poznámka

Pokud tedy (podle poznámky 4.3.5) uspo°ádaná dvoji
e (x, y) =
(
x, ϕ(x)

)
°e²í algebrai
kou rovni
i H(x, y) = C na

I × ϕ(I), pak funk
e y = ϕ(x) °e²í diferen
iální rovni
i (4.11) na I. Podle pravidel o deriva
i funk
e dvou prom¥nný
h

totiº platí

d

dx
H
(
x, ϕ(x)

)
=
∂H

∂x

(
x, ϕ(x)

)
+
∂H

∂y

(
x, ϕ(x)

)
ϕ′(x) = f

(
x, ϕ(x)

)
+ g
(
x, ϕ(x)

)
ϕ′(x) = 0.

Podobn¥, °e²í-li uspo°ádaná dvoji
e (x, y) =
(
ψ(y), y

)
rovni
i H(x, y) = C na ψ(J) × J, pak funk
e x = ψ(y) °e²í

rovni
i (4.11) na J .

4.3.8 De�ni
e

Diferen
iální rovni
í se separovanými prom¥nnými nazýváme rovni
i tvaru

f(x) + g(y) y′ = 0, (4.16)

kde f(x), g(y) jsou funk
e spojité v intervale
h I1 ⊂ R, resp. I2 ⊂ R.

4.3.9 V¥ta

Ne
h´ f(x), g(y) jsou funk
e spojité v intervale
h I1 ⊂ R, resp. I2 ⊂ R. Ne
h´ F (x), G(y) jsou libovolné, ale pevn¥

zvolené primitivní funk
e k funk
ím f(x) na I1, resp. g(y) na I2. Pak je-li y = ϕ(x), resp. x = ψ(y) °e²ením rovni
e

(4.16), existuje jist¥ C ∈ R takové, ºe pro v²e
hny body z intervalu °e²ení rovni
e (4.16) platí F (x) +G(y) = C.

D·kaz:

• dokáºeme nap°. pro y = ϕ(x), pro x = ψ(y) je d·kaz analogi
ký

• ne
h´ tedy y = ϕ(x) je °e²ení rovni
e (4.16) na I

• pak f(x) + g (ϕ(x))ϕ′(x) = 0

• odtud F ′(x) + (G ◦ ϕ)′(x) = 0, 
oº je ekvivalentní rovnosti (F +G ◦ ϕ)′(x) = 0

• tedy existuje C ∈ R takové, ºe pro v²e
hna x ∈ I platí F (x) +G(ϕ(x)) = F (x) +G(y) = C

4.3.10 Poznámka

Tedy rovni
e H(x, y) = F (x) + G(y) = C je formálním °e²ením (°e²ením v impli
itním tvaru) diferen
iální rovni
e se

separovanými prom¥nnými.

4.3.11 Poznámka

Uvaºme také, ºe diferen
iální rovni
e y′(x) = f(x)·g(y), která lze snadno p°evést na rovni
i se separovanými prom¥nnými,

má konstantní °e²ení y(x) = C, kde pro C platí g(C) = 0.

100



4.3. NELINEÁRNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PRVNÍHO �ÁDU

4.3.12 P°íklad

P°íklad 4.2.2 lze °e²it také jako rovni
i se separovanými prom¥nnými p°evedením na formální tvar

−2x+
1

1 + y
y′ = 0.

Nalezneme-li primitivní funk
e F (x) = −x2 a G(y) = ln |1 + y|, získáváme °e²ení tvaru y(x) = C e
x2 − 1, kde I = R.

4.3.13 De�ni
e

Exaktní diferen
iální rovni
í nazýváme rovni
i tvaru (4.11), kde f(x, y) a g(x, y) jsou spojité funk
e dvou prom¥nný
h

na otev°ené mnoºin¥ M ⊂ R2, které mají na M spojité par
iální deriva
e vyhovují
í rovnosti

∂f

∂y
(x, y) =

∂g

∂x
(x, y). (4.17)

4.3.14 V¥ta

Ne
h´ f(x, y), g(x, y) jsou funk
e spojité na otev°ené mnoºin¥ M ⊂ R2
a ne
h´ mají v M spojité par
iální deriva
e

spl¬ují
í rovnost (4.17). Ne
h´ je pevn¥ zvolena uspo°ádaná dvoji
e (x0, y0) ∈M. Pak rovni
e

∫ x

x0

f(s, y) ds+

∫ y

y0

g(x0, t) dt = 0

je formálním °e²ením exaktní diferen
iální rovni
e (4.11), a to takovým, ºe p°íslu²né expli
itní °e²ení pro
hází bodem

(x0, y0).

D·kaz:

• ukáºeme, ºe funk
e

H(x, y) =

∫ x

x0

f(s, y) ds+

∫ y

y0

g(x0, t) dt (4.18)

spl¬uje rovnosti z de�ni
e 4.3.6

• nejprve ale snadno prokáºeme, ºe p°íslu²né expli
itní °e²ení pro
hází bodem (x0, y0)

• pro d·kaz tohoto posta£í ukázat, ºe platí rovnost H(x0, y0) = 0, 
oº je ale patrno z tvaru funk
e H(x, y)

• p°ejd¥me nyní k d·kazu rovností (4.13) a (4.14), jeji
hº spln¥ní pak zaru£í fakt, ºe rovni
e H(x, y) = C bude

odpovídají
ím formálním °e²ením

• podotýkáme, ºe v této formula
i v¥ty je C = 0

• jelikoº výraz

∫ y

y0
g(x0, t) dt nezávisí na x, platí

∂H
∂x (x, y) = f(x, y)

• par
iální deriva
e H(x, y) podle y je nepatrn¥ komplikovan¥j²í

• p°i jejím výpo£tu uºijeme v¥tu o zám¥n¥ deriva
e podle parametru y (viz v¥ta 4.4.6 ve skripte
h [16℄) a integrálu

podle prom¥nné s

• odtud

∂H

∂y
(x, y) =

∫ x

x0

∂f

∂y
(s, y) ds+ g(x0, y)

• následn¥ pak ze vztahu (4.17) vyplývá, ºe

∂H

∂y
(x, y) =

∫ x

x0

∂g

∂s
(s, y) ds+ g(x0, y) =

[
g(s, y)

]x
x0

+ g(x0, y) = g(x, y)

• tím je d·kaz proveden
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4.3.15 Poznámka

Na základ¥ tvrzení p°ede²lé v¥ty bývá exaktní diferen
iální rovni
e £asto nazývána téº diferen
iální rovni
í ve tvaru

totálního diferen
iálu. Dodáváme, ºe také rovni
e

∫ x

x0

f(s, y0) ds+

∫ y

y0

g(x, t) dt = 0 (4.19)

je formálním °e²ením exaktní diferen
iální rovni
e (4.11) a naví
 rovni
e

∫ x

0

f(s, y) ds+

∫ y

0

g(x0, t) dt = C, resp.

∫ x

0

f(s, y0) ds+

∫ y

0

g(x, t) dt = D (4.20)

reprezentují obe
ná formální °e²ení rovni
e (4.11).

4.3.16 Poznámka

Pro zvídav¥j²í £tená°e nabídneme v této poznám
e odvození vztahu (4.18). Aby rovni
e H(x, y) = C p°edstavovala

formální °e²ení exaktní diferen
iální rovni
e (4.11), m¥ly by být podle de�ni
e 4.3.6 spln¥ny vztahy (4.13) a (4.14).

Vyjdeme-li z prvního z ni
h, dostáváme

H(x, y) =

∫ x

α

f(s, y) ds+ C(y),

kde první integrál p°edstavuje primitivní funk
i k funk
i f(x, y) vzhledem k první prom¥nné a druhý £len (jakási obe
n¥ji

pojatá integra£ní konstanta) zohled¬uje skute£nost, ºe par
iální deriva
í funk
e C(y) podle prom¥nné x bude v kaºdém

p°ípad¥ nula. Ve vý²e uvedeném vztahu zbývá vy£íslit práv¥ hodnotu této integra£ní konstanty. K tomu uºijeme druhý

vztah (4.14). Deriva
í poslední rovnosti podle prom¥nné y nyní dostáváme

∂H

∂y
=

∂

∂y

∫ x

α

f(s, y) ds+
dC(y)

dy
=

∫ x

α

∂f

∂y
(s, y) ds+

dC(y)

dy
=

∫ x

α

∂g

∂s
(s, y) ds+

dC(y)

dy
=

=
[
g(s, y)

]x
α
+

dC(y)

dy
= g(x, y)− g(α, y) +

dC(y)

dy
.

Má-li se podle (4.14) tato pravá strana rovnat výrazu g(x, y), musí nutn¥ platit

dC(y)
dy = g(α, y). Tedy

C(y) =

∫ y

β

g(α, t) dt.

Odtud

H(x, y) =

∫ x

α

f(s, y) ds+

∫ y

β

g(α, t) dt.

Má-li platit rovnost H(x0, y0) = 0, je t°eba volit α = x0 a β = y0.

4.3.17 P°íklad

�e²me diferen
iální rovni
i

y′x2 + 2x
(
y + e

x
)
+ x2ex = 0.

Snadno se p°esv¥d£íme, ºe jde o exaktní diferen
iální rovni
i. Jak vidno, je f(x, y) = 2x
(
y+ e

x
)
+ x2ex a g(x, y) = x2,

a proto

∂f

∂y
= 2x,

∂g

∂x
= 2x.

Podmínka exaktnosti (4.17) je tedy spln¥na, a tudíº rovnost

H(x, y) =

∫ x

0

f(s, 0) ds+

∫ y

0

g(x, t) dt = C,

kde jsme poloºili x0 = y0 = 0, p°edstavuje formální °e²ení zadané rovni
e. Pov²imn¥te si, ºe bylo uºito ekvivalentního

tvaru (4.20) funk
e H(x, y). Pak ale

H(x, y) =

∫ x

0

(
2ses + s2es

)
ds+

∫ y

0

x2 dt =
[
s2es

]x
0
+ yx2 = x2ex + yx2 = C.
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Tato rovni
e p°estavuje °e²ení zadané rovni
e v impli
itním tvaru. Expli
itní tvar ale získáme veli
e snadno:

y(x) =
C

x2
− e

x, I =





(0,+∞) . . . C 6= 0,

R . . . C = 0.

Druhou alternativou pro de�ni£ní obor je po
hopiteln¥ otev°ený interval I = (−∞, 0).

4.3.18 Poznámka

V n¥který
h p°ípade
h lze p°ede²lá metoda uºít i pro diferen
iální rovni
e, které exaktní si
e nejsou, ale m·ºe pro n¥

být nalezen tzv. integra£ní faktor druhého druhu, který, je-li jím rovni
e násobena, p°evede zadanou rovni
i na rovni
i

exaktní. Integra£ní faktor druhého druhu má nej£ast¥ji podobu funk
e prom¥nné x nebo funk
e prom¥nné y. Jak lze tyto

faktory nalézt si ukáºeme v následují
ím p°íklad¥.

4.3.19 P°íklad

Pokusme se °e²it diferen
iální rovni
i

y′ =
4x4 − 6x2ey + 2e2y

x3ey − xe2y
. (4.21)

Ve standardizovaném tvaru má tato rovni
e tuto podobu:

(
4x4 − 6x2ey + 2e2y

)
+
(
xe2y − x3ey

)
y′ = 0.

Ozna£íme-li f(x, y) = 4x4 − 6x2ey + 2e2y a g(x, y) = xe2y − x3ey, platí

∂f

∂y
= −6x2ey + 4e2y,

∂g

∂x
= e

2y − 3x2ey.

Rovni
e tedy exaktní není. Av²ak po vynásobení £itatele a jmenovatele integra£ním faktorem µ(x), jak uvidíme, jiº

exaktní bude. Nalezn¥me nejprve tuto funk
i. Zkoumejme tedy diferen
iální rovni
i

(
4x4 − 6x2ey + 2e2y

)
µ(x) +

(
xe2y − x3ey

)
µ(x) y′ = 0.

Budeme hledat podmínku pro µ(x), aby vý²e uvedená rovni
e byla rovni
í exaktní. Ozna£íme-li f̃(x, y) =
(
4x4−6x2ey+

2e2y
)
µ(x) a g̃(x, y) =

(
xe2y − x3ey

)
µ(x), platí

∂f̃

∂y
=
(
−6x2ey + 4e2y

)
µ(x),

∂g̃

∂x
=
(
e
2y − 3x2ey

)
µ(x) +

(
xe2y − x3ey

)
µ′(x).

Srovnání t¥
hto par
iální
h deriva
í vede k rovnostem

(
3e2y − 3x2ey

)
µ(x) =

(
xe2y − x3ey

)
µ′(x)

3ey
(
e
y − x2

)

xey
(
ey − x2

) µ(x) = µ′(x).

Tím jsme obdrºeli lineární diferen
iální rovni
i prvního °ádu

µ′ − 3

x
µ = 0

°e²itelnou nap°. separa
í prom¥nný
h. Výsledkem °e²ení je funk
e µ(x) = C x3. Roz²í°íme-li tedy zlomek v rovni
i (4.21)

jednotkou tvaru

x3

x3 , p°ejde tato rovni
e na rovni
i exaktní. Pak tedy f̃(x, y) = 4x7 − 6x5ey + 2x3e2y a g̃(x, y) =
x4e2y − x6ey. Sestavme tedy p°íslu²né formální °e²ení. Snadno

H(x, y) =

∫ x

0

(
4s7 − 6s5ey + 2s3e2y

)
ds+

∫ y

0

0 dt =
1

2
x8 − x6ey +

1

2
x4e2y.

Rovni
e

x4e2y − 2x6ey + x8 = x4
(
e
y − x2

)2
= C

je tedy formálním °e²ením zadané rovni
e. Proto má explixitní °e²ení tvar

y(x) = ln

(
D

x2
+ x2

)
, I = (0,∞).

De�ni£ní obor °e²ení by ale m¥l být rozebrán podrobn¥ji. Uvedená mnoºina totiº není jediným moºným intervalem °e²ení.

Diskuzi pone
háme £tená°i.
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4.3.20 De�ni
e

�ekneme, ºe funk
e dvou prom¥nný
h f(x, y) de�novaná na mnoºin¥ M ⊂ R2
je homogenní funk
í stupn¥ α ∈ R,

jestliºe pro kaºdé (x, y) ∈M a v²e
hna t > 0 platí:

• (tx, ty) ∈M,

• f(tx, ty) = tαf(x, y).

4.3.21 Poznámka

P°íkladem homogenní funk
e je nap°. funk
e

f(x, y) = y2x+ 2x2y +
y5

x2

de�novaná na mnoºin¥ M = (0 +∞)×R, nebo´

f(tx, ty) = (ty)2tx+ 2(tx)2ty +
(ty)5

(tx)2
= t3

(
y2x+ 2x2y +

y5

x2

)
= t3f(x, y).

Jedná se tedy o homogenní funk
i stupn¥ t°i.

4.3.22 De�ni
e

Homogenní diferen
iální rovni
í nazýváme rovni
i (4.11), kde f(x, y) i g(x, y) jsou na otev°ené mnoºin¥M ⊂ R2
spojité

a zárove¬ homogenní téhoº stupn¥.

4.3.23 Lemma

Homogenní diferen
iální rovni
e (4.11) má na intervalu I = (−∞, 0), resp. I = (0,∞) lineární °e²ení tvaru y(x) = C x
pro v²e
hny reálné konstanty C takové, ºe f(−1,−C) + g(−1,−C) C = 0, resp. f(1, C) + g(1, C) C = 0.

4.3.24 Poznámka

Zatím
o p°ede²lé lemma p°edstavuje zp·sob hledání lineárního °e²ení homogenní diferen
iální rovni
e, bude v¥ta násle-

dují
í hledat °e²ení obe
ná. V podstat¥ lze °í
i, ºe substitu
e y(x) = x · u(x) p°evede kaºdou homogenní diferen
iální

rovni
i na rovni
i se separovanými prom¥nnými, jejíº °e²ení bylo jiº probráno.

4.3.25 V¥ta

K homogenní diferen
iální rovni
i (4.11) existuje na intervalu x ∈ (−∞, 0), resp. na intervalu x ∈ (0,∞) diferen
iální
rovni
e se separovanými prom¥nnými x a u taková, ºe funk
e u = u(x) je °e²ením této rovni
e práv¥ tehdy, kdyº funk
e

y(x) = u(x) · x

je °e²ením homogenní diferen
iální rovni
e (4.11).

D·kaz:

• d·kaz prove¤me nap°. pro x z intervalu (0,∞)

• ne
h´ tedy y(x) = u(x) · x je °e²ením rovni
e f(x, y) + g(x, y) y′(x) = 0

• vidíme, ºe y′(x) = u′(x) · x+ u(x)

• po dosazení dostaneme f(x, u(x) · x) + g(x, u(x) · x)
(
u′(x) · x+ u(x)

)
= 0

• f(x, y) i g(x, y) jsou podle p°edpokladu v¥ty homogenní téhoº stupn¥ α a p°ed
hozí vztah tedy vede k rovnostem

xαf(1, u) + xαu g(1, u) + xα+1u′ g(1, u) = 0

f(1, u) + u g(1, u) + u′ x g(1, u) = 0
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• zde jiº snadno odseparujeme

1

x
+

g(1, u)

f(1, u) + u · g(1, u)
du

dx
= 0

• tím je prokázána existen
e uvád¥né rovni
e se separovanými prom¥nnými x, u

4.3.26 Poznámka

Dal²ím typem diferen
iální
h rovni
 jsou rovni
e typu

y′ = f

(
a1x+ b1y

a2x+ b2y

)
, (4.22)

kde pro reálné koe�
ienty a1, a2, b1, b2 platí vztah

∣∣∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣∣
6= 0. (4.23)

Tyto rovni
e jsou homogenními rovni
emi (nebo´ p°íslu²né funk
e jsou homogenní nultého stupn¥), a proto je °e²íme

substitu
í y(x) = x ·u(x). Pokud a1b2 = a2b1, je £itatel vztahu (4.22) násobkem jmenovatele, a rovni
e je tudíº °e²itelná

substitu
í z(x) = a2x+ b2y.

4.3.27 P°íklad

Nalezn¥me formální °e²ení diferen
iální rovni
e

y′ =
x+ y

x− y
.

Jedná o homogenní diferen
iální rovni
i, jak je diskutováno vý²e. Naví


∣∣∣∣∣∣
1 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣
= −2 6= 0.

Budeme hledat nejprve lineární °e²ení tvaru y = C x. Taková °e²ení ale neexistují, nebo´ rovni
e C(1− C) = 1 + C nemá

°e²ení pro ºádné reálné C. Pro nalezení obe
ného °e²ení uºijeme tedy substitu
i y(x) = x · u(x). Pak

(u′x+ u)(x− ux) = x+ ux,


oº lze pro x 6= 0 zjednodu²it do tvaru

1− u

1 + u2
u′ =

1

x
.

Odtud ∫ (
1

1 + u2
− 1

2

2u

1 + u2

)
du =

∫
1

x
dx,

potaºmo

arctg(u) = ln
(
|x|
√

1 + u2
)
+ C.

Formální °e²ení (°e²ení v impli
itním tvaru) má tedy podobu

arctg
(y
x

)
− ln

(√
x2 + y2

)
= C. (4.24)

Tato rovni
e si
e zadává impli
itn¥ funk
i y = y(x), ale explixitní °e²ení z této rovnosti získat nelze. Metody pro prá
i s

impli
itními funk
emi budou probírány ve vy²²í
h partií
h matemati
ké analýzy (viz skripta [16℄).
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x

y

−1

1

Obrázek 4.15

Vyobrazení k°ivky (4.24) pro volbu C = 1. K vykreslení byly uºity polární sou-

°adni
e ̺, ϕ zavedené de�ni£ními vztahy x = ̺ cos(ϕ) a y = ̺ sin(ϕ). Jeji
h
aplika
í p°ejde rovni
e (4.24) do tvaru ̺ = eϕ, kde volíme ϕ ∈ (−π/2, π/2),
resp. ϕ ∈ (π/2, 3π/2). Uvedenou k°ivkou je tzv. exponen
iální spirála.

4.3.28 Poznámka

Dal²ím typem diferen
iální
h rovni
 jsou rovni
e typu

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
, (4.25)

kde pro reálné koe�
ienty a1, a2, b1, b2, c1, c2 platí vztah (4.23). Tyto rovni
e si
e nejsou homogenními rovni
emi, ale

mohou na n¥ být p°evedeny. Za podmínky (4.23) upravíme zkoumanou rovni
i na p°ed
hozí typ (4.22) zavedením nové

nezávisle prom¥nné ξ a nové funk
e η(ξ). Ty de�nujeme vztahy x = ξ + h a y = η + k, kde £ísla h, k jsou ko°eny

soustavy rovni


a1h+ b1k + c1 = 0, a2h+ b2k + c2 = 0.

Po této substitu
i dostáváme

dη

dξ
= f

(
a1ξ + b1η

a2ξ + b2η

)
,

nebo´ z formální aplika
e v¥ty o deriva
i sloºené funk
e plyne, ºe

dy

dx
=

d

dx
(η + k) =

dη

dx
=

dη

dξ

dξ

dx
=

dη

dξ
.

Poté uºijeme substitu
i η(ξ) = ξ · u(ξ). Není-li spln¥na podmínka (4.23), zavádíme substitu
i z(x) := a2x + b2y(x) a
dále °e²íme nap°. separa
í prom¥nný
h, lze-li pouºít, nebo n¥kterou z p°ede²lý
h metod.

4.3.29 P°íklad

Nalezn¥me maximální °e²ení diferen
iální rovni
e 2x− 4y+6+ (x+ y− 3)y′ = 0. Nejprve hledejme £ísla h a k, pro n¥º

by m¥lo platit −2h + 4k − 6 = 0 a h + k − 3 = 0. Snadno vypo£teme, ºe (h, k) = (1, 2). P·vodní rovni
e bude tedy

p°evedena substitu
í x = ξ + 1, y = η + 2 na homogenní rovni
i

dη

dξ
=

−2ξ + 4η

ξ + η
. (4.26)

Hledejme nejprve její lineární °e²ení tvaru η = C ξ. Rovni
e C2−3C+2 = 0 má dv¥ °e²ení. Tím jsou nalezena dv¥ lineární

°e²ení rovni
e (4.26), a si
e η1(ξ) = 2ξ a η2(ξ) = ξ. P°evedeno do p·vodní
h prom¥nný
h tak máme

y1(x) = 2x, Dom(y1) = R,

y2(x) = x+ 1, Dom(y2) = R.
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Dále uºijeme (pro získání obe
ný
h °e²ení) substitu
i η(ξ) = ξ · z(ξ), odkud pak

dη

dξ
=

dz

dξ
· ξ + z.

Po dosazení a následné separa
i odtud vy
hází

1 + z

(z − 2)(z − 1)
dz = −1

ξ
dξ

( −2

z − 1
+

3

z − 2

)
dz = −1

ξ
dξ

(z − 2)3 =
C

ξ
(z − 1)2

(
η

ξ
− 2

)3

=
C

ξ

(
η

ξ
− 1

)2

(η − 2ξ)3 = C(η − ξ)2.

Formální °e²ení na²í úlohy má tedy tvar

(y − 2x)3 = C(y − x− 1)2.

4.3.30 P°íklad

Rovni
e

y′ =
y − x− 2

y − x+ 3

je také p°ede²lého typu, ov²em nepl¬uje podmínku (4.23). Proto zavedeme substitu
i z(x) := y(x)−x. Odtud z′ = y′−1
a dále z′ + 1 = z−2

z+3 . Rovni
i lze p°evést na rovni
i se separovanými prom¥nnými (z + 3) z′ = −5. Odtud jiº snadno

získáme formální °e²ení tvaru z2 +6z = −10x+ C, resp. y2 − 2xy+ x2 +4x+6y = C, odkud lze získat expli
itní °e²ení

y1,2(x) = x− 3±
√
D− 10x, I =

(
−∞,

D

10

)
.

4.3.31 P°íklad

�e²me oby£ejnou diferen
iální rovni
i

y′ =
4x+ 8

y − 1
.

Jedná se op¥t o typ (4.25), pouze má jednodu²²í formu. Rovni
e 4k + 8 = 0, 1− h = 0 mají °e²ení (k, h) = (−2, 1), a
proto uºijeme transforma
i x = ξ − 2, y = η + 1. Ta p°evádí zadanou rovni
i na jednodu
hou homogenní rovni
i

dη

dξ
= 4

ξ

η
.

Její lineární °e²ení η = Cξ jsou v²e
hna taková, jeº vyhovují algebrai
ké rovni
i C
2 = 4. Jedná se tedy o dv¥ funk
e

η = 2ξ a η = −2ξ, 
oº vede (p°evedeno do p·vodní
h prom¥nný
h) na °e²ení

y1(x) = 2x+ 5, y2(x) = −2x− 3, x ∈ R.

Tato lineární °e²ení jsou vyobrazena £ernou barvou na obrázku níºe.
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−2 

x

y

(0,0)

1

Obrázek 4.16

Grafy °e²ení diferen
iální rovni
e y′ = 4x+8
y−1

. �ern¥ jsou vyobrazena lineární °e-

²ení a barevn¥ °e²ení hyperboli
ká. P°itom modrá, zelená, ºlutá a £ervená barva

odpovídají °e²ením (4.28) pro C rovno po °ad¥ hodnotám C = −20, C = −10,
C = 10 a C = 3.

P°istupme k hledání °e²ení nelineární
h. Do rovni
e

dη

dξ
= 4

ξ

η
(4.27)

zavedeme novou funk
i z = z(ξ) vztahem η(ξ) = ξ · z(ξ). Dosazením získáme rovni
i

dz

dξ
ξ + z =

4

z
,

jeº vede na rovni
i se separovanými prom¥nnými

z

4− z2
z′ =

1

ξ
.

Odtud

−1

2
ln
∣∣4− z2

∣∣ = ln
∣∣D ξ
∣∣,

respektive

∣∣4− z2
∣∣ = C

ξ2
.

Formálním °e²ením rovni
e (4.27) je tedy rovnost 4ξ2 − η2 = C. Tedy formální °e²ení 
elé úlohy má tvar

(x+ 2)2 − (y − 1)2

4
=

C

4
. (4.28)

Jedná se tedy o nerovnoosou hyperbolu s poloosami závislými na integra£ní konstant¥ C. P°itom druhá poloosa má

v·£i první poloose dvojnásobnou velikost. N¥která z expli
itní
h °e²ení jsou vyobrazena barevn¥ na obrázku vý²e. Za

pov²imnutí stojí fakt, ºe pro C = 0 mohou být z formálního °e²ení (4.28) odvozena také ob¥ lineární °e²ení, která naví


p°edstavují asymptoty v²e
h expli
itní
h °e²ení.

4.3.32 Poznámka

Na záv¥r tohoto oddílu je²t¥ shr¬me základní rozdíl mezi lineárními a nelineárními diferen
iálními rovni
emi. Uvaºme dva

jeji
h zástup
e. Zatím
o lineární rovni
e y′−2xy = 2x má °e²ení y(x) = Ce
x2 −1, má nelineární rovni
e y′−2xy2 = 2x

°e²ení y(x) = tg
(
C + x2

)
. Jak je patrno, pouze lineární rovni
e mají °e²ení tvaru y(x) ∈

[
y1(x)]λ + yp(x), kde symbol[

y1(x)]λ reprezentuje lineární obal (v tomto p°ípad¥ lineární obal jednoprvkové mnoºiny), tj. v²e
hny násobky funk
e

y1(x), pro niº L̂
(
y1(x)

)
= 0 a zárove¬ y1(x) 6= 0.
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4.4 Lineární diferen
iální rovni
e vy²²í
h °ád·

P°ejdeme nyní ke studiu diferen
iální
h rovni
 vy²²í
h °ád·. Jak bude ale zanedlouho jasné, °e²ení rovni
 prvního °ádu

probraná v p°ede²lé sek
i budou p°edstavovat jednu ze základní
h pro
edur vedou
í
h k nalezení °e²ení rovni
 °ád·

vy²²í
h. Zárove¬ ukáºeme, ºe n¥která tvrzení z oddílu 4.2 bude moºno v tomto oddíle výhodn¥ zobe
nit.

4.4.1 Poznámka

Ne
h´ jsou funk
e p0(x), p1(x), q(x) spojitými funk
emi zadanými na otev°eném intervalu I. Ne
h´ je dána lineární

diferen
iální rovni
e druhého °ádu

y′′(x) + p1(x)y
′(x) + p0(x)y(x) = q(x). (4.29)

Ne
h´ v(x) je na I °e²ením rovni
e

y′′(x) + p1(x)y
′(x) + p0(x)y(x) = 0 (4.30)

a pro v²e
hna x ∈ I platí v(x) 6= 0. Ukáºeme, ºe za daný
h p°edpoklad· lze vhodnou substitu
í sníºit °ád rovni
e (4.29)

z druhého na první. To provedeme tak, ºe do rovni
e (4.29) zavedeme novou funk
i z(x), a si
e de�ni£ním p°edpisem

z(x) :=
y(x)

v(x)
.

Pak ale

y′(x) = z′(x)v(x) + z(x)v′(x)

a také

y′′(x) = z′′(x)v(x) + 2z′(x)v′(x) + z(x)v′′(x).

Dosadíme-li nyní tyto výrazy do vztahu (4.29), dostáváme rovni
i

z′′(x)v(x) + z′(x)
(
2v′(x) + p1(x)v(x)

)
+ z(x)

(
v′′(x) + p1(x)v

′(x) + p0(x)v(x)
)
= q(x).

Uºijeme-li nyní p°edpokladu, ºe v′′(x) + p1(x)v
′(x) + p0(x)v(x) = 0, vy
hází odtud

z′′(x) + z′(x)

(
2
v′(x)

v(x)
+ p1(x)

)
=
q(x)

v(x)
.

Po substitu
i w(x) = z′(x) pak obdrºíme lineární diferen
iální rovni
i

w′(x) + w(x)

(
2
v′(x)

v(x)
+ p1(x)

)
=
q(x)

v(x)

prvního °ádu °e²itelnou metodou integra£ního faktoru. Výsledkem tedy bude funk
e tvaru

w(x) = C1f(x) + fp(x).

Odtud

z(x) = C1

∫
f(x) dx+ C2 +

∫
fp(x) dx,

odkud

y(x) = C1v(x)

∫
f(x) dx+ C2v(x) + v(x)

∫
fp(x) dx. (4.31)

Shrnuto: dv¥ funk
e

v(x), v(x)

∫
f(x) dx

generují bázi dvojrozm¥rného prostoru v²e
h °e²ení rovni
e (4.30) a funk
e v(x)
∫
fp(x) dx p°edstavuje partikulární °e²ení

rovni
e (4.29). Doporu£ujeme £tená°i, aby prokázal, ºe funk
e (4.31) jsou skute£n¥ lineárn¥ nezávislé.

109



KAPITOLA 4. OBY�EJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE

4.4.2 P°íklad

�e²me diferen
iální rovni
i

y′′ +
2

x
y′ + y = 0 (4.32)

uºitím faktu, ºe funk
e v(x) = sin(x)
x je jedním z její
h °e²ení. Dle p°ede²lé poznámky zavedeme substitu
i

y(x) =
z(x) · sin(x)

x
,

jeº generuje následují
í vztahy pro deriva
e.

y′ = z′
sin(x)

x
+ z

x cos(x) − sin(x)

x2

y′′ = z′′
sin(x)

x
+ 2z′

x cos(x) − sin(x)

x2
+ z

−x3 sin(x) − 2x2 cos(x) + 2x sin(x)

x4

Dosa¤me je do zkoumané rovni
e. Výsledkem je rovni
e

z′′
sin(x)

x
+ z′

2 cos(x)

x
= 0,

u které substitu
í w = z′ triviáln¥ sníºíme °ád. Máme w′+2w cotg(x) = 0. Integra£ním faktorem této rovni
e je sin2(x).
Pak (

w · sin2(x)
)′

= C
′,

a tedy

w(x) =
C

sin2(x)
,

odkud

z(x) =

∫
w(x) dx = C1 cotg(x) + C2,

potaºmo

y(x) = C1
cos(x)

x
+ C2

sin(x)

x
, I = R+.

To je tedy hledané °e²ení rovni
e (4.32). Pov²imn¥me si, ºe v²e
hna °e²ení dané rovni
e tvo°í dvojrozm¥rný vektorový

prostor, jehoº bází je uspo°ádaný soubor (cos(x)/x, sin(x)/x), a tedy

Ω0 =

[
cos(x)

x
,
sin(x)

x

]

λ

.

4.4.3 Poznámka

Výsledek p°ede²lého p°íkladu nás vede k domn¥n
e, ºe v²e
hna °e²ení lineární diferen
iální rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0 °ádu n

tvo°í lineární vektorový prostor dimenze n. Toto pravdivé tvrzení bude dokázáno v dal²ím textu. Nejprve ale vyslovíme

obe
nou v¥tu o sníºení °ádu diferen
iální rovni
e.

4.4.4 De�ni
e

�ekneme, ºe diferen
iální rovni
e L̂
(
y(x)

)
= q(x) p°ipou²tí triviální sníºení °ádu, pokud je její nultý koe�
ient p0(x)

nulovou funk
í na I.

4.4.5 V¥ta � sníºení °ádu diferen
iální rovni
e

Ne
h´ jsou dány funk
e p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x), q(x), jeº jsou spojité na otev°eném intervalu I ⊂ R. Ne
h´ je funk
e
v(x) °e²ením diferen
iální rovni
e

y(n)(x) + pn−1(x)y
(n−1)(x) + . . .+ p1(x)y

′(x) + p0(x)y(x) = 0 (4.33)

na intervalu I a naví
 pro v²e
hna x ∈ I platí, ºe v(x) 6= 0. Pak substitu
e y(x) = z(x) · v(x) p°evede diferen
iální

rovni
i

y(n)(x) + pn−1(x)y
(n−1)(x) + . . .+ p1(x)y

′(x) + p0(x)y(x) = q(x). (4.34)
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na rovni
i, která p°ipou²tí triviální sníºení °ádu.

D·kaz:

• ne
h´ tedy v(x) je nenulové °e²ení rovni
e s nulovou pravou stranou, tj.

L̂
(
v(x)

)
= v(n)(x) + pn−1(x)v

(n−1)(x) + . . .+ p1(x)v
′(x) + p0(x)v(x) = 0

• do rovni
e L̂
(
y(x)

)
= q(x) zavedeme nyní novou funk
i z(x) prost°edni
tvím p°edpisu y(x) = z(x) · v(x)

• pro k−tou deriva
i funk
e y(x) pak tedy podle Leibnizova pravidla o derivování sou£inu platí

y(k) =

k∑

i=0

(
k

i

)
z(i)v(k−i)

• prove¤me nyní dosazení

L̂
(
z(x) · v(x)

)
=

n∑

i=0

(
n

i

)
z(i)v(n−i) + pn−1(x)

n−1∑

i=0

(
n− i

i

)
z(i)v(n−i−1)+

+pn−2(x)
n−2∑

i=0

(
n− 2

i

)
z(i)v(n−i−2) + . . .+ p1(x)

(
z′v + zv′

)
+ p0(x)zv = q(x)

• na tuto rovni
i nyní nahlíºejme jako na diferen
iální rovni
i pro neznámou funk
i z(x)

• hledejme v p°ede²lém zápise koe�
ient p°ed absolutním £lenem z(x) = z(0)(x)

• jak je patrno, jedná se o sou£et

(
n

0

)
v(n) + pn−1(x)

(
n− 1

0

)
v(n−1) + pn−2(x)

(
n− 2

0

)
v(n−2) + . . .+ p1(x)v

′ + p0(x)v =

= v(n)(x) + pn−1(x)v
(n−1)(x) + . . .+ p1(x)v

′(x) + p0(x)v(x) = L̂(v) = 0

• tedy absolutní £len zkoumané rovni
e

℘n(x)z
(n)(x) + ℘n−1(x)z

(n−1)(x) + . . .+ ℘1(x)z
′(x) + ℘0(x)z(x) = q(x)

je nulový, tj. ℘0(x) = 0

• bude proto moºno sníºit její °ád minimáln¥ o jedna

• zkoumejme nyní dal²í koe�
ienty ℘i(x) rovni
e L̂(z) = q(x)

• snadno ℘n(x) = v(0)(x) = v(x)

• a obe
n¥ pak

℘m(x) =

(
n

m

)
v(n−m) + pn−1(x)

(
n− 1

m

)
v(n−1−m)+

+pn−2(x)

(
n− 2

m

)
v(n−2−m) + . . .+ pm+1(x)

(
m+ 1

m

)
v(m+1−m) + pm(x)

(
m

m

)
v(m−m)

• tedy

℘m(x) =

(
n

m

)
v(n−m) + pn−1(x)

(
n− 1

m

)
v(n−1−m) + pn−2(x)

(
n− 2

m

)
v(n−2−m) + . . .+mpm+1(x)v

′ + pm(x)v

• tím jsme obdrºeli diferen
iální rovni
i

L̂•
(
z(x)

)
= z(n)(x) +

℘n−1(x)

v(x)
z(n−1)(x) +

℘n−2(x)

v(x)
z(n−2)(x) + . . .+

℘1(x)

v(x)
z′(x) =

q(x)

v(x)
,

která p°ipou²tí triviální sníºení °ádu
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• substitu
í w(x) := z′(x) nyní snadno sníºíme °ád minimáln¥ o jedna

• pak tedy získáme rovni
i °ádu n− 1 tvaru

L̂••
(
w(x)

)
= w(n−1)(x) +

℘n−1(x)

v(x)
w(n−2)(x) +

℘n−2(x)

v(x)
w(n−3)(x) + . . .+

℘1(x)

v(x)
w(x) =

q(x)

v(x)

• jsou-li w(x) v²e
hna její °e²ení, jsou potom funk
e y(x) = v(x)
∫
w(x) dx v²e
hna °e²ení rovni
e (4.34)

4.4.6 Poznámka

P°ede²lou v¥tu lze shrnout následovn¥: Znalost jednoho nenulového °e²ení p°íslu²né lineární diferen
iální rovni
e bez

pravé strany umoº¬uje sníºit °ád p·vodní rovni
e minimáln¥ o jedna.

4.4.7 P°íklad

�e²me diferen
iální rovni
i

x2y′′ − 5xy′ + 8y = 16 (4.35)

uºitím faktu, ºe funk
e v(x) = x2 je °e²ením rovni
e

x2y′′ − 5xy′ + 8y = 0. (4.36)

Dle v¥ty 4.4.5 zavedeme do zadané rovni
e novou funk
i z(x) p°edpisem y(x) = z(x) · x2. Odtud y′ = z′x2 + 2xz a

y′′ = z′′x2 + 4xz′ + 2z. Po dosazení se p·vodní rovni
e redukuje do tvaru z′′x4 − x3z′ = 16. Po zavedení substitu
e

w(x) = z′(x) dojde k formálnímu sníºení °ádu. Lineární diferen
iální rovni
i

w′ − w

x
=

16

x4

prvního °ádu standardn¥ vynásobíme integra£ním faktorem x−1
a získáváme tak rovnost

(
w(x) · 1

x

)′
=

16

x5
,

která vede k °e²ení w(x) = C̃x− 4x−3. Dále

z(x) =

∫
w(x) dx = C1x

2 + C2 +
2

x2
,

odkud jiº získáme úplné °e²ení úlohy, a si
e y(x) = C1x
4 + C2x

2 + 2, kde I = R. Toto °e²ení m·ºe být také zapsáno ve

tvaru

y(x) ∈
[
x4, x2

]
λ
+ 2,

ze kterého je patrno, ºe prostor Ω0 v²e
h °e²ení rovni
e (4.36) je dvoudimenzionální a ºe jeho bází je uspo°ádaný soubor(
x4, x2

)
. Funk
e y(x) = 2 pak p°edstavuje partikulární °e²ení rovni
e (4.35), tedy Ωq =

[
x4, x2

]
λ
+ 2.

4.4.8 Poznámka

Typi
kými prakti
kými zástup
i diferen
iální
h rovni
 jsou pohybové rovni
e vze²lé z úloh newtonovské me
haniky. Druhý

Newton·v zákon totiº reprezentuje diferen
iální rovni
i druhého °ádu pro neznámou funk
i y(t) mapují
í £asový vývoj

polohy y sledovaného t¥lesa. Dobrým p°íkladem m·ºe být rovni
e pro tlumené kmitání, jeº je tvaru

my′′(t) = −ky(t)− κy′(t),

kterou lze elementární úpravou p°evést do konzolidovaného tvaru y′′(t) + 2δy′(t) + ω2y(t) = 0. To je tvar formáln¥

napl¬ují
í de�ni
i 4.1.6. Taková rovni
e m·ºe mít nekone£n¥ mnoho °e²ení, ale z fyzikální podstaty problému nás vºdy

zajímá to °e²ení, které vy
hází z po£áte£ního stavu systému. Tento po£áte£ní stav je z
ela p°irozen¥ popsán podmínkami

pro polohu a ry
hlost v £ase t = 0. Z matemati
kého hlediska jsou proto tyto podmínky popsány rovnostmi y(0) = y0
a y′(0) = v0. Tím je pro danou oby£ejnou diferen
iální rovni
i de�nována spe
i�
ká úloha zabývají
í se hledáním t¥
h

°e²ení, které vyhovují daným podmínkám. P°irozené zobe
n¥ní takový
h úloh je zavedeno v následují
í de�ni
i.
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4.4.9 De�ni
e

Ne
h´ jsou na intervalu I zadány diferen
iální operátor L̂ °ádu n, spojitá funk
e q(x), bod x0 ∈ I a reálná £ísla

d0, d1, . . . , dn−1. Pak Cau
hyovou úlohou pro diferen
iální rovni
i budeme rozum¥t hledání °e²ení rovni
e L̂
(
y(x)

)
= q(x)

vyhovují
ího n podmínkám

y(k)(x0) = dk, k ∈ n̂− 1. (4.37)

Podmínky tvaru (4.37) nazýváme Cau
hyovými po£áte£ními podmínkami.

4.4.10 Poznámka

Jedním z významný
h výsledk· teorie o diferen
iální
h rovni
í
h je na první pohled p°ekvapují
í fakt, ºe hledáme-li °e²ení

rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0 takové, ºe ve vybraném bod¥ x0 ∈ R platí

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n−1)(x0) = 0, (4.38)

existuje pouze jediné takové °e²ení, a si
e °e²ení nulové, tj. nulová funk
e y(x) = 0. Toto tvrzení nyní korektn¥ vyslovíme

a dokáºeme. Bude totiº vý
hozím bodem dal²í
h úvah.

4.4.11 V¥ta

Ne
h´ funk
e p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x) jsou spojité na I. Ne
h´ y(x) je takovým re²ením rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0, ºe pro

pevn¥ zvolené x0 ∈ I platí (4.38). Pak y(x) = 0 pro kaºdé x ∈ I.

D·kaz:

• ne
h´ H =
{
x ∈ I : x > x0 ∧ y(x) 6= 0

}

• p°edpokládejme, ºe H 6= ∅ a ukaºme, jak dojít ke sporu

• První £ást:

� vidíme, ºe H je jist¥ zdola omezená, má tedy in�mum, pro které platí ξ := inf(H) > x0

� bude-li ξ = x0, pak snadno

y(ξ) = y′(ξ) = . . . = y(n−1)(ξ) = 0

� bude-li ξ > x0, potom jist¥ platí: (
∀x ∈ (x0, ξ)

)
: y(x) = 0

� ze spojitosti rovn¥º plyne, ºe y(ξ) = 0, a tedy také y′−(ξ) = 0

� pon¥vadº ale víme, ºe ve v²e
h bode
h existují vlastní deriva
e (oboustranné), pak jist¥ platí, ºe y′(ξ) = 0

� stejnou úvahou dostáváme: (
∀k ∈ N

)
(k < n) : y(k)(ξ) = 0

� z rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0 pak p°ímo vy
hází, ºe také y(n)(ξ) = 0

� tím jsme tedy prokázali, ºe v in�mu mnoºiny H jsou v²e
hny deriva
e (v£etn¥ nejvy²²í) nulové

• Druhá £ást:

� zvolme nyní x2 ∈ I takové, ºe x2 > ξ a x2 ∈ H (tedy y(x2) 6= 0)

� z de�ni
e lineární diferen
iální rovni
e víme, ºe v²e
hny funk
e pi(x) jsou na I spojité, jsou tedy spojité i na

intervalu 〈ξ, x2〉
� proto jist¥ existuje K > 0 tak, ºe pro v²e
hna i = 0, 1, 2, . . . , n− 1 a v²e
hna x ∈ 〈ξ, x2〉 platí

∣∣pi(x)
∣∣ 6 K

� zvolme nyní δ > 0 takové, aby ξ + δ < x2, a p°itom aby

n∑

i=1

δi <
1

K
(4.39)

� víme dále, ºe funk
e y(n)(x) je na I spojitá, nebo´ je sou£tem sou£in· spojitý
h funk
í
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� proto také nabývá na uzav°eném intervalu 〈ξ, ξ + δ〉 svého maxima

� £ili existuje x3 ∈ 〈ξ, ξ + δ〉 takové, ºe
∣∣y(n)(x3)

∣∣ = max
{∣∣y(n)(x)

∣∣ : x ∈ 〈ξ, ξ + δ〉
}

(4.40)

� poloºme σ :=
∣∣y(n)(x3)

∣∣

� jestliºe x ∈ 〈ξ, ξ + δ〉, pak podle Lagrangeovy v¥ty o p°ír·stku 1.3.15 existuje mezi bodem ξ a bodem

x ∈ 〈ξ, ξ + δ〉 £íslo µ takové, ºe

y(n−1)(x)− y(n−1)(ξ) = y(n)(µ) · (x− ξ)

� tedy

∣∣y(n−1)(x)
∣∣ =

∣∣y(n−1)(x)−
=0︷ ︸︸ ︷

y(n−1)(ξ)
∣∣ =

∣∣y(n)(µ)
∣∣ · |x− ξ| 6 σ · δ

� analogi
ky tedy pro v²e
hna x ∈ 〈ξ, ξ + δ〉 platí
∣∣y(n−2)(x)

∣∣ 6 δ2σ,
∣∣y(n−3)(x)

∣∣ 6 δ3σ, . . . ,
∣∣y(n−k)(x)

∣∣ 6 δkσ, . . . ,
∣∣y(x)

∣∣ 6 δnσ

� z rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0 a posledn¥ prokázaný
h nerovností tudíº pro v²e
hna x ∈ 〈ξ, ξ + δ〉 plyne, ºe

∣∣y(n)(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣−
n−1∑

m=0

pm(x)y(m)(x)

∣∣∣∣∣ 6
n−1∑

m=0

∣∣pm(x)
∣∣ ·
∣∣y(m)(x)

∣∣ 6 Kσ

n−1∑

m=0

δn−m = Kσ

n∑

k=1

δk 6 σ (4.41)

� poloºíme-li v rovnosti (4.41) x = x3, obdrºíme nerovnost σ 6 σ, kterou lze splnit pouze tehdy, je-li σ = 0,

oº je ale spor s faktem (4.40)

� a proto musí být mnoºina H nutn¥ prázdná

• Diskuse:

� analogi
ky by se postupovalo pro H =
{
x ∈ I : x < x0 ∧ y(x) 6= 0

}

� d·leºité je si uv¥domit, ºe zásadní p°edpokladem je fakt, ºe I je interval

� pokud by nap°. mnoºina I byla disjunktním sjedno
ením dvou interval·, d·kaz by
hom neprovedli

4.4.12 V¥ta

Ne
h´ funk
e p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x), q(x) jsou spojité na intervalu I. Ne
h´ dále d0, d1, . . . , dn−1 ∈ R a x0 ∈ I. Pak

existuje nejvý²e jedno °e²ení v(x) rovni
e L̂
(
y(x)

)
= q(x) takové, ºe pro kaºdé i ∈ n̂− 1 platí

v(i)(x0) = di. (4.42)

D·kaz:

• p°edpokládejme, ºe existují dv¥ r·zná °e²ení v(x) a w(x) spl¬ují
í podmínku (4.42)

• de�nujme funk
i z(x) := v(x)− w(x)

• odtud L̂
(
z(x)

)
= L̂

(
v(x) − w(x)

)
= L̂

(
v(x)

)
− L̂

(
w(x)

)
= q(x)− q(x) = 0

• zárove¬ také pro kaºdé i ∈ n̂− 1 platí z(i)(x0) = di − di = 0

• podle v¥ty 4.4.11 je tedy funk
e z(x) nulovou funk
í, 
oº zna£í, ºe v(x) = w(x)

• a to je spor s p°edpokladem
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4.4.13 De�ni
e

Ne
h´ funk
e f1(x), f2(x), . . . , fn(x) mají vmnoºin¥ M ⊂ R v²e
hny deriva
e aº do °ádu n − 1 v£etn¥. Pak mati
i

de�novanou vztahem

Wf1,f2,...,fn(x) =




f1(x) f2(x) . . . fn(x)

f ′
1(x) f ′

2(x) . . . f ′
n(x)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) . . . f

(n−1)
n (x)




(4.43)

nazýváme Wronského mati
í a její determinant Wf1,f2,...,fn(x) = det(Wf1,f2,...,fn) Wronského determinantem (wron-

skiánem) funk
í f1(x), f2(x), . . . , fn(x) na mnoºin¥ M.

4.4.14 P°íklad

Vypo£t¥me wronskián systému funk
í

{
1, x, x2, x3, . . . , xk

}
. Sestavme tedy p°íslu²ný determinant. Je jím

W1,x,x2,x3,...,xk(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 . . . xk−1 xk

0 1 2x . . . (k − 1)xk−2 kxk−1

0 0 2 . . . (k − 1)(k − 2)xk−3 k(k − 1)xk−2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . (k − 1)! k!x

0 0 0 . . . 0 k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

k∏

i=1

i!

4.4.15 V¥ta

Ne
h´ funk
e f1(x), f2(x), . . . , fn(x) mají vmnoºin¥ M ⊂ R deriva
e aº do °ádu n − 1 v£etn¥ a jsou lineárn¥ závislé

na mnoºin¥ M. Potom pro v²e
hna x ∈M platí: Wf1,f2,...,fn(x) = 0.

D·kaz:

• funk
e f1(x), f2(x), . . . , fn(x) jsou lineárn¥ závislé, tedy podle poznámky 4.1.16 existují reálná £ísla c1, c2, . . . , cn
(ne v²e
hna nulová) tak, ºe platí c1f1(x) + c2f2(x) + . . .+ cnfn(x) = 0

• a tedy také pro v²e
hna k ∈ n̂− 1 a v²e
hna x ∈M platí c1f
(k)
1 (x) + c2f

(k)
2 (x) + . . .+ cnf

(k)
n (x) = 0

• sloup
e determinantu mati
e (4.43) jsou tudíº lineárn¥ závislé, z £ehoº plyne, ºe pro v²e
hna x ∈M platí

Wf1,f2,...,fn(x) = 0

4.4.16 D·sledek

Ne
h´ funk
e f1(x), f2(x), . . . , fn(x) mají v mnoºin¥M ⊂ R deriva
e aº do °ádu n− 1 v£etn¥. Pokud existuje x0 ∈M
takové, ºe Wf1,f2,...,fn(x0) 6= 0, pak f1(x), f2(x), . . . , fn(x) jsou na M lineárn¥ nezávislé.

4.4.17 V¥ta

Ne
h´ funk
e p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x) jsou spojité na intervalu I. Ne
h´ y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou lineárn¥ nezávislá

°e²ení rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0. Pak pro kaºdé x ∈ I platí nerovnost Wy1,y2,...,yn

(x) 6= 0.

D·kaz:

• pro spor p°edpokládejme, ºe existuje x0 ∈ I takové, ºe Wy1,y2,...,yn
(x0) = 0

• pro x = x0 jsou tudíº sloup
e Wronského mati
e Wy1,y2,...,yn
lineárn¥ závislé, a tedy existují £ísla c1, c2, . . . , cn,

z ni
hº alespo¬ jedno je nenulové, tak, ºe pro kaºdé k ∈ n̂− 1 platí

∑n
i=1 ciy

(k)
i (x0) = 0

• poloºme y(x) =
∑n

i=1 ciyi(x), pak L̂
(
y(x)

)
= 0 na I a y(k)(x0) = 0 pro kaºdé k

• z v¥ty 4.4.11 plyne, ºe y(x) = 0 na 
elém I, 
oº je spor s lineární nezávislostí funk
í y1(x), y2(x), . . . , yn(x) na

otev°eném intervalu I
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4.4.18 Poznámka

V²imn¥me si, ºe funk
e y1(x) = x a y2(x) = ln(x) jsou z
ela zjevn¥ lineárn¥ nezávislé, p°esto ale existuje bod x0 = e,
v n¥mº je p°íslu²ný wronskián nulový, tj.

Wy1,y2(e) =

∣∣∣∣∣∣
x ln(x)

1 x−1

∣∣∣∣∣∣
(e) = 1− ln(x)

∣∣
x=e

= 0.

Z p°ed
hozí v¥ty tedy plyne, ºe ob¥ funk
e nemohou být na intervalu R+
°e²ením ºádné lineární diferen
iální rovni
e

druhého °ádu y′′(x) + p1(x)y
′(x) + p0(x)y(x) = 0.

4.4.19 Komentá°

Jednou z nejzásadn¥j²í
h otázek 
elé teorie diferen
iální
h rovni
 je otázka existen
e °e²ení kaºdé lineární diferen
iální

rovni
e tvaru (4.3). Pro p°íslu²ný d·kaz je ú£elné nahradit rovni
i (4.3) soustavou n diferen
iální
h rovni
 prvního °ádu

y′1 = ℘11(x) y1 + ℘12(x) y2 + . . .+ ℘1n(x) yn

y′2 = ℘21(x) y1 + ℘22(x) y2 + . . .+ ℘2n(x) yn
.

.

. (4.44)

y′n = ℘n1(x) y1 + ℘n2(x) y2 + . . .+ ℘nn(x) yn.

Soustava (4.44) a rovni
e (4.3) jsou svázány vztahy

y1(x) := y(x), y2(x) :=
dy1
dx

, y3(x) :=
dy2
dx

, . . . , yn(x) :=
dyn−1

dx
,

tj.

y1(x) = y(x), y2(x) = y′(x), y3(x) = y′′(x), . . . , yn(x) = y(n−1)(x), y′n(x) = y(n)(x).

Diskutovat existen
i °e²ení rovni
e (4.3) tedy znamená garantovat °e²ení kaºdé soustavy tvaru (4.44).

4.4.20 V¥ta � existen£ní v¥ta pro soustavu diferen
iální
h rovni
 1. °ádu

Ne
h´ pro v²e
hny indexy i, j ∈ n̂ jsou funk
e ℘ij(x) spojitými funk
emi na otev°eném intervalu I. Ne
h´ x0 ∈ I a

~σ = (σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Rn. Pak soustava (4.44) má na I °e²ení ~y(x) vyhovují
í podmín
e ~y(x0) = ~σ.

D·kaz:

• úloha nalézt °e²ení soustavy rovni
 (4.44) s po£áte£ní podmínkou ~y(x0) = ~σ v Cau
hyov¥ tvaru (viz de�ni
e 4.4.9)

je ekvivalentní s úlohou nalézt vektor funk
í ~y(x) s de�ni£ním oborem I tak, aby

y1(x) =

∫ x

x0




n∑

j=1

℘1j(t) yj(t)


 dt+ σ1

y2(x) =

∫ x

x0




n∑

j=1

℘2j(t) yj(t)


 dt+ σ2

.

.

. (4.45)

yn(x) =

∫ x

x0




n∑

j=1

℘nj(t) yj(t)


 dt+ σn

• tuto úlohu °e²íme tzv. metodou postupný
h aproxima
í , tj. konstruujeme posloupnost funk
í

~y(ℓ)(x) =
(
y
(ℓ)
1 (x), y

(ℓ)
2 (x), . . . , y(ℓ)n (x)

)⊺

tak, ºe ~y(ℓ)(x)
ℓ→∞−→ ~y(x), kde ~y(x) je hledané °e²ení soustavy (4.45) na I
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• takovou posloupnost de�nujeme rekurentn¥ p°edpisem

~y(0)(x) = (σ1, σ2, . . . σn)
⊺, y

(ℓ)
i (x) =

∫ x

x0

n∑

j=1

℘ij(t)y
(ℓ−1)
j (t) dt+ σi (4.46)

• nyní dokáºeme, ºe na kaºdém uzav°eném intervalu J ⊂ I, pro nejº x0 ∈ J, konverguje posloupnost

(
~y(ℓ)(x)

)∞
ℓ=0

stejnom¥rn¥ k funk
i ~y(x), která úlohu (4.45) °e²í

• ozna£me délku intervalu J symbolem L

• ozna£me Y := max
{
|σ1|, |σ2|, . . . , |σn|

}

• dále ze spojitosti funk
í ℘ij(x) na kompaktním intervalu J víme, ºe existuje K ∈ R tak, ºe pro v²e
hna i, j ∈ n̂ a

v²e
hna x ∈ J platí nerovnost |℘ij(x)| 6 K

• ze vztahu (4.46) vyplývá, ºe pro kaºdé i ∈ n̂ platí:

∣∣y(1)i (x) − y
(0)
i (x)

∣∣ =
∣∣y(1)i (x) − σi

∣∣ 6 nKY|x− x0|

• analogi
ky pro kaºdé i ∈ n̂ (jak lze dokázat matemati
kou induk
í) platí:

∣∣y(ℓ+1)
i (x) − y

(ℓ)
i (x)

∣∣ 6 nY
nℓ
K
ℓ+1|x− x0|ℓ+1

(ℓ+ 1)!
6 Y

nℓ+1
K
ℓ+1

L
ℓ+1

(ℓ + 1)!
(4.47)

• pro i ∈ n̂ nyní ozna£me

yi(x) = lim
ℓ→∞

y
(ℓ)
i (x) = lim

ℓ→∞

[
y
(0)
i (x) +

ℓ−1∑

k=0

(
y
(k+1)
i (x) − y

(k)
i (x)

)
]
= σi +

∞∑

k=0

(
y
(k+1)
i (x) − y

(k)
i (x)

)

• uvedená limita skute£n¥ existuje, nebo´ platí vztah (4.47), který garantuje, ºe konvergentní £íselná °ada

Y

∞∑

k=0

nℓ+1
K
ℓ+1

L
ℓ+1

(ℓ+ 1)!
= Y

(
e
nKL − 1

)

je majorantní °adou k °ad¥

∑∞
k=0

(
y
(k+1)
i (x)− y

(k)
i (x)

)

• podle Weierstrassova kritétia 2.2.14 naví
 konverguje zkoumaná °ada na J stejnom¥rn¥

• tudíº i pravá strana ve vztahu (4.46) konverguje, a platí tedy (po zám¥n¥ limity a integrálu))

yi(x) =

∫ x

x0

n∑

j=1

℘ij(t)yj(t) dt+ σi, (i ∈ n̂),


oº prokazuje fakt, ºe takto zkonstruovaný vektor ~y(x) °e²í soustavu (4.45) na J

• protoºe kaºdé x ∈ I leºí v n¥kterém uzav°eném intervalu J ⊂ I, je ~y(x) °e²ením soustavy (4.45) na 
elém I

4.4.21 Poznámka

Následují
í text se bude zabývat dv¥ma fundamentální otázkami 
elé teorie diferen
iální
h rovni
. A si
e, kolik existuje

lineárn¥ nezávislý
h °e²ení dané rovni
e a kolik re²ení má Cau
hyova úloha pro rovni
i s nulovou pravou stranou. Vzhledem

k tomu, ºe p°ede²lá v¥ta 4.4.20 prokázala °e²ení kaºdé takové úlohy, je p°irozené se ptát, kolik takový
h °e²ení existuje.
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4.4.22 V¥ta � základní v¥ta teorie diferen
iální
h rovni


Vektorový prostor v²e
h °e²ení diferen
iální rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0 °ádu n má dimenzi n, tj. dim(Ω0) = n.

D·kaz:

• podle existen£ní v¥ty 4.4.20 lze ke kaºdé nti
i podmínek yk(x0) = σk (k ∈ n̂) nalézt °e²ení soustavy (4.44)

• to tedy zna£í, ºe po p°ezna£ení

y1(x) = y(x), y2(x) = y′(x), y3(x) = y′′(x), . . . , yn(x) = y(n−1)(x), y′n(x) = y(n)(x),

lze °e²it kaºdou Cau
hyovu úlohu 4.4.9 s podmínkami y(k)(x0) = dk pro k = 0, 1, . . . , n− 1

• formáln¥ naví
: σk = dk−1

• zvolme nyní n °e²ení Cau
hyovy úlohy 4.4.9 takový
h, ºe první z ni
h má vektor po£áte£ní
h podmínek (stanovený
h

v bod¥ x0 ∈ I) rovný (1, 0, 0, . . . , 0), druhý rovný (0, 1, 0, . . . , 0), t°etí (0, 0, 1, 0, . . . , 0), atd.

• ozna£me tato °e²ení zm(x), m = 1, 2, . . . , n a ukaºme, ºe jsou lineárn¥ nezávislá

• protoºe Wronského determinant t¥
hto funk
í vy£íslený v bod¥ x = x0 má hodnotu jedna (nebo´ Wronského

mati
e je jednotkovou mati
í), jsou podle d·sledku 4.4.16 funk
e zm(x), kde m = 1, . . . , n, lineárn¥ nezávislé

• zbývá ukázat, ºe p°idáme-li do lineárn¥ nezávislého souboru funk
í z1(x), z2(x), . . . , zn(x) dal²í funk
i w(x), pro

kterou také platí, ºe L̂(w(x)) = 0, pak je takto vzniklý soubor lineárn¥ závislý

• pro funk
i w(x) ozna£me βi = w(i)(x0) a ukaºme, ºe w(x) lze nakombinovat z funk
í souboru z1(x), z2(x), . . . , zn(x)

• hledejme tedy konstanty c1, c2, . . . , cn ∈ R tak, ºe

∑n
m=1 cmzm(x) = w(x)

• protoºe odtud plyne, ºe w(i)(x) =
∑n

m=1 cmz
(i)
m (x), lze 
elé °e²ení s výhodou (po dosazení x = x0) p°evést do

tvaru soustavy




z1(x0)

z′1(x0)
.

.

.

z
(n−1)
1 (x0)

z2(x0)

z′2(x0)
.

.

.

z
(n−1)
2 (x0)

. . .

. . .

.

.

.

. . .

zn−1(x0)

z′n−1(x0)
.

.

.

z
(n−1)
n−1 (x0)

zn(x0)

z′n(x0)
.

.

.

z
(n−1)
n (x0)







c1

c2
.

.

.

cn




=




β0

β1
.

.

.

βn−1




pro neznámé c1, c2, c3, . . . , cn

• její determinant je ale totoºný s wronskiánem Wz1,z2,...,zn(x0), o n¥mº jiº víme, ºe není nulový

• proto má uvedená soustava °e²ení, a w(x) je tedy skute£n¥ lineární kombina
í funk
í z1(x), z2(x), . . . , zn(x)

• uzavíráme proto, ºe dim(Ω0) = n

4.4.23 De�ni
e

Kaºdá mnoºina n lineárn¥ nezávislý
h °e²ení {y1(x), y2(x), . . . , yn(x)} rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0, jeº podle v¥ty 4.4.22

generuje bázi vektorového prostoru Ω0 v²e
h °e²ení rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0, se nazývá fundamentálním systémem °e²ení

diferen
iální rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0, resp. L̂

(
y(x)

)
= q(x).

4.4.24 V¥ta � o jednozna£nosti °e²ení Cau
hyovy úlohy

Ne
h´ je dán operátor L̂ a funk
e q(x) ∈ C(I). Ne
h´ je mnoºina {y1(x), y2(x), . . . , yn(x)} fundamentálním systémem

rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0. Ne
h´ jsou pevn¥ zvoleny bod x0 ∈ I a £ísla d0, d1, d2, . . . , dn−1 ∈ R. Pak existuje práv¥ jedno

°e²ení rovni
e L̂
(
y(x)

)
= q(x) takové, ºe pro n¥j platí po£áte£ní podmínky (4.37).

D·kaz:

• vezm¥me tedy y1(x), y2(x), . . . , yn(x) a x0, d0, d1, d2, . . . , dn−1 dle p°edpoklad· v¥ty
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• z v¥ty 4.4.17 víme, ºe

Wy1,y2,...,yn
(x0) 6= 0 (4.48)

• ozna£me yp(x) libovolné partikulární °e²ení rovni
e L̂
(
y(x)

)
= q(x) (viz v¥ta 4.1.14)

• poºadované °e²ení y(x) rovni
e L̂
(
y(x)

)
= q(x) vyhovují
í podmínkám (4.37) budeme hledat ve tvaru prvku lineární

variety Ωq, tj. ve tvaru lineární kombina
e funk
í y1(x), y2(x), . . . , yn(x), k níº je p°ipo£teno dané partikulární °e²ení

• p°edpokládáme tedy, ºe

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + . . .+ cnyn(x) + yp(x), (4.49)

kde ci jsou dosud neznámé reálné konstanty

• jeji
h hodnoty se pokusíme vypo£ítat z podmínek (4.37)

• získáme tím soustavu rovni


c1y1(x0) + c2y2(x0) + . . .+ cnyn(x0) + yp(x) = d0

c1y
′
1(x0) + c2y

′
2(x0) + . . .+ cny

′
n(x0) + y′p(x) = d1

.

.

.

c1y
(n−1)
1 (x0) + c2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ cny

(n−1)
n (x0) + y

(n−1)
p (x) = dn−1

(4.50)

pro neznámé c1, c2, c3, . . . , cn

• tato soustava m·ºe být p°epsána do mati
ového zápisu




y1(x0)

y′1(x0)
.

.

.

y
(n−1)
1 (x0)

y2(x0)

y′2(x0)
.

.

.

y
(n−1)
2 (x0)

. . .

. . .

.

.

.

. . .

yn−1(x0)

y′n−1(x0)
.

.

.

y
(n−1)
n−1 (x0)

yn(x0)

y′n(x0)
.

.

.

y
(n−1)
n (x0)







c1

c2
.

.

.

cn




=




d0 − yp(x0)

d1 − y′p(x0)
.

.

.

dn−1 − y
(n−1)
p (x0)




• pov²imn¥me si, ºe determinantem soustavy je práv¥ wronskián (4.48)

• z lineární algebry víme, ºe je-li tento determinant nenulový (a v na²em p°ípad¥ je, jak vidno z podmínky (4.48)),

pak má tato soustava práv¥ jedno °e²ení

• tedy existují £ísla ci ∈ R (i ∈ n̂) tak, ºe soustava (4.50) je spln¥na

• tedy °e²ení (4.49) vyhovuje podmínkám y(i)(x0) = di a naví
 se skute£n¥ jedná o °e²ení zkoumané rovni
e, nebo´

L̂
(
y(x)

)
= c1L̂

(
y1(x)

)
+ c2L̂

(
y2(x)

)
+ . . .+ cnL̂

(
yn(x)

)
+ L̂

(
yp(x)

)
= q(x)

• to, ºe nalezené °e²ení je jedine£né, vyplývá z tvrzení 4.4.12

4.4.25 Poznámka

Ukaºme nyní, pro£ se výraz e
ix

de�nuje jako

e
ix := cos(x) + i sin(x). (4.51)

Snadno nahlédneme, ºe (eix)
′
= i e

ix
a (eix)

′′
= −e

ix. Je tedy patrno, ºe funk
e v(x) = e
ix

je °e²ením diferen
iální

rovni
e y′′(x) + y(x) = 0. Rovn¥º ale funk
e y1(x) = sin(x) a y2(x) = cos(x) jsou dv¥ nezávislá °e²ení téºe rovni
e,

nebo´ pro v²e
hna x ∈ R platí

Wcos(x), sin(x)(x) =

∣∣∣∣∣∣
cos(x) sin(x)

− sin(x) cos(x)

∣∣∣∣∣∣
= cos2(x) + sin2(x) = 1 6= 0.

Tyto funk
e tedy tvo°í fundamentální systém (tento musí mít pouze a práv¥ dva prvky), a proto musí být funk
e v(x)
lineární kombina
í obou funk
í z fundamentálního systému zkoumané rovni
e. Tedy

e
ix = a cos(x) + b sin(x),

kde a a b jsou dosud neznámé konstanty. Jeji
h hodnoty ale snadno vypo£teme z po£áte£ní
h podmínek v(0) = 1 a

v′(0) = i. Odtud a = 1 a b = i. A platí tedy vztah (4.51), jenº bývá nazýván Eulerovým vzor
em.
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4.4.26 V¥ta � o metod¥ varia
e konstant

Ne
h´ funk
e p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x), q(x) jsou funk
e spojité na intervalu I. Ne
h´ mnoºina

{
y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

}

je fundamentálním systémem rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0. Jestliºe pro funk
e f1(x), f2(x), . . . , fn(x) platí n rovností

n∑

j=1

fj(x)y
(i)
j (x) = 0

pro i ∈ n̂− 2 a

n∑

j=1

fj(x)y
(n−1)
j (x) = q(x)

a funk
e F1(x), F2(x), . . . , Fn(x) jsou po °ad¥ primitivní k funk
ím f1(x), f2(x), . . . , fn(x) v intervalu I, pak funk
e

Y (x) =
∑n

j=1 Fj(x)yj(x) je °e²ením rovni
e

L̂
(
Y (x)

)
= q(x). (4.52)

D·kaz:

• víme, ºe funk
e c1y1(x)+c2y2(x)+ . . .+cnyn(x) jsou za daný
h p°edpoklad· v²emi °e²eními rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0

• snahou je hledat °e²ení rovni
e (4.52) v podobném tvaru, a si
e ve tvaru

∑n
j=1 Fj(x)yj(x), ve kterém jsou tzv.

variovány konstanty (zm¥n¥ny na funk
e)

• p°itom F1(x), F2(x), . . . , Fn(x) jsou dosud neznámé funk
e (pro jeji
h ur£ení je t°eba stanovit n vý²e 
itovaný
h

podmínek)

• provedeme nyní první deriva
i funk
e Y (x) :

Y ′(x) =
n∑

j=1

Fj(x)y
′
j(x) +

n∑

j=1

F ′
j(x)yj(x),

v níº poloºíme výraz

∑n
j=1 F

′
j(x)yj(x) roven nule (tím jsme obdrºeli první podmínku)

• analogi
ky dále:

Y ′′(x) =
n∑

j=1

Fj(x)y
′′
j (x) +

n∑

j=1

F ′
j(x)y

′
j(x),

kde klademe

∑n
j=1 F

′
j(x)y

′
j(x) = 0 (to p°edstavuje druhou podmínku)

• aº

Y (n−1)(x) =
n∑

j=1

Fj(x)y
(n−1)
j (x) +

n∑

j=1

F ′
j(x)y

(n−2)
j (x),

kde poloºíme

∑n
j=1 F

′
j(x)y

(n−2)
j (x) = 0

• pro n−tou deriva
i

Y (n)(x) =

n∑

j=1

Fj(x)y
(n)
j (x) +

n∑

j=1

F ′
j(x)y

(n−1)
j (x)

pak poloºíme výraz F ′
1(x)y

(n−1)
1 (x) + F ′

2(x)y
(n−1)
2 (x) + . . .+ F ′

n(x)y
(n−1)
n (x) roven pravé stran¥ rovni
e (4.52)

• tím je zaru£eno, ºe

L̂
(
Y (x)

)
=

n∑

j=1

Fj(x)L̂
(
yj(x)

)
+

n∑

j=1

F ′
j(x)y

(n−1)
j (x) = q(x)
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• pro konkrétní tvar °e²ení pak dostáváme n podmínek:

f1(x)y1(x) + f2(x)y2(x) + . . .+ fn(x)yn(x) = 0

f1(x)y
′
1(x) + f2(x)y

′
2(x) + . . .+ fn(x)y

′
n(x) = 0

.

.

.

f1(x)y
(n−2)
1 (x) + f2(x)y

(n−2)
2 (x) + . . .+ fn(x)y

(n−2)
n (x) = 0

f1(x)y
(n−1)
1 (x) + f2(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ fn(x)y

(n−1)
n (x) = q(x)

• tato soustava m·ºe být p°epsána do mati
ového zápisu




y1(x)

y′1(x)
.

.

.

y
(n−2)
1 (x)

y
(n−1)
1 (x)

y2(x)

y′2(x)
.

.

.

y
(n−2)
2 (x)

y
(n−1)
2 (x)

. . .

. . .

.

.

.

. . .

. . .

yn−1(x)

y′n−1(x)
.

.

.

y
(n−2)
n−1 (x)

y
(n−1)
n−1 (x)

yn(x)

y′n(x)
.

.

.

y
(n−2)
n (x)

y
(n−1)
n (x)







f1(x)

f2(x)
.

.

.

fn−1(x)

fn(x)




=




0

0
.

.

.

0

q(x)




(4.53)

• pov²imn¥me si, ºe determinantem soustavy je práv¥ wronskián fundamentálního systému

• ten je ale z°ejm¥ pro v²e
hna x ∈ I nenulový

• z lineární algebry odtud vyplývá, ºe soustava (4.53) pro neznámé f1(x), f2(x), . . . , fn(x) je vºdy °e²itelná

• funk
e f1(x), f2(x), . . . , fn(x) jsou naví
 spojité na I, a tedy k nim jist¥ existují funk
e primitivní

• tím je v¥ta dokázána

4.4.27 Poznámka

Z d·kazu p°ede²lé v¥ty vyplývá postup p°i hledání °e²ení rovni
e (4.52). Ozna£me nejprve wronskián fundamentálního

systému takto:

∆(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x)

y′1(x)
.

.

.

y
(n−2)
1 (x)

y
(n−1)
1 (x)

y2(x)

y′2(x)
.

.

.

y
(n−2)
2 (x)

y
(n−1)
2 (x)

. . .

. . .

.

.

.

. . .

. . .

yn−1(x)

y′n−1(x)
.

.

.

y
(n−2)
n−1 (x)

y
(n−1)
n−1 (x)

yn(x)

y′n(x)
.

.

.

y
(n−2)
n (x)

y
(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0.

Soustavu (4.53) pro neznámé funk
e f1(x), f2(x), . . . , fn(x) budeme °e²it Cramerovým pravidlem. Ozna£me pro tento

ú£el

∆1(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

0
.

.

.

0

q(x)

y2(x)

y′2(x)
.

.

.

y
(n−2)
2 (x)

y
(n−1)
2 (x)

. . .

. . .

.

.

.

. . .

. . .

yn−1(x)

y′n−1(x)
.

.

.

y
(n−2)
n−1 (x)

y
(n−1)
n−1 (x)

yn(x)

y′n(x)
.

.

.

y
(n−2)
n (x)

y
(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

první díl£í determinant. Tento vznikl zám¥nou prvního sloupku ve wronskiánu za sloup
ový vektor pravé strany rovni
e

(4.53). Dále podobn¥

∆2(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x)

y′1(x)
.

.

.

y
(n−2)
1 (x)

y
(n−1)
1 (x)

0

0
.

.

.

0

q(x)

. . .

. . .

.

.

.

. . .

. . .

yn−1(x)

y′n−1(x)
.

.

.

y
(n−2)
n−1 (x)

y
(n−1)
n−1 (x)

yn(x)

y′n(x)
.

.

.

y
(n−2)
n (x)

y
(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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pro druhý díl£í determinant a tak dále. Nakone


∆n(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x)

y′1(x)
.

.

.

y
(n−2)
1 (x)

y
(n−1)
1 (x)

y2(x)

y′2(x)
.

.

.

y
(n−2)
2 (x)

y
(n−1)
2 (x)

. . .

. . .

.

.

.

. . .

. . .

yn−1(x)

y′n−1(x)
.

.

.

y
(n−2)
n−1 (x)

y
(n−1)
n−1 (x)

0

0
.

.

.

0

q(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Pak hledané funk
e f1(x), f2(x), . . . , fn(x) mají tvar

fi(x) =
∆i(x)

∆(x)

a jsou naví
 spojité. Ne
h´ Fi(x) =
∫
fi(x) dx+ Ci jsou primivní funk
e k funk
ím fi(x). Pak hledaným °e²ením rovni
e

(4.52) je funk
e

Y (x) = F1(x)y1(x) + F2(x)y2(x) + . . .+ Fn(x)yn(x).

4.4.28 P°íklad

Znovu se navra
íme k °e²ení p°íkladu 4.2.2. Tentokráte jej budeme °e²it metodou varia
e konstant. Nejprve tedy vy°e²íme

rovni
i y′ − 2xy = 0. Po snadné separa
i dostáváme °e²ení rovni
e s nulovou pravou stranou ve tvaru y(x) = C e
x2

.

�e²ení rovni
e L̂
(
Y (x)

)
= 2x p°edpokládáme podle v¥ty 4.4.26 ve tvaru Y (x) := F (x) ex

2

. Pro f(x) := F ′(x) pak

(podle návodu demonstrovaného v minulé poznám
e) má platit:

f(x) ex
2

= 2x.

Odsud f(x) = 2x e−x2

a následn¥ F (x) = −e
−x2

+ C. Uzavíráme tedy, ºe kompletní °e²ení zadané rovni
e je op¥t tvaru

Y (x) = C e
x2 − 1, I = R.

4.4.29 P°íklad

Nalezn¥me obe
né °e²ení diferen
iální rovni
e

y′′ − 4y′ + 4y = 6xe2x,

víme-li, ºe fundamentálním systémem zadané rovni
e je mnoºina

FS =
{
e
2x, xe2x

}
. (4.54)

Funk
e e
2x, xe2x °e²í p°íslu²nou rovni
i bez pravé strany a pro jeji
h wronskián platí

We2x, xe2x =

∣∣∣∣∣∣
e
2x xe2x

2e2x e
2x + 2xe2x

∣∣∣∣∣∣
= e

4x 6= 0.

Tím byla mimo jiné provedena kontrola, ºe mnoºina (4.54) skute£n¥ fundamentálním systémem je. Metodou varia
e

konstant hledáme °e²ení tvaru

y(x) = F1(x) e
2x + F2(x)xe

2x.

Uºijeme zautomatizovaný postup podrobn¥ probraný v poznám
e 4.4.27. Podle n¥j

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
0 xe2x

6xe2x e
2x + 2xe2x

∣∣∣∣∣∣
= −6x2e4x, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
e
2x 0

2e2x 6xe2x

∣∣∣∣∣∣
= 6xe4x.

Proto

f1(x) =
∆1

W
= −6x2, f2(x) =

∆2

W
= 6x.

Pro p°íslu²né primitivní funk
e pak snadno

F1(x) = −2x3 + C1, F2(x) = 3x2 + C2,

odkud pak získáváme �nální °e²ení tvaru

y(x) = C1e
2x + C2xe

2x + x3e2x, I = R.
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4.4.30 V¥ta � o superpozi
i

Ne
h´ jsou dány spojité funk
e q1(x), q2(x), . . . , qk(x). Ne
h´ mnoºina

{
y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

}
je fundamentálním

systémem lineární diferen
iální rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0. Ne
h´ dále funk
e yp1(x), yp2(x), . . . , ypk

(x) jsou po °ad¥ partiku-

lárními °e²eními rovni
 L̂
(
y(x)

)
= qi(x), kde i ∈ k̂. Pak úplným °e²ením diferen
iální rovni
e L̂

(
y(x)

)
=
∑k

i=1 qi(x) je
funk
e

y(x) =

n∑

j=1

Cjyj(x) +

k∑

i=1

ypi
(x).

D·kaz:

• snadno ukáºeme, ºe z linearity operátoru L̂ vyplývá

L̂(y(x)) =

n∑

j=1

CjL̂(yj(x)) +

k∑

i=1

L̂(ypi
(x)) =

k∑

i=1

L̂(ypi
(x)) =

k∑

i=1

qi(x)

.

4.5 Lineární diferen
iální rovni
e s konstantními koe�
ienty

Ze v²e
h dostupný
h lineární
h diferen
iální
h rovni
 budeme nyní podrobn¥ji zkoumat rovni
e s konstantními koe�
ienty.

Jedná se o nejfrekventovan¥j²í typy diferen
iální
h rovni
 a také o typy pom¥rn¥ snadno °e²itelné. Seznámíme se proto

nyní s metodami jeji
h °e²ení.

4.5.1 De�ni
e

Lineární diferen
iální rovni
í s konstantními koe�
ienty (°ádu n) rozumíme rovni
i tvaru

L̂
(
y(x)

)
= any

(n)(x) + an−1y
(n−1)(x) + . . .+ a1y

′(x) + a0y(x) = q(x), (4.55)

kde a0, a1, . . . , an−1 ∈ R, an = 1 a q(x) je spojitá funk
e.

4.5.2 Poznámka

Pokusme se hledat n¥která °e²ení diferen
iální rovni
e (4.55) s pravou stranou q(x) = 0. Pro tento zám¥r budeme

uvaºovat funk
e tvaru y(x) = e
λx. Snadno nahlédneme, ºe y(k) = λkeλx, a tedy po dosazení do (4.55) a krá
ení

výrazem e
λx

dostaneme

anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0. (4.56)

Je-li tedy n¥které λ °e²ením této rovni
e, pak funk
e y(x) = e
λx

je °e²ením (4.55). Zárove¬ ale není tato úvaha

vy£erpávají
í, nebo´ pro diferen
iální rovni
i

y′′ − 2y′ + y = 0

má algebrai
ká rovni
e (4.56) pouze jediný ko°en λ = 1. Z obe
né teorie (viz základní v¥ta teorie diferen
iální
h rovni


4.4.22) ale vyplývá, ºe krom¥ funk
e y(x) = e
λx = e

x
musí být ve fundamentálním systému zkoumané rovni
e je²t¥

jedna funk
e. P°ede²lá metoda ji ale nena
hází. Proto bude nutné zkoumat °e²ení lineární
h diferen
iální
h rovni
 s

konstantními koe�
ienty podrobn¥ji.

4.5.3 De�ni
e

Ne
h´ je zadána lineární diferen
iální rovni
e s konstantními koe�
ienty (4.55). Polynom

ℓ(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 (4.57)

nazýváme 
harakteristi
kým polynomem diferen
iální rovni
e (4.55). Rovni
i ℓ(λ) = 0 nazýváme 
harakteristi
kou rovni
í
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4.5.4 V¥ta

Ne
h´ je zadána lineární diferen
iální rovni
e

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + . . .+ a1y
′(x) + a0y(x) = 0 (4.58)

s konstantními koe�
ienty a0, a1, . . . , an. Ne
h´ nula je k−násobným ko°enem jejího 
harakteristi
kého polynomu. Pak

lineární obal [
1, x, x2, . . . , xk−2, xk−1

]
λ

tvo°í k−dimenzionální podprostor vektorového prostoru Ω0 v²e
h °e²ení rovni
e (4.58).

D·kaz:

• ozna£me ℓ(λ) 
harakteristi
ký polynom rovni
e (4.58)

• je-li nula k−násobným ko°enem ℓ(λ), pak tedy

ℓ(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ ak+1λ
k+1 + akλ

k,

£ili a0 = a1 = a2 = . . . = ak−2 = ak−1 = 0

• rovni
e (4.58) má tedy podobu

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + . . .+ ak+1y
k+1(x) + aky

k(x) = 0 (4.59)

• proto v²e
hny funk
e 1, x, x2, . . . , xk−2, xk−1
rovni
i (4.59) °e²í

• nyní zbývá dokázat, ºe uvedené funk
e jsou lineárn¥ nezávislé

• podle v¥ty 4.4.15 sta£í dokázat, ºe p°íslu²ný wronskián není nulový, 
oº ale bylo prokázáno v p°íklad¥ 4.4.14

4.5.5 Poznámka

Dokázané tvrzení nyní zobe
níme pro p°ípad, kdy k−násobným ko°enem 
harakteristi
kého polynomu ℓ(λ) diferen
iální

rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0 bude komplexní £íslo α ∈ C.

4.5.6 V¥ta

Ne
h´ je zadána lineární diferen
iální rovni
e (4.58) s konstantními koe�
ienty a0, a1, . . . , an. Ne
h´ £íslo α ∈ C je

k−násobným ko°enem jejího 
harakteristi
kého polynomu. Pak lineární obal

[
e
αx, xeαx, x2eαx, . . . , xk−2

e
αx, xk−1

e
αx
]
λ

tvo°í k−dimenzionální podprostor vektorového prostoru Ω0 v²e
h °e²ení rovni
e (4.58).

D·kaz:

• k d·kazu pouºijeme tvrzení p°ede²lé v¥ty

• do rovni
e

L̂
(
y(x)

)
=

n∑

k=0

aky
(k)(x) = 0 (4.60)

zavedeme novou funk
i z(x) p°edpisem

y(x) = z(x) eαx (4.61)

• z Leibnizovy formule pro deriva
i sou£inu dostáváme

y(k)(x) =

k∑

i=0

(
k

i

)
αi
e
αxz(k−i)(x).
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4.5. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE S KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY

• to po dosazení do rovni
e (4.60) a krá
ení výrazem e
αx

vede na rovni
i

L̂•
(
z(x)

)
=

n∑

k=0

k∑

i=0

(
k

i

)
akα

iz(k−i)(x) = 0 (4.62)

• 
harakteristi
ký polynom této rovni
e má tedy tvar

℘(µ) =

n∑

k=0

k∑

i=0

(
k

i

)
akα

iµk−i

• pokud se ho pokusíme upravit, zji²´ujeme, ºe platí

℘(µ) =
n∑

k=0

k∑

i=0

(
k

i

)
akα

iµk−i =
n∑

k=0

ak
(
α+ µ

)k

• je-li tedy ℓ(λ) =
∑n

k=0 akλ
k

harakteristi
ký polynom rovni
e (4.60), platí mezi temito dv¥ma polynomy jedno-

du
hý vztah ℘(µ) = ℓ(α+ µ), tj. λ = α+ µ

• dle p°edpokladu v¥ty je ale komplexní £íslo α k−násobným ko°enem polynomu ℓ(λ)

• to zna£í, ºe ℓ(λ) = an(λ− α)k(λ− β)kβ (λ − γ)kγ . . . , kde £ísla α, β, γ . . . jsou r·zné komplexní ko°eny 
harak-

teristi
kého polynomu ℓ(λ) s násobnostmi po °ad¥ k, kβ , kγ atd.

• pak ale ℘(µ) = ℓ(α+ µ) = an µ
k
[
µ− (β − α)

]kβ
[
µ− (γ − α)

]kγ
. . .

• tedy nula je k−násobným ko°enem polynomu ℘(µ), 
oº umoº¬uje uºít v¥tu 4.5.4

• podle ní funk
e z1(x) = 1, z2(x) = x, z3(x) = x2, . . . , zk(x) = xk−1
°e²í rovni
i (4.62) a naví
 lineární obal

[
1, x, x2, . . . , xk−2, xk−1

]
λ

tvo°í k−dimenzionální podprostor vektorového prostoru v²e
h °e²ení rovni
e (4.62)

• ze substitu£ního vztahu (4.61) pak ale vyplývá, ºe funk
e y1(x) = e
αx, y2(x) = x eαx, y3(x) = x2 eαx, . . . , yk(x) =

xk−1
e
αx

°e²í rovni
i (4.60) a naví
 lineární obal

[
e
αx, xeαx, x2eαx, . . . , xk−2

e
αx, xk−1

e
αx
]
λ

tvo°í k−dimenzionální podprostor vektorového prostoru v²e
h °e²ení rovni
e (4.61)

• tím je d·kaz dokon£en

4.5.7 Lemma

Ne
h´ α1, α2, . . . , αr jsou navzájem r·zná komplexní £ísla, r ∈ N a ℘1(x), ℘2(x), . . . , ℘r(x) jsou polynomy. Ne
h´ pro

kaºdé x ∈ I platí

r∑

j=1

℘j(x) e
αjx = 0.

Potom pro kaºdé x ∈ I platí sada rovností ℘1(x) = ℘2(x) = . . . = ℘r(x) = 0.

D·kaz:

• d·kaz provedeme matemati
kou induk
í podle r

• pro r = 1 plyne z rovnosti ℘1(x) e
α1x = 0 rovnost ℘1(x) = 0 pro v²e
hna x

• p°edpokládejme, ºe platí implika
e

r−1∑

j=1

℘j(x) e
αjx = 0 ⇒ ℘1(x) = ℘2(x) = . . . = ℘r−1(x) = 0

• vyjdeme z rovnosti

∑r
j=1 ℘j(x) e

αjx = 0, která vede na

∑r−1
j=1 ℘j(x) e

αjx + ℘r(x) e
αrx = 0

• odtud pro v²e
hna x ∈ I platí ℘r(x) = 0, a to jsme m¥li dokázat
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4.5.8 D·sledek

Ne
h´ r ∈ N. Ne
h´ α1, α2, . . . , αr jsou navzájem r·zná komplexní £ísla a k1, k2, . . . , kr ∈ N. Pak funk
e

e
α1x, x eα1x, x2eα1x, . . . , xk1−1

e
α1x,

e
α2x, x eα2x, x2eα2x, . . . , xk2−1

e
α2x,

.

.

.

e
αrx, x eαrx, x2eαrx, . . . , xkr−1

e
αrx

(4.63)

jsou na kaºdém otev°eném intervalu lineárn¥ nezávislé.

4.5.9 V¥ta

Ne
h´ α1, α2, . . . , αr jsou v²e
hny navzájem r·zné ko°eny 
harakteristi
kého polynomu rovni
e L̂
(
y(x)

)
= 0 s konstant-

ními koe�
ienty. Ne
h´ jeji
h násobnosti jsou po °ad¥ k1, k2, . . . , kr. Pak fundamentálním systémem této rovni
e je

systém funk
í (4.63).

D·kaz:

• jde o p°ímý d·sledek v¥ty 4.5.6 a d·sledku 4.5.8

4.5.10 P°íklad

�e²me diferen
iální rovni
i y′′ − y = 0 s nulovou pravou stranou. Jedná se z
ela zjevn¥ o lineární diferen
iální rovni
i

druhého °ádu s konstantními koe�
ienty. Její 
harakteristi
ký polynom ℓ(λ) = λ2 − 1 má ko°eny λ1 = 1 a λ2 = −1.
Proto má zkoumaná rovni
e (podle v¥ty 4.5.9) fundamentální systém

{
e
x, e−x

}
, a jejím úplným °e²ením jsou tudíº

funk
e y(x) = C1e
x + C2e

−x. Stejné tvrzení lze vyjád°it rovností Ω0 = [ex, e−x]λ.

4.5.11 P°íklad

Zkoumejme diferen
iální rovni
i

y′′′ + 4y′′ − 3y′ − 18y = 36. (4.64)

�e²me nejprve tuto rovni
i jako rovni
i bez pravé strany. Její 
harakteristi
ký polynom

ℓ(λ) = λ3 + 4λ2 − 3λ− 18

má ko°eny λ1 = 2 a dvojnásobný ko°en λ2,3 = −3. Proto má zkoumaná rovni
e (podle v¥ty 4.5.9) fundamentální systém

{
e
2x, e−3x, x e−3x

}
,

a °e²ení rovni
e bez pravé strany jsou tedy funk
e tvaru

y(x) = C1e
2x + C2e

−3x + C2x e
−3x.

Pro °e²ení rovni
e s pravou stranou lze jist¥ uºít metodu varia
e konstant. Ta je ale v tomto p°ípad¥ p°íli² zdlouhavá

v porovnání s následují
í úvahou. Víme totiº podle v¥ty 4.1.14, ºe k nalezení úplného °e²ení posta£í nalézt jediné

partikulární °e²ení rovni
e (4.64). To lze ov²em snadno, nebo´ je jím konstantní funk
e yp(x) = −2. Uzavíráme tedy, ºe

maximálním °e²ením rovni
e (4.64) je systém funk
í y(x) = C1e
2x + C2e

−3x + C2x e
−3x − 2, x ∈ R.

4.5.12 Poznámka

Rovni
e y(4) − y = 0 má vzhledem k tomu, ºe ko°eny jejího 
harakteristi
kého polynomu jsou £ísla {−1, 1, i,−i} ,
fundamentální systém (jeden z moºný
h)

FS =
{
e
x, e−x, eix, e−ix

}
=
{
e
x, e−x, cos(x) + i sin(x), cos(x)− i sin(x)

}
.

Z teorie polynom· ale víme, ºe pokud je ko°enem polynomu £íslo α = a+ ib, potom je ko°enem také £íslo α∗ = a− ib
komplexn¥ sdruºené k α. Namísto funk
í e

αx, eα
∗x

budeme do fundamentálního systému vºdy zahrnovat jeji
h reálné a

imaginární £ásti

e
ax cos(bx), eax sin(bx).

Tím dostaneme jiný fundamentální systém téºe rovni
e, ve kterém ale nebudou vystupovat komplexní £ísla. Uzavíráme,

ºe rovni
e y(4) − y = 0 má nov¥ fundamentální systém tvaru FS =
{
e
x, e−x, sin(x), cos(x)

}
.
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4.5.13 Poznámka

Jelikoº nalezení fundamentálního systému diferen
iální
h rovni
 s konstantními koe�
ienty je beze zbytku probráno,

p°istupme nyní k °e²ení t¥
hto rovni
 s nenulovými pravými stranami. Jak bylo diskutováno v p°íklad¥ 4.5.11, lze v

t¥
hto p°ípade
h vºdy uºít metodu varia
e konstant (viz v¥ta 4.4.26) podrobn¥ ilustrovanou v poznám
e 4.4.27 nebo

teoreti
kou v¥tu 4.1.14, je-li snadné uhodnout n¥které z partikulární
h °e²ení. Za ur£itý
h okolností bude ale moºno °e²it

rovni
i

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + . . .+ a1y
′(x) + a0y(x) = q(x)

elegantn¥ji. Taková situa
e nastane v p°ípad¥, ºe pravá strana bude vyjád°ena v jednom z následují
í
h tvar·:

• q(x) = P (x), kde P (x) je polynom,

• q(x) = P (x) eαx, kde P (x) je polynom,

• q(x) = P (x) eαx cos(βx), kde P (x) je polynom,

• q(x) = P (x) eαx sin(βx), kde P (x) je polynom.

P°istupme tedy nyní k hledání p°íslu²ný
h partikulární
h °e²ení.

4.5.14 V¥ta

Ne
h´ P (x) je polynom stupn¥ r ∈ N, koe�
ienty a0, a1, . . . , an z de�ni
e 4.5.1 jsou reálná £ísla a a0 6= 0, an 6= 0. Pak

existuje polynom stupn¥ r, který je °e²ením diferen
iální rovni
e L̂
(
y(x)

)
= P (x) s konstantními koe�
ienty.

D·kaz:

• ne
h´ P (x) = brx
r + br−1x

r−1 + . . .+ b1x+ b0 a br 6= 0

• hledáme °e²ení diferen
iální rovni
e L̂
(
y(x)

)
= P (x) ve tvaru y(x) = crx

r + cr−1x
r−1 + . . .+ c1x+ c0

• vidíme, ºe

y′(x) = rcrx
r−1 + . . .+ c1

y′′(x) = r(r − 1)crx
r−2 + . . .+ 2c2

.

.

.

• z rovnosti L̂
(
y(x)

)
= P (x) po porovnání koe�
ient· u stejný
h mo
nin x pak dostáváme

a0cr = br

a0cr−1 + a1rcr = br−1

.

.

.

a0c0 + a1c1 + 2c2a2 + . . .+ r(r − 1) . . . (r − n+ 1)arcr = b0

• jde o r + 1 rovni
 pro r + 1 neznámý
h c0, c1, . . . , cr

• protoºe a0 6= 0 a soustava je v trojúhelníkovém tvaru, je její °e²itelnost z°ejmá

• jelikoº a0 6= 0 a br 6= 0, plyne z rovnosti a0cr = br, ºe y(x) je tedy skute£n¥ polynomem stupn¥ r

4.5.15 V¥ta

Ne
h´ P (x) je polynom stupn¥ r ∈ N0 a dále ak, ak+1, . . . , an ∈ R, kde ak 6= 0 a an 6= 0. Pak existuje polynom Q(x)
stupn¥ r tak, ºe funk
e y(x) = xkQ(x) je °e²ením diferen
iální rovni
e

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + . . .+ aky
(k)(x) = P (x). (4.65)

D·kaz:

• u této rovni
e lze substitu
í w(x) = y(k)(x) triviáln¥ sníºit °ád
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• po substitu
i má rovni
e tvar

anw
(n−k)(x) + an−1w

(n−k−1)(x) + . . .+ akw(x) = P (x) (4.66)

• jelikoº ak 6= 0, jsou pro rovni
i (4.66) spln¥ny p°edpoklady p°ede²lé v¥ty

• proto polynom R(x) stupn¥ r je partikulárním °e²ením rovni
e (4.66)

• tedy funk
e

℘(x) =

∫ ∫
. . .

∫
R(x)

(
dx
)k

je partikulárním °e²ením rovni
e (4.65)

• t¥
hto k integra
í polynomu R(x) vede k tomu, ºe ℘(x) je rovn¥º polynom a jeho stupe¬ je deg(℘) = r + k

• tedy existují koe�
ienty b0, b1, . . . , br+k takové, ºe br+k 6= 0 a naví


℘(x) = br+kx
r+k + br+k−1x

r+k−1 + br+k−2x
r+k−2 + . . .+ bkx

k + bk−1x
k−1 + . . .+ b1x+ b0

• p°itom k poslední
h £len· tohoto polynomu je vzhledem k platnosti v¥ty 4.5.4 sou£ástí fundamentálního systému

zkoumané rovni
e, a nemusí tudíº být zahrnuto do tvaru partikulárního °e²ení

• proto lze za partikulární °e²ení povaºovat polynom

br+kx
r+k + br+k−1x

r+k−1 + br+k−2x
r+k−2 + . . .+ bkx

k =

= xk
(
br+kx

r + br+k−1x
r−1 + br+k−2x

r−2 + . . .+ bk
)
= xkQ(x),

kde deg(Q) = r

4.5.16 V¥ta

Ne
h´ P (x) je polynom stupn¥ r ∈ N0 a £íslo α ∈ C je k-násobným ko°enem 
harakteristi
kého polynomu rovni
e

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + . . .+ a1y
′(x) + a0y(x) = P (x) eαx, (4.67)

kde k ∈ N0 a a0, a1, . . . , an ∈ R. Pak existuje polynom Q(x) stupn¥ r takový, ºe funk
e

y(x) = xkQ(x) eαx

je partikulárním °e²ením diferen
iální rovni
e (4.67).

D·kaz:

• zajímá nás °e²ení diferen
iální rovni
e

L̂
(
y(x)

)
=

n∑

k=0

aky
(k)(x) = P (x) eαx (4.68)

• do této rovni
e (4.68) zavedeme novou funk
i z(x) p°edpisem

y(x) = z(x) eαx (4.69)

• z Leibnizovy formule pro deriva
i sou£inu dostáváme

y(k)(x) =

k∑

i=0

(
k

i

)
αi
e
αxz(k−i)(x)

• to po dosazení do rovni
e (4.68) a krá
ení výrazem e
αx

vede na rovni
i

L̂•
(
z(x)

)
=

n∑

k=0

k∑

i=0

(
k

i

)
akα

iz(k−i)(x) = P (x) (4.70)
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• 
harakteristi
ký polynom této rovni
e má tedy tvar

℘(µ) =

n∑

k=0

k∑

i=0

(
k

i

)
akα

iµk−i =

n∑

k=0

ak
(
α+ µ

)k

• je-li tedy ℓ(λ) =
∑n

k=0 akλ
k

harakteristi
ký polynom rovni
e (4.68), platí mezi t¥mito dv¥ma polynomy jedno-

du
hý vztah ℘(µ) = ℓ(α+ µ), tj. λ = α+ µ

• dle p°edpokladu v¥ty je ale komplexní £íslo α ∈ C k−násobným ko°enem polynomu ℓ(λ)

• to zna£í, ºe ℓ(λ) = an(λ− α)k(λ− β)kβ (λ − γ)kγ . . . , kde £ísla α, β, γ . . . jsou r·zné komplexní ko°eny 
harak-

teristi
kého polynomu ℓ(λ) s násobnostmi po °ad¥ k, kβ , kγ atd.

• pak ale ℘(µ) = ℓ(α+ µ) = an µ
k
[
µ− (β − α)

]kβ
[
µ− (γ − α)

]kγ
. . .

• tedy nula je k−násobným ko°enem polynomu ℘(µ), 
oº umoº¬uje uºít p°ede²lou v¥tu 4.5.15

• podle ní je partikulárním °e²ením rovni
e (4.70) funk
e zp(x) = xkQ(x), kde deg(Q) = r

• ze substitu£ní rovnosti (4.69) ihned vyplývá, ºe funk
e yp(x) = xkQ(x) eαx je partikulárním °e²ením rovni
e (4.68)

4.5.17 V¥ta

Ne
h´ P1(x), P2(x) jsou polynomy stupn¥ nejvý²e r ∈ N0 a komplexní £íslo β + iγ je k-násobným ko°enem 
harakte-

risti
kého polynomu rovni
e

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + . . .+ a1y
′(x) + a0y(x) = e

βx
(
P1(x) cos(γx) + P2(x) sin(γx)

)
, (4.71)

kde k ∈ N0 a a0, a1, . . . , an ∈ R. Pak existují polynomy Q1(x) a Q2(x) stupn¥ nejvý²e r takové, ºe funk
e

y(x) = xkeβx
(
Q1(x) cos(γx) +Q2(x) sin(γx)

)

je partikulárním °e²ením diferen
iální rovni
e (4.71).

D·kaz:

• tvrzení této v¥ty snadno p°evedeme na v¥tu p°ede²lou

• vzhledem k platnosti expone
iáln¥-goniometri
ký
h rovností

cos(x) =
1

2

(
e
ix + e

−ix
)
, sin(x) =

1

2i

(
e
ix − e

−ix
)
,

které je moºno snadno odvodit z Eulerova vzor
e uvedeného v p°íklad¥ 4.4.25, lze rovni
i (4.71) p°epsat do tvaru

L̂
(
y(x)

)
= e

β+iγ

(
P1(x)

2
+
P2(x)

2i

)
+ e

β−iγ

(
P1(x)

2
− P2(x)

2i

)

• pravá strana (resp. oba její s£ítan
e) jsou nyní tvaru (4.67)

• naví
 £ísla β + iγ a β − iγ mají z
ela jist¥ v 
harakteristi
kém polynomu totoºnou násobnost

• polynomy

P1(x)
2 + P2(x)

2i a

P1(x)
2 − P2(x)

2i mají stupe¬ nejvý²e r

• tvrzení v¥ty tudíº skute£n¥ vyplývá z v¥ty 4.5.16 a z prin
ipu superpozi
e 4.4.30
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4.5.18 P°íklad

Budeme hledat obe
né °e²ení diferen
iální rovni
e

y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = −8ex (4.72)

uºitím p°ede²lý
h v¥t o spe
iální
h tvare
h partikulární
h °e²ení. Pro srovnání ale nejprve úlohu vy°e²íme metodou varia
e

konstant. Rovni
e

ℓ(λ) = λ3 − 4λ2 + 5λ− 2 = 0 (4.73)

má dvojnásobný ko°en λ = 1 a jednonásobný ko°en λ = 2. Proto je p°íslu²ným fundamentálním systémem mnoºina

FS =
{
e
x, xex, e2x

}
.

Wronskián tohoto systému má hodnotu

Wex, xex, e2x =

∣∣∣∣∣∣∣∣

e
x xex e

2x

e
x (1 + x)ex 2e2x

e
x (2 + x)ex 4e2x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= e

4x.

Pro metodu varia
e konstant vypo£teme díl£í determinanty

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 xex e
2x

0 (1 + x)ex 2e2x

−8ex (2 + x)ex 4e2x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (8− 8x)e4x,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

e
x 0 e

2x

e
x 0 2e2x

e
x −8ex 4e2x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 8e4x,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

e
x xex 0

e
x (1 + x)ex 0

e
x (2 + x)ex −8ex

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −8e3x.

Tedy hledané deriva
e f1(x), f2(x), f3(x) varia£ní
h koe�
ient· mají po °ad¥ hodnoty

f1(x) = 8− 8x, f2(x) = 8, f3(x) = −8e−x.

Samotné varia£ní koe�
ienty pak obdrºíme pom¥rn¥ snadnými integra
emi

F1(x) = 8x− 4x2 + C1, F2(x) = 8x+ C2, F3(x) = 8e−x + C3.

Hledaným °e²ením je tudíº systém funk
í

y(x) =
(
8x− 4x2 + C1

)
e
x + (8x+ C2)xe

x +
(
8e−x + C3

)
e
2x = C1e

x + C2xe
x + C3e

2x + 16xex + 4x2ex,

kde ale £len 16xex m·ºe být ze zápisu vypu²t¥n, nebo´ je jiº obsaºen v lineárním obalu

[
e
x, xex, e2x

]
λ
. Proto je

maximálním °e²ením této úlohy systém funk
í

y(x) ∈
[
e
x, xex, e2x

]
λ
+ 4x2ex, I = R. (4.74)

P°istupme nyní k druhému zp·sobu °e²ení. �e²íme tedy rovni
i L̂
(
y(x)

)
= −8ex. Nejprve je t°eba si uv¥domit, ºe £íslo

α = 1 je dvojnásobným ko°enem 
harakteristi
kého polynomu (viz rovni
e (4.73)). Proto bude podle tvrzení v¥ty 4.5.16

p°edpokládat °e²ení ve tvaru yp(x) = ax2ex. Zbývá tedy ur£it hodnotu neznámé konstanty a ∈ R. Její nalezení ale m·ºe

být provedeno p°ímým dosazením do rovni
e (4.72). Jelikoº

y′p(x) = a(2x+ x2)ex, y′′p (x) = a(2 + 4x+ x2)ex, y′′′p (x) = a(6 + 6x+ x2)ex,

snadno lze odsud vypo£íst, ºe a = 4. Partikulárním °e²ením je tak funk
e yp(x) = 4x2ex, 
oº potvrzuje správnost

výsledku (4.74). Tím je demonstrována zna£ná výhodnost druhé metody oproti varia
i konstant.
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4.5.19 De�ni
e

Eulerovou diferen
iální rovni
í se st°edem v bod¥ c ∈ R nazýváme rovni
i tvaru

an(x− c)ny(n)(x) + an−1(x− c)n−1y(n−1)(x) + . . .+ a1(x − c)y′(x) + a0y(x) = q(x),

kde n ∈ N, a0, a1, . . . , an ∈ R (an 6= 0) a q(x) je spojitá funk
e.

4.5.20 Poznámka

Pro Eulerovu rovni
i se st°edem v bod¥ c lze uºít substitu
i ξ = x − c k p°evedení na Eulerovu diferen
iální rovni
i se

st°edem v bod¥ nula. Jelikoº

dξ
dx = 1, plyne odtud, ºe

dy

dx
=

dy

dξ

dξ

dx
=

dy

dξ
.

Proto je navrºená substitu
e triviáln¥ proveditelná a de fa
to spo£ívá pouze v náhrad¥ v²e
h £len· x− c písmenem ξ a

v²e
h deriva
í podle x deriva
emi podle ξ.

4.5.21 Poznámka

Eulerovu diferen
iální rovni
i se st°edem v bod¥ nula lze na intervalu I = (0,∞), resp. I = (−∞, 0) p°evést na

diferen
iální rovni
i s konstantními koe�
ienty zám¥nou nezávisle prom¥nné x za nezávisle prom¥nnou t prost°edni
tvím
vztah· x = e

t, resp. x = −e
t. Na intervalu I = (0,∞) tedy budeme provád¥t substitu
i y(x) = y

(
e
t
)
, kde t = ln(x).

Z tohoto substitu£ního s
hématu lze uºitím v¥ty o deriva
i sloºené funk
e snadno odvodit, ºe

y′(x) =
dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
= ẏ

1

x

y′′(x) =
d

dx

(
ẏ
1

x

)
=

d

dt
(ẏ)

dt

dx

1

x
+ ẏ

(
1

x

)′
= ÿ

1

x2
− ẏ

1

x2

y′′′(x) =
d

dx

(
ÿ
1

x2
− ẏ

1

x2

)
=

2

x3
ẏ − 2

x3
ÿ − 1

x3
ÿ +

1

x3
˙̈y =

1

x3
˙̈y − 3

x3
ÿ +

2

x3
ẏ.

Tedy xy′ = ẏ, x2y′′ = ÿ − ẏ, x3y′′′ = ˙̈y − 3ÿ + 2ẏ, a rovni
e

anx
ny(n)(x) + an−1x

n−1y(n−1)(x) + . . .+ a1xy
′(x) + a0y(x) = q(x)

je tím p°evedena na diferen
iální rovni
i s konstantními koe�
ienty.

4.5.22 Poznámka

Pokusme se nyní demonstrovat uºite£nost metody superpozi
e (viz lemma 4.4.30) na rovni
i

y′′ + y = 2x+ e
x. (4.75)

Fundamentálním systémem rovni
e y′′ + y = 0 je mnoºina

{
cos(x), sin(x)

}
. Partikulárním °e²ením rovni
e y′′ + y = 2x

je, jak lze veli
e jednodu²e vypo£ítat, funk
e yp1 = 2x, zatím
o partikulární °e²ení rovni
e y′′+y = e
x
budeme o£ekávat

ve tvaru yp2 = aex. Snadno pak dopo£teme, ºe a = 1/2. Podle tvrzení lemmatu 4.4.30 je tudíº úplným °e²ením rovni
e

(4.75) funk
e

y(x) = C1 cos(x) + C2 sin(x) + 2x+
1

2
e
x, x ∈ R

4.5.23 P°íklad

Budeme hledat maximální °e²ení y = y(x) diferen
iální rovni
e

y′′′x4 − 5y′′x3 − 8y′x2 + 8yx = 72,

vyhovují
í podmínkám y(1) = 2, y′(1) = 13 a y′′(1) = 44. Vyd¥líme-li zadanou rovni
i prom¥nnou x, získáme Eulerovu

diferen
iální rovni
i t°etího °ádu, jeº pro x > 0 °e²íme substitu
í x = e
t. Ta vede k transforma£ním vztah·m z poznámky

4.5.21. Po dosazení získáme diferen
iální rovni
i t°etího °ádu s konstantními koe�
ienty a spe
iální pravou stranou

d
3y

dt3
− 8

d
2y

dt2
− dy

dt
+ 8y = 72 e−t. (4.76)

131



KAPITOLA 4. OBY�EJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE

Jelikoº 
harakteristi
ký polynom této rovni
e má tvar ℓ(λ) = λ3−8λ2−λ+8 = (λ−1)(λ+1)(λ−8), je fundamentálním

systémem zmi¬ované rovni
e mnoºina FS =
{
e
t, e−t, e8t

}
. Pro °e²ení rovni
e se spe
iální pravou stranou p°edpokládáme

podle v¥ty 4.5.16 partikulární °e²ení tvaru yp(t) = ate−t. Tento p°edpoklad vede po dosazení do rovni
e (4.76) k hodnot¥

a = 4. Rovni
e (4.76) má tedy obe
né °e²ení

y(t) = C1e
t + C2e

−t + C3e
8t + 4te−t.

Návratem k nezávisle prom¥nné x získáme

y(x) = C1 x+
C2

x
+ C3 x

8 +
4

x
ln(x).

Nalezení °e²ení vyhovují
ího podmínkám y(1) = 2, y′(1) = 13 a y′′(1) = 44 vede po dvojím derivování posledn¥ uvedené

rovni
e na soustavu t°í rovni
 C1 + C2 + C3 = 2, C1 − C2 + 8C3 = 9 a 2C2 + 56C3 = 56 pro neznámé C1, C2, C3. Tuto
soustavu °e²í troji
e (C1, C2, C3) = (1, 0, 1). Hledaný tvar °e²ení tedy je

y(x) = x+ x8 +
4

x
ln(x), I = R+.

4.5.24 P°íklad

Hledejme maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′′ + xy = 0, vyhovují
í podmínkám y(0) = 1 a y′(0) = 0. Na zadanou

rovni
i nelze aplikovat ºádnou z ú£inný
h metod, proto budeme hledat °e²ení ve tvaru mo
ninné °ady

y(x) =

∞∑

n=0

anx
n, (4.77)

kde an ∈ R jsou neznámé koe�
ienty. Tím se seznámíme s jednou z dal²í
h metod, jak hledat °e²ení diferen
iální
h

rovni
. Podotýkáme, ºe °ada (4.77) je Taylorovou °adou se st°edem v bod¥ nula (v bod¥, v n¥mº jsou stanoveny po£áte£ní

podmínky). Pak

y′′(x) =
∞∑

n=2

ann(n− 1)xn−2 =
∞∑

n=0

an+2(n+ 2)(n+ 1)xn

a naví


x · y(x) =
∞∑

n=1

an−1x
n.

Dosadíme nyní do zadané rovni
e

y′′ + xy = 2a2 +

∞∑

n=1

[
an+2(n+ 2)(n+ 1) + an−1

]
xn = 0.

Z této rovnosti je patrno, ºe nutn¥ a2 = 0 a an+2(n+ 2)(n+ 1) + an−1 = 0. Odtud

an+2 = − an−1

(n+ 2)(n+ 1)
∧ a2 = 0.

Odsud mimo jiné plyne, ºe a2 = a5 = a8 = a11 = . . . = 0. Jelikoº y(0) = 1, musí být a0 = 1. Pro spln¥ní podmínky

y′(0) = 0 je nutné, aby a1 = 0. Pak ale a4 = a7 = a10 = . . . = 0. Uzavíráme tedy:

y(x) =

∞∑

n=0

a3nx
3n ∧ ai+3 =

−ai
(i+ 3)(i+ 2)

∧ a0 = 1.

Obor konvergen
e vy²et°íme nap°. podílovým kritériem pro x 6= 0

lim
n→∞

∣∣∣∣
a3n+3 x

3n+3

a3n x3

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
x3

(3n+ 3)(3n+ 2)

∣∣∣∣ = 0 < 1.

Oborem konvergen
e nalezeného °e²ení je tudíº mnoºina O = R.
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4.5.25 P°íklad

Teorie diferen
iální
h rovni
 lze zuºitkovat také p°i hledání sou£t· mo
ninný
h °ad. Ukáºeme si to na pon¥kud kompli-

kovan¥j²ím p°íklad¥. Budeme hledat sou£et °ady

s(x) =

∞∑

n=0

n2

(2n)!
x2n. (4.78)

�adu zderivujeme s výsledkem

s′(x) =
∞∑

n=1

n2

(2n− 1)!
x2n−1.

Podobn¥

s′′(x) =
∞∑

n=1

n2

(2n− 2)!
x2n−2 =

∞∑

m=0

(m+ 1)2

(2m)!
x2m.

Tuto druhou deriva
i je²t¥ pon¥kud upravíme

s′′(x) =
∞∑

m=0

m2

(2m)!
x2m +

∞∑

m=0

2m

(2m)!
x2m +

∞∑

m=0

x2m

(2m)!
= s(x) + x

∞∑

m=1

x2m−1

(2m− 1)!
+

∞∑

m=0

x2m

(2m)!
.

Uºijeme-li známý
h rozvoj· (viz 3.2.15)

sinh(x) =

∞∑

n=1

x2n−1

(2n− 1)!
, cosh(x) =

∞∑

n=0

x2n

(2n)!

platný
h v R, získáváme tím diferen
iální rovni
i

s′′(x)− s(x) = x sinh(x) + cosh(x)

pro hledanou funk
i s(x). Rovni
i bez pravé strany vy°e²íme snadno. Charakteristi
ká rovni
e λ2 − 1 = 0 má dva

ko°eny λ1,2 = ±1, proto je fundamentálním systémem zkoumané rovni
e mnoºina

{
e
x, e−x

}
. Rovni
i s pravou stranou,

zapsanou v upraveném tvaru

s′′(x)− s(x) =
1

2
(x+ 1)ex +

1

2
(1 − x)e−x,

vy°e²íme superpozi
í. Hledejme tedy nejprve partikulární °e²ení rovni
e

s′′(x) − s(x) =
1

2
(x+ 1)ex.

O£ekáváme ho podle p°íslu²ný
h v¥t ve tvaru yp1(x) = (ax+ b)xex. Snadno dopo£teme dosazením, ºe (a, b) =
(
1
8 ,

1
8

)
.

Podobn¥ p°edpokládáme partikulární °e²ení rovni
e

s′′(x)− s(x) =
1

2
(1 − x)e−x

ve tvaru yp2(x) = (ax+ b)xe−x, odkud (a, b) =
(
1
8 ,− 1

8

)
. Superpozi
í tedy získáváme obe
né °e²ení

y(x) = C1e
x + C2e

−x +
1

8
x(x + 1)ex +

1

8
x(x − 1)e−x.

Zbývá jiº jen ur£it hodnoty integra£ní
h konstant C1 a C2. K jeji
h stanovení uºijeme po£áte£ní podmínky s(0) = 0 a

s′(0) = 0, které vedou k soustav¥

C1 + C2 = 0

C1 − C2 +
1

8
− 1

8
= 0.

Snadno (C1, C2) = (0, 0). Hledaným sou£tem °ady (4.78) je tedy funk
e

s(x) =
1

8
x(x + 1)ex +

1

8
x(x− 1)e−x =

x2

4
cosh(x) +

x

4
sinh(x), x ∈ R.
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4.6 Cvi£ení

V následují
í
h 
vi£ení
h bude s p°edstihem vyuºíváno n¥který
h základní
h poznatk· z kapitoly 5, jak je demonstrováno nap°. v

p°íklad¥ 5.2.21.

Cvi£ení 4.1

Nalezn¥te formální °e²ení diferen
iální rovni
e prvního °ádu

y
′ =

3x2 + 5y2 − 8xy + 4x− 2y + 1

4x2 − 10xy + 2x
.

Ukaºte, ºe p°i vhodné volb¥ integra£ní konstanty p°edstavuje °e²ení jistou kuºelose£ku. Stanovte její normální tvar, hlavní a vedlej²í

signaturu, správný název a st°ed, existuje-li.

Cvi£ení 4.2

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e xy′′ = y′ − (y′)
3
.

Cvi£ení 4.3

�e²te diferen
iální rovni
i xy′′′ + 3(1− 2x)y′′ + 3(3x − 4)y′ + 9y = 9, víte-li, ºe funk
e v(x) = 1
x
je jedním z °e²ení p°idruºené

rovni
e bez pravé strany.

Cvi£ení 4.4

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e 2y(x− 1)y′ + y2 = 4x(3x− 2), pro
házejí
í bodem (x, y) = (1, 2).

Cvi£ení 4.5

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′′(x+1)2 +4y′(x+1)+ 2y = 0, vyhovují
í podmínkám y(0) = 1 a y′(0) = −1.

Cvi£ení 4.6

Nalezn¥te funk
i y(x), která spl¬uje podmínku y(0) = −1 a je maximálním °e²ením oby£ejné diferen
iální rovni
e

y
′ − (8x+ 2y + 2)2 = 0.

Cvi£ení 4.7

Na intervalu I = (1,∞) nalezn¥te úplné °e²ení diferen
iální rovni
e (1− x2)y′′ − xy′ + y = 0, víte-li, ºe funk
e v(x) =
√
x2 − 1

je jedním z její
h °e²ení.

Cvi£ení 4.8

Nalezn¥te a diskutujte formální °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′ =

y2 − 2xy − x2

y2 + 2xy − x2
.

Cvi£ení 4.9

Sestavte lineární diferen
iální rovni
i s konstantními koe�
ienty nejniº²ího moºného °ádu, v jejímº fundamentálním systému jsou

funk
e e
−x, e3x cos(2x) a jejímº °e²ením je funk
e 4 sinh(x).

Cvi£ení 4.10

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′′ − 6y′ + 10y = 4e3x cos(x), které vyhovuje podmínkám y(0) = 0 a y′(0) = 2.

Cvi£ení 4.11

Ukaºte, ºe rovni
e se separovanými prom¥nnými je spe
iálním p°ípadem exaktní diferen
iální rovni
e. Odvo¤te pak na základ¥

tohoto zji²t¥ní formální °e²ení rovni
e se separovanými prom¥nnými aplika
í obe
ného výsledku platného pro exaktní diferen
iální

rovni
i.

Cvi£ení 4.12

Nalezn¥te impli
itní tvar °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′ = −6x2 + 5y2 + 4xy + 8x− 4y − 2

10xy + 2x2 − 4x
.

Ukaºte, ºe °e²ením m·ºe být i jistá kuºelose£ka.

Cvi£ení 4.13

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′′ − 2y′ + 5y = 2ex cos(2x), které vyhovuje podmínkám y(0) = 0 a y′(0) = 2.
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Cvi£ení 4.14

Nalezn¥te impli
itní tvar °e²ení diferen
iální rovni
e y − 2x = y′(y − x).

Cvi£ení 4.15

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e x2y′′ − xy′ + y =
√−x, které vyhovuje podmínkám y(−1) = 0 a y′(−1) = 0.

Cvi£ení 4.16

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y(4) − 3y′′ − 4y = 20e2x.

Cvi£ení 4.17

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e xy′′y′ = (y′)2 + x4.

Cvi£ení 4.18

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

x
2
y
′′ − xy

′ + y =
4

x
,

vyhovují
í podmínkám y(1) = 2 a y′(1) = 0.

Cvi£ení 4.19

Nalezn¥te formální °e²ení diferen
iální rovni
e 24x− 8y − 12 + (2y − 6x+ 5)y′ = 0, pro
házejí
í bodem (x, y) = (9, 29).

Cvi£ení 4.20

Nalezn¥te v²e
hna maximální °e²ení diferen
iální rovni
e (4x+12)y′′+(y′)3 = 4y′, vyhovují
í podmínkám y(1) = −8 a y′(1) = −2.

Cvi£ení 4.21

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′(x+ y2) = y, pro
házejí
í bodem (x, y) = (16, 4).

Cvi£ení 4.22

Pomo
í metody varia
e konstant nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 16ex.

Cvi£ení 4.23

Sestavte Eulerovu diferen
iální rovni
i nejniº²ího moºného °ádu s fundamentálním systémem FS =
{
x3, 1

x
, 1
x2

}
.

Cvi£ení 4.24

Na mnoºin¥ R+
°e²te diferen
iální rovni
i

x
2
y
′′′ + x(7− 6x)y′′ + 4(3x2 − 7x− 4)y′ + 4(8 + 7x− 2x2)y = −18xe2x.

Vyuºijte skute£nosti, ºe funk
e e
2x

°e²í p°íslu²nou rovni
i s nulovou pravou stranou.

Cvi£ení 4.25

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e x−y+2+(y−x+3)y′ = 0. Stanovte, jakou k°ivku °e²ení p°edstavuje. Na£rtn¥te!

Cvi£ení 4.26

�e²te rovni
i

y
′′ + y =

1

cos(x)
.

Cvi£ení 4.27

Nalezn¥te formální °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′ = −y + 4x

y + 2x
+

y

2x
.

Diskutujte, jakou k°ivku získané °e²ení p°edstavuje, a stanovte její 
harakteristiky.

Cvi£ení 4.28

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e 4xy′′ + (4x+ 8)y′ + (x+ 4)y = 0, vyhovují
í podmínkám

• a) y(1) = 7√
e
a y′(1) = − 23

2
√
e
,

• b) y(0) = 4 a y′(0) = −2,

víte-li, ºe jedním z °e²ení zadané rovni
e je jakási exponen
iální funk
e.
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Cvi£ení 4.29

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′ sin(x) = 3 cos(x)

(
y
2/3 − y

)
,

pro
házejí
í bodem (x, y) =
(
17
4
π, 27

)
.

Cvi£ení 4.30

Na mnoºin¥ R+
nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e xy + e

x − xy′ = 0.

Cvi£ení 4.31

�e²te rovni
i y′ = 2x
(
x2 + y

)
.

Cvi£ení 4.32

�e²te diferen
iální rovni
i y′ + y cos(x) = sin(x) cos(x).

Cvi£ení 4.33

�e²te diferen
iální rovni
i y′ + 4xy = 4x
√
y.

Cvi£ení 4.34

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′ sin(x)− y = 1− cos(x), pro
házejí
í bodem (x, y) =
(
π
2
, π
)
.

Cvi£ení 4.35

�e²te diferen
iální rovni
i 2xyy′ + 1 + y2 = 0.

Cvi£ení 4.36

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e xy′ + (x+ 1)y = 3x2
e
−x, vyhovují
í podmínkám

• a) (x, y) = (1, 0),

• b) (x, y) = (0, 0).

Cvi£ení 4.37

�e²te diferen
iální rovni
i

y
′ = − y

3x+ y2
.

Cvi£ení 4.38

�e²te diferen
iální rovni
i (1 + e
x)yy′ = e

x.

Cvi£ení 4.39

�e²te diferen
iální rovni
i xy(1 + x2)y′ = 1 + y2.

Cvi£ení 4.40

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y ln |y|+ xy′ = 0, vyhovují
í podmín
e y(−1) = −e.

Cvi£ení 4.41

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e yy′ = e
−y2

sin(x), pro
házejí
í bodem (x, y) =
(
3π,−

√
ln(4)

)
.

Cvi£ení 4.42

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e 2xy + (x2 − y2)y′ = 0, pro
házejí
í bodem (x, y) =
(
−2,

√
3
)
.

Cvi£ení 4.43

�e²te diferen
iální rovni
i e
−y =

(
2y + xe−y

)
y′.

Cvi£ení 4.44

Nalezn¥te formální °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′ =

x+ y

x− y
.
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Cvi£ení 4.45

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′ =

x+ 2y + 1

2x+ 3
,

pro
házejí
í bodem (x, y) =
(
5
2
, 1
4

)
.

Cvi£ení 4.46

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e 2x− 4y + 6 + (x+ y − 3)y′ = 0, pro
házejí
í bodem

• a) (x, y) = (2, 3),

• b) (x, y) = (0, 0).

Cvi£ení 4.47

�e²te diferen
iální rovni
i xy′ = y − xe
y
x .

Cvi£ení 4.48

�e²te diferen
iální rovni
i

xy
′ = y ln

(
y

x

)
.

Cvi£ení 4.49

�e²te diferen
iální rovni
i xy′′ + 2y′ + xy = 0, víte-li, ºe funk
e v(x) = cos(x)
x

je jedním z její
h °e²ení.

Cvi£ení 4.50

�e²te diferen
iální rovni
i x2
(
ln(x)− 1

)
y′′ − xy′ + y = 0.

Cvi£ení 4.51

Nalezn¥te maximální mnoºinu, na níº jsou funk
e ln(x) a x lineárn¥ nezávislé.

Cvi£ení 4.52

Dokaºte, ºe funk
e sin(x) a cos(x) tvo°í fundamentální systém °e²ení diferen
iální rovni
e y′′ + y = 0.

Cvi£ení 4.53

�e²te diferen
iální rovni
i (x− 1)y′′ − xy′ + y = (x− 1)2, víte-li, ºe funk
e v(x) = x je jedním z její
h °e²ení.

Cvi£ení 4.54

Nalezn¥te obe
né °e²ení diferen
iální rovni
e (x− 1)y′′ − xy′ + y = (x− 1)2, víte-li, ºe fundametální systém p°íslu²né rovni
e bez

pravé strany je {x, ex}.

Cvi£ení 4.55

�e²te diferen
iální rovni
i y′′ + y = tg(x).

Cvi£ení 4.56

Metodou varia
e konstant nalezn¥te obe
né °e²ení diferen
iální rovni
e y′′ − 4y′ + 4y = 6xe2x.

Cvi£ení 4.57

Nalezn¥te obe
né °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′′ + 3y′ + 2y =

1

ex + 1
.

Cvi£ení 4.58

�e²te diferen
iální rovni
e

• a) y′′ + 3y′ + 2y = 0,

• b) y(4) + 5y′′ + 4y = 0,

• 
) y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Cvi£ení 4.59

Nalezn¥te fundamentální systémy rovni


• a) y(5) − y′′ = 0,

• b) y(6) + 64y = 0.
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Cvi£ení 4.60

�e²te rovni
i y′′ − y = x3.

Cvi£ení 4.61

�e²te rovni
i y′′′ + 2y′′ + y′ = 36e2x.

Cvi£ení 4.62

�e²te rovni
i y′′ + y′ − 2y = 8 sin(2x).

Cvi£ení 4.63

�e²te diferen
iální rovni
e

• a) y′′ − 2y′ + 10y = e
x + sin(3x),

• b) y′′ − 2y′ + 10y = e
x sin(3x).

Cvi£ení 4.64

�e²te rovni
i y(4) − y′′′ + y′′ + 9y′ − 10y = 0.

Cvi£ení 4.65

Nalezn¥te diferen
iální rovni
i s konstantními koe�
ienty s nulovou pravou stranou, mají
í fundamentální systém

• a) FS = {sin(x), cos(x), x sin(x), x cos(x)} ,
• b) FS =

{
sin(x), cos(x), x sin(x), x2 sin(x)

}
.

Cvi£ení 4.66

�e²te rovni
i x2y′′ + xy′ + y = x.

Cvi£ení 4.67

Nalezn¥te funk
i y(x), která vyhovuje rovni
i

xy
′′ − 2

y

x
=

9

4
√−x

a podmínkám y(−1) = y′(−1) = 0.

Cvi£ení 4.68

Nalezn¥te a diskutujte impli
itní tvar °e²ení rovni
e

y
′ +

y + 1

x+ 1
= 0.

Cvi£ení 4.69

�e²te rovni
i

y
′′ − 4y′ + 4y = (6x+ 2)e2x

za podmínek y(0) = 1 a y′(0) = 2.

Cvi£ení 4.70

Nalezn¥te impli
itní tvar °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′ =

−3x2 − y2 + 12x − 2y + 6

2xy + 2x
.

Ukaºte, ºe °e²ením m·ºe být i jistá kuºelose£ka. Stanovte její typ a st°ed, má-li ho.

Cvi£ení 4.71

�e²te pohybovou rovni
i pro netlumený °ízený os
ilátor mẍ+kx = ε cos(Ωt), kde m, k, ε,Ω jsou kladné reálné konstanty a funk
e

x(t) je funk
í £asu t. Úlohu °e²te pro Ω 6=
√

k
m
.

Cvi£ení 4.72

�e²te p°ed
hozí 
vi£ení za podmínky Ω =
√

k
m
.

Cvi£ení 4.73

�e²te rovni
i y(4) + y′′′ + 7y′′ + 9y′ − 18y = 6240 sin(x) cos(2x).

138



4.6. CVI�ENÍ

Cvi£ení 4.74

Sestavte diferen
iální rovni
i nejniº²ího moºného °ádu s fundamentálním systémem obsahují
ím funk
e x a ln(x).

Cvi£ení 4.75

Stanovte podmínku pro konstantu C ∈ R tak, aby funk
e y(x) = Cx byla °e²ením homogenní diferen
iální rovni
e.

Cvi£ení 4.76

Na mnoºin¥ R+
nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e x4y(4) + 6x3y′′′ − 8x2y′′ − 24xy′ + 24y + 72x = 0.

Cvi£ení 4.77

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e x(1 − x)y′′ + xy′ − y = x(2 − x), víte-li, ºe jedním z prvk· fundamentálního

systému zadané rovni
e je jakási lineární funk
e.

Cvi£ení 4.78

�e²te rovni
i y′′′ + y′′ + y′ + y = 4x e−x.

Cvi£ení 4.79

�e²te diferen
iální rovni
i

x(1− x)2y′′ − 2y = 36x2(1− x)3,

víte-li, ºe funk
e v(x) = x
1−x

je jedním °e²ením p°íslu²né rovni
e bez pravé strany.

Cvi£ení 4.80

Pro x > 0 °e²te diferen
iální rovni
i x2y′′′ = 2y′.

Cvi£ení 4.81

�e²te diferen
iální rovni
i

y
′′ − y =

2ex

ex − 1
.

Cvi£ení 4.82

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′′ − 2y′ + 2y = 4ex cos(x).

Cvi£ení 4.83

Sestavte lineární diferen
iální rovni
i s konstantními koe�
ienty nejniº²ího moºného °ádu s nulovou pravou stranou a fundamen-

tálním systémem FS =
{
e
−x sin(2x), e−x cos(2x), 3xe−x sin(2x), 3xe−x cos(2x)

}
.

Cvi£ení 4.84

Nalezn¥te a diskutujte formální °e²ení diferen
iální rovni
e

y
′ =

1− 2x− y

1 + x+ 5y
.

Cvi£ení 4.85

�e²te diferen
iální rovni
i y′′′ − 3y′ + 2y = (9x+ 1)ex.

Cvi£ení 4.86

Na mnoºin¥ R+
°e²te diferen
iální rovni
i x2y′′ − 4xy′ + 6y = x.

Cvi£ení 4.87

Na mnoºin¥ R−
°e²te diferen
iální rovni
i x2y′′ − xy′ + y = 2x.

Cvi£ení 4.88

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′ + xy = xex
2√

y tak, aby vyhovovalo podmín
e y(0) = 1.

Cvi£ení 4.89

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e e
−xy′ = y + y5

tak, aby vyhovovalo podmín
e y(0) = 1.

Cvi£ení 4.90

Ur£ete v²e
hna °e²ení rovni
e y(5) − 4y(4) − 21y′′′ + 144(4 + 21x) = 0.
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Cvi£ení 4.91

Která funk
e vyhovuje sou£asn¥ podmín
e y(1) = 1
2
a rovni
i 4xyy′ +

√
x4 − 4y4 = 4y2 ?

Cvi£ení 4.92

�e²te diferen
iální rovni
i

y
′′ + y =

1

sin(2x)
.

Cvi£ení 4.93

Hledejte formální °e²ení diferen
iální rovni
e y′(y − x) = y − 2x.

Cvi£ení 4.94

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e xy′′ = (3 + 4x4)y′ + 16x7
e
x4

.

Cvi£ení 4.95

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y(4) + 2y′′′ − y′′ − 2y′ + 8 = 0.

Cvi£ení 4.96

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e x2y′′ + xy′ = (y′)2.

Cvi£ení 4.97

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e xy′ + 2y = 4x2
e
x2

+ 2x2y, pro
házejí
í bodem

• a) (x, y) = (1, 4e),

• b) (x, y) = (0, 0).

Cvi£ení 4.98

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e sin(x)
(
y′ − x2

)
+ y cos(x) = 0, pro
házejí
í bodem (x, y) =

(
5π
2
, 0
)
.

Cvi£ení 4.99

�e²te rovni
i x(1 + x2)y′′ − 2y′ = −2.

Cvi£ení 4.100

Na mnoºin¥ (−1, 1) °e²te diferen
iální rovni
i (1− x2)(y′′ + 9x) = xy′.

Cvi£ení 4.101

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y, pro
házejí
í bodem (x, y) = (−1, 1) .

Cvi£ení 4.102

Nalezn¥te v²e
hna maximální °e²ení zadané diferen
iální rovni
e y′′′ + y′′ − 8y′ − 12y + 30e−2x = 0.

Cvi£ení 4.103

�e²te diferen
iální rovni
i

y
′′ + y

′tg(x) =
3

cos3(x)
.

Cvi£ení 4.104

Pro kladná x hledejte °e²ení diferen
iální rovni
e x3y′′′ + x2y′′ − 2xy′ + 2y = −2x.

Cvi£ení 4.105

�e²te diferen
iální rovni
i

y
′ =

y + 2

x+ 1
+ tg

(
y − 2x

x+ 1

)
.

Cvi£ení 4.106

�e²te rovni
i y′′ + 2y′ + 5y = 2e−xtg(x).

Cvi£ení 4.107

�e²te rovni
i y2 − 2xy + x2y′ = 0.
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Cvi£ení 4.108

�e²te diferen
iální rovni
i x2y′′−2x(1+x)y′+2(1+x)y = 8x3
e
2x, víte-li, ºe funk
e v(x) = x je jedním °e²ením p°íslu²né rovni
e

bez pravé strany.

Cvi£ení 4.109

Sestavte lineární diferen
iální rovni
i s konstantními koe�
ienty nejniº²ího moºného °ádu s nulovou pravou stranou, jejímiº °e²eními

jsou funk
e e
2x, e−2x, sinh(2x), cosh(2x).

Cvi£ení 4.110

Nalezn¥te v²e
hna maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′′′ − 3y′ − 2y = 6e−x − 4xex.

Cvi£ení 4.111

Nalezn¥te funk
i y(x), která protíná osu y a je maximálním °e²ením diferen
iální rovni
e (x− 2)2y′′ − (x− 2)y′ − 3y = x.

Cvi£ení 4.112

�e²te rovni
i y(4) + 5y′′ + 4y = 3 sin(x).

Cvi£ení 4.113

Na mnoºin¥ R+
°e²te diferen
iální rovni
i

y
′ =

x

y
+

y

x
.

Cvi£ení 4.114

Nalezn¥te v²e
hna maximální °e²ení diferen
iální rovni
e xy′ = y
(
1− y2x2

)
, vyhovují
í podmín
e (x, y) =

(
−2,− 1

2

)
.

Cvi£ení 4.115

�e²te diferen
iální rovni
i

y
′′ +

2x− 3

x(x− 1)
y
′ =

2x− 3

x(x− 1)
.

Cvi£ení 4.116

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e x3y′′ − x2y′ − 3xy + 16 ln(−x) = 0.

Cvi£ení 4.117

�e²te diferen
iální rovni
i y′′ − 2
(
1 + tg2(x)

)
y = 0, víte-li, ºe funk
e tg(x) je jedním z její
h °e²ení.

Cvi£ení 4.118

Pro x > 0 °e²te diferen
iální rovni
i

x
2
y
′′′ + 2x(3x− 2)y′′ + 2(6x2 − 8x+ 3)y′ + 4(3− 4x+ 2x2)y = 8x e−2x

,

víte-li, ºe funk
e v(x) = e
−2x

je jedním °e²ením p°íslu²né rovni
e bez pravé strany.

Cvi£ení 4.119

Najd¥te v²e
hny funk
e y(x), které °e²í rovni
i

y
′′ + y =

2

cos3(x)

a spl¬ují vztahy y(3π) = y′(3π) = 0.

Cvi£ení 4.120

Za podmínek y(0) = 0, y′(0) = 3 a y′′(0) = 8 °e²te rovni
i y′′′ − 5y′′ + 9y′ − 5y = 4ex.

Cvi£ení 4.121

�e²te rovni
i y′′ sin2(x) = 2y. Nápov¥da: Rovni
i °e²í nap°. funk
e cotg(x).

Cvi£ení 4.122

�e²te diferen
iální rovni
i x3y′′′−6x2y′′+x(18−x2)y′+2(x2−12)y = 12x5
e
2x, víte-li, ºe funk
e x2

je jedním °e²ením p°íslu²né

rovni
e bez pravé strany.

Cvi£ení 4.123

�e²te rovni
i y′ + 2xy = 2x3y3
s dodate£nou podmínkou y(1) = 1

2
.
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Cvi£ení 4.124

Sestavte lineární diferen
iální rovni
i s konstantními koe�
ienty nejniº²ího moºného °ádu s nulovou pravou stranou, jejímº °e²ením

je funk
e y(x) = 8xex sin(3x).

Cvi£ení 4.125

Sestavte lineární diferen
iální rovni
i nejniº²ího moºného °ádu, jejímº fundamentálním systémem je mnoºina FS = {xex, xe−x}.

Cvi£ení 4.126

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e x2y′′′ = 18x2 + 2y′.

Cvi£ení 4.127

�e²te rovni
i y′ sin(x)− y = 1− cos(x) s podmínkou (x, y) =
(
5π
2
, 5π

2

)
.

Cvi£ení 4.128

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e y′′(x+1)2 +4y′(x+1)+ 2y = 0, vyhovují
í podmínkám y(0) = 1 a y′(0) = −1.
Uºijte faktu, ºe funk
e

x
(x+1)2

zadanou rovni
i °e²í.

Cvi£ení 4.129

Nalezn¥te analyti
ké °e²ení diferen
iální rovni
e

(
1 + x2

)
y′′ − 2xy′ + 2y = 0, jeº vyhovuje podmínkám y(0) = 0 a y′(0) = 1.

Cvi£ení 4.130

Nalezn¥te analyti
ké °e²ení diferen
iální rovni
e y′′ − xy′ − 2y = 0, jeº vyhovuje podmínkám y(0) = 0 a y′(0) = 1.

Cvi£ení 4.131

Nalezn¥te analyti
ké °e²ení diferen
iální rovni
e xy′′ + 2y′ − xy = 0, jeº vyhovuje podmín
e y(0) = 1.

Cvi£ení 4.132

Nalezn¥te analyti
ké °e²ení diferen
iální rovni
e xy′′ − xy′ − y = 0, jeº vyhovuje podmín
e y′(0) = 1.

Cvi£ení 4.133

Metodou °ad nalezn¥te fundamentální systém diferen
iální rovni
e

(
1− x2

)
y′′ − 4xy′ − 2y = 0.

Cvi£ení 4.134

Dokaºte v¥tu 4.4.30.

Cvi£ení 4.135

�e²te diferen
iální rovni
i

y
′ =

7y − 8x− 7

−2y + 13x + 2
.

Cvi£ení 4.136

Sestavte diferen
iální rovni
i, jejíº mnoºina v²e
h °e²ení je tvaru

[
e
2x, xe2x, e−x

]
λ
+ x.

Cvi£ení 4.137

Pro diferen
iální rovni
i y(4) + 7y′′′ − y′′ − 87y′ = ℘(x) stanovte p°íslu²ný fundamentální systém. Rozhodn¥te poté, v jakém

optimálním tvaru budete p°edpokládat partikulární °e²ení, má-li pravá strana tvar:

• a) ℘(x) = 12xe−5x

• b) ℘(x) = 12x

• 
) ℘(x) = 12xe3x

• d) ℘(x) = 12xe−5x cos(2x)

• e) ℘(x) = 12x cos(2x).

Cvi£ení 4.138

Dokaºte lemma 4.4.30 o superpozi
i.
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Kapitola 5

Kvadrati
ké formy a kvadrati
ké plo
hy

5.1 Bilineární a kvadrati
ké formy

T¥ºi²t¥m na²eho zájmu bude nyní spe
iální typ zobrazení z vektorového prostoru Vr = Rr
dimenze r ∈ N do t¥lesa R.

Zobrazení budeme nazývat kvadrati
kou formou a odhalíme u n¥j 
elou °adu zajímavý
h obe
ný
h vlastností. Poznatky

z tohoto oddílu uºijeme jednak v oddíle následují
ím p°i studiu kvadrati
ký
h plo
h � nadstavb¥ známého pojmu kuºelo-

se£ka, ale rovn¥º p°i vy²et°ování extrém· funk
e ví
e prom¥nný
h v dal²í
h partií
h matemati
ké analýzy (viz nap°íklad

skripta [16℄).

5.1.1 Poznámka

Ne
h´ je dána £tver
ová mati
e A = (aij)
r
i,j=1. Hlavním minorem °ádu k ∈ r̂ mati
e A (k−tým hlavním minorem)

rozumíme determinant ∆k mati
e (aij)
k
i,j=1. Mati
i B reálný
h £ísel nazveme symetri
kou, platí-li rovnost B = B⊺, tj.

platí-li rovnost bij = bji pro v²e
hna i, j ∈ r̂. Mati
i C reálný
h £ísel nazýváme unitární , platí-li pro ni rovnost C ·C⊺ = I.
Mati
i D reálný
h £ísel nazýváme normální , platí-li pro ni rovnost C ·C⊺ = C⊺ ·C. Kaºdá unitární mati
e je tedy normální

a zárove¬ regulární.

5.1.2 De�ni
e

(Symetri
kou) bilineární formou v Rr
nazýváme zobrazení qq(~x, ~y) : Rr ×Rr 7→ R de�nované p°edpisem

qq(~x, ~y) :=

r∑

i,j=1

aijxiyj , (5.1)

kde aij = aji ∈ R (i, j ∈ r̂) a alespo¬ jedno z £ísel aij je nenulové. Symetri
kou mati
i A °ádu r vytvo°enou z koe�
ient·

aij nazýváme mati
í bilineární formy a její hodnost h(A) hodností bilineární formy . �ekneme, ºe bilineární forma (5.1)

je regulární, resp. singulární je-li mati
e A regulární, resp. singulární. �ekneme, ºe bilineární forma (5.1) je v diagonálním

tvaru, je-li mati
e A v diagonálním tvaru.

5.1.3 Poznámka

Bilineární formu m·ºeme snadno vyjád°it pomo
í mati
ového zápisu

qq(~x, ~y) = ~x⊺A ~y = (x1, x2, . . . , xr) ·




a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ar1 ar2 . . . arr




·




y1

y2
.

.

.

yr



.

5.1.4 Poznámka

Krom¥ pojmu bilineární forma se £asto zavádí také obe
n¥j²í pojem, a si
e hermitovská sesquilineární forma. Korektní

zavedení provedeme v následují
í de�ni
i, av²ak v dal²ím textu budeme nadále pra
ovat pouze s bilineárními (a posléze

i kvadrati
kými) formami.
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KAPITOLA 5. KVADRATICKÉ FORMY A KVADRATICKÉ PLOCHY

5.1.5 De�ni
e

Ne
h´ je dána hermitovská komplexní mati
e A = (aij)
r
i,j=1, tj. komplexní mati
e vyhovují
í rovnosti A = A♯, kde

symbol A♯
de�nujeme p°edpisem A♯ = (A∗)⊺ . Hermitovskou sesquilineární formou v Cr

nazýváme zobrazení qq(~x, ~y) :
Cr ×Cr 7→ C de�nované p°edpisem qq(~x, ~y) := ~x⊺A~y∗.

5.1.6 De�ni
e

Kvadrati
kou formou rozumíme takové zobrazení q(~x) : Rr 7→ R, k n¥muº existuje bilineární forma qq(~x, ~y) tak, ºe pro

v²e
hna ~x ∈ Rr
platí rovnost

q(~x) := qq(~x, ~x). (5.2)

Kvadrati
kou formu q(~x) a bilineární formu qq(~x, ~y) z rovnosti (5.2) budeme nazývat vzájemn¥ p°idruºenými . Mati
i

kvadrati
ké formy a hodnost kvadrati
ké formy pak de�nujeme jako mati
i, resp. hodnost p°idruºené bilineární formy.

�ekneme, ºe kvadrati
ká forma (5.2) je regulární, resp. singulární, je-li p°idruºená bilineární forma regulární, resp. singu-

lární. �ekneme, ºe kvadrati
ká forma (5.2) je v diagonálním tvaru, je-li p°idruºená bilineární forma v diagonální tvaru.

5.1.7 P°íklad

P°íkladem kvadrati
ké formy ve t°ídimenzionálním prostoru R3
je forma q(~x) = x21 + 6x1x2 + 2x22 + 14x2x3 − 11x23.

P°evedena do mati
ového zápisu má tato forma tvar

q(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3)




1 3 0

3 2 7

0 7 −11







x1

x2

x3


 .

P°idruºená bilineární forma má proto tvar qq(~x, ~y) = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 2x2y2 + 7x2y3 + 7x3y2 − 11x3y3.

5.1.8 De�ni
e

Ne
h´ je dán vektorový prostor Rr
. Zobrazení z Rr

do Rr
zavedené p°edpisem

yi =
r∑

j=1

rijxj

pro i ∈ r̂ nazýváme lineárním zobrazením ve Rr. Mati
e R = (rij)
r
i,j=1 se pak nazývá mati
í lineárního zobrazení.

Zavedené zobrazení (shrnuté stru£ným zápisem ~y = R~x) nazveme regulárním, resp. singulárním, je-li mati
e R regulární,

resp. singulární.

5.1.9 De�ni
e

�ekneme, ºe lineární zobrazení ~y = R~x je ortonormální , jestliºe pro kaºdé dva indexy i, j ∈ r̂ platí

∑r
k=1 rkirkj = δij .

5.1.10 P°íklad

Ne
h´ ϕ ∈ 〈0, 2π) je pevn¥ zvolený úhel. Pak zobrazení


 y1

y2


 =


 cos(ϕ) sin(ϕ)

− sin(ϕ) cos(ϕ)




 x1

x2




p°edstavuje oto£ení o úhel ϕ ve dvoudimenzionálním prostoru. Toto zobrazení je ortonormální, nebo´

(
cos(ϕ),− sin(ϕ)

)
·


 sin(ϕ)

cos(ϕ)


 = 0

a také

(
cos(ϕ),− sin(ϕ)

)
·


 cos(ϕ)

− sin(ϕ)


 =

(
sin(ϕ), cos(ϕ)

)
·


 sin(ϕ)

cos(ϕ)


 = 1.
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5.1.11 P°íklad

Podobn¥ jako v p°ede²lém p°íklad¥ je také oto£ení




y1

y2

y3


 =




cos(ϕ) sin(ϕ) 0

− sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1







x1

x2

x3




kolem osy x3 ve t°ídimenzionálním prostoru rovn¥º ortonormálním zobrazením. Ov¥°ení p°íslu²ný
h rovností je pone
háno

£tená°i jako 
vi£ení.

5.1.12 Poznámka

Je-li zobrazení z de�ni
e 5.1.8 regulární, existuje k n¥mu inverzní lineární zobrazení

xi =
r∑

j=1

pijyj (i ∈ r̂),

jehoº mati
e P je inverzní k mati
i R, tj. P = R−1
.

5.1.13 V¥ta

Lineární substitu
í ~x = R~y p°ejde kvadrati
ká forma q(~x) :=
∑r

i,j=1 aijxixj s mati
í A ve formu q̃(~y) =
∑r

i,j=1 bijyiyj
se symetri
kou mati
í B = R⊺AR.

D·kaz:

• ne
h´ q(~x) = ~x⊺ A ~x a ~x = R~y

• dosadíme-li q̃(~y) = (R~y)⊺A(R~y) = (~y⊺R⊺)AR~y = ~y⊺
(
R⊺AR

)
~y, je skute£n¥ B = R⊺AR

• mati
e B je symetri
ká, 
oº plyne z vlastností mati
ového násobení R⊺AR, kde A je symetri
ká mati
e

5.1.14 Poznámka

Na tomto míst¥ rad¥ji p°ipomínáme, ºe £íslo λ ∈ C nazýváme vlastním £íslem mati
e A, existuje-li nenulový vektor ~xλ
tak, ºe

A~xλ = λ~xλ.

Kaºdý takový vektor pak nazýváme vlastním vektorem p°íslu²ným vlastnímu £íslu λ. P°itom kaºdá mati
e A °ádu r má

práv¥ r (ne nutn¥ r·zný
h) vlastní
h £ísel, jeº mohou být vypo£teny z rovni
e

det
(
A− λI

)
= 0.

Tato rovni
e je totiº algebrai
kou rovni
í, kde na levé stran¥ stojí reálný polynom stupn¥ r. Z algebry víme, ºe kaºdý

takový polynom má práv¥ r ko°en· a ºe je-li £íslo a+ ib jeho ko°enem, pak také komplexn¥ sdruºené £íslo a− ib je jeho
ko°enem. Dále je známo, ºe je-li mati
e A symetri
ká, pak jsou v²e
hna její vlastní £ísla reálná. Tak tomu bude tedy i u

zkoumaný
h kvadrati
ký
h forem, nebo´ jeji
h mati
e jsou z de�ni
e symetri
ké. Pro vlastní £ísla λ1, λ2, . . . , λr mati
e

A také platí známý vztah

det
(
A
)
=

r∏

k=1

λk.

5.1.15 De�ni
e

Ne
h´ je dána r−dimenzionální bilineární, pop°. kvadrati
ká forma s mati
í A, jeº má hodnost rovnou £íslu s ∈ r̂. Ne
h´
jsou vlastní £ísla mati
e A uspo°ádána následovn¥. Pro i ∈ r̂ \ ŝ ne
h´ λi = 0 a pro i ∈ ŝ ne
h´ λ1 > λ2 > . . . > λs.
Pak vektor

~σ(q) ≡ ~σ(A) = (λ1, λ2, . . . , λr)

budeme nazývat (uspo°ádaným) vektorovým spektrem bilineární/kvadrati
ké formy, resp. mati
e A.
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5.1.16 De�ni
e

Ne
h´ je dána mati
e A. Ne
h´ ~σ(A) = (λ1, λ2, . . . , λr) je její vektorové spekrum. Pak mati
i D = diag(λ1, λ2, . . . , λr)
budeme nazývat kanoni
kou mati
í p°idruºenou k mati
i A.

5.1.17 Poznámka

Hlavní snahou této sek
e bude p°evád¥t libovolné kvadrati
ké formy z obe
ný
h tvar· na tvary diagonální, které jsou snáze

interpretovatelné. P°itom, jak uvidíme, klasi�ka
e kvadrati
ký
h forem podle diagonální
h tvar· (p°esn¥ji normální
h

tvar·) bude zásadní p°i studiu kvadrati
ký
h plo
h v dal²í sek
i. Vý
hozí v¥tou pro zmi¬ovanou klasi�ka
i bude tzv.

zákon setrva£nosti kvadrati
ký
h forem, který práv¥ vyslovíme.

5.1.18 V¥ta � zákon setrva£nosti kvadrati
ký
h forem

Ke kaºdé kvadrati
ké form¥ q(x1, x2, . . . , xr) s mati
í A existuje regulární zobrazení ~x = R~y, jeº tuto formu p°evede na

tvar

q̃(y1, y2, . . . , yr) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + . . .+ λry

2
r = ~y⊺diag(λ1, λ2, . . . , λr)~y, (5.3)

kde (λ1, λ2, . . . , λr) je vektorové spektrum mati
e A. P°itom uvedené zobrazení je ortonormální, tj. sloup
e mati
e R
tvo°í ortonormální soubor.

D·kaz:

• ne
h´ jsou v²e
hna vlastní £ísla mati
e A kumulována do vektorového spektra ~σ(A) = (λ1, λ2, . . . , λr)

• podle jisté algebrai
ké v¥ty existuje unitární mati
e R tak, ºe A = R⊺DR, kde D = diag(λ1, λ2, . . . , λr) je tzv.

kanoni
ká mati
e p°íslu²ná mati
i A

• dále q(~x) = ~x⊺A ~x = ~x⊺R⊺DR ~x =
(
R~x
)⊺ DR ~x

• ozna£me nyní ~y := R~x

• pak tedy

q(~x) = q̃(~y) = ~y⊺D ~y = (y1, y2, . . . , yr)




λ1 0 0 0

0 λ2 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 λr







y1

y2
.

.

.

yr




= λ1 y
2
1 + λ2 y

2
2 + . . .+ λr y

2
r

• jelikoº R je unitární mati
e, jsou sloup
e mati
e R vzájemn¥ ortonormální

5.1.19 V¥ta � o normalizovatelnosti kvadrati
ký
h forem

Kvadrati
kou formu q(x1, x2, . . . , xr) hodnosti h lze vºdy p°evést regulární substitu
í ~x = R~y ve formu

q(y1, y2, . . . , yr) = y21 + y22 + . . .+ y2s1 − y2s1+1 − . . .− y2s1+s2 , (5.4)

kde h = s1 + s2.

D·kaz:

• ne
h´ je tedy dána kvadrati
ká forma q(~x) = ~x⊺A~x s mati
í A

• vzhledem k tomu, ºe A je symetri
ká, jsou v²e
hna její vlastní £ísla λ1, λ2, . . . , λr reálná

• ne
h´ jsou naví
 uspo°ádána do vektorového spektra (λ1, λ2, . . . , λr)

• tedy s1 + s2 = h, a r − h vlastní
h £ísel je proto nulový
h

• vyjdeme ze zákona setrva£nosti kvadrati
ký
h forem 5.1.18
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• podle n¥j lze formu q(~x) = ~x⊺A~x p°evést regulární transforma
í ~x = Q~z na tvar

q̃(z1, z2, . . . , zr) = λ1z
2
1 + λ2z

2
2 + . . .+ λrz

2
r

• nyní zave¤me dal²í transforma
i ~z = P~y, kde

P = diag

(
1√
λ1
,

1√
λ2
, . . . ,

1√
λs1

,
1√

−λs1+1

,
1√

−λs1+2

, . . . ,
1√
−λh

, 1, 1, . . . , 1

)

je diagonální mati
e s uvedenými prvky na hlavní diagonále

• takové zobrazení je regulárním zobrazením, nebo´ pro p°íslu²ný determinant platí

det
(
P
)
=

s1∏

k=1

1√
λk

·
h∏

k=s1+1

1√−λk
·

r∏

k=h

1 > 0

• je-li mati
e A regulární, tj. h = r, pak naví
 det
(
P
)
= | det(A)

∣∣−1/2

• jak zobrazení ~x = Q~z, tak také zobrazení ~z = P~y jsou regulární, a proto tedy ~x = Q
(
P~y
)
=
(
Q · P

)
~y je hledaným

zobrazením a naví
 regulárním, nebo´ det
(
Q · P

)
= det

(
Q
)
det
(
P
)
6= 0

• hledanou mati
í R je proto mati
e R = Q · P

5.1.20 De�ni
e

Ne
h´ je zadána kvadrati
ká forma q(~x). Tvar (5.3), resp. (5.4) pak nazýváme kanoni
kým, resp. normálním tvarem

kvadrati
ké formy.

5.1.21 Lemma

Uspo°ádaná troji
e

(
s1, s2, r − h

)
z v¥ty 5.1.19 je pro pevn¥ zvolenou kvadrati
kou formu ur£ena jednozna£n¥.

5.1.22 De�ni
e

Ne
h´ je zadána kvadrati
ká forma q(~x). Uspo°ádanou troji
i
(
s1, s2, r−h

)
z v¥ty 5.1.19 nazýváme signaturou kvadrati
ké

formy a zna£íme ji sg(q). �ísla s1, resp. s2, resp. r − h nazýváme po °ad¥ kladným, záporným a nulovým indexem

setrva£nosti kvadrati
ké formy.

5.1.23 De�ni
e

Ne
h´ je zadána kvadrati
ká forma q(~x). Formu q(~x) nazýváme pozitivn¥ de�nitní v Rr
a ozna£íme q(~x) ⊲ 0, jestliºe

pro v²e
hna ~x ∈ Rr (~x 6= ~0) platí ostrá nerovnost q(~x) > 0. Formu q(~x) nazýváme negativn¥ de�nitní v Rr
a ozna£íme

q(~x) ⊳ 0, jestliºe pro v²e
hna ~x ∈ Rr (~x 6= ~0) platí ostrá nerovnost q(~x) < 0. Formu q(~x) nazýváme pozitivn¥

semide�nitní v Rr
a ozna£íme q(~x) D 0, jestliºe pro v²e
hna ~x ∈ Rr

platí neostrá nerovnost q(~x) > 0 a existuje ~x ∈ Rr

(~x 6= ~0) takové, ºe q(~x) = 0. Formu q(~x) nazýváme negativn¥ semide�nitní v Rr
a ozna£íme q(~x) E 0, jestliºe pro

v²e
hna ~x ∈ Rr
platí neostrá nerovnost q(~x) 6 0 a existuje ~x ∈ Rr (~x 6= ~0) takové, ºe q(~x) = 0. Formu q(~x) nazýváme

inde�nitní v Rr
a ozna£íme q(~x) ⊳⊲ 0, jestliºe existují ~x, ~y ∈ Rr

taková, ºe q(~x) < 0 a q(~y) > 0.

5.1.24 V¥ta

Kvadrati
ká forma q(~x) je pozitivn¥ de�nitní práv¥ tehdy, kdyº jsou v²e
hna vlastní £ísla mati
e formy kladná.

D·kaz:

• v¥ta je vyslovena jako ekvivalen
e, proto budeme dokazovat dv¥ implika
e

• První implika
e:

� ne
h´ je tedy forma q(~x) pozitivn¥ de�nitní, tj. q(~x) ⊲ 0
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� ne
h´ λ ∈ R je vlastní £íslo její mati
e A, tj. A ~x = λ~x, kde ~x není nulový vektor

� odsud vyplývá ~x⊺A ~x = λ~x⊺~x, a tedy q(~x) = λ~x⊺~x a následn¥

λ =
q(~x)

~x⊺~x
=
q(~x)

‖~x‖2 > 0

� tato nerovnost vyplývá jednak z faktu, ºe pro nenulové ~x je q(~x) > 0, ale také ze skute£nosti, ºe velikost ‖~x‖
(°íkejme jí rad¥ji euklidovská norma - viz následují
í kapitola) nenulového vektoru není nikdy nulová

• Druhá implika
e:

� ne
h´ jsou v²e
hna vlastní £ísla mati
e A kumulována do vektorového spektra ~σ(A) = (λ1, λ2, . . . , λr)

� podle jisté algebrai
ké v¥ty existuje unitární mati
e U (tedy ortogonální) tak, ºe A = U⊺DU, kde D =
diag(λ1, λ2, . . . , λr) je tzv. kanoni
ká mati
e p°íslu²ná mati
i A

� dále q(~x) = ~x⊺A ~x = ~x⊺U⊺DU ~x =
(
U~x
)⊺ DU ~x

� ozna£me nyní ~y := U~x

� jelikoº U je ortogonální mati
e (a tedy regulární), je vektor ~y rovn¥º nenulový (tedy aº na triviální p°ípad,

kdy ~x = ~0)

� pak tedy

q(~x) = ~y⊺D ~y = (y1, y2, . . . , yr)




λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

. . . . . .
.

.

. . . .

0 0 0 λr







y1

y2
.

.

.

yr




= λ1 y
2
1 + λ2 y

2
2 + . . .+ λr y

2
r > 0

� poslední nerovnost je d·sledkem skute£nosti, ºe vlastní £ísla jsou z p°edpoklad· kladná a alespo¬ jedno yi
není nulové

5.1.25 V¥ta

Kvadrati
ká forma q(~x) je pozitivn¥ semide�nitní práv¥ tehdy, kdyº jsou v²e
hna vlastní £ísla mati
e formy nezáporná a

alespo¬ jedno z ni
h je nulové.

D·kaz:

• d·kaz je obm¥nou p°ede²lého d·kazu (pouze v²e
hny ostré nerovnosti jsou nahrazeny neostrými)

5.1.26 V¥ta

Kvadrati
ká forma q(~x) je negativn¥ de�nitní práv¥ tehdy, kdyº jsou v²e
hna vlastní £ísla mati
e formy záporná.

D·kaz:

• posta£í si uv¥domit skute£nost, ºe je-li kvadrati
ká forma q(~x) negativn¥ de�nitní, je forma −q(~x) pozitivn¥

de�nitní

• tvrzení pak beze zbytku plyne z v¥ty 5.1.24

5.1.27 D·sledek

Kvadrati
ká forma q(~x) je negativn¥ semide�nitní práv¥ tehdy, kdyº jsou v²e
hna vlastní £ísla mati
e formy nekladná a

alespo¬ jedno z ni
h je nulové. Kvadrati
ká forma q(~x) je inde�nitní práv¥ tehdy, kdyº existují alespo¬ dv¥ vlastní £ísla

mati
e formy, z ni
hº jedno je kladné a jedno je záporné.
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5.1.28 V¥ta

Ne
h´ q(~x) je kvadrati
ká forma v Rr
hodnosti h a signatury sg(q) = (s1, s2, r − h).

1. Forma q(~x) je pozitivn¥, resp. negativn¥ de�nitní v Rr
práv¥ tehdy, kdyº h = r = s1, resp. h = r = s2.

2. Forma q(~x) je pozitivn¥, resp. negativn¥ semide�nitní v Rr
práv¥ tehdy, kdyº h < r a s1 = h, resp. h < r a

s2 = h.

3. Forma q(~x) je inde�nitní v Rr
práv¥ tehdy, kdyº s1s2 6= 0.

D·kaz:

• je p°ímým d·sledkem p°ede²lý
h v¥t

5.1.29 V¥ta � Sylvesterovo kritérium

Ne
h´ q(~x) je kvadrati
ká forma v Rr
s mati
í A a hlavními minory ∆i, kde i ∈ r̂. Pak q(~x) je pozitivn¥ de�nitní práv¥

tehdy, kdyº pro v²e
hna i ∈ r̂ je ∆i > 0. Forma q(~x) je negativn¥ de�nitní práv¥ tehdy, kdyº pro v²e
hna i ∈ r̂ je

(−1)i∆i > 0.

D·kaz:

• dokáºeme nejprve první £ast tvrzení

• to je vysloveno jako ekvivalen
e, proto budeme dokazovat dv¥ implika
e

• První implika
e:

� ne
h´ je tedy kvadrati
ká forma q(~x) = x⊺A~x pozitivn¥ de�nitní

� ukáºeme, ºe za tohoto p°edpokladu je mati
e

Ak :=




a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ak1 ak2 . . . akk




pozitivn¥ de�nitní

� ne
h´ je tedy (y1, y2, . . . , yk)
⊺
nenulový vektor

� potom platí

(y1, y2, . . . , yk)




a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ak1 ak2 . . . akk







y1

y2
.

.

.

yk




=

= (y1, y2, . . . , yk, 0, 0, . . . , 0)




a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ar1 ar2 . . . arr







y1
.

.

.

yk

0
.

.

.

0




> 0

� znaménko nerovnosti plyne z de�ni
e pozitivní de�nitnosti kvadrati
ký
h forem
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� mati
e Ak je tedy pozitivn¥ de�nitní, a proto má v²e
hna vlastní £ísla µ1, µ2, . . . , µk kladná, z £ehoº vyplývá,

ºe pro v²e
hna k ∈ r̂ platí

∆k = det(Ak) =

k∏

i=1

µi > 0

• Druhá implika
e:

� p°edpokládejme, ºe pro v²e
hna k ∈ r̂ platí det(Ak) > 0

� matemati
kou induk
í dokáºeme, ºe kvadrati
ká forma q(~x) = x⊺A~x je pozitivn¥ de�nitní, tj. ºe mati
e

A = An je pozitivn¥ de�nitní

� pro k = 1 je z°ejmé, ºe A1 je pozitivn¥ de�nitní

� induk£ním p°edpokladem tedy bude pozitivní de�nitnost mati
e An−1

� ozna£me

dn =
det(An)

det(An−1)

� dále ozna£me ~z =
(
z1, z2, . . . , zn

)⊺
vektor, který °e²í soustavu An~z =

(
0, 0, . . . , 0, dn

)⊺

� z Cramerova pravidla vyplývá rovnost zn = 1

� proto pro i ∈ n̂− 1 platí vztahy ain = ani = −ai1z1 − ai2z2 − . . .− ai,n−1zn−1

� a dále ann = dn − an1z1 − an2z2 − . . .− an,n−1zn−1

� ozna£me

R =




1 0 . . . 0 −z1
0 1 . . . 0 −z2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 −zn−1

0 0 . . . 0 1




� ozna£me dále

D =




a11 a12 . . . a1,n−1 0

a21 a22 . . . a2,n−1 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an−1,1 an−1,2 . . . an−1,n−1 0

0 0 . . . 0 dn




� nyní lze rutinním výpo£tem ov¥°it, ºe platí vztah An = R⊺DR

� ne
h´ ~x je libovolný nenulový vektor

� ozna£me ~y = R~x

� protoºe mati
e R je regulární, je také vektor ~y nenulový

� ozna£me je²t¥ ~y• =
(
y1, y2, . . . , yn−1

)⊺

� pak jednodu
hými úpravami dostáváme sérii rovností

q(~x) = ~x⊺A ~x = ~x⊺R⊺DR ~x =
(
R~x
)⊺DR ~x = ~y⊺D ~y = ~y⊺•An−1 ~y• + dny

2
n > 0

� oba poslední s£ítan
e jsou nezáporné, protoºe mati
e An−1 je z induk£ního p°edpokladu pozitivn¥ de�nitní a

£íslo dn je kladné

� ostrá nerovnost vyplývá z faktu, ºe je-li ~y nenulový vektor, je bu¤ yn 6= 0 nebo ~y• 6= ~0

• tvrzení Sylvesterova kritéria o negativní de�nitosti vyplývá z faktu, ºe je-li kvadrati
ká forma q(~x) negativn¥

de�nitní, je forma −q(~x) pozitivn¥ de�nitní
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5.1.30 Poznámka

Krom¥ typ· de�nitností z de�ni
e 5.1.23 budeme také rozli²ovat typy ex
entri
ity kvadrati
ký
h forem. Ty zavedeme v

následují
í de�ni
i a s výhodou je zuºitkujeme p°i pozd¥j²í klasi�ka
i kvadrati
ký
h plo
h.

5.1.31 De�ni
e

Ne
h´ je zadána kvadrati
ká forma q(~x) v Rr
a ne
h´ sg(q) = (s1, s2, s3) je její signatura. �ekneme, ºe kvadrati
ká

forma q(~x) je elipti
ká, resp. hyperboli
ká, resp. paraboli
ká v prostoru Rr
, jestliºe s1 = r nebo s2 = r, resp. s1s2 6= 0

a s3 = 0, resp. s3 6= 0.

5.1.32 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány vektory ~u,~v z vektorového prostoru Rr
a kvadrati
ká forma q(~x) v Rr

. Pak °ekneme, ºe vektory ~u,~v
jsou q−ortogonální, jestliºe qq(~u,~v) = 0, kde qq(~x, ~y) je bilineární forma p°idruºená ke kvadrati
ké form¥ q(~x).

5.1.33 De�ni
e

Bázi BP =
(
~u1, ~u2, . . . , ~ur

)
vektorového prostoru Rr

nazýváme polární bází odvozenou od kvadrati
ké formy q(~x),
zkrá
en¥: polární bází kvadrati
ké formy q(~x), jestliºe pro kaºdá i, j ∈ r̂ zárove¬ platí:

1. qq(~ui, ~uj) = 0, pokud i 6= j,

2. q(~ui) ∈ {0,+1,−1} ,

kde qq(~x, ~y) je bilineární forma p°idruºená ke kvadrati
ké form¥ q(~x).

5.1.34 P°íklad

Nap°íklad pro kvadrati
kou formu q(x1, x2, x3) = x21 + x22 + x23 je polární bází mnoºina

BP =
(
(1, 0, 0)⊺, (0, 1, 0)⊺, (0, 0, 1)⊺

)
.

Ale pozor! Není jedinou polární bází. Pokusíme se nalézt dal²í. Hledejme nap°íklad polární bázi obsahují
í zvolený vektor

~u =

(√
2

2
,

√
2

2
, 0

)⊺

,

pro který platí q(~u) = 1. Hledejme tedy druhý vektor ~v = (v1, v2, v3)
⊺. Ten by m¥l spl¬ovat spole£n¥ s vektorem ~u

podmínku q−ortogonality, tj.

qq(~u,~v) =

(√
2

2
,

√
2

2
, 0

)



1 0 0

0 1 0

0 0 1







v1

v2

v3


 =

√
2

2

(
v1 + v2

)
= 0.

Dále by m¥lo platit q(~v) = v21 + v22 + v23 = 1. Jelikoº máme k dispozi
i pouze dv¥ podmínky pro t°i neznámé v1, v2, v3,
lze jednu z ni
h volit. Zvolme nap°íklad v1 = 0. Pak ale z podmínky q−ortogonality vy
hází, ºe v2 = 0. q−normaliza£ní

podmínka v21 + v22 + v23 = 1 pak vede k ur£ení v3 = 1. Tedy ~v = (0, 0, 1)⊺. Hledejme t°etí vektor ~w = (w1, w2, w3)
⊺.

Ten by m¥l spl¬ovat dv¥ podmínky q−ortogonality, konkrétn¥

qq(~u, ~w) =

(√
2

2
,

√
2

2
, 0

)



1 0 0

0 1 0

0 0 1







w1

w2

w3


 =

√
2

2

(
w1 + w2

)
= 0,

qq(~v, ~w) = (0, 0, 1)




1 0 0

0 1 0

0 0 1







w1

w2

w3


 = w3 = 0.
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Proto w3 = 0 a w2 = −w1. Podmínka q−ortonormality w2
1 +w2

2 +w2
3 = 1 vede k rovnosti 2w2

1 = 1, odkud vy
hází, ºe

w1 =
√
2
2 . Pak tedy

~w =

(√
2

2
,−

√
2

2
, 0

)⊺

.

Hledanou nestandardní polární bázi je tudíº soubor

B′
P =

((√
2

2
,

√
2

2
, 0

)⊺

, (0, 0, 1)⊺,

(√
2

2
,−

√
2

2
, 0

)⊺)
.

5.1.35 Poznámka

Pro ur£ení normálního tvaru zadané kvadrati
ké formy, pro ur£ení její signatury a p°íslu²né polární báze je pouºívána tzv.

Babylónská reduk
e, n¥kdy nazývaná téº Lagrangeovým algoritmem. Tato pro
edura spo£ívá v p°evedení kvadrati
ké

formy v prostoru Rr
na maximáln¥ r £tver
·. P°i této reduk
i na £tver
e je ale t°eba mít na z°eteli, aby v kaºdém nov¥

vytvo°eném £tver
i byly vºdy obsaºeny v²e
hny s£ítan
e obsahují
í vybranou prom¥nnou. Tedy nap°. první £tvere
 by

m¥l být zkonstruován tak, aby se ve zbylém výraze jiº nevyskytovala prom¥nná x1. Proto bude mít první £tvere
 obe
n¥

r s£ítan
·, druhý r − 1 atd. Poslední £tvere
 Lagrangeova algoritmu pak bude p°edstavován pouze jistým násobkem

kvadrátu x2r poslední prom¥nné. Lépe lze pro
eduru po
hopit na konkrétním p°íklad¥. Zkoumejme proto kvadrati
kou

formu

q(x1, x2, x3) = x21 − 2x1x2 + 2x2x3 + x23 + 2x1x3.

Dopln¥ní na £tver
e pak probíhá následovn¥

x21 − 2x1x2 + 2x2x3 + x23 + 2x1x3 =
(
x1 − x2 + x3

)2 − x22 + 4x2x3 =
(
x1 − x2 + x3

)2 −
(
x2 − 2x3

)2
+ (2x3)

2.

Tedy normální tvar zadané formy má podobu q̃(y1, y2, y3) = y21 − y22 + y23 , kde y1 = x1 − x2 + x3, y2 = x2 − 2x3
a y3 = 2x3. Signaturou zadané kvadrati
ké formy je pak troji
e sg(q) = (2, 1, 0). Zkoumaná forma je proto regulární,

inde�nitní a hyperboli
ká. Pro inverzní transforma
i platí mati
ový vztah




x1

x2

x3


 =




1 1 1
2

0 1 1

0 0 1
2







y1

y2

y3


 ,

kde jednotlivé sloup
e mati
e p°e
hodu, jak se p°esv¥d£íme pozd¥ji, p°edstavují vektory polární báze. Tedy

BP = {~u1, ~u2, ~u3} ≡
{
(1, 0, 0)⊺, (1, 1, 0)⊺, (

1

2
, 1,

1

2
)⊺
}
.

Snadno ov¥°íme, ºe se skute£n¥ o polární bázi jedná, nebo´ jsou spln¥ny jak q−normaliza£ní podmínky q(~u1) = 1,
q(~u2) = −1, q(~u3) = 1, tak také podmínky q−ortogonality qq(~u1, ~u2) = qq(~u1, ~u3) = qq(~u2, ~u3) = 0.

5.1.36 V¥ta

Ne
h´ je zadána kvadrati
ká forma q(~x) v prostoru Rr
a její polární báze BP =

(
~u1, ~u2, . . . , ~ur

)
. Pak regulární lineární

zobrazení ~x = B~y zadané rovnostmi xk = u1ky1 + u2ky2 + u3ky3 + . . .+ urkyr p°evádí formu q(~x) na normální tvar.

D·kaz:

• z vektor· polární báze BP sestavme mati
i

B =




u11 u21 u31 . . . ur1

u12 u22 u32 . . . ur2

u13 u23 u33 . . . ur3

. . . . . . . . .
.

.

. . . .

u1r u2r u3r . . . urr



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• zobrazení ~x = B~y zave¤me do kvadrati
ké formy

• pak tedy q(~x) = ~x⊺A ~x =
(
B~y
)⊺A

(
B~y
)
= ~y⊺

(
B⊺AB

)
~y

• zkoumejme nyní mati
i

B⊺AB =




~u⊺1

~u⊺2

~u⊺3
.

.

.

~u⊺r




A
(
~u1, ~u2, . . . , ~ur

)
=




~u⊺1

~u⊺2

~u⊺3
.

.

.

~u⊺r




(
A~u1,A~u2, . . . ,A~ur

)
=

=




qq(~u1, ~u1) qq(~u1, ~u2) qq(~u1, ~u3) . . . qq(~u1, ~ur)

qq(~u2, ~u1) qq(~u2, ~u2) qq(~u2, ~u3) . . . qq(~u2, ~ur)

qq(~u3, ~u1) qq(~u3, ~u2) qq(~u3, ~u3) . . . qq(~u3, ~ur)

. . . . . . . . .
.

.

. . . .

qq(~ur, ~u1) qq(~ur, ~u2) qq(~ur, ~u3) . . . qq(~ur, ~ur)




• uºijeme-li nyní vlastností vektor· polární báze, dostáváme odtud

B⊺AB =




q(~u1) 0 0 . . . 0

0 q(~u2) 0 . . . 0

0 0 q(~u3) . . . 0

. . . . . . . . .
.

.

. . . .

0 0 0 . . . q(~ur)




• odsud jiº p°ímo plyne, ºe forma

q(~x) = q(B~y) = (y1, y2, . . . , yr)




q(~u1) 0 0 . . . 0

0 q(~u2) 0 . . . 0

0 0 q(~u3) . . . 0

. . . . . . . . .
.

.

. . . .

0 0 0 . . . q(~ur)







y1

y2

y3
.

.

.

yr




je v normálním tvaru

• p°itom hodnoty q(~u1), q(~u2), . . . , q(~ur), které jsou bu¤ 0 nebo 1 nebo -1, jednozna£n¥ ur£ují signaturu zadané

kvadrati
ké formy

5.1.37 Poznámka

Podle p°ede²lé v¥ty je tedy polární báze takovou bází v Rr, v níº má zvolená kvadrati
ká forma normální tvar. Uv¥domme

si, ºe ze vztahu ~x = B~y = y1~u1 + . . .+ yr~ur plyne, ºe (~x)BP
= (y1, . . . , yr)

⊺, tj. y1, . . . , yr jsou sou°adni
e vektoru ~x v

bázi BP . Tento poznatek s výhodou zuºitkujeme p°i studiu obe
ný
h kvadrati
ký
h plo
h.

5.1.38 P°íklad

Ne
h´ je dána kvadrati
ká forma

q(~x) =
1

2
x1x2 +

1

2
x1x3 − x2x3.
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Hledáme její polární bázi, která obsahuje vektor ~u1 = (0, 1, 1)⊺, existuje-li. Pokusíme se také stanovit její typ, de�nitnost,

signaturu, normální tvar v sou°adni
í
h polární báze a transforma£ní vztahy, které ji na její normální tvar p°evád¥jí. Daná

kvadrati
ká forma má mati
ový zápis tvaru

q(~x) = (x1, x2, x3)




0

1/4

1/4

1/4

0

−1/2

1/4

−1/2

0







x1

x2

x3


 .

Bilineární forma p°idruºená k zadané kvadrati
ké form¥ má tedy podobu

qq(~x, ~y) = (x1, x2, x3)




0

1/4

1/4

1/4

0

−1/2

1/4

−1/2

0







y1

y2

y3


 .

Nejprve se budeme snaºit zkonstruovat polární bázi BP = {~u1, ~u2, ~u3} s jiº zadaným vektorem ~u1 = (0, 1, 1)⊺. Jelikoº je
z°ejmé, ºe forma q(~x) je inde�nitní, o £emº se snadno p°esv¥d£íme pomo
í de�ni
e, a q(~u1) = −1, bude taková polární

báze existovat. Její konstruk
i provedeme p°ímo uºitím pat°i£né de�ni
e. Za£neme hledáním vektoru ~u2 = (x1, x2, x3)
⊺

spl¬ují
ího podmínky qq(~u1, ~u2) = 0 a q(~u2) ∈ {0,−1, 1}. Protoºe ale máme pouze dv¥ podmínky pro t°i neznámé

x1, x2, x3, lze jednu z ni
h volit. My zde nap°. volíme

x1 = 0. (5.5)

První podmínka dává rovnost

(0, 1, 1)




0

1/4

1/4

1/4

0

−1/2

1/4

−1/2

0







x1

x2

x3


 =

1

2
(x1 − x2 − x3) = 0,

a tedy (pro volbu (5.5)) dostáváme x2 = −x3. Dosadíme-li oba získané vztahy do druhé podmínky, obdrºíme q(~u2) =
x23 = 1. Zde podotýkáme, ºe hodnoty 0 nebo −1 na pravé stran¥ této rovnosti byly z po
hopitelný
h d·vod· zavrhnuty.

Rovni
i °e²í nap°. hodnota x3 = 1, 
oº vede k nalezení druhého vektoru polární báze ve tvaru ~u2 = (0,−1, 1)⊺.
Dále pokra£ujeme analogi
ky hledáním posledního vektoru ~u3 = (x1, x2, x3)

⊺
spl¬ují
ího podmínky qq(~u1, ~u3) = 0,

qq(~u2, ~u3) = 0 a q(~u3) ∈ {0,−1, 1}.Uvedené podmínky q-ortogonality vedou k rovnostem x1−x2−x3 = 0,−x2+x3 = 0.
Po vyjád°ení x2 = x3 a x1 = 2x3 získává t°etí podmínka jednodu
hou podobu q(~u3) = x23 = 1. Op¥t jsme z mnoºiny

{0,−1, 1} vylou£ili hodnoty 0,−1. �e²ením rovni
e je nap°. hodnota x3 = 1 a tedy ~u3 = (2, 1, 1)⊺. Uzavíráme tedy, ºe

hledanou polární bází je mnoºina

BP = {(0, 1, 1)⊺, (0,−1, 1)⊺, (2, 1, 1)⊺}. (5.6)

Úloha má z°ejm¥ i dal²í °e²ení (má dokon
e nespo£etn¥ mnoho °e²ení). Nap°. zm¥níme-li volbu (5.5) na x2 = 0 nebo

x3 = 0, dostaneme polární bázi tvaru BP = {(0, 1, 1)⊺, (
√
2, 0,

√
2)⊺, (

√
2,
√
2, 0)⊺}. Zp¥t ale k polární bázi (5.6). Ur£íme

transforma£ní vztahy 


x1

x2

x3


 =




0

1

1

0

−1

1

2

1

1







y1

y2

y3




pro p°evod zadané kvadrati
ké formy na normální tvar

q̃(~y) = q(~u1)y
2
1 + q(~u2)y

2
2 + q(~u3)y

2
3 = −y21 + y22 + y23

hyperboli
kého typu. Odsud snadno nahlédneme, ºe signatura zadané formy je sg (q) = (2, 1, 0).

5.2 Kvadrati
ké plo
hy

Po podrobném studiu kvadrati
ký
h forem p°istoupíme v tomto oddíle k vy²et°ování základní
h vlastností kvadrati
ký
h

plo
h (kvadrik) v r−dimenzionálním prostoru Rr.
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5.2.1 De�ni
e

Ne
h´ je dána nenulová £tver
ová symetri
ká mati
e A = (aij)
r
i,j=1, vektor

~b ∈ Rr
a £íslo c ∈ R. Funk
iQ(~x) : Rr 7→ R

tvaru

Q(~x) = ~x⊺A ~x− 2~b⊺~x+ c (5.7)

nazýváme kvadrati
kou funk
í v prostoru Rr
. Mnoºina (vzor nuly p°i zobrazení Q(~x))

Q−1(0) =
{
~x ∈ Rr : Q(~x) = 0

}
(5.8)

se nazývá kvadrati
kou plo
hou (kvadrikou) ur£enou rovni
í Q(~x) = 0. Mati
i A, vektor ~b a £íslo c nazýváme mati
í ,

vektorem a absolutním £lenem kvadrati
ké funk
e (kvadriky). �len −2~b⊺~x ve vztahu (5.7) nazýváme lineárním £lenem

kvadrati
ké funk
e.

Kvadrati
kou formu q(~x) = ~x⊺ A ~x nazýváme kvadrati
kou formou p°íslu²nou ke kvadrati
ké funk
i (5.7), resp. ke

kvadri
e (5.8). Kvadriku ve dvoudimenzionálním prostoru R2
nazýváme také kuºelose£kou.

5.2.2 Poznámka

Nejfrekventovan¥j²ími kvadrikami ve dvoudimenzionálním prostoruR2
jsou elipsa, hyperbola a parabola. Tyto kuºelose£ky

bývají nej£ast¥ji uvád¥ny ve st°edo²kolský
h diagonální
h tvare
h, kdy jeji
h hlavní osy (£i tzv. poloosy) jsou rovnob¥ºné

se sou°adnými osami. Proberme nyní stru£n¥ základní vlastnosti t¥
hto elementární
h kuºelose£ek. Elipsa je mnoºina

bod· v rovin¥, jeº mají od dvou pevn¥ zvolený
h bod· O1, O2 (tzv. ohnisek elipsy) stálý sou£et vzdáleností 2a. �ísla
a, b (a > b) nazýváme po °ad¥ hlavní a vedlej²í poloosou elipsy. Vzdálenost obou ohnisek od st°edu elipsy se nazývá

ex
entri
ita a vypo£te se pomo
í vztahu e :=
√
a2 − b2. Nap°íklad elipsa

(x1 − s1)
2

a2
+

(x2 − s2)
2

b2
= 1

je elipsou o poloosá
h a a b se st°edem v bod¥ (s1, s2). Její podoba je vyobrazena na následují
ím obrázku.

s
1
 s

1
+e s

1
+a

x
1
 

x
2

O
2
 O

1
(s

1
,s

2
) 

Obrázek 5.17

Elipsa o poloosá
h a a b se st°edem v bod¥ (s1, s2). Body (s1+e, s2) a (s1−e, s2)
reprezentují ohniska elipsy. Jeji
h vzdálenost od st°edu elipsy je rovna ex
entri
it¥

e :=
√
a2 − b2.

Tato elipsa m·ºe být snadno zapsána v de�ni£ním tvaru Q(x1, x2) = ~x⊺A ~x− 2~b⊺~x+ c, poloºíme-li

A =


 a−2 0

0 b−2


 , ~b =


 s1 a

−2

s2 b
−2


 , c =

s21
a2

+
s22
b2

− 1.

Hyperbola je mnoºina bod· v rovin¥, jeº mají od dvou pevn¥ zvolený
h bod· O1, O2 (tzv. ohnisek hyperboly) stálý rozdíl

vzdáleností 2a. �ísla a, b nazýváme po °ad¥ hlavní a vedlej²í poloosou hyperboly. Vzdálenost obou ohnisek od st°edu

hyperboly se nazývá ex
entri
ita a vypo£te se pomo
í vztahu e :=
√
a2 + b2. P°ímky

x21,2 = ± b

a
x1
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se nazývají asymptotami hyperboly. Rovni
e hyperboly ve standardním diagonálním tvaru je

(x1 − s1)
2

a2
− (x2 − s2)

2

b2
= ±1.

Její tvar je pro (s1, s2) = (0, 0) vyobrazen na obrázku níºe.

x
2
 

x
1

O
1
 O

2

a −a 

Obrázek 5.18

Hyperbola

x2
1

a2 − x2
2

b2
= 1 o poloosá
h a a b se st°edem v bod¥ (0, 0).

Mati


�

, vektorem, resp. a absolutním £lenem hyperboly jsou

A =


 a−2 0

0 −b−2


 , ~b =


 s1 a

−2

−s2 b−2


 , c =

s21
a2

+
s22
b2

± 1.

Parabola je mnoºina bod· v rovin¥, které jsou stejn¥ vzdáleny od pevn¥ zvoleného bodu O (tzv. ohniska paraboly) a

pevné p°ímky d (tzv. °ídí
í p°ímky paraboly). Vzdálenost bodu O od °ídí
í p°ímky je p. Rovni
e paraboly ve standardním
diagonálním tvaru je

x21 − 2px2 = 0.

Gra�
ky je vyobrazena na následují
ím obrázku.

x
1
 

x
2

O 

d 

Obrázek 5.19

Parabola x2
1 − 2px2 = 0. Bod O je ohniskem paraboly, £árkovaná p°ímka je tzv.

direktrix , °ídí
í p°ímka paraboly.

Parabola x21 − 2px2 = 0 má mati
ový tvar

(x1, x2)


 1 0

0 0




 x1

x2


− 2 (0, p)


 x1

x2


 = 0.

Kvadrati
ká forma paraboly je tedy singulární, a proto není moºno de�novat regularitu kuºelose£ek pomo
í regularity

p°idruºené kvadrati
ké formy. Kdyby
hom k tomuto p°istoupili, museli by
hom zárove¬ p°ipustit, ºe parabola by byla

singulární kvadrikou. Tomu se ov²em 
h
eme vyhnout, proto budeme regularitu kvadrik de�novat pon¥kud odli²n¥.
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5.2.3 De�ni
e

Ne
h´ je dána kvadrati
ká funk
e (5.7). Kvadrati
kou formu

q0(x0, ~x) := ~x⊺A ~x− 2~b⊺~xx0 + c x20 (5.9)

v Rr+1
nazýváme roz²í°enou kvadrati
kou formou p°íslu²nou ke kvadri
e (5.8), resp. ke kvadrati
ké funk
i (5.7). Její

mati
i 
 c −~b⊺

−~b A




budeme ozna£ovat symbolem A(ex) (z angli
kého extended).

5.2.4 P°íklad

Pro kvadrati
kou funk
i Q(x1, x2) = x21 + 4x2 + 3 de�novanou v prostoru R2
má p°íslu²ná roz²í°ená kvadrati
ká forma

tvar q0(x0, x1, x2) = x21 + 4x0x2 + 3x20. Podotýkáme, ºe q0 je kvadrati
kou formou v R3.

5.2.5 De�ni
e

�ekneme, ºe daná kvadrika je regulární, resp. singulární , jestliºe její roz²í°ená kvadrati
ká forma je regulární, resp.

singulární. Hlavní signaturou kvadriky (ozna£ujeme SG(Q)) rozumíme signaturu její roz²í°ené kvadrati
ké formy. Vedlej²í

signaturou kvadriky (zna£íme sg(Q)) rozumíme signaturu její kvadrati
ké formy.

5.2.6 P°íklad

V poznám
e 5.2.2 jsme diskutovali parabolu x21 − 2px2 = 0, kde p 6= 0. Její mati
e roz²í°ené kvadrati
ké formy

q0(x0, x1, x2) = x21 − 2p x2x0 = 0 má následují
í podobu




0 0 −p
0 1 0

−p 0 0




a je zjevn¥ regulární, nebo´ p 6= 0 a sloup
e uvedené mati
e jsou z°eteln¥ nezávislé. Proto je parabola regulární kuºelose£-

kou v R2. Pokusme se nalézt její signaturu. Stanovit vedlej²í signaturu je zna£n¥ jednodu
hé. Platí totiº sg(Q) = (1, 0, 1).
Pro stanovení hlavní signatury bude nutné p°evést roz²í°enou formu q0(x0, x1, x2) = x21 − 2p x2x0 = 0 na diagonální

tvar. Zavedeme proto s výhodou substitu
i

x1 = y1, x0 = y2 + y3, x2 = y2 − y3.

Po provedení této zám¥ny dostáváme

q̃0(y1, y2, y3) = y21 − 2py22 + 2py23 = 0.

Proto je hlavní signaturou paraboly troji
e SG(Q) = (2, 1, 0), 
oº op¥t potvrzuje její regularitu.

5.2.7 P°íklad

Uvaºme elipsu v diagonálním tvaru

x21
a2

+
x22
b2

= 1, (5.10)

kde a 6= b, a aplikujme na ní oto£ení


 x1

x2


 =


 cos(ϕ) sin(ϕ)

− sin(ϕ) cos(ϕ)




 y1

y2




o úhel ϕ = π/4. Pak tedy

1

a2

(√
2

2
y1 +

√
2

2
y2

)2

+
1

b2

(√
2

2
y1 −

√
2

2
y2

)2

= 1,
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odkud získáme transformovaný tvar

(
1

2a2
+

1

2b2

)2 (
y21 + y22

)
+

(
1

a2
− 1

b2

)
y1y2 = 1,

ze kterého £teme, ºe oto£ením elipsy (5.10) vzniká kuºelose£ka, jejíº smí²ený £len není nula. P°esto je ale jasné, ºe se

jedná o elipsu (viz obrázek).

x
2
 

x
1
 

Obrázek 5.20

Elipsa (5.10), na níº bylo aplikováno oto£ení o 45◦ proti sm¥ru hodinový
h ru£i-

£ek.

Tento p°íklad ne
h´ je motiva
í k dal²ímu studiu obe
ný
h kvadrati
ký
h plo
h

Q(x1, x2) = ax21 + bx1x2 + cx22 + dx1 + ex2 + f = 0

v prostoru R2
i v prostore
h vy²²í
h dimenzí.

5.2.8 Poznámka

Krom¥ regularity je významným znakem kvadrati
ký
h plo
h také jeji
h 
entrálnost, tedy vlastnost st°edové soum¥rnosti

podle n¥kterého bodu ~s ∈ Rr. Obe
n¥ budeme existen
i st°edu dané kvadriky zkoumat v nad
házejí
ím textu.

5.2.9 De�ni
e

Kvadrati
ká funk
e (5.7) a kvadrika (5.8) se nazývají 
entrální , pokud existuje takový bod ~s ∈ Rr, ºe pro v²e
hna

~x ∈ Rr
platí

Q(~s+ ~x) = Q(~s− ~x). (5.11)

Kaºdé takové ~s pak nazýváme st°edem kvadriky .

5.2.10 V¥ta

Ne
h´ je dána kvadrati
ká funk
e (5.7). Ne
h´ A je její mati
e a

~b její vektor. Pak bod ~s ∈ Rr
je st°edem kvadriky

(5.8) práv¥ tehdy, je-li spln¥na rovnost

~b = A~s, tj. kvadrika je 
entrální práv¥ tehdy, rovnají-li se hodnosti h(A) = h(A|~b).

D·kaz:

• z de�ni
e kvadrati
ké plo
hy vyplývá rovnost A = A⊺

• proto

Q(~s+ ~x) = (~s+ ~x)⊺A (~s+ ~x)− 2~b⊺(~s+ ~x) + c = ~s⊺A~s+ ~s⊺A ~x+ ~x⊺A~s+ ~x⊺A ~x− 2~b⊺~s− 2~b⊺~x+ c

• jelikoº ~x⊺A~s =
(
A~s)⊺~x = ~s⊺A⊺~x = ~s⊺A ~x, lze p°ede²lý vztah upravit do tvaru

Q(~s+ ~x) = ~x⊺A ~x+ 2(A~s−~b)⊺~x+ ~s⊺A~s− 2~b⊺~s+ c = ~x⊺A ~x+ 2(A~s−~b)⊺~x+Q(~s)
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• podobn¥ lze ukázat, ºe Q(~s− ~x) = ~x⊺A ~x− 2(A~s−~b)⊺~x+Q(~s)

• rovnost (5.11) tedy nastává práv¥ tehdy, kdyº A~s = ~b

• zmi¬ované ~s existuje podle Frobeniovy v¥ty práv¥ tehdy, rovnají-li se hodnosti mati
e A a mati
e, jeº vznikne z

mati
e A p°idáním sloup
e

~b, tedy platí-li rovnost h(A) = h(A|~b)

5.2.11 V¥ta � zákon setrva£nosti kvadrati
ký
h plo
h

Ke kaºdé kvadrati
ké funk
i Q(~x) v Rr
s mati
í A existuje ortonormální transforma
e ~x = R~y, jeº p°evádí kvadriku

Q(~x) = 0 do tvaru

r∑

i=1

λiy
2
i − 2

r∑

i=1

βiyi + γ = 0, (5.12)

kde (λ1, λ2, . . . , λr) je vektorové spektrum mati
e A.

D·kaz:

• tvrzení této v¥ty plyne p°ímo ze zákona setrva£nosti kvadrati
ký
h forem 5.1.18

• za transforma
i ~x = R~y posta£í volit transforma
i z d·kazu v¥ty 5.1.18, jeº p°evádí kvadrati
kou formu ~x⊺A ~x na

kanoni
ký tvar

5.2.12 V¥ta � o normalizovatelnosti kvadrati
ký
h plo
h

Ke kaºdé kvadrati
ké funk
i Q(~x) v Rr
s vedlej²í signaturou sg(q) = (s1, s2, r − s1 − s2) existuje regulární a�nní

transforma
e ~x = R~y + ~s, jeº p°evádí kvadriku Q(~x) = 0 do tvaru

Q̃(~y) = y21 + y22 + . . .+ y2s1 − y2s1+1 − . . .− y2s1+s2 − 2βys1+s2+1 + γ = 0, (5.13)

kde nejvý²e jedno z £ísel β, γ je nenulové. Naví
 β ∈ {0, 1} a γ ∈ {−1, 0, 1} .

D·kaz:

• vyjdeme z faktu, ºe podle v¥ty 5.2.11 existuje regulární lineární transforma
e ~x = B~z, jeº p°evádí kvadriku

Q(~x) = ~x⊺A ~x− 2~b⊺~x+ c = 0 do tvaru

r∑

i=1

λiz
2
i − 2

r∑

i=1

βizi + γ = 0, (5.14)

kde λi jsou vlastní £ísla mati
e A

• p°edpokládáme p°itom, ºe jsou vlastní £ísla uspo°ádána do vektorového spektra ~σ(A) = (λ1, λ2, . . . , λr)

• rozd¥lme nyní d·kaz na t°i alternativy

• První alternativa: s1 + s2 = r

� podotýkáme, ºe v²e
hna vlastní £ísla jsou za tohoto p°edpokladu nenulová

� pro kaºdé i ∈ r̂ platí

λiz
2
i − 2βizi = λi

(
zi −

βi
λi

)2

− β2
i

λi

� zavedeme-li tedy substitu
i ~w = P~z + ~t sadou i vztah·

wi =
√
|λi|

(
zi −

βi
λi

)
,

transformuje se zápis (5.14) do tvaru

r∑

i=1

sgn(λi)w
2
i −

r∑

i=1

β2
i

λi
+ γ = 0
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� ozna£me κ :=
∣∣∣γ −∑r

i=1
β2
i

λi

∣∣∣
� je-li κ = 0, je tvrzení dokázáno

� je-li κ 6= 0, zavedeme jednodu
hou transforma
i ~y = ~w√
κ
, £ímº obdrºíme �nální tvar rovni
e kvadriky, a si
e

r∑

i=1

sgn(λi)y
2
i ± 1 = 0

• Druhá alternativa: s1 + s2 = r − 1

� za daný
h p°edpoklad· platí λr = 0

� op¥t zavedeme-li substitu
i ~w = P~z + ~t, tentokrát de�novanou vztahy

wi =
√
|λi|

(
zi −

βi
λi

)
, i ∈ r̂ − 1

wr = zr

� kvadrika se pak transformuje do tvaru

r−1∑

i=1

sgn(λi)w
2
i −

r−1∑

i=1

β2
i

λi
− 2βrwr + γ = 0

� je-li βr = 0, je situa
e triviáln¥ °e²itelná (viz vý²e), nebo´ výraz κ :=
∣∣∣γ −∑r−1

i=1
β2
i

λi

∣∣∣ je pouhou konstantou

� je-li βr 6= 0, zavedeme substitu
i

yi = wi, i ∈ r̂ − 1

yr =
1

2

r−1∑

i=1

β2
i

λi
+ βrwr −

γ

2

� ta potom vede k normálnímu tvaru

r−1∑

i=1

sgn(λi)y
2
i − 2yr = 0

� tím je tato £ást tvrzení prokázána

• T°etí alternativa: s1 + s2 < r − 1

� za daný
h p°edpoklad· platí λs1+s2+1 = λs1+s2+2 = . . . = λr = 0

� zavedeme-li znovu substitu
i ~w = P~z + ~t, tentokrát v²ak de�novanou vztahy

wi =
√
|λi|

(
zi −

βi
λi

)
, i ∈ ŝ1 + s2

wi = zi, i = s1 + s2 + 1, s1 + s2 + 2, . . . , r

� kvadrika se pak transformuje do tvaru

s1+s2∑

i=1

sgn(λi)w
2
i −

s1+s2∑

i=1

β2
i

λi
−

r∑

i=s1+s2+1

2βiwi + γ = 0

� jsou-li v²e
hna βs1+s2+1, βs1+s2+2, aº βr nulová, je d·kaz z°ejmý

� pokud tomu tak není, zavedeme substitu
i

yi = wi, i ∈ ŝ1 + s2

ys1+s2+1 =
1

2

s1+s2∑

i=1

β2
i

λi
+

r∑

i=s1+s2+1

βiwi −
γ

2

yi = wi, s1 + s2 + 1 < i < r

� tato potom vede k normálnímu tvaru

s1+s2∑

i=1

sgn(λi)y
2
i − 2ys1+s2+1 = 0

• tím je d·kaz zkompletován
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5.2.13 Poznámka

Zde pouze upozor¬ujeme, ºe kaºdá kvadrika m·ºe být p°evedena do takového tvaru, v n¥mº první prvek s1 vedlej²í

signatury kvadriky je v¥t²í nebo roven druhému prvku s2. Této moºnosti se v dal²ím textu p°idrºíme.

5.2.14 De�ni
e

Rovni
i (5.12), resp. (5.13) nazýváme kanoni
kým, resp. normálním tvarem kvadriky.

5.2.15 Poznámka

Z v¥ty 5.2.12 a lemmatu 5.1.21 mimo jiné vyplývá, ºe dv¥ kvadriky je moºno vzájemn¥ p°evést regulární transforma
í

pouze tehdy, mají-li tytéº hlavní i vedlej²í signatury. Z de�ni
e normálního tvaru kvadriky je krom¥ jiného z°ejmé, ºe

existuje pouze nepatrn¥ mnoho t¥
hto normální
h tvar·. Vzhledem k platnosti zákona setrva£nosti tak lze kaºdou kva-

drati
kou plo
hu v dané dimenzi jednozna£n¥ p°i°adit k danému normálnímu tvaru. Proto má hlub²í význam provést

podrobné klasi�ka
e t¥
hto normální
h tvar· kvadrik, a to zejména v prostore
h R2
a R3.

Podotýkáme, ºe dvoji
í signatur SG(Q) a sg(Q) je kvadrika ur£ena jednozna£n¥. Naví
 platí, ºe zam¥níme-li první

a druhý £len u obou signatur, typ kvadriky se nem¥ní. Tedy kvadriky se signaturami SG(Q1) = (r1, r2, r3), sg(Q1) =
(s1, s2, s3) a SG(Q2) = (r2, r1, r3), sg(Q2) = (s2, s1, s3) jsou shodného typu. My se zde p°idrºíme úmluvy 5.2.13, a

budeme tedy uvaºovat pouze takové normální tvary, pro n¥º s1 > s2.

5.2.16 Poznámka

Klasi�ka
e kuºelose£ek

normální tvar název SG(Q) sg(Q) regularita 
entrálnost

x21 + x22 + 1 = 0 imaginární elipsa (3, 0, 0) (2, 0, 0) reg. ano

x21 + x22 − 1 = 0 elipsa (2, 1, 0) (2, 0, 0) reg. ano

x21 − x22 + 1 = 0 hyperbola (2, 1, 0) (1, 1, 0) reg. ano

x21 − 2x2 = 0 parabola (2, 1, 0) (1, 0, 1) reg. ne

x21 + x22 = 0 imaginární r·znob¥ºky (2, 0, 1) (2, 0, 0) sing. ano

x21 − x22 = 0 r·znob¥ºky (1, 1, 1) (1, 1, 0) sing. ano

x21 + 1 = 0 imaginární rovnob¥ºky (2, 0, 1) (1, 0, 1) sing. ano

x21 − 1 = 0 rovnob¥ºky (1, 1, 1) (1, 0, 1) sing. ano

x21 = 0 p°ímka (1, 0, 2) (1, 0, 1) sing. ano

5.2.17 P°íklad

Zkoumejme nyní kvadrati
kou plo
hu

x21 + 2x1x2 + x22 − 4x1 − 8x2 + 10 = 0 (5.15)

zadanou v prostoru R2. Nejprve budeme zkoumat p°íslu²nou kvadrati
kou formu q(x1, x2). Jejím dopln¥ním na kvadráty

q(x1, x2) = x21 + 2x1x2 + x22 =
(
x1 + x2

)2
=: y21

zji²´ujeme, ºe transforma
í, jeº p°evod realizuje, je zobrazení


 y1

y2


 =


 1 1

0 1




 x1

x2


 .

Inverzním zobrazením je pak 
 x1

x2


 =


 1 −1

0 1




 y1

y2


 .
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Zavedeme-li toto zobrazení do rovni
e kvadriky, získáme tvar

Q̃(y1, y2) = y21 − 4
(
y1 − y2

)
− 8y2 + 10 = y21 − 4y1 − 4y2 + 10 = 0,

který druhým dopln¥ním na kvadráty upravíme do tvaru

Q̃(y1, y2) =
(
y1 − 2

)2 − 4y2 + 6 =
(
y1 − 2

)2 − 2(2y2 − 3) = z21 − 2z2 = 0.

Tvar

˜̃
Q(z1, z2) = z21 − 2z2 = 0 je tedy normálním tvarem zadané kvadriky a p°íslu²ným zobrazením, jeº formu Q(x1, x2)

na normální tvar p°evádí, je z1 = x1 + x2 − 2, z2 = 2x2 − 3, resp.


 x1

x2


 =


 1 − 1

2

0 1
2




 z1

z2


+




1
2

3
2


 .

Z normálního tvaru je tedy z°ejmé, ºe zkoumanou kuºelose£kou je parabola, jejíº osa není rovnob¥ºná se sou°adnými

osami (viz obrázek).

Zkoumanou parabolu je moºno vykreslit bu¤ v normálním tvaru, a to uºitím parametri
ké konstruk
e (z1, z2) =
(t, t2/2), kde t ∈ R je parametr, anebo v p·vodním tvaru (5.15) uºitím parametri
kého zápisu


 x1

x2


 =


 1 − 1

2

0 1
2




 t

t2

2


+




1
2

3
2


 .

x
2

x
1
 

3

−3

Obrázek 5.21

Plnou £arou je vykreslena parabola x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 4x1 − 8x2 + 10 = 0,

zatím
o £árkovan¥ je vyobrazen její normální tvar

˜̃
Q(z1, z2) = z21 − 2z2 = 0.
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5.2.18 Poznámka

Klasi�ka
e kvadrik v R3

normální tvar název SG(Q) sg(Q) regularita 
entrálnost

x21 + x22 + x23 + 1 = 0 imaginární elipsoid (4, 0, 0) (3, 0, 0) reg. ano

x21 + x22 + x23 − 1 = 0 elipsoid (3, 1, 0) (3, 0, 0) reg. ano

x21 + x22 − x23 + 1 = 0 dvoudílný hyperboloid (3, 1, 0) (2, 1, 0) reg. ano

x21 + x22 − 2x3 = 0 elipti
ký paraboloid (3, 1, 0) (2, 0, 1) reg. ne

x21 + x22 − x23 − 1 = 0 jednodílný hyperboloid (2, 2, 0) (2, 1, 0) reg. ano

x21 − x22 − 2x3 = 0 hyperboli
ký paraboloid (2, 2, 0) (1, 1, 1) reg. ne

x21 + x22 + x23 = 0 imaginární kuºelová plo
ha (3, 0, 1) (3, 0, 0) sing. ano

x21 + x22 + 1 = 0 imaginární vále
 (3, 0, 1) (2, 0, 1) sing. ano

x21 + x22 − x23 = 0 elipti
ká kuºelová plo
ha (2, 1, 1) (2, 1, 0) sing. ano

x21 + x22 − 1 = 0 elipti
ký vále
 (2, 1, 1) (2, 0, 1) sing. ano

x21 − x22 + 1 = 0 hyperboli
ký vále
 (2, 1, 1) (1, 1, 1) sing. ano

x21 − 2x2 = 0 paraboli
ký vále
 (2, 1, 1) (1, 0, 2) sing. ne

x21 + x22 = 0 imaginární r·znob¥ºné roviny (2, 0, 2) (2, 0, 1) sing. ano

x21 + 1 = 0 imaginární rovnob¥ºné roviny (2, 0, 2) (1, 0, 2) sing. ano

x21 − x22 = 0 r·znob¥ºné roviny (1, 1, 2) (1, 1, 1) sing. ano

x21 − 1 = 0 rovnob¥ºné roviny (1, 1, 2) (1, 0, 2) sing. ano

x21 = 0 rovina (1, 0, 3) (1, 0, 2) sing. ano

5.2.19 P°íklad

Nalezn¥me normální tvar a název kvadrati
ké plo
hy

Q(x1, x2, x3) = x21 − 2x1x2 − 4x2x3 + 2x1x3 − 2x2 + 1 = 0 (5.16)

a transforma
i ~x = M~z + ~s, která ji na normální tvar p°evádí. Kvadrati
ká forma

q(x1, x2, x3) = x21 − 2x1x2 − 4x2x3 + 2x1x3 = (x1 − x2 + x3)
2 − (x2 + x3)

2

je formou paraboli
kou. Pro první transforma£ní vztahy platí

y1 = x1 − x2 + x3

y2 = x2 + x3

y3 = x3





x1 = y1 + y2 − 2y3

x2 = y2 − y3

x3 = y3.

Odtud Q̃(y1, y2, y3) = y21 − y22 − 2(y2− y3)+ 1 = y21 − (y2+1)2+2y3+2 = 0. Normálním tvarem vy²et°ované kvadriky

je tedy

˜̃
Q(z1, z2, z3) = z21 − z22 − 2z3 = 0, £ili se jedná o hyperboli
ký paraboloid. Druhé transforma£ní vztahy jsou

z1 = y1

z2 = y2 + 1

z3 = −y3 − 1





y1 = z1

y2 = z2 − 1

y3 = −z3 − 1.

Celkem tedy

~x =




x1

x2

x3


 =




1 1 2

0 1 1

0 0 −1







z1

z2

z3


+




1

0

−1


 = M~z + ~s.
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Hyperboli
ký paraboloid z21 − z22 − 2z3 = 0 lze vykreslit (nap°. v prost°edí MATLAB) parametri
kým vyjád°ením

z1 = ̺ cos(ϕ), z2 = ̺ sin(ϕ), z3 =
̺2

2

(
cos2(ϕ)− sin2(ϕ)

)
=
̺2

2
cos(2ϕ),

kde ̺ > 0 a ϕ = 〈0, 2π) jsou tzv. polární parametry.

Obrázek 5.22

Gra�
ká vizualiza
e hyperboli
kého paraboloidu (5.16) v nediagonálním tvaru.

Obrázek vý²e byl získán uºitím parametri
ký
h rovni





x1

x2

x3


 =




1 1 2

0 1 1

0 0 −1







̺ cos(ϕ)

̺ sin(ϕ)
̺2

2 cos(2ϕ)


+




1

0

−1


 , ̺ ∈ 〈0, 4〉 ∧ ϕ = 〈0, 2π).

5.2.20 Poznámka

Zde p°edstavíme diagonální tvary a vyobrazení n¥který
h kvadrik v R3. Konstanty a, b, c budeme nazývat poloosami.

1. Elipsoid

x21
a2

+
x22
b2

+
x23
c2

= 1

Obrázek 5.23

V²emi t°emi základními °ezy (rovinami x1 = 0, x2 = 0 a x3 = 0) jsou elipsy.

2. Dvoudílný hyperboloid

x21
a2

+
x22
b2

− x23
c2

= −1

Obrázek 5.24

Základními °ezy jsou dv¥ hyperboly a jedna elipsa. �ez rovinou x3 = d ∈ (−c, c) je prázdná mnoºina.
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3. Elipti
ký paraboloid

x21
a2

+
x22
b2

− 2
x3
c

= 0

Obrázek 5.25

Základními °ezy jsou dv¥ paraboly a jedna elipsa.

4. Jednodílný hyperboloid

x21
a2

+
x22
b2

− x23
c2

= 1

Obrázek 5.26

Základní °ezy jsou dv¥ hyperboly a jedna elipsa.

5. Hyperboli
ký paraboloid

x21
a2

− x22
b2

− 2
x3
c

= 0

Obrázek 5.27

Základními °ezy jsou jedna hyperbola (obrázek naho°e) dv¥ paraboly (obrázky dole).
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6. Elipti
ký vále


x21
a2

+
x22
b2

= 1

Obrázek 5.28

Vodorovným °ezem je elipsa.

7. Hyperboli
ký vále


x21
a2

− x22
b2

= 1

Obrázek 5.29

Vodorovným °ezem je hyperbola.

8. Paraboli
ký vále


x21
a2

− 2
x2
b

= 0

Obrázek 5.30

Vodorovným °ezem je parabola.
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9. Elipti
ká kuºelová plo
ha

x21
a2

+
x22
b2

− x23
c2

= 0

Obrázek 5.31

Vodorovným °ezem je elipsa, pop°. bod.

5.2.21 P°íklad

V tomto p°íklad¥ budeme demonstrovat uºite£nost probírané teorie p°i °e²ení oby£ejný
h diferen
iální
h rovni
. Budeme

hledat nelineární formální °e²ení diferen
iální rovni
e y′(y2+4xy−4x2) = 2(y2−4xy−4x2) a stanovíme, jakou k°ivku v

R2
toto formální °e²ení p°edstavuje a kterými významnými body pro
hází. Jedná se o homogenní diferen
iální rovni
i, pro

niº zavedeme substitu
i y(x) = z(x)x. Lineární °e²ení tentokrát hledat nebudeme. Zmín¥nou substitu
í p°ejde zadaná

rovni
e na tvar

z′x+ z = 2
z2 − 4z − 4

z2 + 4z − 4
.

Po snadné separa
i dostáváme

z2 + 4z − 4

z3 + 2z2 + 4z + 8
z′ = − 1

x
⇔ z2 + 4z − 4

(z + 2)(z2 + 4)
z′ = − 1

x

∫ ( −1

z + 2
+

2z

4 + z2

)
dz = −

∫
1

x
dx

ln

(
4 + z2

2 + z

)
= − ln(x) + C

4 + z2

2 + z
=

C

x
.

Nyní se navrátíme k p·vodní funk
i y(x). Tak získáme rovnost 4x2 + y2 = 2Cx + Cy, kterou po úprav¥ na £tver
e

redukujeme do tvaru

4

(
x− C

4

)2

+

(
y − C

2

)2

=
C
2

2
.

Zde je jiº patrno, ºe se bude jednat o elipsu. Ozna£íme-li K := C/2, máme

(
x− K

2

)2
(√

2 K
2

)2 +
(y − K)2

(√
2 K
)2 = 1.

Detekovaná elipsa má st°ed v bod¥ ~s = (K/2, K), velikosti poloos a =
√
2
2 |K|, b =

√
2 |K| a pro libovolné K 6= 0 pro
hází

po£átkem sou°adného systému (viz obrázek).
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y 

(s
1
,s

2
)=(K/2,K)

x

0 K

2K

Obrázek 5.32

Graf formálního °e²ení rovni
e y′(y2 + 4xy − 4x2) = 2(y2 − 4xy − 4x2).

5.2.22 Poznámka

V této poznám
e budeme klasi�kovat regulární kvadriky v prostoru R4.

normální tvar název SG(Q) sg(Q) 
entrálnost

x21 + x22 + x23 + x24 + 1 = 0 imaginární eliptikon (5, 0, 0) (4, 0, 0) ano

x21 + x22 + x23 + x24 − 1 = 0 eliptikon (4, 1, 0) (4, 0, 0) ano

x21 + x22 + x23 − x24 + 1 = 0 dvoudílný elipti
ký hyperbolikon (4, 1, 0) (3, 1, 0) ano

x21 + x22 + x23 − x24 − 1 = 0 jednodílný elipti
ký hyperbolikon (3, 2, 0) (3, 1, 0) ano

x21 + x22 − x23 − x24 + 1 = 0 hyperboli
ký hyperbolikon (3, 2, 0) (2, 2, 0) ano

x21 + x22 + x23 − 2x4 = 0 elipti
ký parabolikon (4, 1, 0) (3, 0, 1) ne

x21 + x22 − x23 − 2x4 = 0 hyperboli
ký parabolikon (3, 2, 0) (2, 1, 1) ne

5.3 Cvi£ení

Cvi£ení 5.1

Sestavte vektorové spektrum q−formy

(x, y, z, w)





0 0 0 1

0 −4 2 0

0 2 −4 0

9 0 0 0









x

y

z

w





a na jeho základ¥ stanovte typ de�nitnosti zadané formy. Vysv¥tlete.

Cvi£ení 5.2

Lagrangeovým algoritmem ur£ete normální tvar a polární bázi kvadrati
ké formy q(x1, x2, x3) = x2
1 + 4x2

2 + 3x2
3 + 2x1x2.

Cvi£ení 5.3

Pro kvadrati
kou formu ze 
vi£ení 5.2 ur£ete polární bázi p°ímou metodou.
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Cvi£ení 5.4

Nalezn¥te v²e
hny hodnoty parametru a ∈ R, pro n¥º je uvedená kvadrati
ká forma a) pozitivn¥, b) negativn¥ de�nitní.

q(~x) = (1 + a)x2
1 + (4a+ 1)x2

2 + (a− 1)x2
3 + 2(1− 2a)x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3

Cvi£ení 5.5

Pro kvadrati
kou formu q(~x) = x2
1 + 2x1x2 + 3x2

2 + 2x2x3 + x2
3 stanovte signaturu, typ, regularitu, normální tvar, polární bázi a

transforma
i ~x = M ~y, která danou kvadrati
kou formu p°evádí na normální tvar.

Cvi£ení 5.6

Rozhodn¥te, zda m·ºe vektor ~u = (0,−
√
3

3
, 0)⊺ být sou£ástí polární báze kvadrati
ké formy ze 
vi£ení 5.5. Pokud ano, zkompletujte

ji.

Cvi£ení 5.7

Pro která λ ∈ R je kvadrati
ká forma q(~x) = x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 pozitivn¥ de�nitní v R3?

Cvi£ení 5.8

Nalezn¥te regulární lineární transforma
i, která p°evádí kvadrati
kou formu

q(~x) = 2x2
1 + 9x2

2 + 3x2
3 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3

na kvadrati
kou formu

r(~y) = 2y2
1 + 3y2

2 + 6y2
3 − 4y1y2 − 4y1y3 + 8y2y3.

Cvi£ení 5.9

Nalezn¥te polární bázi kvadrati
ké formy q(~x) ze 
vi£ení 5.8.

Cvi£ení 5.10

Nalezn¥te normální tvar kvadrati
ké plo
hy

Q(x1, x2) = x
2
1 − x1 + x2 + x1x2 +

5

2
x
2
2 −

1

2
= 0

a transforma
i ~x = M ~z + ~s, která ji na normální tvar p°evádí.

Cvi£ení 5.11

Nalezn¥te normální tvar a typ kuºelose£ky 5x2
1 − 2x1x2 + 5x2

2 − 4x1 + 20x2 + 20 = 0.

Cvi£ení 5.12

Nalezn¥te st°ed kuºelose£ky 25x2
1 − 14x1x2 + 25x2

2 + 64x1 − 64x2 − 224 = 0.

Cvi£ení 5.13

Ur£ete typ a normální tvar následují
í
h kvadrik:

• a) x2
1 − 2x1x2 − 4x2x3 + 2x1x3 − 2x2 + 1 = 0

• b) x1x2 + x2x3 + x1x3 = 0

• 
) x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4x1 − 6x2 + 10x3 + 29 = 0

• d) 2x2
1 + x2

2 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x2 − 3 = 0

• e) 2x2
1 + 31x2

2 − 2x2
3 + 16x1x2 − 4x1x3 − 20x2x3 = 16

• f) 5x2
1 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2

3 + 2x2x3 − 2x1 = 2

• g) x2
1 + x2

2 + 3x2
3 − 2x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3 + 4x1 + 8x2 = 1

• h) 2x2
2 + 2x2

3 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3 − 2x2 + 2x3 = 1

• i) 4x2
1 + 17x2

2 + 30x2
3 − 16x1x2 − 8x1x3 + 26x2x3 + 4x2 + 20x3 + 4 = 0

• j) x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3 + 6x1 + 2x2 = 1

• k) 2x2
1 + 19x2

2 + 2x2
3 + 12x1x2 − 4x1x3 − 20x2x3 − 4x2 − 16x3 − 12 = 0

• l) x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x2x3 − 4x1 + 2x2 − 2x3 + 1 = 0.

Cvi£ení 5.14

Rozhodn¥te, zda je kvadrika 5x2
1 − 4x1x2 + 8x1x3 + 8x2

2 + 4x2x3 + 5x2
3 − 86x1 − 88x2 + 32x3 + 161 = 0 regulární.
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Cvi£ení 5.15

Zapi²te normální tvar kvadriky, mají
í hlavní signaturu (3, 1, 0) a vedlej²í (2, 1, 0). Stanovte její název.

Cvi£ení 5.16

Pomo
í metody °ez· na£rtn¥te v²e
hny kvadriky v R3.

Cvi£ení 5.17

Nalezn¥te v²e
hny polární báze kvadrati
ké formy

q(~x) = x
2
1 + x

2
2 + 11x2

3 + 2x2
4 + 6x2

5 + 6x1x3 + 2x1x5 + 2x2x3 − 2x2x4 − 2x3x4 + 2x3x5,

obsahují
í vektory ~u1 = (1, 0, 0, 0, 0)⊺, ~u2 = (0, 1, 0, 0, 0)⊺, ~u3 = (−3,−1, 1, 0, 0)⊺ a ~u4 = (0, 1, 0, 1, 0)⊺. Na základ¥ znalosti

jedné takové báze stanovte transforma£ní vztahy ~x = M ~y, které danou kvadrati
kou formu p°evád¥jí na normální tvar, a tento

zapi²te. Jaká je signatura uvedené formy?

Cvi£ení 5.18

Kvadrika s absolutním £lenem c = −3 je zadána pomo
í mati
e své roz²í°ené kvadrati
ké formy

A(ex) =





−3

2

13

−12

2

1

5

−2

13

5

24

−7

−12

−2

−7

−5




.

Stanovte její normální tvar, název, hlavní a vedlej²í signaturu. Dále rozhodn¥te, je-li zadaná kvadrika 
entrální a regulární. Nalezn¥te

polární bázi BP v prostoru R3, která je generována p°íslu²nou kvadrati
kou formou.

Cvi£ení 5.19

Nalezn¥te v²e
hny hodnoty parametru λ ∈ R, pro n¥º je kvadrati
ká forma x2 + (λ2 + 1)y2 + (6λ − 5)z2 + 2λxy − 4xz − 2λyz
pozitivn¥ semide�nitní.

Cvi£ení 5.20

Pro kvadrati
kou formu q(~x) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

3 − 2x2x3 ur£ete signaturu, typ, normální tvar a polární bázi obsahují
í vektor

(−1, 0, 0)⊺, pokud existuje.

Cvi£ení 5.21

V prostoru R3
sestrojte polární bázi BP generovanou kvadrati
kou formou q(~x) = 9x2

1 + x2
2 − 2x2

3 + 6x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3,

spl¬ují
í následují
í poºadavky:

• (−1, 2, 1) ∈ BP

• ∃~u ∈ BP :
〈
~u | (1, 0, 0)

〉
s
= 0.

Na základ¥ znalosti polární báze sestavte transforma£ní vztahy ~x = ~x(~y), které zadanou kvadrati
kou formu p°evád¥jí na její

normální tvar. Tuto transforma
i prove¤te.

Cvi£ení 5.22

Nalezn¥te v²e
hny hodnoty parametru a ∈ R, pro n¥º je zadaná kvadrati
ká forma

q(~x) = (1− a)x2
1 − 4x2

2 + (a2 − 6a+ 5)x2
3 − 4x1x2 + 2(a− 1)x1x3 + 4x2x3

negativn¥ de�nitní.

Cvi£ení 5.23

Ne
h´ je kvadrika zadána pomo
í mati
e své roz²í°ené kvadrati
ké formy

A(ex) =





60 16 −8 8

16 4 −2 2

−8 −2 −3 −13

8 2 −13 −35




.

Stanovte její normální tvar, název, hlavní a vedlej²í signaturu. Dále rozhodn¥te, je-li zadaná kvadrika 
entrální a regulární. Nalezn¥te

polární bázi BP v prostoru R3, která je generována p°íslu²nou kvadrati
kou formou.
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Cvi£ení 5.24

Zapi²te normální tvar kvadriky, mají
í hlavní signaturu (2, 1, 1) a vedlej²í (2, 1, 0). Uve¤te její název.

Cvi£ení 5.25

Ne
h´ je v mnoºin¥ R4
dána kvadrati
ká forma q(~x) = x2

1+2x2
2+9x2

3+18x2
4+2x1x2+4x1x3− 2x1x4. Ur£ete její typ, normální

tvar, signaturu a typ de�nitnosti.

Cvi£ení 5.26

Nalezn¥te polární bázi kvadrati
ké formy

q(x1, x2, x3, x4) = x
2
1 + 3x2

2 − x
2
3 + 4x1x2 + 6x1x3 − 2x1x4 + 18x2x3 − 6x2x4 − 2x3x4,

obsahují
í vektory ~u1 = (1, 0, 0, 0)⊺, ~u2 = (−2, 1, 0, 0)⊺ a ~u3 = (−9, 3, 1, 0)⊺. Na základ¥ znalosti takové báze stanovte trans-

forma£ní vztahy ~x = M ~y, které danou kvadrati
kou formu p°evád¥jí na normální tvar a tento zapi²te. Jaká je signatura uvedené

formy?

Cvi£ení 5.27

Kterou z následují
í
h kvadrati
ký
h forem

• a) y2
1 + y2

2 − 2y1y2 + 2y2y3,

• b) y2
1 + 3y2

2 + 4y1y2 − 2y1y3 − 2y2y3,

• 
) −4y2
1 + 8y2

2 + 3y2
3

lze p°evést regulární lineární transforma
í na kvadrati
kou formu q(~x) = x2
1 + 5x2

2 + 16x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 12x2x3?

Cvi£ení 5.28

Pro která a ∈ R je kvadrati
ká forma

q(~x) = (1− a)x2
1 + (1− a)x2

2 + (4− 2a− a
2)x2

3 + 2(1 + a)x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3

pozitivn¥ de�nitní v R3?

Cvi£ení 5.29

Dokaºte, ºe oto£ení 



y1

y2

y3



 =





cos(ϕ) sin(ϕ) 0

− sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1









x1

x2

x3





o úhel ϕ kolem osy x3 je ortonormálním zobrazením ve t°ídimenzionálním prostoru R3.

Cvi£ení 5.30

Rozhodn¥te o platnosti následují
í v¥ty: Ne
h´ je dána kvadrati
ká forma q(~x) v Rr
s nenulovou mati
í A. Ne
h´ ∆i (i ∈ r̂) jsou

hlavní minory mati
e A. Pak q(~x) je pozitivn¥ semide�nitní práv¥ tehdy, kdyº ∀i ∈ r̂ : ∆i > 0 a sou£asn¥ ∃i ∈ r̂ : ∆i = 0.

Cvi£ení 5.31

Nalezn¥te v²e
hny hodnoty reálného parametru β, pro které lze kvadrati
kou plo
hu

x
2
1 + 2x2

2 + 18x2
3 + β

2
x
2
4 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x1x4 + 6x2x3 − 6x2x4 + (2β − 16)x3x4 = 1

p°evézt regulární transforma
í na plo
hu y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 = 1.

Cvi£ení 5.32

V závislosti na hodnot¥ reálného parametru µ rozhodn¥te, jaký útvar vymezuje rovni
e

x
2 + 4x+ 17z2 − 2y + 6xz + 6z(3− µ) + 2y2 − 2xy = 9µ2 + µ− 5.

Cvi£ení 5.33

V závislosti na hodnot¥ reálného parametru µ rozhodn¥te o typu de�nitnosti kvadrati
ké formy

−x
2
1 − (µ2 + 6µ)x2

2 − µ
2
x
2
3 − 2µx1x2 − 8x1x3 − 20µx2x3.
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Cvi£ení 5.34

Pro kvadrati
kou plo
hu

Q(x1, x2, x3) = x
2
1 + 24x2

2 − 5x2
3 + 10x1x2 − 4x1x3 − 14x2x3 + 4x1 + 26x2 − 24x3 − 3 = 0

stanovte normální tvar, název, hlavní a vedlej²í signaturu. Dále rozhodn¥te, je-li zadaná kvadrika 
entrální a regulární. Zd·vodn¥te!

Nalezn¥te polární bázi v prostoru R3, která je generována p°íslu²nou kvadrati
kou formou.

Cvi£ení 5.35

Pro kvadrati
kou plo
hu x2+8xy+8xz+4y2+2yz+4z2 + ax+ by+ cz = 1 nalezn¥te £ísla a, b, c ∈ R tak, aby bod (2,−4, 6)⊺

byl jejím st°edem.

Cvi£ení 5.36

Nalezn¥te poslední vektor

~λ = (xλ, yλ, uλ, vλ)
⊺, jeº spole£n¥ s vektory (2, 1,−1, 2)⊺, (3, 1, 0, 2)⊺ a (−1, 0, 0,−1)⊺ zadává polární

bázi kvadrati
ké formy

−2u2 + 2uv + 5v2 − 6vx+ 2x2 − 8uy − 4vy + 2xy − y
2
.

Jaká je signatura zadané formy? Neopome¬te diskutovat °e²itelnost úlohy.

Cvi£ení 5.37

Nalezn¥te v²e
hny hodnoty parametru β, pro n¥º má kvadrati
ká plo
ha

4x2 + 4xy + βxz + 5y2 − 10yz + 11z2 − 4x+ 2y + 2z = 7

st°ed v bod¥ (2, 0, 1)⊺.

Cvi£ení 5.38

Nalezn¥te transforma£ní vztahy x = x(r, s) a y = y(r, s), které kvadrati
kou formu q(x, y) = x2−6xy+y2
p°evád¥jí na kanoni
ký

tvar.

Cvi£ení 5.39

Nalezn¥te v²e
hny hodnoty parametru ℓ, pro n¥º lze kvadrati
kou formu

q1(~x) = x
2
1 + 6x1x2 + 8x2

2 + 8x1x3 + 38x2x3 − 33x2
3

p°evést na formu

q2(~y) = y
2
1 − 8y1y2 + 15y2

2 + 6y1y3 − 24y2y3 + 4ℓy2y3 + (8− ℓ− 4ℓ2)y2
3 .

Zapi²te rovni
e tohoto p°evodu.

Cvi£ení 5.40

Nalezn¥te regulární lineární transforma
i, jeº p°evádí kvadrati
kou formu

q(~x) = x
2
1 + 8x1x2 + 15x2

2 + 2x1x3 + 4x2x3 − 3x2
3 − 2x1x4 − 6x2x4 + 2x3x4

p°evést na formu

q(~y) = y
2
1 + 4y1y2 + 3y2

2 + 6y1y3 + 14y2y3 + 8y2
3 − 2y1y4 − 6y2y4 − 4y3y4.

Cvi£ení 5.41

Nalezn¥te v²e
hny hodnoty parametru ℓ, pro n¥º je kvadrati
ká forma

q(~y) = y
2
1 − 8y1y2 + 17y2

2 + 6y1y3 − 26y2y3 + 11y2
3 + 2y1y4 − 8y2y4 − 4ℓy2y4 + 6y3y4 + 4ℓy3y4 + (2 + ℓ+ 4ℓ2)y2

4

pozitivn¥ semide�nitní.

Cvi£ení 5.42

Nalezn¥te polární bázi kvadrati
ké formy x2 − 4y2 + 7z2 + 12xy − 6xz − 18yz takovou, ºe obsahuje vektor ~u = (7, 1, 4)⊺ a jiný

její vektor je kolmý (v obvyklém smyslu) k vektoru (0, 1, 0)⊺. Na základ¥ znalosti hledané báze sestavte transforma£ní vztahy a

zapi²te normální tvar, na n¥jº tyto vztahy zadanou formu p°evád¥jí.
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Cvi£ení 5.43

Pro která µ ∈ R je kvadrati
ká forma

~x
⊺





1 0 0 0 µ

0 1 0 µ 0

0 0 4 0 0

0 µ 0 1 0

µ 0 0 0 1





~x

pozitivn¥ de�nitní?
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Kapitola 6

Metri
ké, normované a Hilbertovy

prostory

V p°edposlední kapitole t¥
hto skript se seznámíme se základními stavebními kameny budování metri
ký
h prostor·.

Zavedeme obe
n¥ pojaté pojmy skalárního sou£inu, normy ve vektorovém prostoru a nakone
 také metriky. Tyto t°i pojmy

umoºní nahlédnout mnohem obe
n¥ji na pojem okolí bodu, a tudíº i na vlastnosti odvozené, jako nap°íklad otev°enost

£i uzav°enost mnoºiny. Abstraktn¥j²í pojetí vzdálenosti v metri
ký
h prostore
h pak také povede k abstraktn¥j²í de�ni
i

konvergen
e posloupností. V záv¥re£ném oddíle pak probereme teorii ortogonální
h polynom·.

6.1 Vý
hozí nerovnosti

V prvním oddíle shrneme základní nerovnosti, jeji
hº platnost mnohokráte zuºitkujeme p°i zavád¥ní základní
h pojm·

této kapitoly.

6.1.1 Úmluva

V 
elé kapitole budeme pod symbolem q rozum¥t reálné £íslo takové, ºe q 6= 0 a q 6= 1. Symbol q̃ pak bude reprezentovat
£íslo dané rovností

1

q
+

1

q̃
= 1. (6.1)

6.1.2 Lemma

Ne
h´ a1, a2, . . . , ar jsou nezáporná reálná £ísla. Pak platí (
∑r

i=1 ai)
2
6 r

∑r
i=1 a

2
i .

6.1.3 V¥ta

Ne
h´ a > 0, b > 0 a q > 1. Potom platí

ab 6
aq

q
+
bq̃

q̃
. (6.2)

P°itom rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº aq = bq̃.

D·kaz:

• pro b = 0 nebo a = 0 je platnost tvrzení z°ejmá

• uvaºme tedy a > 0 a b > 0

• pro pevn¥ zvolené b > 0 budeme vy²et°ovat funk
i

ϕ(a) =
aq

q
+
bq̃

q̃
− ab

• tato funk
e je spojitá na intervalu 〈0,∞) a v mnoºin¥ (0,∞) má deriva
i

dϕ
da = aq−1 − b
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• uvaºovaná funk
e je tedy ost°e klesají
í na intervalu 〈0, b 1
q−1 〉 a ost°e rostou
í na intervalu 〈b 1

q−1 ,∞〉

• minimum funk
e ϕ(a) tedy nastává v bod¥ a = b
1

q−1 , tj. pro taková a, b, pro n¥º aq = bq̃

• hodnotou nalezeného minima je

min
a∈R

+
0

ϕ(a) =
aq

q
+
aq

q̃
− a · aq−1 = aq

(
1

q
+

1

q̃
− 1

)
= 0

• tedy pro v²e
hny ostatní hodnoty je ϕ(a) > 0, to jest platí vztah (6.2)

6.1.4 Lemma

Ne
h´ a > 0, b > 0. Ne
h´ dále q < 1 a q 6= 0. Potom platí

ab >
aq

q
+
bq̃

q̃
. (6.3)

P°itom rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº aq = bq̃.

6.1.5 V¥ta � Hölderova nerovnost

Ne
h´ a1, a2, . . . , ar a b1, b2, . . . , br jsou nezáporná reálná £ísla. Ne
h´ dále q > 1. Pak platí

r∑

k=1

akbk 6

(
r∑

k=1

aqk

) 1
q
(

r∑

k=1

bq̃k

) 1
q̃

. (6.4)

D·kaz:

• pro ~a = ~0 nebo

~b = ~0 je platnost tvrzení z°ejmá

• nenastane-li tento p°ípad, poloºme pro k ∈ r̂

Ak :=
ak

(
∑r

ℓ=1 a
q
ℓ)

1
q

, Bk :=
bk

(∑r
ℓ=1 b

q̃
ℓ

) 1
q̃

(6.5)

• potom platí

Aq
1 +Aq

2 + . . .+Aq
r = Bq̃

1 +Bq̃
2 + . . .+Bq̃

r = 1 (6.6)

• z v¥ty 6.1.3 plyne

AkBk 6
1

q
Aq

k +
1

q̃
Bq̃

k

• odtud se£tením a uºitím vztahu (6.6)

r∑

k=1

AkBk 6
1

q
+

1

q̃
= 1

• zp¥tným dosazením za Ak a Bk ze vztahu (6.5) potom dostáváme nerovnost (6.4), jeº byla dokázat

6.1.6 Lemma � Hölderova nerovnost £. 2

Ne
h´ a1, a2, . . . , ar a b1, b2, . . . , br jsou kladná reálná £ísla. Ne
h´ dále q < 1 a q 6= 0. Pak platí

r∑

k=1

akbk >

(
r∑

k=1

aqk

) 1
q
(

r∑

k=1

bq̃k

) 1
q̃

. (6.7)

D·kaz:
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6.1.7 V¥ta � Minkovského nerovnost

Ne
h´ a1, a2, . . . , ar a b1, b2, . . . , br jsou nezáporná reálná £ísla. Ne
h´ dále q > 1. Pak platí

(
r∑

k=1

(ak + bk)
q

) 1
q

6

(
r∑

k=1

aqk

) 1
q

+

(
r∑

k=1

bqk

) 1
q

. (6.8)

D·kaz:

• pro q = 1 je platnost tvrzení z°ejmá

• pro q > 1 uºijeme rozpisu

r∑

k=1

(ak + bk)
q =

r∑

k=1

(ak + bk)
q−1ak +

r∑

k=1

(ak + bk)
q−1bk (6.9)

• ozna£me ck = (ak + bk)
q−1 = (ak + bk)

q
q̃

• z Hölderovy rovnosti (6.4) pak dostáváme

r∑

k=1

akck 6

(
r∑

k=1

aqk

) 1
q
(

r∑

k=1

cq̃k

) 1
q̃

=

(
r∑

k=1

aqk

) 1
q
(

r∑

k=1

(ak + bk)
q

) 1
q̃

• podobn¥

r∑

k=1

bkck 6

(
r∑

k=1

bqk

) 1
q
(

r∑

k=1

cq̃k

) 1
q̃

=

(
r∑

k=1

bqk

) 1
q
(

r∑

k=1

(ak + bk)
q

) 1
q̃

• z rovnosti (6.9) pak plyne

r∑

k=1

(ak + bk)
q =

r∑

k=1

ckak +
r∑

k=1

ckbk 6

(
r∑

k=1

(ak + bk)
q

) 1
q̃



(

r∑

k=1

aqk

) 1
q

+

(
r∑

k=1

bqk

) 1
q




• odtud (
r∑

k=1

(ak + bk)
q

)1− 1
q̃

6

(
r∑

k=1

aqk

) 1
q

+

(
r∑

k=1

bqk

) 1
q

• jelikoº ale stále platí vztah (6.1), a tedy 1− 1
q̃ = 1

q , plyne odsud dokazované tvrzení

6.1.8 Lemma � Minkovského nerovnost £.2

Ne
h´ a1, a2, . . . , ar a b1, b2, . . . , br jsou kladná reálná £ísla. Ne
h´ dále q < 1 a q 6= 0. Pak platí

(
r∑

k=1

(ak + bk)
q

) 1
q

>

(
r∑

k=1

aqk

) 1
q

+

(
r∑

k=1

bqk

) 1
q

. (6.10)

6.1.9 Poznámka

V¥ty 6.1.5, 6.1.6, 6.1.7 a 6.1.8 lze zobe
nit také pro komplexní £ísla. Nap°. pro q > 1 a libovolná ~a ∈ Cr
a

~b ∈ Cr
platí

∣∣∣∣∣
r∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ 6
r∑

k=1

|akbk| 6
(

r∑

k=1

|ak|q
) 1

q
(

r∑

k=1

|bk|q̃
) 1

q̃

, (6.11)

(
r∑

k=1

|ak + bk|q
) 1

q

6

(
r∑

k=1

(|ak|+ |bk|)q
) 1

q

6

(
r∑

k=1

|ak|q
) 1

q

+

(
r∑

k=1

|bk|q
) 1

q

. (6.12)
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6.1.10 V¥ta � Bunjakovského nerovnost

Ne
h´ a1, a2, . . . , ar a b1, b2, . . . , br jsou libovolná komplexní £ísla. Pak platí

∣∣∣∣∣
r∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣

2

6

r∑

k=1

|ak|2 ·
r∑

k=1

|bk|2. (6.13)

D·kaz:

• tvrzení vyplývá z nerovnosti (6.11) po dosazení q = 2

6.2 Pre-Hilbertovy prostory

V této £ásti kapitoly zavedeme obe
ný pojem skalárního sou£inu. Zobe
níme tedy skalární sou£in vektor· ~x ∈ Rr
a

~y ∈ Rr
zavedený na st°ední ²kole vztahem ~x · ~y =

∑r
i=1 xiyi.

6.2.1 De�ni
e

Ne
h´ V je libovolný vektorový prostor nad t¥lesem C. Zobrazení 〈.|.〉 : V×V 7→ C nazveme skalárním sou£inem, jestliºe

spl¬uje tzv. axiomy skalárního sou£inu:

• levá linearita: pro v²e
hna ~x, ~y, ~z ∈ V a kaºdé α ∈ C platí 〈α~x+ ~y|~z〉 = α〈~x|~z〉+ 〈~y|~z〉

• hermiti
ita: pro v²e
hna ~x, ~y ∈ V platí 〈~x|~y〉 = 〈~y|~x〉∗

• pozitivní de�nitnost: pro v²e
hna ~x ∈ V platí 〈~x|~x〉 > 0 a naví
 〈~x|~x〉 = 0 práv¥ tehdy, kdyº ~x = ~0.

Dvoji
i

{
V , 〈.|.〉

}
nazýváme prehilbertovským prostorem.

6.2.2 Lemma

Ne
h´ V je libovolný vektorový prostor nad t¥lesem C a 〈.|.〉 : V ×V 7→ C skalárním sou£in. Pak pro v²e
hna ~x, ~y, ~z ∈ V
a α ∈ C platí rovnosti 〈~0|~x〉 = 〈~x|~0〉 = 0, 〈~x|α~y + ~z〉 = α∗〈~x|~y〉+ 〈~x|~z〉.

6.2.3 V¥ta � S
hwarzova-Cau
hyova-Bunjakovského nerovnost

Ne
h´ V je libovolný vektorový prostor nad t¥lesem C a 〈.|.〉 skalární sou£in na V . Pak pro v²e
hna ~x, ~y ∈ V platí

nerovnost ∣∣〈~x|~y〉
∣∣ 6

√
〈~x|~x〉 〈~y|~y〉. (6.14)

D·kaz:

• triviáln¥ ov¥°íme, ºe pro ~x = ~0 platí v S
hwarzov¥-Cau
hyov¥-Bunjakovského vztahu znaménko rovnosti

• podobn¥ tomu bude, pokud je vektor ~y lineární kombina
í vektoru ~x, tj. kdyº existuje λ ∈ C takové, ºe ~y = λ~x

• pak totiº |〈~x|~y〉| = |〈~x|λ~x〉| = |λ∗|〈~x|~x〉 = |λ|〈~x|~x〉

• a také √
〈~x|~x〉 〈~y|~y〉 =

√
〈~x|~x〉 〈λ~x|λ~x〉 =

√
λλ∗〈~x|~x〉 〈~x|~x〉 =

√
|λ|2〈~x|~x〉2 = |λ|〈~x|~x〉

• zbývá tedy zkoumat p°ípad lineárn¥ nezávislý
h nenulový
h vektor·, kdy tedy pro v²e
hna nenulová λ ∈ C platí

nerovnost λ~x− ~y 6= ~0

• v tomto p°ípad¥ tedy z axiomu pozitivní de�nitnosti vyplývá, ºe 〈λ~x − ~y|λ~x − ~y〉 > 0

• budeme nyní upravovat levou stranu této nerovnosti, £ímº získáme vztah

|λ|2〈~x|~x〉 − λ〈~x|~y〉 − λ∗〈~y|~x〉+ 〈~y|~y〉 > 0 (6.15)

• uvedený vztah platí pro v²e
hna λ, my v²ak zvolíme jedno spe
iáln¥ vybrané, a si
e

λ =
〈~y|~x〉
〈~x|~x〉 ⇒ λ∗ =

〈~x|~y〉
〈~x|~x〉
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• tyto dv¥ hodnoty dosadíme do vztahu (6.15) a získáme

|〈~y|~x〉|2
〈~x|~x〉 − |〈~y|~x〉|2

〈~x|~x〉 − |〈~y|~x〉|2
〈~x|~x〉 + 〈~y|~y〉 > 0

• odkud jiº plyne nerovnost

−|〈~y|~x〉|2
〈~x|~x〉 + 〈~y|~y〉 > 0,

• tím je nerovnost (6.14) dokázána

6.2.4 Poznámka

Vztah (6.14) je spojován se jmény t°í matematik·: jsou jimi fran
ouz Augustin Louis Cau
hy (1789 � 1857), rus Viktor

Jakovlevi£ Bunjakovskij (1804 � 1889) a n¥me
 Karl Hermann Amandus S
hwarz (1843 � 1921). Zatím
o Cau
hy odvodil

roku 1821 nerovnost ∣∣∣∣∣
n∑

ℓ=1

xℓy
⋆
ℓ

∣∣∣∣∣ 6

√√√√
n∑

ℓ=1

|xℓ|2 ·

√√√√
n∑

ℓ=1

|yℓ|2,

která je rovností (6.14) na konkrétním Hilbertov¥ prostoru, Bunjakovskij dokázal v ro
e 1859 integrální variantu této

nerovnosti. Nezávisle na n¥m k téºe nerovnosti dosp¥l roku 1875 také S
hwarz, který ji pak v ro
e 1885 dále zobe
nil

pro p°ípad ví
erozm¥rný
h integrál·.

6.2.5 Poznámka

Pokusme se roz°e²it otázku, za jaký
h p°edpoklad· zadává hermitovská forma (viz také de�ni
e (5.1.5))

qq(~x, ~y) = ~x⊺A ~y∗ = (x1, x2, . . . , xr) ·




a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ar1 ar2 . . . arr




·




y∗1

y∗2
.

.

.

y∗r




(6.16)

skalární sou£in v Cr. Axiom levé linearity je spln¥n triviáln¥. Spln¥ní axiomu hermiti
ity je zaru£eno tím, ºe v de�ni£ním

vztahu (6.16) je druhý vektor zpra
ováván v komplexn¥ sdruºené podob¥ a mati
e A je hermitovská. Aby ale byl spln¥n

poºadavek pozitivní de�nitnosti, musí být p°idruºená kvadrati
ká forma q(~x, ~x) pozitivn¥ de�nitní. Jako d·sledek tedy:

Kaºdá bilineární forma qq(~x, ~y) v Rr, jejíº p°íslu²ná kvadrati
ká forma q(~x) je pozitivn¥ de�nitní, zadává na Rr
skalární

sou£in, tzv. A−skalární sou£in

〈~x|~y〉A := qq(~x, ~y) = ~x⊺A ~y. (6.17)

Standardní skalární sou£in

〈~x|~y〉 =
r∑

i=1

xiyi = ~x⊺~y = ~x⊺I ~y (6.18)

je tedy spe
iálním p°ípadem obe
ného sou£inu (6.17). Budeme ho nadále zna£it symbolem 〈~x|~y〉s.

6.2.6 De�ni
e

Ne
h´ V je libovolný vektorový prostor nad t¥lesem C a 〈.|.〉 : V ×V 7→ C skalární sou£in. �ekneme, ºe vektory ~x, ~y ∈ V
jsou ortogonální a ozna£íme ~x ⊥ ~y, platí-li pro n¥ rovnost 〈~x|~y〉 = 0. �ekneme, ºe mnoºina vektor·

{
~x1, ~x2, . . . , ~xr

}
je

ortogonální ve V , platí-li implika
e i 6= j ⇒ ~xi ⊥ ~xj .

6.2.7 Poznámka

Je-li A−skalární sou£in zaveden mati
ovým vztahem (6.17), splývá pojem ortogonality z de�ni
e 6.2.6 s pojmem

q−ortogonality z de�ni
e 5.1.32.
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6.2.8 De�ni
e

Ne
h´ je dán prehilbertovský prostor {V , 〈.|.〉} nad t¥lesem C a dva nenulové vektory ~x, ~y ∈ V . Úhlem vektor· ~x, ~y
budeme rozum¥t £íslo

∠(~x, ~y) := arccos

(
|〈~x|~y〉|√
〈~x|~x〉 〈~y|~y〉

)
. (6.19)

6.2.9 Poznámka

Ve vzor
i (6.19) musí být absolutní hodnota, protoºe skalární sou£in je obe
n¥ de�nován jako komplexní £íslo, které

z po
hopitelný
h d·vod· (nebo´ nelze vypo£ítat nap°. arccos(2 + 3i)) nem·ºe být dosazeno do vzor
e bez absolutní

hodnoty.

6.2.10 V¥ta

Ne
h´ je dán vektorový prostor V nad t¥lesem C se skalárním sou£inem. Ne
h´ ~x, ~y ∈ V jsou libovolné dva nenulové

vektory. Pak ~x a ~y jsou lineárn¥ závislé práv¥ tehdy, kdyº platí rovnost |
〈
~x|~y
〉
|2 =

〈
~x|~x
〉
·
〈
~y|~y
〉
.

D·kaz:

• dokáºeme nejprve první £ást tvrzení

• ne
h´ tedy existuje λ ∈ R takové, ºe ~y = λ~x

• pak pro levou stranu dokazované rovnosti platí |
〈
~x|~y
〉
|2 = |

〈
~x|λ~x

〉
|2 =

∣∣λ⋆
〈
~x|~x
〉∣∣2 = |λ|2

〈
~x|~x
〉2

• pro pravou stranu dokazované rovnosti platí

〈
~x|~x
〉
·
〈
~y|~y
〉
=
〈
~x|~x
〉
·
〈
λ~x|λ~x

〉
= λλ⋆

〈
~x|~x
〉2

= |λ|2
〈
~x|~x
〉2

• dokáºeme nyní druhou £ást tvrzení

• ne
h´ tedy ~x a ~y jsou lineárn¥ nezávislé, odkud ihned plyne, ºe ~x 6= ~0, ~y 6= ~0 a také

〈
~y − λ~x|~y − λ~x

〉
> 0 pro

jakékoli λ ∈ C

• uvaºme sérii rovností

〈
~y − λ~x|~y − λ~x

〉
=
〈
~y|~y
〉
+
〈
~y| − λ~x

〉
+
〈
−λ~x|~y

〉
+
〈
−λ~x| − λ~x

〉
=
〈
~y|~y
〉
− λ⋆

〈
~y|~x
〉
− λ
〈
~x|~y
〉
+ |λ|2

〈
~x|~x
〉

• protoºe

〈
~y − λ~x|~y − λ~x

〉
> 0 pro jakékoli λ ∈ C, musí také

〈
~y|~y
〉
− λ⋆

〈
~y|~x
〉
− λ
〈
~x|~y
〉
+ |λ|2

〈
~x|~x
〉
> 0

• zvolíme-li λ =
〈
~y|~x
〉
/
〈
~x|~x
〉
, a dosadíme-li tuto hodnotu do p°ede²lé ostré nerovnosti, dostáváme

0 <
〈
~y|~y
〉
− λ⋆

〈
~y|~x
〉
− λ
〈
~x|~y
〉
+ λ2

〈
~x|~x
〉
=
〈
~y|~y
〉
−
〈
~x|~y
〉

〈
~x|~x
〉〈~y|~x

〉
−
〈
~y|~x
〉

〈
~x|~x
〉〈~x|~y

〉
+

|
〈
~y|~x
〉
|2〈

~x|~x
〉 ,

odkud (po elementární úprav¥ vyuºívají
í hermiti
itu skalárního sou£inu) plyne, ºe |
〈
~x|~y
〉
|2 <

〈
~x|~x
〉
·
〈
~y|~y
〉

6.2.11 V¥ta � o funk
ionálním skalárním sou£inu s vahou

Ne
h´ a, b ∈ R. Ne
h´ C (〈a, b〉) je vektorový prostor v²e
h funk
í f(x) : R 7→ R spojitý
h na intervalu 〈a, b〉 zavedený
nad t¥lesem R. Ne
h´ je dána funk
e w(x) ∈ C (〈a, b〉) kladná na 〈a, b〉. Pak formule

〈
f(x)|g(x)

〉
w
:=

∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx (6.20)

spl¬uje axiomy skalárního sou£inu na C (〈a, b〉).

D·kaz:

• nejprve je t°eba prokázat, ºe výraz (6.20) vra
í reálnou hodnotu pro libovolné dv¥ funk
e f(x), g(x) ∈ C (〈a, b〉)

• integrand f(x)g(x)w(x) je ale spojitou funk
í na 〈a, b〉 a integra£ní mnoºinou je kompaktní interval, a z integrálního

po£tu tudíº plyne, ºe p°íslu²ný integrál je vºdy konvergentní
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• zvolme libovoln¥ f(x), g(x), h(x) ∈ C (〈a, b〉) a α ∈ R

• snadno

〈αf(x)|g(x)〉 =
∫ b

a

α f(x)g(x)w(x) dx = α

∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx = α〈f(x)|g(x)〉,

〈f(x) + h(x)|g(x)〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx +

∫ b

a

h(x)g(x)w(x) dx = 〈f(x)|g(x)〉 + 〈h(x)|g(x)〉

• ov¥°ení hermiti
ity (zde symetrie) je také snadné:

〈f(x)|g(x)〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx =

∫ b

a

g(x)f(x)w(x) dx = 〈g(x)|f(x)〉

• zbývá dokázat pozitivní de�nitnost

• spln¥ní nerovnosti

〈f(x)|f(x)〉 =
∫ b

a

f2(x)w(x) dx > 0

je zaru£eno triviáln¥, k £emuº také dopomáhá volba váhy w(x), která je z p°edpoklad· kladná

• ekvivalen
e

〈f(x)|f(x)〉 =
∫ b

a

f2(x)w(x) dx = 0 ⇔ f(x) = 0

je d·sledkem skute£nosti, ºe funk
e f2(x)w(x) je jednak spojitá a také nezáporná

• integrál z takové funk
e m·ºe být nulový pouze tehdy, je-li tato funk
e ryze nulová

6.2.12 V¥ta

Ne
h´ a ∈ R. Ne
h´ C0(〈a,+∞) je vektorový prostor v²e
h funk
í f(x) : R 7→ R spojitý
h a omezený
h na intervalu

〈a,+∞) zavedený nad t¥lesem R. Ne
h´ je dále dána kladná reálná funk
e w(x) ∈ C (〈a,+∞)), která je na 〈a,+∞)
integrabilní. Pak formule

〈
f(x)|g(x)

〉
w
:=

∫ ∞

a

f(x)g(x)w(x) dx (6.21)

spl¬uje axiomy skalárního sou£inu na C0(〈a, b〉).

D·kaz:

• nejprve je t°eba prokázat, ºe výraz (6.21) vra
í reálnou hodnotu pro libovolné dv¥ funk
e f(x), g(x) ∈ C0(〈a,+∞)

• k tomu uºijeme srovnáva
í kritérium pro integrál

• absolutní hodnota integrandu |f(x)g(x)w(x)| je totiº majorizovaná funk
í KLw(x), která je ale z p°edpoklad·

dokazované v¥ty integrabilní

• ze srovnáva
ího kritéria pak plyne, ºe f(x)g(x)w(x) je také na 〈a,+∞) integrabilní

• existen
e £ísel K, L plyne z omezenosti funk
í f(x), resp. g(x), kdy nap°. |f(x)| < K pro v²e
hna x ∈ 〈a,+∞)

• napln¥ní axiom· skalárního sou£inu lze pak prokázat analogi
ky k d·kazu p°ed
hozí v¥ty

6.2.13 Lemma

Ne
h´ C0(R) je vektorový prostor v²e
h funk
í f(x) : R 7→ R spojitý
h a omezený
h na R zavedený nad t¥lesem R.
Ne
h´ je dále dána kladná reálná funk
e w(x) ∈ C (R), která je na R integrabilní. Pak formule

〈
f(x)|g(x)

〉
w
:=

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)w(x) dx (6.22)

spl¬uje axiomy skalárního sou£inu na C0(R).
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6.2.14 De�ni
e

Funk
e w(x) z p°ede²lý
h tvrzení nazýváme vahou skalárního sou£inu a vybrané reprezentanty nazýváme následovn¥:

• standardní (Legendreova) váha: pro volbu w(x) = 1 na 〈a, b〉, kde −∞ < a < b < +∞,

• Laguerreova váha: pro volbu w(x) = e
−x

a C0(〈0,∞)),

• Hermiteova váha: pro volbu w(x) = e
−x2

a C0(R),

• �eby²evova váha: pro volbu w(x) = 1√
1−x2

a C(〈−1, 1〉).

6.2.15 Poznámka

V¥ty 6.2.11, 6.2.12, lemma 6.2.13 a de�ni
e 6.2.14 mohou být po
hopiteln¥ reformulovány také pro p°ípad prostor·

ví
edimenzionální
h spojitý
h (pop°. omezený
h) funk
í.

6.3 Skalární sou£in na prostore
h komplexní
h funk
í reálné prom¥nné

Pro navazují
í partie matemati
ké analýzy je extrémn¥ výhodné p°evézt p°ede²lé poznatky do °e£i komplexní
h funk
í

reálné prom¥nné. Nad tímto úkolem se zamyslíme v tomto oddíle.

6.3.1 De�ni
e

�ekneme, ºe funk
e f(x) je komplexní funk
í reálné prom¥nné, pokud Dom(f) ⊂ R a Ran(f) ⊂ C.

6.3.2 Poznámka

Symbol R(M) bude reprezentovat mnoºinu v²e
h reálný
h funk
í g(x) : R 7→ R, pro n¥º existuje Riemann·v integrál

(R)
∫
M g(x) dx a je kone£ný, tj. pro M ⊂ R

R(M) =
{
g(x) :M 7→ R : (R)

∫

M

g(x) dx ∈ R
}
.

6.3.3 De�ni
e

Ne
h´ f(x) : R 7→ C je komplexní funk
e reálné prom¥nné a M ⊂ R. Ne
h´ Re(f(x)), Im(f(x)) ∈ R(M). Pak
de�nujeme ∫

M

f(x) dx := (R)

∫

M

Re(f(x)) dx+ i (R)

∫

M

Im(f(x)) dx.

6.3.4 Lemma

Ne
h´ f(x) : R 7→ C je komplexní funk
e reálné prom¥nné a M ⊂ R. Ne
h´ Re(f(x)), Im(f(x)) ∈ R(M). Pak

∫

M

f⋆(x) dx =

[∫

M

f(x) dx

]⋆
.

6.3.5 V¥ta � o funk
ionálním skalárním sou£inu

Ne
h´ a, b ∈ R, a < b a

V =
{
f(x) : R 7→ C : Re(f(x)), Im(f(x)) ∈ C

(
〈a, b〉

)}

je funk
ionální vektorový prostor nad t¥lesem C. Pak zobrazení

〈f |g〉 :=
∫ b

a

f(x)g⋆(x) dx

de�nované na V reprezentuje skalární sou£in, a dvoji
e {V , 〈·|·〉} je tudíº prehilbertovským prostorem.

D·kaz:
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• nejprve dokáºeme, ºe pro libovolné f(x), g(x) ∈ V de�ni£ní integrál existuje a je kone£ný

• snadno nahlédneme, ºe

∫ b

a

(
Re(f) + i Im(f)

)(
Re(g)− i Im(g)

)
dx =

∫ b

a

(
Re(f)Re(g) + Im(f)Im(g)

)
dx+

+i

∫ b

a

(
Im(f)Re(g)− Re(f)Im(g)

)
dx

• jelikoº jsou oba integrandy spojitými funk
emi na kompaktu 〈a, b〉, oba integrály existují a jsou kone£né

• tedy 〈f |g〉 ∈ C pro kaºdé f(x), g(x) ∈ V

• levou linearitu, tedy první axiom skalárního sou£inu, prokáºeme sérií následují
í
h úprav

∫ b

a

(f + αh)g⋆dx =

∫ b

a

(f + αh)Re(g) dx− i

∫ b

a

(f + αh)Im(g) dx =

=

∫ b

a

(Re(f) + iIm(f) + αRe(h) + αiIm(h))Re(g) dx−

−i

∫ b

a

(Re(f) + iIm(f) + αRe(h) + αiIm(h))Im(g) dx =

=

∫ b

a

Re(f)Re(g) dx+ α

∫ b

a

Re(h)Re(g) dx+ i

∫ b

a

Im(f)Re(g) dx+ iα

∫ b

a

Im(h)Re(g) dx−

−i

∫ b

a

Re(f)Im(g) dx− iα

∫ b

a

Re(h)Im(g) dx+

∫ b

a

Im(f)Im(g) dx+ α

∫ b

a

Im(h)Im(g) dx =

=

∫ b

a

Re(f)g⋆(x) dx+ α

∫ b

a

Re(h)g⋆(x) dx+ i

∫ b

a

Im(f)g⋆(x) dx+ iα

∫ b

a

Im(h)g⋆(x) dx =

=

∫ b

a

f(x)g⋆(x) dx+ α

∫ b

a

h(x)g⋆(x) dx

• jako dal²í 
hod tohoto d·kazu nabízíme ov¥°ení hermiti
ity

〈f |g〉 =
∫ b

a

f(x)g⋆(x) dx =

∫ b

a

f(x)Re(g) dx− i

∫ b

a

f(x)Im(g) dx =

∫ b

a

Re(f)Re(g) dx+ i

∫ b

a

Im(f)Re(g) dx− i

∫ b

a

Re(f)Im(g) dx+

∫ b

a

Im(f)Im(g) dx =

=

[∫ b

a

Re(f)Re(g) dx− i

∫ b

a

Im(f)Re(g) dx+ i

∫ b

a

Re(f)Im(g) dx+

∫ b

a

Im(f)Im(g) dx

]⋆
=

=

[∫ b

a

f⋆(x)Re(g) dx+ i

∫ b

a

f⋆(x)Im(g) dx

]⋆
=

[∫ b

a

f⋆(x)g(x) dx

]⋆
= 〈g|f〉⋆

• pro argumenta
i, ºe hodnota 〈f |f〉 je nulová práv¥ tehdy, kdyº f(x) je striktn¥ nulová funk
e, je t°eba si uv¥domit,

ºe ∫ b

a

f(x)f⋆(x) dx =

∫ b

a

(
Re2(f) + Im2(f)

)
dx =

∫ b

a

|f(x)|2dx

• aby integrál

∫ b

a
|f(x)|2dx z reálné funk
e, která je nezáporná a (vzhledem k p°edpoklad·m v¥ty) spojitá, byl nulový,

musí nutn¥ |f(x)| = 0 pro v²e
hna x ∈ 〈a, b〉

• to ale m·ºe v C(〈a, b〉) nastat jedin¥ tehdy, kdyº f(x) = 0 na 〈a, b〉

• tím je prokázáno napln¥ní axiomu pozitivní de�nitnosti, a {V , 〈·|·〉} je tudíº prehilbertovským prostorem
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6.3.6 D·sledek � o funk
ionálním skalárním sou£inu s vahou

Ne
h´ a, b ∈ R, a < b a

V =
{
f(x) : R 7→ C : Re(f(x)), Im(f(x)) ∈ C

(
〈a, b〉

)}

je funk
ionální vektorový prostor nad t¥lesem C. Ne
h´ w(x) ∈ C
(
〈a, b〉

)
je kladná funk
e na 〈a, b〉. Pak zobrazení

〈f |g〉w :=

∫ b

a

f(x)g⋆(x)w(x) dx

de�nované na V reprezentuje skalární sou£in s vahou w(x), a dvoji
e {V , 〈·|·〉w} je tudíº prehilbertovským prostorem.

6.4 Normované prostory

Na obe
ném vektorovém prostoru zavedeme nyní zobe
n¥ní pojmu velikost vektoru.

6.4.1 De�ni
e

Ne
h´ V je vektorový prostor nad t¥lesem C. Zobrazení ‖ . ‖ : V 7→ R nazveme normou, jestliºe spl¬uje tzv. axiomy

normy :

• nulovost: ‖~x‖ = 0 práv¥ tehdy, kdyº ~x = ~0

• Minkovského nerovnost: pro v²e
hna ~x, ~y ∈ V platí: ‖~x+ ~y‖ 6 ‖~x‖+ ‖~y‖

• homogenita: pro v²e
hna ~x ∈ V a kaºdé λ ∈ C platí: ‖λ~x‖ = |λ| ‖~x‖ .

Dvoji
i

{
V , ‖.‖

}
nazýváme normovaným prostorem.

6.4.2 P°íklad

Ukáºeme, ºe pro libovolný prvek x ∈ V z normovaného prostoru V s normou ‖ . ‖ platí nerovnost ‖~x‖ > 0. Nejprve
snadno prokáºeme, ºe norma opa£ného vektoru je stejná jako norma vektoru p·vodního. Poloºme λ = −1. Pak z

axiomu homogenity plyne ‖−~x‖ = |−1| ‖~x‖ = ‖~x‖ . Dále pak v trojúhelníkové nerovnosti poloºme y := −x. Pak
‖~x+ (−~x)‖ 6 ‖~x‖+ ‖−~x‖ a následn¥ 0 6 ‖~x‖ .

6.4.3 Poznámka

P°ede²lá v¥ta je v teorii normovaný
h prostor· naprosto zásadní, nebo´ umoº¬uje p°ená²et platnost jistý
h tvrzení mezi

dv¥ma normovanými prostory

{
V , ‖.‖1

}
a

{
V , ‖.‖2

}
. Platí-li totiº ur£ité tvrzení o norm¥ ‖.‖1 v normovaném prostoru{

Rr, ‖.‖1
}
, platí analogi
ké tvrzení o norm¥ ‖.‖2 v normovaném prostoru

{
Rr, ‖.‖2

}
. Toho matematika hojn¥ vyuºívá

p°edev²ím v d·kaze
h v¥t z teorie funk
e ví
e prom¥nný
h a ve funk
ionální analýze.

6.4.4 Poznámka

Standardní normu vektoru ~x ∈ Rr, n¥kdy také nazývanou normou euklidovskou, de�nujeme p°edpisem

‖~x‖s :=

√√√√
r∑

k=1

x2k.

Ov²em podobn¥ jako byl zobe
n¥n skalární sou£in, m·ºe být zobe
n¥na také norma. K tomuto zobe
n¥ní nám poslouºí

následují
í v¥ta.
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6.4.5 V¥ta

Ne
h´ 〈.|.〉 je skalární sou£in de�novaný na vektorovém prostoru V nad t¥lesem C. Pak zobrazení n(~x) de�nované

p°edpisem

n(~x) :=
√
〈~x|~x〉 (6.23)

je normou na V .

D·kaz:

• ov¥°íme axiomy normy

• axiom nulovosti:

� je-li ~x = ~0, pak n2(~0) := 〈~0,~0〉 = 0

� je-li n(~x) = 0, pak tedy 〈~x, ~x〉 = 0, ale podle axiomu pozitivní de�nitnosti skalárního sou£inu toto m·ºe

nastat pouze tehdy, je-li ~x = ~0

� tím je ekvivalen
e poºadovaná v axiomu nulovosti normy prokázána

• axiom trojúhelníkové nerovnosti:

� provedeme následují
í sérii úprav

n

2
(
~x+ ~y

)
= 〈~x+ ~y|~x+ ~y〉 = 〈~x|~x〉+ 〈~x|~y〉+ 〈~y|~x〉+ 〈~y|~y〉 =

= 2Re
(
〈~x|~y〉

)
+ 〈~x|~x〉+ 〈~y|~y〉 6 2

∣∣〈~x|~y〉
∣∣+ n

2(~x) + n

2(~y)

� uºijeme-li nyní S
hwarzovy-Cau
hyovy-Bunjakovského nerovnosti (6.14), dostáváme

n

2
(
~x+ ~y

)
6 2n(~x)n(~y) + n

2(~x) + n

2(~y) =
(
n(~x) + n(~y)

)2

� tím je dokázáno, ºe n

(
~x+ ~y

)
6 n(~x) + n(~y)

• axiom homogenity:

� ne
h´ tedy λ ∈ C je zvoleno libovoln¥

� pak snadno n

(
λ~x
)
:=
√
〈λ~x|λ~x〉 =

√
λλ∗

√
〈~x|~x〉 =

√
|λ|2 n(~x) = |λ|n(~x)

• tím je prokázáno, ºe zobrazení n(~x) je normou na V

6.4.6 De�ni
e

Ne
h´ 〈.|.〉 je skalární sou£in de�novaný na vektorovém prostoru V nad t¥lesem C. Pak zobrazení n(~x) de�nované

vztahem (6.23) nazýváme normou generovanou skalárním sou£inem.

6.4.7 V¥ta � o rovnob¥ºníkové rovnosti

Ne
h´ je dán vektorový prostor V nad t¥lesem C a skalární sou£in 〈.|.〉. Ne
h´ ‖.‖ je norma generovaná tímto skalárním

sou£inem. Pak pro kaºdé ~x, ~y ∈ V platí tzv. rovnob¥ºníková rovnost tvaru

‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 = 2‖~x‖2 + 2‖~y‖2.

D·kaz:

‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 = 〈~x + ~y|~x+ ~y〉+ 〈~x− ~y|~x− ~y〉 = 〈~x|~x〉+ 〈~x|~y〉+ 〈~y|~x〉+ 〈~y|~y〉+

+〈~x|~x〉+ 〈~x| − ~y〉+ 〈−~y|~x〉+ 〈~y|~y〉 = 2〈~x|~x〉+ 2〈~y|~y〉 = 2‖~x‖2 + 2‖~y‖2
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6.4.8 V¥ta � Pythagorova v¥ta

Ne
h´ je dán vektorový prostor V nad t¥lesem C a skalární sou£in 〈.|.〉. Ne
h´ ‖.‖ je norma generovaná tímto skalárním

sou£inem. Pak platí implika
e

〈~x|~y〉 = 0 ⇒ ‖~x‖2 + ‖~y‖2 = ‖~x+ ~y‖2.

D·kaz:

• jelikoº 〈~x|~y〉 = 0, plyne z hermiti
ity skalárního sou£inu, ºe také 〈~y|~x〉 = 0

• dále snadno ‖~x+ ~y‖2 = 〈~x + ~y|~x+ ~y〉 = 〈~x|~x〉+ 〈~x|~y〉+ 〈~y|~x〉+ 〈~y|~y〉

• a protoºe prost°ední dva £leny tohoto sou£tu jsou nulové, platí ‖~x+ ~y‖2 = 〈~x|~x〉+ 〈~y|~y〉 = ‖~x‖2 + ‖~y‖2

6.4.9 Poznámka

Ne
h´ je dán vektorový prostor V nad t¥lesem C a skalární sou£in 〈.|.〉. Ne
h´ ‖.‖ je norma generovaná tímto skalárním

sou£inem. Z v¥ty 6.2.10 mimo jiné vyplývá následují
í skute£nost. Platí-li pro nenulové vektory ~x a ~y rovnost

〈
~x|~y
〉
= ‖~x‖ · ‖~y‖,

pak existuje kladné λ tak, ºe ~y = λ~x. Platí-li naopak rovnost

〈
~x|~y
〉
= −‖~x‖ · ‖~y‖,

pak je rovnost ~y = λ~x spln¥na pro jisté záporné λ.

6.4.10 V¥ta

Ne
h´ je dán vektorový prostor V nad t¥lesem R se skalárním sou£inem. Ne
h´ ‖.‖ je norma generovaná tímto skalárním

sou£inem. Ne
h´ jsou dále zadány dva libovolné vektory ~x, ~y ∈ V . Pak ~x, ~y jsou lineárn¥ závislé (ve smyslu ~y = λ~x, kde
λ > 0) práv¥ tehdy, je-li spln¥na rovnost ∥∥~x+ ~y

∥∥ =
∥∥~x
∥∥+

∥∥~y
∥∥. (6.24)

D·kaz:

• dokáºeme nejprve první implika
i

� ne
h´ tedy existuje λ ∈ R takové, ºe ~y = λ~x

� pak pro levou stranu rovnosti (6.24) máme

∥∥~x+ ~y
∥∥ =

∥∥~x+ λ~x
∥∥ = |1 + λ| · ‖~x‖

� pro pravou stranu vy
hází

∥∥~x
∥∥+

∥∥~y
∥∥ =

∥∥~x
∥∥+ |λ|

∥∥~x
∥∥ =

(
1 + |λ|

)
‖~x‖

� nyní jiº snadno prokáºeme, ºe rovnost |1 + λ| = 1 + |λ| nastává práv¥ tehdy, kdyº λ > 0

• dokáºeme nyní druhou implika
i

� ne
h´ naopak platí rovnost (6.24), tj.

〈
~x+ ~y|~x+ ~y

〉
=
(
‖~x‖+ ‖~y‖

)2

� jelikoº t¥lesem v této v¥t¥ je mnoºina R reálný
h £ísel, m¥ní se hermiti
ita z de�ni
e skalárního sou£inu na

oby£ejnou symetrii, £ili

〈
~x|~y
〉
=
〈
~y|~x
〉

� odtud ale

〈
~x|~x
〉
+
〈
~y|~y
〉
+ 2

〈
~x|~y
〉
= ‖~x‖2 + ‖~y‖2 + 2 ‖~x‖ · ‖~y‖, potaºmo

〈
~x|~y
〉
= ‖~x‖ · ‖~y‖

� díky této rovnosti a v¥t¥ 6.2.10 (v£etn¥ poznámky 6.4.9) odtud vyplývá, ºe existuje nezáporné λ takové, ºe

~y = λ~x

� tím je d·kaz zakon£en
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6.4.11 V¥ta

Ne
h´ je dán vektorový prostor V nad t¥lesem R se skalárním sou£inem. Ne
h´ ‖.‖ je norma generovaná tímto skalárním

sou£inem. Ne
h´ jsou dále zadány dva libovolné vektory ~x, ~y ∈ V . Pak ~x, ~y jsou lineárn¥ závislé (p°esn¥ji ~y = λ~x, kde
λ ∈ 〈−1, 0〉) práv¥ tehdy, je-li spln¥na rovnost

∥∥~x
∥∥ =

∥∥~y
∥∥+

∥∥~x+ ~y
∥∥. (6.25)

D·kaz:

• dokáºeme nejprve první implika
i

� ne
h´ tedy existuje λ ∈ 〈−1, 0〉 takové, ºe ~y = λ~x

� pak pro pravou stranu rovnosti (6.25) máme

∥∥~y
∥∥+

∥∥~x+ ~y
∥∥ =

∥∥λ~x
∥∥+

∥∥~x+ λ~x
∥∥ = |λ| · ‖~x‖+ |1 + λ| · ‖~x‖

� nyní jiº snadno prokáºeme, ºe rovnost |λ|+ |1 + λ| = 1 nastává práv¥ tehdy, kdyº λ ∈ 〈−1, 0〉

• dokáºeme nyní druhou implika
i

� ne
h´ naopak platí rovnost (6.25)

� to mimo jiné znamená, ºe ‖~x‖ > ‖~y‖
� ze vztahu (6.25) máme

〈
~x|~x
〉
+
〈
~y|~y
〉
+ 2

〈
~x|~y
〉
= ‖~x‖2 + ‖~y‖2 − 2 ‖~x‖ · ‖~y‖,

potaºmo

〈
~x|~y
〉
= −‖~x‖ · ‖~y‖

� díky této rovnosti a v¥t¥ 6.2.10 (v£etn¥ poznámky 6.4.9) odtud vyplývá, ºe existuje záporné λ takové, ºe

~y = λ~x

� aby byla spln¥na podmínka ‖~x‖ > ‖~y‖, musí naví
 platit |λ| 6 1, tedy λ ∈ 〈−1, 0〉

• tím je d·kaz zakon£en

6.4.12 P°íklad

Ne
h´ je v prostoru R2
zaveden skalární sou£in p°edpisem

〈
~x|~y
〉
= (x1, x2) ·


 1 3

3 10


 ·


 y1

y2


 . (6.26)

Ne
h´ jsou dány body ~a = (−1, 0) a

~b = (1, 0). Nalezn¥me v²e
hny body ~c ∈ R2
tak, aby trojúhelník △~a~b~c byl

pravoúhlý a m¥l pravý úhel p°i vr
holu ~c. Úlohu budeme nejprve °e²it pro standardní skalární sou£in. Ozna£me tedy

~x := ~c−~a = (c1 +1, c2) a ~y := ~c−~b = (c1 − 1, c2). Aby ~x ⊥ ~y v klasi
kém smyslu, musí platit 〈~x|~y〉 = c21 + c22 − 1 = 0,
tudíº v²e
hny hledané body ~c leºí na jednotkové Thaletov¥ kruºni
i c21 + c22 = 1. V p°ípad¥ skalárního sou£inu (6.26)

pak musí platit

(c1 + 1, c2) ·


 1 3

3 10


 ·


 c1 − 1

c2


 = c21 + 10c22 + 6c1c2 − 1 = 0.

Jedná se o rovni
i kvadrati
ké plo
hy. Její tvar vy²et°íme standardním postupem.

Q(c1, c2) = c21 + 10c22 + 6c1c2 − 1 = (c1 + 3c2)
2 + c22 − 1 = 0.

Vhodnými body ~c jsou tedy takové body vyhovují rovni
i (c1+3c2)
2+c22 = 1, jeº p°edstavuje Thaletovu elipsu pro
házejí
í

body ~a a

~b (viz obrázek).
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x
2
 

x
11

−1

Obrázek 6.33

Thaletova kruºni
e (£árkovan¥) a Thaletova elipsa (plnou £arou).

6.4.13 De�ni
e

Ne
h´ V je libovolný vektorový prostor nad t¥lesem C a 〈.|.〉 : V×V 7→ C skalární sou£in. Ne
h´ ‖.‖ je norma generovaná

tímto skalárním sou£inem. �ekneme, ºe mnoºina vektor·

{
~x1, ~x2, . . . , ~xr

}
je ortonormální ve V , je-li ortogonální a zárove¬

pro kaºdé i ∈ r̂ platí ‖~xi‖ = 1.

6.4.14 V¥ta � Gramm·v-S
hmidt·v ortonormaliza£ní pro
es

Ne
h´ V je libovolný vektorový prostor nad t¥lesem C a 〈.|.〉 : V × V 7→ C skalární sou£in. Ne
h´ ‖.‖ je norma

generovaná tímto skalárním sou£inem. Ne
h´ {~yn ∈ V : n ∈ N} je mnoºina lineárn¥ nezávislý
h vektor· z V . Pak
existuje ortonormální mnoºina {~xn ∈ V : n ∈ N} vektor· z prostoru V taková, ºe pro kaºdé k ∈ n̂ platí

[
~y1, ~y2, . . . , ~yk

]
λ
=
[
~x1, ~x2, . . . , ~xk

]
λ
.

D·kaz:

• ozna£me ~u1 = ~y1

• jelikoº ‖~u1‖ 6= 0, lze de�novat ~x1 = ~u1/‖u1‖

• tedy ‖~x1‖ = 1

• poloºme ~u2 = ~y2 − 〈~y2|~x1〉 ~x1
• pak platí 〈~u2|~x1〉 = 0

• protoºe jsou vektory ~y1 a ~y2 lineárn¥ nezávislé, je ‖~u2‖ 6= 0 a lze de�novat ~x2 = ~u2/‖u2‖

• mnoºina vektor· {~x1, ~x2} je ortonormální a naví


[
~y1, ~y2

]
λ
=
[
~x1, ~x2

]
λ

• dále postupujeme induk
í

• ne
h´ máme sestrojenu ortonormální mnoºinu Sm = {~x1, ~x2, . . . , ~xm} takovou, ºe
[
~y1, ~y2, . . . , ~ym

]
λ
=
[
~x1, ~x2, . . . , ~xm

]
λ

• uvaºme prvek ~um+1 = ~ym+1 −
∑m

k=1〈~ym+1|~xk〉 ~xk
• z°ejm¥ 〈~um+1|~xk〉 = 0 pro kaºdé k ∈ m̂

• protoºe dle p°edpoklad· v¥ty jsou vektory ~y1, ~y2, . . . , ~ym, ~ym+1 lineárn¥ nezávislé, je ~um+1 6= ~0

• de�nujme vektor ~xm+1 = ~um+1/‖~um+1‖

• pak je mnoºina Sm+1 = {~x1, ~x2, . . . , ~xm, ~xm+1} ortonormální ve V a naví


[
~y1, ~y2, . . . , ~ym, ~xm+1

]
λ
=
[
~x1, ~x2, . . . , ~ym, ~ym+1

]
λ

• tím je d·kaz proveden
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6.4.15 P°íklad

Ne
h´ V je vektorový prostor polynom· de�novaný
h na uzav°eném intervalu 〈0, 1〉. Ne
h´ je ve V zadána spo£etná

mnoºina S = {1, x, x2, x3, x4, x5 . . .} lineárn¥ nezávislý
h prvk· z V . Skalární sou£in libovolný
h prvk· f(x), g(x) ∈ V
ne
h´ je podle vztahu (6.20) na V zadán vztahem

〈f(x)|g(x)〉 :=
∫ 1

0

f(x)g(x) dx.

Budeme nyní hledat ortonormální ekvivalent k mnoºin¥ S. Uºijeme Gramm·v-S
hmidt·v ortonormaliza£ní pro
es disku-

tovaný v p°ede²lé v¥t¥. Jelikoº

‖1‖ =
√
〈1|1〉 =

√∫ 1

0

1 dx = 1,

je tedy první z hledaný
h funk
í funk
e ℓ1(x) = 1. Dále protoºe

〈x|ℓ1(x)〉 =
∫ 1

0

x dx =
1

2
,

poloºíme u2(x) = x − 1
2 . Pak tedy 〈x − 1

2 |1〉 = 0. Jelikoº
∫ 1

0

(
x− 1

2

)2
dx = 1

12 , je druhou z hledaný
h funk
í funk
e

ℓ2(x) =
√
3 (2x− 1) . Dále

〈x2|ℓ1(x)〉 =
∫ 1

0

x2dx =
1

3
.

〈x2|ℓ2(x)〉 =
√
3

∫ 1

0

x2 (2x− 1)dx =
1

2
√
3
.

Proto dle Grammovy-S
hmidtovy pro
edury klademe

u3 = x2 − 1

3
− 1

2
(2x− 1) = x2 − x+

1

6
.

Z normaliza
e ‖u3‖2 = 1
180 pak plyne, ºe ℓ3(x) =

√
5 (6x2 − 6x− 1). Analogi
ky ℓ4(x) =

√
7 (20x3 − 30x2 +12x− 1),

ℓ5(x) =
√
9 (70x4−140x3+90x2−20x+1) atd. Tímto zp·sobem obdrºíme tzv. Legendreovy polynomy ℓm(x) vyhovují
í

rovnosti

∫ 1

0
ℓm(x)ℓk(x) dx = δmk. Jeji
h nenormované pr·b¥hy ℘m(x) = ℓm(x)√

2m−1
vykreslujeme v následují
ím grafu.

1

1

℘
m

(x)

x

Obrázek 6.34

Nenormované Legendreovy polynomy.

6.4.16 P°íklad

Ukáºeme nyní, jakým zp·sobem zavést normu na prostoru mati
. Ne
h´ M je vektorový prostor v²e
h £tver
ový
h mati


°ádu r nad t¥lesem R. Ukáºeme, ºe zobrazení n(A) := max{|Aij | : i, j ∈ r̂} de�nuje na M normu. Rovnost n(A) = 0
nastává práv¥ tehdy, kdyº A je nulovou mati
í. Nerovnost

n(A+ B) 6 n(A) + n(B)
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plyne z faktu, ºe maximálním elementem mati
e sou£tu m·ºe být sou£et maximální
h element· obou mati
, a to je²t¥

pouze v p°ípad¥, ºe se tyto dva maximální elementy vyskytovaly na stejné pozi
i jak v mati
i A, tak v mati
i B. Dále
pro α ∈ R

n(αA) = max{|αAij | : i, j ∈ r̂} = |α| max{|Aij | : i, j ∈ r̂} = |α|n(A).
O normu se tudíº jedná.

6.5 Ekvivalen
e norem

V 
elé sek
i p°edpokládáme, ºe je dán vektorový prostor V nad C kone£né dimenze dim(V) = n, v n¥mº je zvolena

pevná ale libovolná báze X = (~ε1, ~ε2, . . . , ~εn). Sou°adni
e libovolného vektoru ~x ∈ V v bázi X ozna£me ωk ∈ C, tj.
~x =

∑n
k=1 ωk~εk.

6.5.1 De�ni
e

Ne
h´ je dán vektorový prostor V nad t¥lesem C a dv¥ normy ‖.‖1 a ‖.‖2. �ekneme, ºe norma ‖.‖2 není siln¥j²í neº

norma ‖.‖1, jestliºe existuje α > 0 takové, ºe pro v²e
hna ~x ∈ V platí ‖~x‖2 6 α ‖~x‖1.

6.5.2 De�ni
e

Ne
h´ je dán vektorový prostor V nad t¥lesem C a dv¥ normy ‖.‖1 a ‖.‖2. �ekneme, ºe normy ‖.‖1 a ‖.‖2 jsou

ekvivalentní , není-li jedna siln¥j²í druhé, t.j. existují-li α, β > 0 taková, ºe pro v²e
hna ~x ∈ V platí:

‖~x‖2 6 α ‖~x‖1 ∧ ‖~x‖1 6 β ‖~x‖2.

6.5.3 V¥ta

Zobrazení ‖ · ‖X : V 7→ R+
0 , které kaºdému vektoru ~x ∈ V p°i°azuje £íslo

‖~x‖X :=

n∑

k=1

|ωk|

spl¬uje axiomy normy.

D·kaz:

• norma ‖~x‖X je nulová práv¥ tehdy, kdyº v²e
hny ω1, ω2, . . . , ωn jsou nulové, 
oº m·ºe nastat pouze pro nulový

vektor, £ímº je napln¥n axiom nulovosti

• pro kaºdé λ ∈ C a ~x ∈ V platí, ºe

‖λ~x‖X =

∥∥∥∥∥λ
n∑

k=1

ωk~εk

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(λωk)~εk

∥∥∥∥∥
X

=

n∑

k=1

|λωk| = |λ|
n∑

k=1

|ωk| = |λ| · ‖~x‖X

• proto je spln¥n také axiom homogenity

• axiom trojúhelníkové nerovnosti prokáºeme sérií následují
í
h úprav

‖~x+ ~y‖X =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ωk~εk +

n∑

k=1

κk~εk

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(ωk + κk)~εk

∥∥∥∥∥
X

=

n∑

k=1

|ωk + κk| 6

6

n∑

k=1

|ωk|+
n∑

k=1

|κk| = ‖~x‖X + ‖~y‖X ,

kde bylo vyuºitu faktu, ºe nerovnost |a+ b| 6 |a|+ |b| platí pro kaºdá komplexní a, b ∈ C

6.5.4 De�ni
e

Normu ‖ · ‖X : V 7→ R+
0 z v¥ty 6.5.3 nazýváme sou°adni
ovou normou v bázi X = (~ε1, ~ε2, . . . , ~εn), nebo krát
e

sou°adni
ovou normou.
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6.5.5 Lemma

Rela
e býti ekvivalentní (ozna£me ji symbolem ,) je ve t°íd¥ v²e
h norem zavedený
h nad týmº vektorovým prostorem

• a) re�exivní, tj. ‖ · ‖1 , ‖ · ‖1,

• b) symetri
ká, tj. ‖ · ‖1 , ‖ · ‖2 ⇒ ‖ · ‖2 , ‖ · ‖1,

• a) tranzitivní, tj. ‖ · ‖1 , ‖ · ‖2 ∧ ‖ · ‖2 , ‖ · ‖3 ⇒ ‖ · ‖1 , ‖ · ‖3.

6.5.6 V¥ta

Pro kaºdé ~x z normovaného prostoru {V, ‖ · ‖} s libovolnou normou platí nerovnost

‖~x‖ 6

n∑

k=1

|ωk| ·
n∑

k=1

‖~εk‖.

D·kaz:

• snadno:

‖~x‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ωk~εk

∥∥∥∥∥
➊
6

n∑

k=1

‖ωk~εk‖
➋
6

n∑

k=1

|ωk| · ‖~εk‖
➌
6

n∑

k=1

|ωk| ·
n∑

k=1

‖~εk‖

• v odvození bylo vyuºito ➊ axiomu trojúhelníkové nerovnosti, ➋ axiomu homogenity a nakone
 také ➌ rovnosti∑n
k=1 akbk 6

∑n
k=1 ak ·

∑n
k=1 bk platné pro libovolná nezáporná £ísla

6.5.7 V¥ta

Pro libovolnou normu v normovaném prostor {V, ‖ · ‖} existuje £íslo µ ∈ R+
tak, ºe pro v²e
hny ~x ∈ V , pro n¥º

‖~x‖X = 1, je ‖~x‖ > µ.

D·kaz:

• p°edpokládejme naopak, ºe pro v²e
hny µ ∈ R+
existuje vektor takový, ºe ‖~x‖X = 1 a ‖~x‖ 6 µ

• je-li ale ‖~x‖ men²í neº libovolné kladné £íslo µ, pak zjevn¥ ‖~x‖ = 0, odkud plyne, ºe ~x = ~0

• to je ale ve sporu s faktem, ºe ‖~x‖X = 1, protoºe podle axiomu nulovosti nem·ºe nulový vektor mít nenulovou

normu

6.5.8 V¥ta

V²e
hny normy zkonstruované nad V jsou ekvivalentní se sou°adni
ovou normou ‖ · ‖X .

D·kaz:

• podle de�ni
e ekvivalen
e norem je t°eba pro libovoln¥ zvolenou normu ‖ · ‖ dokázat, ºe ‖ · ‖ , ‖ · ‖X , tedy, ºe
existují £ísla α, β ∈ R+

tak, ºe pro v²e
hny ~x ∈ V :

‖~x‖ 6 α‖~x‖X ∧ ‖~x‖X 6 β‖~x‖

• z povahy de�ni
e ekvivalen
e norem je z°ejmé, ºe není t°eba se zaobírat vektorem ~x = ~0, proto ho z následují
í
h

odvození vyjmeme

• z v¥ty 6.5.6 vyplývá, ºe

‖~x‖
‖~x‖X

6

∑n
k=1 |ωk| ·

∑n
k=1 ‖~εk‖∑n

k=1 |ωk|
=

n∑

k=1

‖~εk‖,

kde £íslo

∑n
k=1 ‖~εk‖ je nezávislé na volb¥ ~x, nebo´ se jedná o kone£ný sou£et norem vektor· pevn¥ zvolené báze

ve V

• za hledané α z de�ni
e ekvivalen
e norem lze tedy klást α :=
∑n

k=1 ‖~εk‖
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• pak totiº ‖~x‖ 6 α‖~x‖X

• pro d·kaz druhé nerovnosti nejprve uvaºme, ºe pro kaºdý nenulový vektor ~x ∈ V existují £íslo σ > 0 a vektor

~x0 ∈ V tak, ºe ‖~x0‖X = 1 a ‖~x‖X = ‖σ~x0‖X

• pro libovolné ~x ∈ V \ {~0} tedy nalezneme σ a ~x0 dle p°ed
hozího a provedeme sérii t¥
hto úprav záloºený
h na

substitu
i ~x = σ~x0 :
‖~x‖
‖~x‖X

=
‖σ~x0‖
‖σ~x0‖X

=
‖~x0‖
‖~x0‖X

= ‖~x0‖

• hodnota ‖~x0‖ je ale podle v¥ty 6.5.7 omezena zdola univerzální hodnotou µ > 0 nezávislou na volb¥ ~x0, a tedy

nezávislou na volb¥ ~x

• proto

‖~x‖
‖~x‖X

> µ ⇒ ‖~x‖X 6
‖~x‖
µ

=: β‖~x‖,


oº bylo dokázat

6.5.9 V¥ta � o ekvivalen
i v²e
h norem

Je-li dimenze normovaného prostoru V kone£ná, jsou kaºdé dv¥ normy na V ekvivalentní.

D·kaz:

• zvolme tedy dv¥ normy ‖ · ‖1 a ‖ · ‖2 zavedené na týmº vektorovým prostorem V

• podle v¥ty 6.5.8 platí, ºe ‖ · ‖1 , ‖ · ‖X a ‖ · ‖2 , ‖ · ‖X

• jelikoº je ale rela
e ekvivalen
e podle lemmatu 6.5.5 symetri
ká a tranzitivní, vyplývá odsud, ºe také ‖ · ‖1 , ‖ · ‖2,

oº dokládá platnost tvrzení

6.6 Metri
ké prostory

T°etí ze základní
h pojm· této kapitoly je pojem metriky, tj. zobe
n¥ní pojmu vzdálenost. Jemu bude v¥nována tato

sek
e.

6.6.1 De�ni
e

Ne
h´ M je libovolná neprázdná mnoºina. Zobrazení ̺ : M ×M 7→ R nazveme metrikou, jestliºe spl¬uje tzv. axiomy

metriky :

• nulovost: ̺(x, y) = 0 práv¥ tehdy, kdyº x = y

• symetrie: pro v²e
hna x, y ∈M platí ̺(x, y) = ̺(y, x)

• trojúhelníková nerovnost: pro v²e
hna x, y, z ∈M platí ̺(x, z) 6 ̺(x, y) + ̺(y, z)

Dvoji
i

{
M,̺

}
nazýváme metri
kým prostorem.

6.6.2 Poznámka

Pov²imn¥te si, ºe na rozdíl od skalárního sou£inu a normy je metrika de�novaná na obe
né mnoºin¥, ne tedy nutn¥ na

prostoru vektorovém. Prvky z M totiº nepot°ebujeme v de�ni
i 6.6.1 s£ítat ani násobit £íslem.

6.6.3 P°íklad

Ukáºeme, ºe pro libovolné prvky x, y ∈M z metri
kého prostoru M s metrikou ̺ platí nerovnost ̺(x, y) > 0. Poloºme

v trojúhelníkové nerovnosti z := x. Pak ̺(x, x) 6 ̺(x, y) + ̺(y, x) a následn¥ za pouºití prvního a druhého axiomu

získáváme 0 6 ̺(x, y).
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6.6.4 Lemma

Zobrazení zavedené p°edpisem

τ(x, y) :=





0

1

. . .

. . .

x = y

x 6= y
(6.27)

je metrikou na libovolné mnoºin¥ M.

6.6.5 De�ni
e

Metriku zavedenou mnoºin¥ M vztahem (6.27) nazýváme triviální metrikou.

6.6.6 V¥ta

Ne
h´ p > 1. Pak zobrazení zavedené p°edpisem

̺p(~x, ~y) :=

(
r∑

k=1

∣∣xk − yk
∣∣p
) 1

p

(6.28)

je metrikou v Rr.

D·kaz:

• vlastnosti nulovosti a symetrie jsou spln¥ny triviáln¥

• trojúhelníková nerovnost je spln¥na podle vztahu (6.12), kde klademe ak = xk − yk, bk = yk − zk, a tedy

ak + bk = xk − zk

6.6.7 De�ni
e

Metriku zavedenou na prostoru Rr
vztahem (6.28) nazýváme p−metrikou.

6.6.8 V¥ta

Zobrazení zavedené p°edpisem

σ(~x, ~y) := max
16i6r

|xi − yi| (6.29)

je metrikou v Rr.

D·kaz:

• vlastnosti nulovosti a symetrie jsou op¥t spln¥ny triviáln¥

• trojúhelníková nerovnost vyplývá z nerovností |xi − yi| 6 |xi − zi|+ |zi − yi| 6 σ(~x, ~z) + σ(~z, ~y)

• jelikoº kaºdý rozdíl |xi − yi| je men²í neº σ(~x, ~z) + σ(~z, ~y), platí také, ºe max16i6r |xi − yi| 6 σ(~x, ~z) + σ(~z, ~y),

oº bylo dokázat

6.6.9 De�ni
e

Metriku zavedenou na prostoru Rr
vztahem (6.29) nazýváme σ−metrikou, pop°. �eby²evovou metrikou.

6.6.10 Poznámka

Vztah mezi σ−metrikou a p−metrikou m·ºe být vyjád°en rovni
í σ(~x, ~y) = limp→∞ ̺p(~x, ~y).
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6.6.11 Poznámka

Spe
iálními p°ípady p−metriky jsou tzv. sí´ová metrika (p = 1)

̺1(~x, ~y) ≡
r∑

i=1

|xi − yi|

a klasi
ká tzv. euklidovská metrika (p = 2)

̺e(~x, ~y) :=

√√√√
r∑

i=1

(xi − yi)2.

6.6.12 Poznámka

Mezi sí´ovou, euklidovskou, obe
nou p−metrikou a σ−metrikou platí následují
í vztah. Ne
h´ p > 2. Pro kaºdé ~x, ~y ∈ Rr

platí

σ(~x, ~y) 6 ̺p(~x, ~y) 6 ̺e(~x, ~y) 6 ̺1(~x, ~y).

Naví
 také

̺p(~x, ~y) 6
p
√
r σ(~x, ~y) 6 r σ(~x, ~y),

kde tentokrát p > 1.

6.6.13 V¥ta

Ne
h´ ̺1D(x, y) je metrika na R. Pak zobrazení

̺(~x, ~y) =
r∑

i=1

̺1D(xi, yi)

je metrikou na prostoru Rr.

D·kaz:

• není obtíºné ukázat, ºe pokud ~x = ~y, pak ̺(~x, ~y) = 0

• pokud naopak ̺(~x, ~y) = 0, je z de�ni£ního vztahu z°ejmé, ºe v²e
hny s£ítan
e ̺1D(xi, yi) musejí být nulové

• to ale z axiomu nulovosti metriky ̺1D(x, y) vede na rovnosti xi = yi pro v²e
hna i ∈ r̂, odkud ~x = ~y

• tím je dokázána ekvivalen
e axiomu nulovosti

• axiom symetrie je spln¥n triviáln¥

• zvolme dále ~x, ~y, ~z ∈ Rr
libovoln¥

• z axiomu trojúhelníkové nerovnosti víme, ºe pro v²e
hna i ∈ r̂ platí

̺1D(xi, zi) 6 ̺1D(xi, yi) + ̺1D(yi, zi)

• se£tením v²e
h r t¥
hto rovností dostáváme poºadovanou nerovnost ̺(x, z) 6 ̺(x, y) + ̺(y, z)

6.6.14 V¥ta

Zobrazení zavedené p°edpisem ̺(x, y) := |x− y|p pro p ∈ (0, 1〉 je metrikou na prostoru R.

D·kaz:

• axiomy nulovosti a symetrie jsou spln¥ny triviáln¥

• axiom trojúhelníkové nerovnosti je spln¥n díky platnosti následují
ího tvrzení:

(
∀a, b ∈ R

) (
∀p ∈ (0, 1〉

)
: |a+ b|p 6 (|a|+ |b|)p 6 |a|p + |b|p

• poloºíme-li v n¥m a = x− y a b = y − z, dostáváme |x− z|p 6 |x− y|p + |y − z|p, 
oº bylo dokázat
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6.6.15 Lemma

Zobrazení zavedené p°edpisem ̺(x, y) :=
⌈
|x− y|

⌉
je metrikou na prostoru R.

6.6.16 V¥ta

Ne
h´ p ∈ (0, 1〉. Pak zobrazení zavedené p°edpisem

χp(~x, ~y) :=

r∑

i=1

|xi − yi|p (6.30)

je metrikou na prostoru Rr.

D·kaz:

• plyne z v¥t 6.6.13 a 6.6.14

6.6.17 De�ni
e

Metriku zavedenou na prostoru Rr
vztahem (6.30) nazýváme χp−metrikou.

6.6.18 V¥ta

Zobrazení zavedené p°edpisem

̺j(~x, ~y) :=

r∑

i=1

⌈
|xi − yi|

⌉
(6.31)

je metrikou na prostoru Rr.

D·kaz:

• plyne z lemmatu 6.6.15 a z v¥ty 6.6.13

6.6.19 De�ni
e

Metriku zavedenou na prostoru Rr
vztahem (6.31) nazýváme skokovou metrikou,.

6.6.20 De�ni
e

Ne
h´ {M,̺} je metri
ký prostor s libovolnou metrikou ̺(x, y). Ne
h´ A,B jsou libovolné podmnoºiny mnoºinyM 6= ∅.
Vzdáleností mnoºin A a B rozumíme £íslo

dist(A,B) := inf {̺(x, y) : x ∈ A ∧ y ∈ B} .

Vzdálenost bodu a ∈M od mnoºiny A ⊂M de�nujeme jako dist(A, a) := dist
(
A, {a}

)
.

6.6.21 Lemma

Ne
h´ je dán vektorový prostor V a norma ‖.‖. Pak zobrazení ‖~x− ~y‖ je metrikou na V .

6.6.22 De�ni
e

Metriku zavedenou na vektorovém prostoru V vztahem ‖~x− ~y‖ nazýváme metrikou generovanou normou.

6.6.23 Poznámka

Z de�ni
 6.4.6 a 6.6.22 vyplývá, ºe základním stavebním kamenem (generátorem) zkoumaný
h prostor· je skalární sou£in.

Pomo
í n¥ho lze totiº de�novat normu a pomo
í této normy pak metriku.
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6.6.24 Poznámka

Z poznámky 6.4.3 plyne následují
í fakt pro metriky ̺, ˜̺ generované po °ad¥ normami ‖.‖1 a ‖.‖2. Platí-li ur£ité tvrzení
o metri
e ̺ v metri
kém prostoru {Rr, ̺}, platí analogi
ké tvrzení o metri
e ˜̺ v metri
kém prostoru {Rr, ˜̺}.

6.6.25 De�ni
e

Ne
h´ jsou ve vektorovém prostoru V dány dva body ~a a

~b. Pak úse£kou s krajními body ~a a

~b rozumíme mnoºinu

↔ ~a~b :=
{
~x ∈ V : ~x = ~a+ t(~b − ~a), t ∈ 〈0, 1〉

}
.

6.6.26 De�ni
e

Ne
h´ je zadán vektorový prostor V . �ekneme, ºe mnoºina M ⊂ V je konvexní ve V , jestliºe pro kaºdé dva body

~x, ~y ∈M platí ↔ ~x~y ⊂M.

6.6.27 V¥ta

Ne
h´ je dán normovaný prostor {V , ‖.‖} a metrika ̺(~x, ~y) : V × V 7→ R generovaná uvedenou normou. Ne
h´ jsou

dány body ~x, ~y, ~z ∈ V tak, ºe bod ~z leºí na úse£
e ↔ ~x~y. Pak platí ̺(~x, ~y) = ̺(~x, ~z) + ̺(~z, ~y).

D·kaz:

• ne
h´ ~z ∈↔ ~x~y

• pak existuje t ∈ 〈0, 1〉 tak, ºe ~z = ~x+ t(~y − ~x)

• tudíº ̺(~x, ~z) = ‖~x+ t(~y − ~x)− ~x‖ = ‖t(~y − ~x)‖ = |t| · ‖~y − ~x‖ = |t|̺(~x, ~y) = t̺(~x, ~y)

• dále ̺(~y, ~z) = ‖~x+ t(~y − ~x)− ~y‖ = ‖(t− 1)(~y − ~x)‖ = |t− 1| · ‖~y − ~x‖ = |t− 1|̺(~x, ~y) = (1 − t)̺(~x, ~y)

• odtud pak ̺(~x, ~z) + ̺(~z, ~y) = t̺(~x, ~y) + (1− t)̺(~x, ~y) = ̺(~x, ~y)

6.6.28 Poznámka

Upozor¬ujeme, ºe p°ede²lé tvrzení platí pouze pro metriky generované normou. Nap°. pro triviální metriku tvrzení neplatí,

nebo´ pro body ~x = (0, 0), ~y = (2, 0) a ~z = (1, 0), jeº zjevn¥ leºí na jedné p°ím
e, platí

τ(~x, ~y) = 1 6= τ(~x, ~z) + τ(~z, ~y) = 1 + 1 = 2.

6.6.29 V¥ta

Ne
h´ je dán normovaný prostor {V , ‖.‖} a metrika ̺(~x, ~y) : V × V 7→ R generovaná uvedenou normou, jeº byla gene-

rována skalárním sou£inem. Ne
h´ jsou dány body ~x, ~y, ~z ∈ V tak, ºe platí rovnost ̺(~x, ~y) = ̺(~x, ~z) + ̺(~z, ~y). Pak ~z
leºí na úse£
e ↔ ~x~y.

D·kaz:

• z p°edpoklad· v¥ty platí ‖~x− ~y‖ = ‖~x− ~z‖+ ‖~z − ~y‖

• ozna£me ~a := ~x− ~y, ~b := ~z − ~x

• pak tedy ~z − ~y = ~b+ ~a a platí ‖~a‖ = ‖~b‖+ ‖~b+ ~a‖

• podle v¥ty 6.4.11 tedy existuje λ ∈ 〈−1, 0〉 takové, ºe ~b = λ~a

• podotýkáme, ºe v¥ty 6.4.11 bylo moºno uºít také proto, ºe pra
ujeme s normou generovanou skalárním sou£inem

• pak ale ~z − ~x = λ(~x − ~y)

• poloºíme-li t = −λ, máme ~z = ~x+ t(~y − ~x), kde t ∈ 〈0, 1〉, 
oº bylo dokázat
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6.7 Konvergen
e v metri
ký
h prostore
h

Budeme nyní de�novat tzv. Hilbertovy prostory, jeji
hº uºite£nost o
eníme jiº v úvodní
h partií
h funk
ionální analýzy,

dále p°i °e²ení par
iální
h diferen
iální
h rovni
 nebo nap°. v základním kurzu kvantové me
haniky. Nejprve ale roz²í°íme

pojem konvergen
e do obe
ný
h metri
ký
h prostor·.

6.7.1 De�ni
e

Ne
h´ je dán metri
ký prostor {M,̺} s libovolnou metrikou ̺. �ekneme, ºe posloupnost (xn)
∞
n=1 prvk· zM konverguje

k prvku a ∈M, a pí²eme

lim
n→∞

xn = a,

jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hna n > n0 platí ̺(xn, a) < ε. Je-li spln¥na p°ed
hozí

vlastnost, °íkáme, ºe posloupnost (xn)
∞
n=1 má limitu rovnou prvku a. Posloupnost, která má, resp. nemá limitu nazýváme

konvergentní, resp. divergentní.

6.7.2 V¥ta

Ne
h´ je dán metri
ký prostor {M,̺} s libovolnou metrikou ̺. Pak kaºdá posloupnost (xn)
∞
n=1 prvk· z M má nejvý²e

jednu limitu.

D·kaz:

• p°edpokládejme pro spor, ºe limn→∞ xn = a, limn→∞ xn = b a a 6= b

• z axiomu nulovosti metriky vyplývá, ºe ̺(a, b) > 0

• z faktu, ºe limn→∞ xn = a, plyne (∀ε > 0)(∃n1 ∈ N) : n > n1 ⇒ ̺(xn, a) <
ε
2

• z faktu, ºe limn→∞ xn = b, plyne (∀ε > 0)(∃n2 ∈ N) : n > n2 ⇒ ̺(xn, b) <
ε
2

• poloºíme-li n0 := max{n1, n2}, pak pro jakékoli n > n0 platí

̺(a, b) 6 ̺(a, xn) + ̺(xn, b) <
ε

2
+
ε

2
= ε

• tedy ̺(a, b) < ε pro jakékoliv kladné ε, tudíº ̺(a, b) = 0, 
oº je ale spor s p°edpokladem, ºe a 6= b

6.7.3 P°íklad

Rozhodn¥me o limit¥ posloupnosti ((
1

n
,
1

n

))∞

n=1

v metri
kém prostoru {R2, ̺e} s euklidovskou metrikou a v metri
kém prostoru {R2, τ} s triviální metrikou. V prvním

p°ípad¥ lze limitu p°ímo vypo£ítat, jde totiº o standardní limitu

lim
n→∞

(
1

n
,
1

n

)
=

(
lim
n→∞

1

n
, lim
n→∞

1

n

)
= (0, 0).

Ov¥°me ov²em výsledek uºitím de�ni
e. Vezm¥me libovolné ε > 0. Hledáme n0 ∈ N tak, aby pro v²e
hna n > n0 platilo

̺e

((
1

n
,
1

n

)
, (0, 0)

)
< ε,

tedy aby √
1

n2
+

1

n2
< ε,

tj. n2 > 2/ε2. Za n0 tedy sta£í zvolit

n0 :=

⌊√
2

ε

⌋
+ 1,
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kde ⌊.⌋ reprezentuje dolní 
elou £ást. V p°ípad¥ triviální metriky v²ak tatáº posloupnost limitu nemá. Ukáºeme, ºe nap°.

bod (0, 0) onou limitou skute£n¥ není. Kdyby byl, pak by nap°. pro ε = 1/2 muselo existovat n0 ∈ N tak, aby pro

v²e
hna n > n0 platilo

τ

((
1

n
,
1

n

)
, (0, 0)

)
< ε,

tedy aby 1 < ε, 
oº z
ela jist¥ moºné není. Na tomto míst¥ je dobré si uv¥domit, ºe v {R2, τ} konvergují pouze konstantní
posloupnosti nebo posléze konstantní posloupnosti , tj. posloupnosti, které jsou konstantní aº od jistého £lenu.

6.7.4 P°íklad

V metri
kém prostoru {R3, σ} nalezn¥me limitu posloupnosti (~xn)
∞
n=1, kde

~xn =

(
1

n
,
n+ 1

n
,
4

n

)
.

Pravd¥podobnou hodnotou limity se zdá být

lim
n→∞

~xn =

(
lim
n→∞

1

n
, lim
n→∞

n+ 1

n
, lim
n→∞

4

n

)
= (0, 1, 0) =: ~a.

Ov¥°me to podle de�ni
e. Zvolme libovolné ε > 0. Hledáme n0 ∈ N tak, aby pro v²e
hna n > n0 platila nerovnost

σ(~xn,~a) = max

{
1

n
− 0,

n+ 1

n
− 1,

4

n
− 0

}
< ε,

tedy

max

{
1

n
,
1

n
,
4

n

}
=

4

n
< ε.

Za n0 tedy posta£í volit

n0 :=

⌊
4

ε

⌋
+ 1.

Limitou hledané posloupnosti tedy skute£n¥ je bod (0, 1, 0).

6.7.5 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost

(
xn
)∞
n=1

prvk· z metri
kého prostoru {M,̺}. �ekneme, ºe prvek a ∈ M je hromadným

bodem posloupnosti

(
xn
)∞
n=1

, jestliºe pro kaºdé ε > 0 spl¬uje nerovnost ̺(xn, a) < ε nekone£n¥ mnoho index· n ∈ N.

6.7.6 V¥ta

Je-li prvek a ∈ M limitou posloupnosti

(
xn
)∞
n=1

v metri
kém prostoru {M,̺}, je prvek a také hromadným bodem

posloupnosti této posloupnosti.

D·kaz:

• plyne ihned z p°íslu²ný
h de�ni


6.7.7 Poznámka

Obrá
ené tvrzení obe
n¥ neplatí. Nap°. £íslo -1 je hromadným bodem posloupnosti

(
(−1)n

)∞
n=1

v {R, ̺e}, ale limitou

není.

6.7.8 Lemma

Je-li posloupnost

(
xn
)∞
n=1

omezená v metri
kém prostoru {Rr, ̺e}, pak má alespo¬ jeden hromadný bod.

6.7.9 Poznámka

Existují metriky generované normou ale také ty, jenº ºádnou normou generovány být nemohou. Je-li totiº ̺(~x, ~y) vhodná
metrika, de�nuje vztah n(~x) = ̺(~0, ~x) normu. Toto ale nenastává ve v²e
h p°ípade
h. Doporu£ujeme £tená°i, aby

rozváºil, jaké dodate£né p°edpoklady musí spl¬ovat metrika, aby zobrazení n(~x) = ̺(~0, ~x) naplnilo axiomy normy.
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6.7.10 De�ni
e

Ne
h´ je dán normovaný prostor {V , ‖.‖}. �ekneme, ºe posloupnost (~xn)
∞
n=1 vektor· z V konverguje podle normy

k vektoru ~a ∈ V , a pí²eme

limnorm
n→∞

~xn = ~a, resp. ~xn _ ~a,

jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hna n > n0 platí ‖~xn − ~a‖ < ε.

6.7.11 Poznámka

Klademe-li v p°ede²lé de�ni
i V = Rr
a povaºujeme-li normu za standardní, tj. euklidovskou, pojmy konvergen
e a

konvergen
e podle normy splývají. Situa
e se ov²em podstatn¥ zm¥ní, budeme-li studovat obe
n¥j²í vektorové prostory

neº jsou prostory uspo°ádaný
h r−ti
. Podotýkáme nap°íklad, ºe je-li V vektorový prostor jistý
h funk
í, pak na n¥m lze

dob°e de�novat (krom¥ bodové a stejnom¥rné konvergen
e) rovn¥º konvergen
i podle normy. Uve¤me zde jeden p°íklad

za v²e
hny. Ne
h´ V = C(〈0, 1〉) je prehilbert·v prostor funk
í spojitý
h na 〈0, 1〉 a skalární sou£in ne
h´ je na n¥m

zaveden standardním vztahem

〈f |g〉 :=
∫ 1

0

f(x)g(x) dx.

Pak jsou zmín¥né typy konvergen
e reprezentovány následují
ími ekvivalen
emi. Pro bodovou konvergen
i posloupnosti

(fn(x))
∞
n=1 platí:

fn(x)
〈0,1〉→ f(x) ⇔ (∀x ∈ 〈0, 1〉) (∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : n > n0 ⇒

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ < ε.

Pro stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti (fn(x))
∞
n=1 platí:

fn(x)
〈0,1〉
⇒ f(x) ⇔ (∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀x ∈ 〈0, 1〉) : n > n0 ⇒

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ < ε.

Pro konvergen
i posloupnosti (fn(x))
∞
n=1 podle normy platí:

fn(x) _ f(x) ⇔ (∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) : n > n0 ⇒
∥∥fn(x) − f(x)

∥∥ =

√∫ 1

0

|fn(x) − f(x)|2 dx < ε.

6.7.12 V¥ta

Ne
h´ je dán prehilbert·v a normovaný prostor V = C(〈a, b〉) se skalárním sou£inem

〈f |g〉 :=
∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx

a normou ‖f(x)‖ :=
√
〈f |f〉, kde w(x) ∈ C(〈a, b〉) je p°íslu²ná váha. Pak platí implika
e

fn(x)
〈a,b〉
⇒ f(x) ⇒ fn(x) _ f(x).

D·kaz:

• jelikoº je váha w(x) spojitou a nezápornou funk
í na kompaktním intervalu 〈a, b〉 (viz de�ni
e 6.2.14), existuje

jist¥ K > 0 tak, ºe pro v²e
hna x ∈ 〈a, b〉 platí w(x) < K

• zvolme nyní ε > 0 z
ela libovoln¥

• z p°edpokladu v¥ty vidíme, ºe pro toto ε existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hny indexy n > n0 je

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ < ε√

K(b− a)

• pak platí

∥∥fn(x)−f(x)
∥∥2 =

∫ b

a

|fn(x)−f(x)|2w(x) dx 6 (b−a) · sup
x∈〈a,b〉

{
|fn(x) − f(x)|2w(x)

}
< (b−a) ε2

K(b− a)
K = ε2

• tím je prokázáno, ºe pro jakékoli ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe platí implika
e n > n0 ⇒
∥∥fn(x) − f(x)

∥∥ < ε
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6.8 Hilbertovy prostory

6.8.1 De�ni
e

Ne
h´ je dán metri
ký prostor {M,̺} s libovolnou metrikou ̺(x, y). �ekneme, ºe posloupnost (xn)
∞
n=1 prvk· z M je


au
hyovská v metri
kém prostoru {M,̺}, jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hna m,n > n0 platí

̺(xn, xm) < ε.

6.8.2 V¥ta

Kaºdá konvergentní posloupnost v metri
kém prostoru {M,̺} je 
au
hyovská.

D·kaz:

• uvaºme posloupnost (xn)
∞
n=1 a p°edpokládejme, ºe limn→∞ xn = a

• z tohoto faktu plyne, ºe pro libovolné ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, ºe pro v²e
hna n > n0 a v²e
hna m > n0

platí

̺(xn, a) <
ε

2
∧ ̺(xm, a) <

ε

2

• pak pro jakékoli n > n0 platí ̺(xn, xm) 6 ̺(xn, a) + ̺(a, xm) < ε
2 + ε

2 = ε

6.8.3 Poznámka

Obrá
ené tvrzení k tvrzení 6.8.2 ale obe
n¥ neplatí. Mohou tedy existovat posloupnosti, jeº jsou 
au
hyovské, ale p°esto

nejsou konvergentní. Takovou posloupností je nap°íklad posloupnost (xn)
∞
n=1, kde

xn =

(
1 +

1

n

)n

,

v metri
kém prostoru {Q, ̺e} ra
ionální
h £ísel s euklidovskou metrikou. Snadno se lze p°esv¥d£it, ºe se o 
au
hyovskou

posloupnost skute£n¥ jedná. Zvolme libovoln¥ ε > 0 a zkoumejme rozdíl

∣∣∣∣
(
1 +

1

n

)n

−
(
1 +

1

m

)m∣∣∣∣ .

Ja známo, platí, ºe 2 6 (1 + 1
n )

n < (1 + 1
n )

n+1 6 4, kde an = (1 + 1
n )

n
ost°e roste a bn = (1 + 1

n )
n+1

ost°e klesá.

Ch
eme tedy dokázat, ºe

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n,m > n0)
(
|an − am| < ε

)
.

Snadno ale:

|an − am| 6 max{bm − am, bn − an} = max
{am
m
,
an
n

}
6 max

{
4

m
,
4

n

}
< ε,


oº lze pro volbu n0 := ⌊ 4
ε⌋+ 1 garantovat. Posloupnost (xn)

∞
n=1 je zjevn¥ posloupností ra
ionální
h £ísel, ale limita v

{Q, ̺e} neexistuje, nebo´ e je ira
ionální £íslo.

6.8.4 De�ni
e

Metri
ký prostor {M,̺} s libovolnou metrikou ̺(x, y) nazveme úplným, jestliºe kaºdá 
au
hyovská posloupnost je v n¥m

konvergentní.

6.8.5 Poznámka

Metri
ký prostor {Q, ̺e} ra
ionální
h £ísel s euklidovskou metrikou není podle poznámky 6.8.3 úplný. Zúpln¥ním prostoru

{Q, ̺e}, tj. p°idáním limit v²e
h 
au
hyovský
h posloupností, vznikne práv¥ prostor {R, ̺e}.
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6.8.6 Poznámka

V p°ede²lý
h sek
í
h jsem se seznámili s obe
nými normami a obe
nými metrikami. P°itom n¥které normy byly generovány

skalárním sou£inem a jiné ne. Podobn¥ také n¥které metriky byly generovány normami a jiné ne. My v dal²ím textu

p°ejdeme ke spe
iálním prostor·m, ve který
h bude zaveden obe
ný skalární sou£in, dále norma generovaná tímto

sou£inem a metrika generovaná p°ede²lou normou. Upozor¬ujeme ale, ºe mohou existovat i prostory jiného typu, v ni
hº

je nap°. zavedena metrika nebo norma jiného typu. Zuºujeme tedy oblast zkoumání na vý²e 
itované prostory, u ni
hº

naví
 budeme poºadovat úplnost. Korektn¥ je zavedeme v dal²í de�ni
i.

6.8.7 De�ni
e

Ne
h´ je dán vektorový prostor V se skalárním sou£inem 〈.|.〉. Ne
h´ ‖.‖ je norma generovaná zadaným skalárním

sou£inem a ̺(x, y) metrika generovaná vý²e uvedenou normou. Ne
h´ naví
 {V , ̺} je úplným metri
kým prostorem. Pak

takový prostor H :=
{
V , 〈.|.〉, ‖.‖, ̺

}
nazýváme Hilbertovým prostorem.

6.8.8 Poznámka

Frekventovaným p°ípadem Hilbertova prostoru je prostor Cr
uspo°ádaný
h r−ti
 komplexní
h £ísel de�novaný spole£n¥

se skalárním sou£inem 〈.|.〉, jeº je zaveden hermitovskou formou, tj. 〈~x|~y〉 = qq(~x, ~y), normou ‖~x‖ =
√
qq(~x, ~x) a

metrikou ̺(~x, ~y) =
√
qq(~x− ~y, ~x− ~y). Podobn¥ také Rr

s vý²e uvedenými vlastnostmi je Hilbertovým prostorem.

Spe
iáln¥: je-li mati
e formy qq(~x, ~y) jednotková, vzniká tak nejznám¥j²í p°ípad Hilbertova prostoru, prostor Eukleid·v.

6.8.9 De�ni
e

Euklidovským r−dimenzionálním prostorem budem rozum¥t mnoºinu uspo°ádaný
h r−ti
 Rr
spole£n¥ se standardním

skalárním sou£inem

〈~x|~y〉s :=
r∑

i=1

xiyi,

normou generovanou tímto sou£inem, tj.

‖~x‖ =

√√√√
r∑

i=1

x2i ,

a metrikou generovanou touto normou, tj. euklidovskou metrikou

̺e(~x, ~y) :=

√√√√
r∑

i=1

(xi − yi)2.

Tento r−dimenzionální euklidovský prostor, tj. £tve°i
i {Rr, 〈~x|~y〉s, ‖~x‖e, ̺e} budeme ozna£ovat souhrnným symbolem

Er.

6.8.10 V¥ta

Ne
h´ jsou dány Hilbertovy prostoru H1a H2 zkonstruované nad stejným vektorovým prostorem V , jeº je kone£n¥di-

menzionální. Pak pro libovolnou posloupnost

(
~xn
)∞
n=1

vektor· z V jsou tvrzení limn→∞ ~xn = ~a v H1 a limn→∞ ~xn = ~a
v H2 ekvivalentní.

D·kaz:

• ne
h´ dle p°edpokladu limn→∞ ~xn = ~a v H1

• pak pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hna n ∈ N taková, ºe n > n0 platí ‖~xn − ~a‖1 < ε

• p°itom symbol ‖.‖1 
hápeme jako normu na H1

• z tvrzení v¥ty 6.5.9 plyne, ºe norma ‖.‖2 na H2 je s normou ‖.‖1 ekvivalentní

• existuje tedy (podle de�ni
e 6.5.2 ekvivalentní
h norem) α ∈ R+
takové, ºe pro v²e
hna ~x ∈ V platí nerovnost

‖~x‖1 6 α ‖~x‖2
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• od vý²e °e£eného n0 tedy pro indexy n platí ‖~xn−~a‖2 6 α‖~xn−~a‖1 < αε =: ε̃, 
oº dokazuje, ºe limn→∞ ~xn = ~a
v prostoru H2

• dokázat druhou ekvivalen
i je nyní jiº snadné

6.8.11 V¥ta

Ne
h´ je dán Hilbert·v prostor {H, ‖.‖} s metrikou ̺(~x, ~y) : H×H 7→ R. Ne
h´ jsou dány body ~x, ~y, ~z ∈ H. Pak

̺(~x, ~y) = ̺(~x, ~z) + ̺(~z, ~y)

práv¥ tehdy, kdyº bod ~z leºí na úse£
e s krajními body ~x a ~y.

D·kaz:

• vyplývá z v¥t 6.6.27 a 6.6.29

6.8.12 V¥ta � o spojitosti skalárního sou£inu

Skalární sou£in je na kaºdém Hilbertov¥ prostoru H spojitý, tj. pro kaºdou posloupnost (~an)
∞
n=1 vektor· z H konvergují
í

podle normy k ~a ∈ H a pro kaºdé

~b ∈ H platí rovnosti

lim
n→∞

〈~an|~b〉 = 〈~a|~b〉, lim
n→∞

〈~b|~an〉 = 〈~b|~a〉.

D·kaz:

• p°edpokládejme, ºe

~b 6= ~0, nebo´ pro ~b = ~0 je d·kaz triviální

• jelikoº ~an _ ~a platí, ºe pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²e
hna n > n0 platí

‖~an − ~a‖ =
√
〈~an − ~a|~an − ~a〉 < ε

‖~b‖

• pro uvedená n > n0 odtud ale platí

∣∣〈~an|~b〉 − 〈~a|~b〉
∣∣ =

∣∣〈~an − ~a|~b〉
∣∣ 6 ‖~an − ~a‖ · ‖~b‖ < ε,


oº dokazuje tvrzení

• druhé tvrzení se dokazuje analogi
ky

6.9 Klasi�ka
e mnoºin a jeji
h bod·

V této sek
i zavedeme obe
ný pojem okolí a navazují
í topologi
ké pojmy, jako jsou otev°ená, uzav°ená £i kompaktní

mnoºina. Dále budeme klasi�kovat vlastnosti bod· vzhledem k vybraným mnoºinám a vyloºíme základní pojmy teorie

mnoºin, jako jsou kone£nost, spo£etnost a nespo£etnost.

6.9.1 De�ni
e

Ne
h´ je dán metri
ký prostor {E, ̺} s libovolnou metrikou ̺ a £íslo ε > 0. Okolím o polom¥ru ε nebo ε-okolím bodu

x ∈ E (p°i metri
e ̺) rozumíme mnoºinu Uε(x) := {y ∈ E : ̺(x, y) < ε} . Redukovaným okolím bodu x nazýváme

mnoºinu U⋆
ε (x) := Uε(x)\ {x} . Je-li d·leºité zvýraznit, p°i jaké metri
e se dané okolí 
hápe, uºíváme symboly

(̺)Uε(x),
resp.

(̺)U⋆
ε (x).

6.9.2 Lemma

Ne
h´

(̺)Uε(a) je libovolné okolí v metri
kém prostoru {E, ̺}. Pak pro kaºdé x, y ∈ (̺)Uε(a) platí nerovnost ̺(x, y) < 2ε.
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6.9.3 V¥ta

V²e
hna okolí v Hilbertov¥ prostoru jsou konvexními mnoºinami.

D·kaz:

• ozna£me H Hilbert·v prostor a zvolme libovoln¥ ~a ∈ H a ε > 0

• uvaºujme okolí Uε(~a) a dokaºme jeho konvexitu

• proto zvolíme ve Uε(~a) libovoln¥ dva r·zné body ~y a ~z a dokáºeme, ºe body úse£ky ↔ ~y~z leºí v okolí Uε(~a)

• ne
h´ ~x je bodem úse£ky ↔ ~y~z

• pak existuje t ∈ 〈0, 1〉 tak, ºe ~x = ~y + t(~z − ~y)

• odtud ‖~x−~a‖ = ‖~y−~a+t(~z−~a−~y+~a)‖ = ‖t(~z−~a)+(1−t)(~y−~a)‖ 6 t‖~z−~a‖+(1−t)‖~y−~a‖ < tε+(1−t)ε = ε,
kde jsme vyuºili faktu, ºe ~y a ~z jsou z Uε(~a)

6.9.4 P°íklad

Analyzujme podobu okolí v metri
kém prostoru R2
s triviální metrikou. Zvolme tedy ~a ∈ R2

a zkoumejme okolí

(τ)U1/2(~a),
(τ)U1(~a) a

(τ)U2(~a). Z de�ni
e triviální metriky vyplývá, ºe okolí

(τ)U1/2(~a) =
(τ)U1(~a) = {~a} jsou jedno-

prvková, zatím
o okolím bodu ~a o polom¥ru ε = 2 je 
elý prostor R2.

6.9.5 P°íklad

Zkoumejme tvary okolí v metri
ký
h prostore
h R2
se sí´ovou metrikou, euklidovskou metrikou a σ−metrikou. Zvolme

nap°. ~a = (0, 0) a znázorn¥me U1(~a) p°i zmín¥ný
h metriká
h. Pro body sí´ového okolí podle de�ni
e sí´ové metriky platí

|x− 0|+ |y− 0| < 1. Z d·vodu symetrie posta£í vy²et°ovat tvar okolí pouze v prvním kvadrantu, kde platí y < 1− x, tj.
mnoºinou

(̺1)U1(~a) je otev°ený £tvere
 (viz obrázek dole vlevo). Pro body euklidovského okolí musí platit x2 + y2 < 1,
a jedná se tudíº o otev°ený kruh. Nakone
 pro body σ−okolí platí max{|x|, |y|} < 1, tj. mnoºinou

(σ)U1(~a) je otev°ený

£tvere
 (viz obrázek dole vpravo).
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Obrázek 6.35

Sí´ové okolí, euklidovské okolí a σ−okolí bodu (0, 0) o polom¥ru ε = 1.

P°ejdeme-li k p−metri
e, kde p = 4, budou body mnoºiny

(̺4)U1(~a) vyhovovat rovni
i x
4+y4 < 1, tj. v prvním kvadrantu

má hrani
e zkoumaného okolí rovni
i y = 4
√
1− x4 (viz obrázek 6.36 vpravo). P°ipomínáme, ºe de�ni£ní vztah (6.28)

není pro p < 1 metrikou (viz obrázek 6.36 vlevo). Demonstrujme to na p°íklad¥ p = 1/2 a ~x = (0, 4), ~y = (4, 0) a

~z = (0, 0). Za t¥
hto okolností by platilo

̺(~x, ~y) =
(
(x1 − y1)

1/2 + (x1 − y1)
1/2
)2

= (2 + 2)2 = 16

a zárove¬ ̺(~x, ~z) + ̺(~y, ~z) = 4 + 4 = 8. Tím pádem by ale neplatila trojúhelníková nerovnost, nebo´ ̺(~x, ~y) >
̺(~x, ~z) + ̺(~z, ~y). To odporuje t°etímu axiomu metriky. Tedy mnoºina {(x, y) ∈ R2 :

√
|x| +

√
|y| < 1} (viz obrázek

vlevo dole) není okolím.
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Obrázek 6.36

Gra�
ká reprezenta
e χp−okolí bodu (0, 0) o polom¥ru ε = 1, kde p = 1/2,
a̺p−okolí bodu (0, 0) o polom¥ru ε = 1, kde p = 4.

Z poznámky 6.6.12 vyplývá, ºe pro jakékoliv ~a ∈ Rr, ε > 0 a p > 2 platí série inkluzí

(̺1)Uε(~a) ⊂ (̺e)Uε(~a) ⊂ (̺p)Uε(~a) ⊂ (σ)Uε(~a).

6.9.6 P°íklad

Zkonstruujme nyní okolí bodu (0, 0) p°i skokové metri
e (6.31) zavedené na prostoru R2. Zajímat nás budou okolí

U1/2(0, 0), U3/2(0, 0), U5/2(0, 0) a U7/2(0, 0).
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Obrázek 6.37

Gra�
ká reprezenta
e okolí bodu (0, 0) p°i skokové metri
e. Jedná se o okolí

U1/2(0, 0), U3/2(0, 0), U5/2(0, 0) a U7/2(0, 0).

Pov²imn¥me si, ºe ºádná z vykreslený
h mnoºin (aº na první banální p°ípad) není konvexní mnoºinou. To mimo jiné

plyne z faktu, ºe skoková metrika není (a nem·ºe být) generována ºádným skalárním sou£inem. Jinak by totiº mohlo

být uplatn¥no zn¥ní v¥ty 6.9.3.

6.9.7 Úmluva

V 
elé sek
i p°edpokládáme, ºe je dán metri
ký prostor {E, ̺} s obe
nou metrikou ̺.
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6.9.8 De�ni
e

Bod x ∈ M nazveme vnit°ním bodem mnoºiny M ⊂ E, jestliºe existuje okolí Uε(x) takové, ºe Uε(x) ⊂ M . Mnoºinu

v²e
h vnit°ní
h bod·M nazýváme vnit°kem mnoºiny M a zna£ímeM◦
. Bod x ∈ E nazveme hrani£ním bodem mnoºiny

M , jestliºe ke kaºdému okolí Uε(x) existují y, z ∈ Uε(x) takové, ºe y ∈M a zárove¬ z /∈M. Mnoºinu v²e
h hrani£ní
h

bod· mnoºiny M nazýváme hrani
í mnoºiny M a zna£íme bd(M) nebo ∂M. Mnoºinu M := M ∪ bd(M) nazýváme

uzáv¥rem mnoºiny M .

6.9.9 De�ni
e

�ekneme, ºe mnoºina M je otev°ená v metri
kém prostoru {E, ̺}, jestliºe M = M◦. �ekneme, ºe mnoºina M je

uzav°ená v metri
kém prostoru {E, ̺}, jestliºe M =M .

6.9.10 Poznámka

Pojmy otev°enosti a uzav°enosti nejsou z matemati
kého hlediska dopl¬kové. Existují totiº mnoºiny, které jsou zárove¬

otev°ené i uzav°ené. Jde nap°íklad o mnoºinu R v metri
kém prostoru {R, ̺e}. Naví
 významn¥ záleºí na tom, jakou

metriku uvaºujeme. Tak zvaný uzav°ený interval 〈a, b〉 je v prostoru R s euklidovskou metrikou skute£n¥ uzav°ený, ale

v prostoru R s triviální metrikou metrikou je otev°ený i uzav°ený zárove¬.

6.9.11 V¥ta

Ne
h´ je mnoºina M otev°ená v metri
kém prostoru {E, ̺}. Pak E \M je v {E, ̺} uzav°enou mnoºinou. Ne
h´ je

mnoºina N uzav°ená v metri
kém prostoru {E, ̺}. Pak E \N je v {E, ̺} otev°enou mnoºinou.

D·kaz:

• posta£í si uv¥domit, ºe bd
(
M
)
= bd

(
E \M

)
a podobn¥ bd

(
N
)
= bd

(
E \N

)

• jelikoº pro jakoukoli mnoºinu X platí rovnost bd
(
X
)
∩X◦ = ∅, je tvrzení dokázáno

6.9.12 V¥ta

Ne
h´ A a B jsou otev°ené mnoºiny v metri
kém prostoru {E, ̺}. Pak také A ∩B a A ∪B jsou v {E, ̺} otev°ené.

D·kaz:

• Pro pr·nik:

� ne
h´ A = A◦
a B = B◦

� zvolme x ∈ A ∩B, tedy x ∈ A a x ∈ B

� jelikoº A = A◦, existuje ε1 > 0 tak, ºe Uε1(x) ⊂ A

� jelikoº B = B◦, existuje ε2 > 0 tak, ºe Uε2(x) ⊂ B

� poloºme ε := min{ε1, ε2}
� pak Uε(x) ⊂ (A ∩B)

� x je tedy vnit°ním bodem pr·niku A ∩B

• Pro sjedno
ení:

� ne
h´ A = A◦
a B = B◦

� zvolme x ∈ A ∪B, tedy x ∈ A nebo x ∈ B

� ne
h´ tedy nap°. x ∈ A

� pak existuje ε > 0 tak, ºe Uε(x) ⊂ A ⊂ (A ∪B)

� na²li jsme tedy okolí bodu x, které 
elé leºí ve sjedno
ení A ∪B
� tím je d·kaz proveden
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6.9.13 V¥ta

Ne
h´ A a B jsou uzav°ené mnoºiny v metri
kém prostoru {E, ̺}. Pak také A ∩B a A ∪B jsou v {E, ̺} uzav°ené.

D·kaz:

• plyne z v¥t 6.9.11 a 6.9.12

6.9.14 D·sledek

Sjedno
ení a pr·nik kone£ného po£tu otev°ený
h mnoºin je mnoºina otev°ená. Sjedno
ení a pr·nik kone£ného po£tu

uzav°ený
h mnoºin je mnoºina uzav°ená.

6.9.15 Lemma

Sjedno
ení spo£etného po£tu otev°ený
h mnoºin je mnoºina otev°ená. Pr·nik spo£etného po£tu uzav°ený
h mnoºin je

mnoºina uzav°ená.

6.9.16 Poznámka

Pov²imn¥te si nap°íklad, ºe

∞⋂

n=1

(
− 1

n
, 1 +

1

n

)
= 〈0, 1〉,

∞⋃

n=3

〈
1

n
, 1− 1

n

〉
= (0, 1).

6.9.17 V¥ta

Kaºdé okolí je otev°enou mnoºinou.

D·kaz:

• uvaºme bod a a jeho okolí Uε(a)

• zvolme libovoln¥ x ∈ Uε(a) a ozna£me µ := ̺(a, x)

• je-li µ = 0, pak p°ímo Uε(x) je oním hledaným okolím, které 
elé leºí v Uε(a)

• je-li µ 6= 0, pak poloºme δ := ε− µ > 0

• tvrdíme, ºe Uδ(x) ⊂ Uε(a) a to dokáºeme

• vezm¥me c ∈ Uδ(x) a ukaºme, ºe c ∈ Uε(a)

• z axiomu trojúhelníkové nerovnosti metriky platí ̺(a, c) 6 ̺(a, x) + ̺(x, c) < µ+ δ = ε

• v²e
hny body c tudíº leºí v Uε(a), a tedy skute£n¥ Uδ(x) ⊂ Uε(a)

6.9.18 Poznámka

Za pov²imnutí stojí fakt, ºe v metri
ký
h prostore
h s triviální, pop°. skokovou metrikou je hrani
e kaºdé mnoºiny

prázdná a kaºdá mnoºina je tudíº zárove¬ otev°ená i uzav°ená.

6.9.19 Poznámka

V Hilbertov¥ prostoru H kone£né dimenze jsou podle v¥ty 6.5.9 kaºdé dv¥ normy ekvivaletní. Proto také vlastnosti

otev°enosti £i uzav°enosti z·stávají p°i zm¥n¥ vý
hozího skalárního sou£inu, který generuje normu i metriku na H, v
platnosti.
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6.9.20 De�ni
e

Bod x ∈M nazveme izolovaným bodem mnoºinyM , jestliºe existuje okolí Uε(x) tak, ºe Uε(x)∩M =
{
x
}
. Bod x ∈M

nazveme hromadným bodem mnoºiny M, není-li v ní bodem izolovaným. Mnoºinu v²e
h hromadný
h bod· mnoºiny M
nazýváme deriva
í mnoºiny M a zna£íme der(M).

6.9.21 P°íklad

Pro sítovou, euklidovskou a sigma metriku platí vztah der(Uε(x)) = Uε(x). Naproti tomu pro kaºdou podmnoºinu A
metri
kého prostoru s triviální nebo skokovou metrikou platí, ºe der(A) = ∅, tj. v²e
hny body v A jsou izolované.

6.9.22 De�ni
e

Mnoºina M ⊂ E se nazývá omezenou v metri
kém prostoru {E, ̺}, jestliºe existuje y ∈ E a existuje K ∈ R+
tak, ºe

nerovnost ̺(x, y) 6 K platí pro v²e
hna x ∈M .

6.9.23 Poznámka

P°i zji²´ování, zda je mnoºina M omezená, je op¥t z
ela zásadní, p°i jaké metri
e tuto vlastnost vy²et°ujeme. Nap°íklad

interval (0,∞) z
ela jist¥ neomezený v {R, ̺e}, je v prostoru R s triviální metrikou omezený, nebo´ nap°íklad pro y = 0
a K = 2 je nerovnost ̺(x, y) 6 K spln¥na pro v²e
hna x ∈ (0,∞).

6.9.24 De�ni
e

�ekneme, ºe mnoºinaM je kompaktní v metri
kém prostoru {E, ̺}, jestliºe z kaºdé posloupnosti
(
xn
)∞
n=1

prvk· xn ∈M
lze vybrat konvergentní posloupnost, jejíº limita leºí v M.

6.9.25 P°íklad

Mnoºina (0, 2〉 není kompaktní v euklidovském prostoru E1, nebo´ z posloupnosti

(
1/n

)∞
n=1

nelze vybrat ºádnou jinou

konvergentní posloupnost neº takovou, jejíº limitou v {E1, ̺e} je nula. Nula ale do mnoºiny (0, 2〉 nepat°í, tudíº (0, 2〉
není v {E1, ̺e} kompaktní.

6.9.26 V¥ta

Ne
h´ M je kompaktní mnoºina v metri
kém prostoru {E, ̺}. Pak M je omezená a uzav°ená v {E, ̺}.

D·kaz:

• ne
h´ tedy M je kompaktní v {E, ̺}
• dokáºeme nejprve omezenost M :

� zvolme y ∈ E libovoln¥

� p°edpokládejme pro spor, ºe M není omezená

� pak pro kaºdé K > 0 existuje jisté x ∈M tak, ºe ̺(x, y) > K

� vyberme touto pro
edurou pro kaºdé K rovné po °ad¥ hodnotám 1, 2, 3, . . . taková x1, x2, x3, . . .

� pak jist¥ limn→∞ xn neexistuje a nelze z ní ani vybrat ºádnou nekone£nou podposloupnost

(
xnk

)∞
n=1

takovou,

aby pro n¥jaké a ∈ E od jistého indexu platilo ̺(xm, a) < ε

� to je ale spor

• dokáºeme dále uzav°enost M :

� p°edpokládejme pro spor, ºe M není uzav°ená

� pak ale jist¥ existuje n¥jaké a ∈ bd(M) takové, ºe a /∈M

� a je tedy v M hrani£ním bodem, a tudíº v kaºdém jeho okolí lze nalézt n¥jaký bod z M

� ne
h´ tedy xℓ je libovolný bod leºí
í v Uε(a) ∩M, kde ε = ℓ−1
pro ℓ = 1, 2, 3, . . .

� posloupnost

(
xℓ
)∞
ℓ=1

je zjevn¥ konvergentní a platí limℓ→∞ xℓ = a, ale a /∈M

� z posloupnosti

(
xℓ
)∞
ℓ=1

jiº nelze vybrat ºádnou podposloupnost, jeº by m¥la jinou limitu neº a

� to je o£ekávaný spor
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6.9.27 Poznámka

Obrá
ené tvrzení k p°ede²lému neplatí. Existuje tedy mnoºina, jeº je omezená a uzav°ená v {E, ̺}, ale p°esto není

kompaktní. Uvaºme nap°íklad M = 〈0, 1〉 v prostoru R s triviální metrikou. M je z
ela jist¥ omezená a uzav°ená, nebo´

v²e
hny mnoºiny z {R, τ} tyto dv¥ vlastnosti spl¬ují. Z posloupnosti

(
1/n

)∞
n=1

v²ak nelze v {R, τ} vybrat konvergentní.

Za ur£itý
h okolností v²ak obrá
ené tvrzení k p°ede²lému platí, jak uvidíme v následují
í v¥t¥.

6.9.28 V¥ta

Mnoºina M je kompaktní v Hilbertov¥ prostoru Rr
práv¥ tehdy, kdyº je omezená a uzav°ená.

D·kaz:

• díky ekvivalentnosti v²e
h norem v Hilbertov¥ prostoru posta£í dokázat, ºe dané tvrzení platí v euklidovském

prostoru {Rr, ̺e}

• implika
e zprava doleva je univerzální a byla jiº dokázána ve v¥t¥ 6.9.26

• p°edpokládejme tedy, ºe M je omezená a uzav°ená v {Rr, ̺e}

• vyberme libovoln¥ posloupnost

(
xn
)∞
n=1

prvk· xn ∈M

• je-li

(
xn
)∞
n=1

konvergentní, ozna£me a := limn→∞ xn

• ukáºeme, ºe a ∈M

• kdyby a /∈M, pak by jist¥ existovalo okolí Uε(a) takové, ºe Uε(a) ∩M = ∅

• pak by ale a jist¥ nemohlo být limitou posloupnosti

(
xn
)∞
n=1

• proto a ∈M, a protoºe M =M, je a ∈M

• je-li

(
xn
)∞
n=1

divergentní, ozna£me a libovolný hromadný bod posloupnosti

(
xn
)∞
n=1

• jelikoº M je omezená, je také posloupnost

(
xn
)∞
n=1

omezená, a tudíº podle v¥ty 6.7.8 má jist¥ hromadný bod,

který leºí v Rr

• dále analogi
ky

• kdyby a /∈M, pak by jist¥ existovalo okolí Uε(a) takové, ºe Uε(a) ∩M = ∅

• pak by ale a jist¥ nemohlo být hromadným bodem

(
xn
)∞
n=1

• proto a ∈M, a protoºe M =M, je a ∈M

• tím je d·kaz dokon£en

6.9.29 V¥ta � Cantorova

Ne
h´ je dána posloupnost neprázdný
h kompaktní
h mnoºin An, pro které platí série inkluzí

An+1 ⊂ An (n ∈ N).

Pak

⋂+∞
n=1An 6= ∅.

Bez d·kazu.

6.9.30 Poznámka

P°edpoklad kompaktnosti je v p°ede²lé v¥t¥ veli
e d·leºitý, jak lze potvrdit na následují
ím p°íklad¥. Uvaºme sadu

podmnoºin tvaru (0, 1) ⊃ (0, 12 ) ⊃ (0, 14 ) ⊃ . . . . Pro tu ale platí, ºe

⋂+∞
n=1(0,

1
n ) = ∅.
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6.9. KLASIFIKACE MNO�IN A JEJICH BOD�

6.9.31 De�ni
e

Ne
h´ jsou dány dv¥ mnoºiny M1 a M2 v metri
kém prostoru {E, ̺}. �ekneme, ºe mnoºiny M1, M2 jsou disjunktní

v {E, ̺}, jestliºe M1 ∩M2 = ∅. �ekneme, ºe mnoºiny M1, M2 jsou odd¥lené v {E, ̺}, jestliºe

M1 ∩M2 = ∅ ∧ M1 ∩M2 = ∅.

6.9.32 Poznámka

Je t°eba si uv¥domit, ºe pojem odd¥lené mnoºiny je siln¥j²ím pojmem neº pojem disjunktní mnoºiny. Tedy kaºdé dv¥

odd¥lené mnoºiny jsou nutn¥ disjunktní, ale ne kaºdé dv¥ disjunktní mnoºiny jsou nutn¥ odd¥lené. Naví
 také záleºí na

tom, p°i jaké metri
e vlastnost odd¥lenosti zkoumáme.

6.9.33 De�ni
e

�ekneme, ºe mnoºina M je souvislá v metri
kém prostoru {E, ̺}, jestliºe neexistují ºádné dv¥ neprázdné odd¥lené

mnoºiny M1,M2 ⊂ E takové, ºe M1 ∪M2 =M.

6.9.34 P°íklad

Uvaºme mnoºinu A = 〈0, 7〉 a pokusme se rozhodnout, je-li souvislá v metri
kém prostoru {R, ̺j} se skokovou metrikou.

Dop°edu podotýkáme, ºe A je zjevn¥ souvislá v {R, ̺e}. Poloºme M1 = 〈0, 4〉 a M1 = (4, 7〉. Ob¥ jsou neprázdné a

M1 ∪M2 = A. Jelikoº bd(M1) = bd(M2) = ∅, je M1 = M1, M2 = M2, M2 ∩M1 = ∅ a M1 ∩M2 = ∅. Mnoºina A
tedy v {R, ̺j} souvislá není.

6.9.35 De�ni
e

�ekneme, ºe mnoºinaM ⊂ Rr
je oblastí v metri
kém prostoru {E, ̺}, je-li v {E, ̺} otev°ená a souvislá. Uzáv¥r oblasti

pak nazýváme uzav°enou oblastí.

6.9.36 De�ni
e

�ekneme, ºe mnoºiny A, B jsou ekvivalentní a ozna£íme symbolem A ∼ B, existuje-li mezi nimi bijektivní zobrazení.

6.9.37 Poznámka

Nap°. mnoºina (0, π/2) je ekvivalentní mnoºin¥ (0,∞), nebo´ bijektivní zobrazení f(x) = arctg(x) zobrazuje interval

(0, π/2) na (0,∞).

6.9.38 De�ni
e

Mnoºinu A nazveme kone£nou, je-li bu¤ prázdná nebo existuje-li n ∈ N tak, ºe A ∼ n̂. Mnoºinu, jeº není kone£ná,

nazveme nekone£nou. Mnoºinu A nazveme spo£etnou, je-li bu¤ prázdná nebo existuje-li mnoºina M ⊂ N, taková, ºe
A ∼M. Mnoºinu, jeº není spo£etná, nazveme nespo£etnou.

6.9.39 V¥ta

Kaºdá kone£ná mnoºina je spo£etná. Kaºdá podmnoºina kone£né mnoºiny je kone£ná. Kaºdá podmnoºina spo£etné

mnoºiny je spo£etná.

D·kaz:

• plyne p°ímo z de�ni
e

6.9.40 P°íklad

Mnoºina A = {♣,♦,♥,♠} je kone£ná, a tedy spo£etná. Naproti tomu mnoºina Q je si
e rovn¥º spo£etná (viz v¥ta

6.9.41), nebo´ Q ∼ N, ale není kone£ná. Mnoºina R, a tudíº i C, je nespo£etná a tedy nekone£ná.
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6.9.41 V¥ta

Mnoºina Q ra
ionální
h £ísel je spo£etná.

D·kaz:

• ukáºeme nejprve, ºe mnoºina P v²e
h uspo°ádaný
h dvoji
 (m,n) ∈ N×N je spo£etná

• uspo°ádané dvoji
e (m,n) budeme z po
hopitelný
h d·vod· ztotoºnovat se zlomky tvaru

m
n

• to lze nahlédnout z následují
í tabulky

1 2 3 4 5 . . .

1

1
1

2
1

3
1

4
1

5
1

2

1
2

2
2

3
2

4
2

5
2

3

1
3

2
3

3
3

4
3

5
3

4

1
4

2
4

3
4

4
4

5
4

.

.

.

.

.

.

• za£neme-li jednotlivým bu¬kám p°i°azovat p°irozená £ísla v po°adí

1
1 ,

2
1 ,

1
2 ,

3
1 ,

2
2 ,

1
3 atd., vytvo°íme tím bijektivní

zobrazení mezi mnoºinou P a mnoºinou N

• tedy P je spo£etná

• nyní si pouze uv¥domíme, ºe mnoºina kladný
h ra
ionální
h £ísel je ekvivalentní s jistou podmnoºinou R mnoºiny

P

• jelikoº ale R je také spo£etná (podle v¥ty 6.9.39), je z°ejm¥ i mnoºina Q+
spo£etná

• naví
 Q = Q− ∪ {0} ∪Q+, a podle výsledku 
vi£ení 6.39 tedy i sama mnoºina Q je spo£etná

6.9.42 V¥ta

Mnoºina R reálný
h £ísel je nespo£etná.

D·kaz:

• d·kaz pomo
í Cantorovy v¥ty 6.9.29:

� p°edpokládejme pro spor, ºe existuje o£íslování v²e
h reálný
h £ísel £ísly p°irozenými a v²e
hna reálná £ísla

jsou se°azena do posloupnosti (xn)
∞
n=1

� vybírejme postupn¥ uzav°ené intervaly In tak, aby In+1 ⊂ In a xn /∈ In

� pak

⋂∞
n=1 In je pr·nikem uzav°ený
h do sebe vno°ený
h interval·, tedy je podle Cantorovy v¥ty neprázdný

� zárove¬ v²ak nem·ºe obsahovat ºádné reálné £íslo, nebo´ kaºdé takové £íslo je n¥jaké xn, 
oº není jiº v In,
a tedy ani v pr·niku

• d·kaz pomo
í diagonální metody

� jist¥ posta£í dokázat, ºe 〈0, 1〉 není spo£etná
� p°edpokládejme pro spor, ºe existuje o£íslování v²e
h reálný
h £ísel z 〈0, 1〉 £ísly p°irozenými a v²e
hna reálná

£ísla jsou se°azena do posloupnosti (xn)
∞
n=1

� vypi²me pod sebe desítkové zápisy xn (zakáºeme-li su�x 99999 . . . , pak jsou jednozna£né)

� tedy nap°. x1 = 0.145627 . . . , x2 = 0.3415998 . . . atd.

� de�nujme £íslo z tak, ºe jeho j-tá 
ifra (z♮j) je rovna z♮j = 5, pokud j-tá 
ifra £ísla xj není rovna p¥ti, jinak

z♮j = 7

� tak získáme nové reálné £íslo, které není v posloupnosti (xn)
∞
n=1, £ímº jsme obdrºeli hledaný spor
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6.10. ORTOGONÁLNÍ POLYNOMY

6.10 Ortogonální polynomy

V nad
házejí
ím oddílu zavedeme nejznám¥j²í zástup
e t°ídy tzv. ortogonální
h polynom· generovaný
h na vektorový
h

prostore
h spojitý
h funk
í.

6.10.1 P°íklad

Pokusme se na obe
ném uzav°eném omezeném intervalu 〈α, β〉 zkonstruovat z lineárn¥ nezávislého souboru

{
1, x, x2, x3, . . .

}

ortonormální bázi. Pro normaliza
i volíme standardní Grammovu-S
hmidtovu pro
eduru (6.4.14) provád¥nou p°i stan-

dardním funk£ním skalárním sou£inu (6.20). Celý výpo£et provedeme bez újmy na obe
nosti pro spe
iální volbu α = −1
a β = 1, tj. pro
es normaliza
e provádíme na prostoru C(〈−1, 1〉). Za první funk
i v nov¥ vznikají
ím ortogonálním

souboru klademe ω0 = 1 a druhou podle Grammova-S
hmidtova s
hématu hledáme ve tvaru ω1(x) = x+ a. Podmínka

ortogonality pak vede na rovnost

〈
ω0|ω1

〉
=

∫ 1

−1

(x + a) dx = 2a = 0.

Proto ω1(x) = x. Dále uvaºujeme ω2(x) = x2 + bx+ c. Dv¥ podmínky ortogonality tentokráte vedou na dv¥ rovnosti

〈
ω0|ω2

〉
=

∫ 1

−1

(x2 + bx+ c) dx =
2

3
+ 2c = 0.

〈
ω1|ω2

〉
=

∫ 1

−1

x(x2 + bx+ c) dx =
2

3
b = 0.

Odtud b = 0 a c = − 1
3 . Proto ω2(x) = x2 − 1

3 . Analogi
kým postupem by
hom ze systému funk
í ω3(x) = x3 + dx2 +
ex+ f vybrali díky t°em podmínkám ortogonality

〈
ω0|ω3

〉
=
〈
ω1|ω3

〉
=
〈
ω2|ω3

〉
= 0

funk
i ω3(x) = x3 − 3
5x. Nazna£ený postup tudíº vede k p°ímé konstruk
i ortogonální báze v prostoru C(〈−1, 1〉). Její

normaliza
i provedeme snadno. Jelikoº

∥∥ω0

∥∥2 =

∫ 1

−1

ω2
0(x) dx = 2,

je prvním normovaným vektorem hledané ortonormální báze funk
e L0(x) = 1√
2
. Stejnou metodou snadno zji²´ujeme,

ºe dal²í polynomy ortonormální báze jsou tvaru

L1(x) =

√
3

2
x, L2(x) =

√
5

2

1

2
(3x2 − 1), L3(x) =

√
7

2

1

2
(5x3 − 3x), . . . .

A£koliv je tato metoda úplná a vede postupn¥ k nalezení 
elé ortonormální báze v prostoru C(〈−1, 1〉), je její prakti
ké

provedení pon¥kud zdlouhavé. Nabídneme proto s
h·dn¥j²í variantu, jak takovou bázi sestrojit.

6.10.2 P°íklad � Legendreovy polynomy

Za
hovejme zna£ení z p°ede²lého p°íkladu a uvaºme, ºe kaºdá z funk
í ωn(x) pro n ∈ N je polynomem °ádu n. Má

proto smysl p°edpokládat, ºe existuje polynom Y(x) stupn¥ deg(Y) = 2n tak, ºe

ωn(x) =
d
n

dxn
Y(x) = Y

(n)(x).

Ozna£me ℘(x) libovolný polynom stupn¥ deg(℘) = m < n men²ího neº n. Pak po násobné aplika
i metody per partes

platí

〈ωn|℘〉 =
∫ 1

−1

ωn(x)℘(x) dx =

∫ 1

−1

Y
(n)(x)℘(x) dx =

[
℘(x)Y(n−1)(x)

]1
−1

−
∫ 1

−1

℘′(x)Y(n−1)(x) dx =

=
[
℘(x)Y(n−1)(x)− ℘′(x)Y(n−2)(x)

]1
−1

+

∫ 1

−1

℘′′(x)Y(n−2)(x) dx = . . . =
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=
[
℘(x)Y(n−1)(x)− ℘′(x)Y(n−2)(x) + . . .+ (−1)n℘(n−1)(x)Y(x)

]1
−1
.

Má-li získaný výraz být nulový, 
oº je poºadováno z d·vod· ortogonality

〈
ωn|ωm

〉
= 0 pro v²e
hna m < n, je t°eba

do
ílit nulovosti výrazu

[
℘(x)Y(n−1)(x) − ℘′(x)Y(n−2)(x) + . . .+ (−1)n℘(n−1)(x)Y(x)

]1
−1

= 0

vhodnou volnou polynomu Y(x). Pro nulovost vý²e uvedeného výrazu posta£í, aby £ísla x = −1 i x = 1 byla n−násobným

ko°enem polynomu Y(x). Proto tedy poloºme Y(x) = (x− 1)n(x+ 1)n. Odtud

ωn(x) =
d
n

dxn
(
(x2 − 1)n

)
.

Nyní zbývá tyto polynomy normalizovat. Snadno

∥∥ωn(x)
∥∥2 =

∫ 1

−1

Y
(n)(x)Y(n)(x) dx =

[
Y
(n)(x)Y(n−1)(x)

]1
−1

−
∫ 1

−1

Y
(n+1)(x)Y(n−1)(x) dx =

=
[
Y
(n)(x)Y(n−1)(x)− Y

(n+1)(x)Y(n−2)(x)− . . .+ (−1)n+1
Y
(2n−1)(x)Y(x)

]1
−1

+ (−1)n
∫ 1

−1

Y
(2n)(x)Y(x) dx =

= (−1)n
∫ 1

−1

Y
(2n)(x)Y(x) dx = (−1)n(2n)!

∫ 1

−1

(x2 − 1)n dx = (2n)!

∫ 1

−1

(1− x2)n dx =

∣∣∣∣∣∣
x = sin(t)

dx = cos(t) dt

∣∣∣∣∣∣
=

= 2(2n)!

∫ π/2

0

cos2n+1(x) dx = 2(2n)!
(2n)!!

(2n+ 1)!!
=

2

2n+ 1

[
(2n)!!

]2
.

Normalizovaný tvar zkoumaný
h polynom· má tedy podobu

Ln(x) =

√
2n+ 1

2

1

(2n)!!

d
n

dxn
(
(x2 − 1)n

)
. (6.32)

6.10.3 De�ni
e

Polynomy Ln(x) z rovni
e (6.32) nazýváme Legendreovými polynomy a rovni
i (6.32) Rodriguesovou formulí pro Le-

gendreovy polynomy.

6.10.4 P°íklad � Legendreova diferen
iální rovni
e

Pokusme se nyní odvodit diferen
iální rovni
i, jíº °e²í vý²e zavedené Legendreovy polynomy. Vy
házejme p°itom z rovnosti

Y(x) = (x− 1)n(x+ 1)n a derivujme ji podle prom¥nné x. Po drobné úprav¥ obdrºíme rovni
i

Y
′(x2 − 1) = 2nxY.

Derivujme ji dále (n+ 1)kráte podle x. Dostáváme

n+1∑

i=0


 n+ 1

i


 Y

(n+2+i)(x2 − 1)(i) = 2n

n+1∑

i=0


 n+ 1

i


x(i)Y(n+1−i)

a po dal²í
h úpravá
h

Y
(n+2) + 2(n+ 1)xY(n+1) + n(n+ 1)Y(n) = 2n

(
xY(n+1) + (n+ 1)Y(n)

)
,

£ili

(x2 − 1)Y(n+2) + 2xY(n+1) = n(n+ 1)Y(n).

Ze vztahu (6.32) pak odtud získáváme hledanou diferen
iální rovni
i

(x2 − 1)L′′(x) + 2xL′(x) = n(n+ 1)L(x).
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6.10.5 De�ni
e

Diferen
iální rovni
i

(x2 − 1)y′′ + 2xy′ − n(n+ 1)y = 0 (6.33)

nazýváme Legendreovou diferen
iální rovni
í.

6.10.6 Poznámka

Rovni
i (6.33) lze také p°epsat do tvaru

(
(x2− 1)y′

)′−n(n+1)y = 0. Legendreovy polynomy jsou tedy jejími °e²eními.

6.10.7 Poznámka

Dal²í z bází, která m·ºe být standardním ortonormaliza£ním pro
esem p°evedena na bázi ortonormální, je báze

(
e
− x

2 , xe−
x
2 , x2e−

x
2 , x3e−

x
2 , . . .

)
.

Tentokrát ale klademe za analyzovaný vektorový prostor C(〈0,∞)), Skalární sou£iny mezi funk
emi tvaru xne−
x
2
budou

mít podobu

∫∞
0 xn+m

e
−x

dx. Proto je úloha normalizovat vý²e uvedenou mnoºinu ekvivalentní úloze normalizovat

mnoºinu

{
1, x, x2, x3, . . . ,

}
vzhledem k Laguerreovu skalárnímu sou£inu

〈f |g〉e−x :=

∫ ∞

0

f(x)g(x)e−x
dx. (6.34)

Polynomy ortogonální vzhledem k tomuto skalárnímu sou£inu budeme nazývat Laguerreovými polynomy.

6.10.8 P°íklad � Laguerreovy polynomy

Zp·sob·, jak zavést Laguerreovy polynomy, je ví
e. Z°ejm¥ nejobvyklej²ím je zavedení pomo
í diferen
iálního výrazu

L̃n(x)e
−x =

d
n

dxn
(
xne−x

)
, n = 0, 1, 2, . . . . (6.35)

nazývaného (podobn¥ jako u Legendreový
h plynom·) Rodriguesovou formulí. Pomo
í Leibnizovy formule pro derivování

sou£inu dostaneme expli
itní výraz Laguerreový
h polynom· ve tvaru

L̃n(x)e
−x =

n∑

k=0

(
n

k

)
x(k)(e−x)(n−k) = e

−x
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)n−kn(n− 1) . . . (n− k + 1)xn−k,

a tedy

L̃n(x) =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

)2

k!
xn−k,


oº reprezentuje zjevn¥ polynom stupn¥ n. Snadno ukáºeme, ºe se jedná o ortogonální polynomy p°i skalárním sou£inu

s vahou e
−x, nebo´ platí, ºe 〈

xk|L̃n(x)
〉
e−x = 0 (k < n).

To prokáºeme následují
ím výpo£tem. Zjevn¥

〈
xk|L̃n(x)

〉
e−x =

∫ ∞

0

e
−xxkL̃n(x) dx =

∫ ∞

0

xk
d
n

dxn
(xne−x) dx

a násobným pouºitím integra
e per partes pak

〈
xk|L̃n(x)

〉
e−x =

[
xk

d
n−1

dxn−1

]∞

0︸ ︷︷ ︸
=0

−k
∫ ∞

0

xk−1 d
n−1

dxn−1
(xne−x) dx = . . . =

= (−1)kk!

∫ ∞

0

d
n−k

dxn−k
(xne−x) dx = (−1)kk!

[
d
n−k−1

dxn−k−1
(xne−x)

]∞

0

= 0. (6.36)
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Poslední rovnost je skute£n¥ zaru£ena práv¥ pro v²e
hna k < n, nebo´ vºdy po provedení (n − k − 1) deriva
í bude

stupe¬ polynomu p°ed e
−x

v¥t²í nebo roven jedné. Tedy Laguerreovy polynomy jsou skute£n¥ ortogonální. Zbývá spo£íst

normu. Analogi
kými úpravami dostáváme

∥∥L̃n(x)
∥∥2 =

∫ ∞

0

e
−x

L̃n
2
(x) dx =

∫ ∞

0

e
−x

L̃n(x)(−1)nxndx = (−1)2nn!

∫ ∞

0

xne−x
dx = (n!)2.

Normalizovaný tvar vy²et°ovaný
h polynom· je tedy

Ln(x) =
1∥∥L̃n(x)
∥∥ L̃n(x) =

e
x

n!

d
n

dxn
(
xne−x

)
. (6.37)

6.10.9 De�ni
e

Polynomy Ln(x) z rovni
e (6.37) nazýváme Laguerreovými polynomy a rovni
i (6.37) Rodriguesovou formulí pro La-

guerreovy polynomy.

6.10.10 P°íklad � Laguerreova diferen
iální rovni
e

Jiný moºný zp·sob zavedení ortogonální
h polynom· je za pomo
i rekurentního vztahu. Pro Laguerreovy polynomy má

tento rekurentní vztah podle [11℄ podobu

Ln+1(x) − (2n+ 1− x)Ln(x) + n2
Ln−1(x) = 0, n = 1, 2, . . . . (6.38)

Ekvivalen
e zavedení Laguerreový
h polynom· pomo
í Rodriguesovy formule £i pomo
í tohoto rekurentního vztahu je

prov¥°ena také v [11℄. D·leºitý vztah obdrºíme také derivováním rovni
e (6.35), a si
e

Ln+1(x)e
−x =

d
n+1

dxn+1
(xn+1

e
−x) = x

d
n+1

dxn+1
(xne−x) + (n+ 1)

d
n

dxn
(xne−x) = x

d

dx

(
Ln(x)e

−x
)
+ (n+ 1)Ln(x)e

−x,


oº p°enásobením rovni
e funk
í e
x
p°evedeme na

Ln+1(x) = x
(
L
′
n(x)− Ln(x)

)
+ (n+ 1)Ln(x).

Nyní kombinováním posledního vztahu s rekurentním vzor
em (6.38) obdrºíme rovni
i

xL′n(x) = nLn(x)− n2
Ln−1(x). (6.39)

Se£teme-li dále rovni
e (6.39) vyjád°ené pro n a n+ 1, získáme

x
(
L
′
n+1(x)− (n+ 1)L′n(x)

)
= (n+ 1)

(
Ln+1(x) − (2n+ 1)Ln(x) + n2

Ln−1(x)
)

a po dosazení zderivovaného rekurentního vztahu (6.38) odtud plyne

L
′
n(x) = nL′n−1(x) − nLn−1(x).

Je²t¥ si p°epí²eme tuto rovni
i pro n+ 1 : L′n+1(x) = (n+ 1)L′n(x) − (n+ 1)Ln(x). Zbýva zderivovat vztah (6.39)

nL′n(x) − xL′′n(x)− L
′
n(x) = n2

L
′
n−1(x)

a se£tení poslední
h dvou uvedený
h rovni
 spolu se zderivovaným rekurentním vztahem

L
′
n+1(x)− (2n+ 1− x)L′n(x) + Ln(x) + n2

L
′
n−1(x) = 0

vede na diferen
iální rovni
i

xL′′n(x) + (1− x)L′n(x) + nLn(x) = 0, n = 1, 2, . . . ,

jejímº °e²ením jsou práv¥ Laguerreovy polynomy.

6.10.11 De�ni
e

Diferen
iální rovni
i

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0 (6.40)

nazýváme Laguerreovou diferen
iální rovni
í.
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6.10.12 Poznámka

Rovni
i (6.40) lze také p°epsat do tvaru xy′′ + (1− x)y′ = λy, 
oº je úloha na hledání vlastní
h hodnot diferen
iálního

operátoru

L̂ = x
d
2

dx2
+ (1− x)

d

dx
.

6.10.13 Poznámka

Bází v prostoru C(R) v²e
h spojitý
h funk
í na R, která m·ºe být podobn¥ jako v p°ede²lý
h p°ípade
h ortonormalizo-

vána, je báze

(
e
−x2

2 , xe−
x2

2 , x2e−
x2

2 , x3e−
x2

2 , . . .
)
.

Tentokrát je voleno G = R. Skalární sou£iny mezi funk
emi tvaru xne−
x2

2
budou mít podobu

∫∞
0 xn+m

e
−x2

dx. Proto

je úloha normalizovat vý²e uvedenou mnoºinu ekvivalentní úloze normalizovat mnoºinu

{
1, x, x2, x3, . . . ,

}
vzhledem

k nov¥ zavedenému skalárnímu sou£inu

〈f |g〉
e−x2 :=

∫

R

f(x)g(x)e−x2

dx. (6.41)

Polynomy ortogonální vzhledem k tomuto skalárnímu sou£inu budeme nazývat Hermiteovými polynomy.

6.10.14 P°íklad � Hermiteovy polynomy

Z°ejm¥ nejsnadn¥j²í zavedení Hermiteový
h polynom· je pomo
í diferen
iálního výrazu

d
n

dxn

(
e
−x2
)
= (−1)ne−x2

H̃n(x), n ∈ N0, (6.42)

jeº se op¥t nazývá Rodriguesovou formulí. �tená° sám se snadno p°esv¥d£í, ºe se jedná skute£n¥ o polynom n−tého

stupn¥ s nejvy²²ím koe�
ientem rovným 2n. K tomu lze uºít deriva
i p°ed
hozího vztahu pro n+ 1

(−1)n+1
e
−x2

H̃n+1(x) = (−1)ne−x2
(
− 2xH̃n(x) + H̃

′
n(x)

)
. (6.43)

Polynomy H̃n(x) se nazývají Hermiteovy polynomy. Snadno nap°íklad spo£ítáme H̃0(x) = 1, H̃1(x) = 2x a H̃2(x) =
4x2 − 2. Z rekurentního vztahu (6.46) induk
í vyplývá, ºe H̃n(x) je sudou, resp. li
hou funk
í, a to podle toho, zda n je

sudé £i li
hé.

P°ed samotným vy²et°ením ortogonality polynom· H̃n si nejprve uv¥domíme, ºe pro libovolný polynom ℘(x) má výraz

℘(x)
d
n

dxn

(
e
−x2
)

pro x → ±∞ nulovou limitu pro v²e
hna n. Proto pro 0 6 m 6 n dostáváme s vyuºitím integra
e per partes a vztah·

(6.42) a (6.47) sadu rovností

〈
H̃m(x)|H̃n(x)

〉
e−x2 =

∫ ∞

−∞
H̃m(x)H̃n(x)e

−x2

dx = (−1)n
∫ ∞

−∞
H̃m(x)

d
n
e
−x2

dxn
dx =

∣∣∣per-partes& (6.47)

∣∣∣ =

= (−1)n−12m

∫ ∞

−∞
H̃m−1(x)

d
n−1

e
−x2

dxn−1
dx = . . . = (−1)n−m2mm!

∫ ∞

−∞
H̃0(x)

d
n−m

e
−x2

dxn−m
dx =

=
∣∣∣H̃0(x) = 1

∣∣∣ = (−1)n−m2mm!

∫ ∞

−∞

d
n−m

e
−x2

dxn−m
dx.

Tedy pro n > m dostáváme, ºe

〈
H̃m(x)|H̃n(x)

〉
e−x2 =

[
d
n−m−1e−x2

dxn−m−1

]∞

−∞
= 0, (6.44)
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odkud plyne ortogonalita polynom· H̃n(x). A pro n = m spo£ítáme normu H̃n(x)

〈
H̃n(x)|H̃n(x)

〉
e−x2 =

〈
H̃m(x)|H̃n(x)

〉
e−x2

∣∣
n=m

= (−1)n−m2mm!

∫ ∞

−∞

d
n−m

e
−x2

dxn−m
dx

∣∣∣∣
n=m

=

= 2nn!

∫ ∞

−∞
e
−x2

dx = 2n n!
√
π.

Normalizovaný tvar vy²et°ovaný
h polynom· je tedy

Hn(x) =
1∥∥H̃n(x)
∥∥ H̃n(x) =

1

2n n!
√
π
H̃n(x). (6.45)

6.10.15 De�ni
e

Polynomy Hn(x) z rovni
e (6.45) nazýváme Hermiteovými polynomy a rovni
i (6.42) Rodriguesovou formulí pro Hermi-

teovy polynomy.

6.10.16 P°íklad � Hermiteova diferen
iální rovni
e

Hermiteovy polynomy je moºno získat také metodou tzv. vytvo°ují
í funk
e. Tak byl získán i následují
í rekurentní vztah

(viz [11℄)

H̃n+1(x) − 2xH̃n(x) + 2nH̃n−1(x) = 0. (6.46)

Z rovni
e (6.43) plyne, ºe H̃n+1−2xH̃n+ H̃
′
n = 0. Zkombinováním tohoto vztahu a rekurentní formule (6.46) dostáváme,

ºe pro n ∈ N platí

H̃
′
n(x) = 2nH̃n−1(x). (6.47)

A kone£n¥, dosadíme-li tento vztah do rekurentního vztahu pro Hermiteovy polynomy, získáme diferen
iální rovni
i,

jejímº °e²ením jsou Hermiteovy polynomy. Jedná se o rovni
i

H̃
′′
n(x) − 2xH̃′n(x) + 2nH̃n(x) = 0, n = 0, 1, 2, . . . (6.48)

6.10.17 De�ni
e

Diferen
iální rovni
i

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0 (6.49)

nazýváme Hermiteovou diferen
iální rovni
í.

6.10.18 Poznámka

Rovni
i (6.49) lze také p°epsat do tvaru − 1
2y

′′ + xy′ = λy, 
oº p°edstavuje úlohu na hledání vlastní
h hodnot diferen-


iálního operátoru

L̂ = −1

2

d
2

dx2
+ x

d

dx
.

6.11 Cvi£ení

Cvi£ení 6.1

Dokaºte lemma 6.1.2. Uºijte k tomu matemati
kou induk
i.

Cvi£ení 6.2

Dokaºte lemma 6.1.4.

Cvi£ení 6.3

Dokaºte lemma 6.1.6.

Cvi£ení 6.4

Dokaºte lemma 6.1.8.
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Cvi£ení 6.5

Dokaºte lemma 6.2.2.

Cvi£ení 6.6

Dokaºte v¥tu 6.6.21.

Cvi£ení 6.7

Rozhodn¥te, zda zobrazení ‖.‖ : R2 7→ R, de�nované pro ~x = (x1, x2) rovností ‖~x‖ := max{|x1|, |x2|}, zadává na R2
normu.

Cvi£ení 6.8

Dokaºte lemmata 6.6.4 a 6.6.15.

Cvi£ení 6.9

Ne
h´ jsou v mnoºin¥ R2
pevn¥ zvoleny body ~c = (−e, 0)⊺ a

~d = (e, 0)⊺. Rozhodn¥te, jaký útvar p°edstavuje mnoºina bod·

Ω = {~x ∈ R
2 : ̺(~x,~c) + ̺(~x, ~d) = 2a},

je-li ̺ a) euklidovská metrika, nebo b) sí´ová metrika. �ísla a > e > 0 ne
h´ jsou parametry. Na£rtn¥te obrázky pro volbu a = 5
a e = 3.

Cvi£ení 6.10

Na mnoºin¥ R3
je zadán skalární sou£in p°edpisem

〈~x|~y〉 := 3x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 − 2x1y2 − 2x2y1 − 2x1y3 − 2x3y1 + 2x2y3 + 2x3y2.

Ne
h´ ‖.‖ je norma generovaná zadaným skalárním sou£inem a ̺ metrika generovaná touto normou. V metri
kém prostoru {R3, ̺}
detailn¥ popi²te mnoºinu U4(~0).

Cvi£ení 6.11

Nalezn¥te v²e
hny hodnoty reálného parametru λ, pro n¥º funk
e

s = x1y1 + 4x2y2 + 25x3y3 + λx1y2 + λx2y1 + 3x1y3 + 3x3y1 + (3λ − 8 + 2λ2)x2y3 + (3λ− 8 + 2λ2)x3y2

de�nuje na mnoºin¥ R3
skalární sou£in.

Cvi£ení 6.12

Ne
h´ jsou v mnoºin¥ R2
dány dva body ~x = (2, 1)⊺ a ~y = (4, 3)⊺. Nalezn¥te bod ~z z metri
kého prostoru {R2, σ} se σ−metrikou

tak, aby U2(~x)∩U2(~y) = U1(~z). Rozhodn¥te, zda jsou mnoºiny U2(~x) a U2(~y) odd¥lené v metri
kém prostoru {R2, ̺1} se sí´ovou

metrikou.

Cvi£ení 6.13

Dokaºte lemma 6.9.15.

Cvi£ení 6.14

Na mnoºin¥ R2
je zadána funk
e f(~x) = f(x1, x2) p°edpisem f(x1, x2) = x1 + x2. Rozhodn¥te, zda funk
e

̺(~x, ~y) :=
∣∣f(~x)− f(~y)

∣∣

zadává na R2
metriku.

Cvi£ení 6.15

Dokaºte, ºe mnoºina Q je spo£etná.

Cvi£ení 6.16

Ukaºte, ºe jakýkoli bod mnoºiny R je hrani£ním bodem mnoºiny Q a dále ºe Q = R.

Cvi£ení 6.17

Dokaºte následují
í tvrzení: Ne
h´ ̺(~x, ~y) je metrika na Cr
vyhovují
í pro kaºdé k ∈ C podmínkám

• ̺(k~x, k~y) = |k| ̺(~x, ~y),
• ̺(~x+ ~y, ~y) = ̺(~x,~0).

Pak zobrazení ̺(~x,~0) je normou na vektorovém prostoru Cr
nad t¥lesem C.
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Cvi£ení 6.18

Ukaºte, ºe posloupnost (sn)
∞
n=1, kde

sn = 1 +
n∑

i=1

(−1)i+1 (2i− 1)!!

(2i)!!
,

je 
au
hyovská v prostoru {Q, ̺e} ra
ionální
h £ísel s euklidovskou metrikou, ale není ve {Q, ̺e} konvergentní.

Cvi£ení 6.19

Rozhodn¥te, je-li zobrazení ̺(x, y) = arctg|x− y| metrikou na mnoºin¥ reálný
h £ísel.

Cvi£ení 6.20

Dokaºte lemma 6.9.2.

Cvi£ení 6.21

Vyslovte tvrzení o kompaktnosti mnoºiny A = 〈0, 2〉 × 〈0, 2〉 \ {(1, 1)} v prostoru {R2, ̺e} s euklidovskou metrikou.

Cvi£ení 6.22

Rozhodn¥te o platnosti následují
í
h tvrzení o bodu ~a = (1, 1)⊺ a mnoºin¥ A z úlohy 6.21.

• Bod ~a je izolovaným bodem mnoºiny A.

• Bod ~a je hromadným bodem mnoºiny A.

• Bod ~a je vnit°ním bodem mnoºiny A.

• Bod ~a je hrani£ním bodem mnoºiny A.

• Bod ~a je bodem mnoºiny A.

Cvi£ení 6.23

Pro mnoºiny

A = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉
⋃

〈1, 2〉 × 〈1, 2〉

B = A \ {(1, 1)}

C = 〈0, 2〉 × {1}

z metri
kého prostoru {R2, ̺e} s euklidovskou metrikou vypl¬te následují
í tabulku.

A B C

souvislá

kompaktní

omezená

otev°ená

uzav°ená

oblast

Jak se zm¥ní výsledek, zm¥ní-li se metrika na sí´ovou, σ−metriku £i triviální metriku?

Cvi£ení 6.24

Ne
h´ ‖.‖ : V 7→ R je libovolná norma zavedená na vektorovém prostoru V. Ukaºte, ºe zobrazení r(~x, ~y) : V ×V 7→ R de�nované

p°edpisem r(~x, ~y) := 2 ‖~y − ~x‖ spl¬uje v²e
hny axiomy metriky.

Cvi£ení 6.25

Ne
h´ jsou v metri
kém prostoru {R, ̺e} s euklidovskou metrikou dány mnoºiny A = (0, 5), B = 〈5, 8〉 a C = {9, 10}. Rozhodn¥te
(a ozna£te v tabul
e), která z mnoºin A, B, C, A ∪B, A ∪ C, B ∪ C a A ∪B ∪ C je:
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A B C A ∪B A ∪ C B ∪ C A ∪B ∪ C

spo£etná

uzav°ená

omezená

oblast

kone£ná

otev°ená

kompaktní

souvislá

Jak se zm¥ní výsledek, zm¥ní-li se metrika na sí´ovou, σ−metriku £i triviální metriku?

Cvi£ení 6.26

Rozhodn¥te, zda zobrazení

〈f |g〉 :=
∫ 1

0

4f(x)g(x)dx

p°edstavuje skalární sou£in na prostoru v²e
h spojitý
h funk
í. Je-li ̺ metrika generovaná tímto skalárním sou£inem, vypo£t¥te

̺(x, x2).

Cvi£ení 6.27

V rovin¥ R2
jsou dány body ~a = (0, 1)⊺ a p°ímka P = {(x, y) ∈ R2 : y = −1}. Popi²te a gra�
ky znázorn¥te mnoºinu v²e
h

bod· v rovin¥, které mají od bodu ~a a p°ímky P stejnou vzdálenost p°i

• eukleidovské metri
e,

• sí´ové metri
e,

• σ−metri
e,

• triviální metri
e.

Cvi£ení 6.28

Rozhodn¥te, zda je zobrazení

s(~x, ~y) = (x1, x2)



 1 2 + i

2− i 13







 y1

y2





skalárním sou£inem na vektorovém prostoru C2. V kladném p°ípad¥ ozna£te symbolem ‖ · ‖ normu generovanou tímto skalárním

sou£inem a vypo£t¥te ‖(2, 1)‖. Ne
h´ ̺(~x, ~y) je metrika generovaná touto normou. Analyzujte tvar okolí

(̺)U1(~0) a jeho tvar

na£rtn¥te do vhodného obrázku.

Cvi£ení 6.29

Ne
h´ je v metri
kém prostoru R2
se sí´ovou metrikou dána mnoºina A = 〈1, 6〉× 〈2, 4〉 \{(5, 3)}. Podle de�ni
e rozhodn¥te, je-li

bod (2, 3) vnit°ním bodem mnoºiny A. Podle de�ni
e dále rozhodn¥te, je-li bod (5, 3) hrani£ním bodem mnoºiny A. Vypo£t¥te

dále sí´ovou vzdálenost bodu ~a = (8, 5)⊺ od mnoºiny A.

Cvi£ení 6.30

Rozhodn¥te o limit¥ posloupnosti (~xn)
∞
n=1 vektor· z R2, kde

~xn =

(
4

n
,
n+ 1

n

)

• a) v metri
kém prostoru {R2, ̺1} se sí´ovou metrikou

• b) v metri
kém prostoru {R2, τ} se triviální metrikou.

Cvi£ení 6.31

Ne
h´ je zadán metri
ký prostor Rr
se sí´ovou metrikou. Dokaºte, ºe tvrzení limn→∞ ~x = ~a pro posloupnost (~xn)

∞
n=1 vektor· z

Rr
je ekvivalentní tvrzení ∀k ∈ r̂ : limn→∞ xnk

= ak. P°itom symbol xnk
reprezentuje k−tou sou°adni
i vektoru ~xn.
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Cvi£ení 6.32

Rozhodn¥te o limit¥ posloupnosti (~xn)
∞
n=1 vektor· z R3, kde

~xn =

(
1,

2n+ 5

n
,
4

n2

)

v metri
kém prostoru {R3, σ} se σ−metrikou.

Cvi£ení 6.33

Rozhodn¥te o limit¥ posloupnosti (~xn)
∞
n=1 vektor· z R3, kde

~xn =

(
1,

2n+ 5

n
,
4

n2

)

v metri
kém prostoru {R3, ̺4} s p−metrikou, kde p = 4.

Cvi£ení 6.34

Ne
h´ je p°edpisem

~x
⊺ ·





1 0 3 0 1

0 1 1 −1 0

3 1 11 −1 1

0 −1 −1 2 0

1 0 1 0 6





· ~y

zadán na mnoºin¥ R5
skalární sou£in. Ne
h´ ‖·‖ je norma generovaná tímto skalárním sou£inem. Nalezn¥te v²e
hny vektory, které

jsou kolmé ke v²em vektor·m ~u
⊺
1 = (1, 0, 0, 0, 0), ~u⊺

2 = (0, 1, 0, 0, 0), ~u⊺
3 = (−3,−1, 1, 0, 0) a ~u

⊺
4 = (0, 1, 0, 1, 0) a jsou normovány,

tj. jeji
h norma je jednotková.

Cvi£ení 6.35

Ne
h´ 〈.|.〉 je skalární sou£in na vektorovém prostoru V. Ne
h´ je pevn¥ zvolen vektor ~w ∈ V. Ukaºte, ºe mnoºina v²e
h vektor·

~x ∈ V, pro n¥º je spln¥na rovnost 〈~x|~w〉 = 0, tvo°í vektorový prostor.

Cvi£ení 6.36

Rozhodn¥te, je-li posloupnost (
n+ 1

n

)∞

n=1

• 
au
hyovská v metri
kém prostoru {R, τ} s triviální metrikou

• 
au
hyovská v metri
kém prostoru {R, ̺} se sí´ovou metrikou.

Cvi£ení 6.37

Co nejp°esn¥ji na£rtn¥te okolí

(̺4)U1(2, 3) v metri
kém prostoru R2
s p−metrikou, kde p = 4. Studujte uzav°enost, otev°enost,

konvexitu této mnoºiny a podobn¥. Pro srovnání do stejného obrázku vykreslete také

(̺e)U1(2, 3).

Cvi£ení 6.38

Ne
h´ je dán metri
ký prostor {E3, ̺} s euklidovskou metrikou ̺. Rozhodn¥te, která z mnoºin spl¬uje 
itované vlastnosti. Ozna£te

symbolem + pozitivní odpov¥¤.

souvislá omezená kompaktní uzav°ená otev°ená oblast

{(x, y, z) ∈ E
3 : x+ y + 3z = 1}

∅

{(x, y, z) ∈ E
3 : x2 + y2 + z2 = 1}

{(x, y, z) ∈ E
3 : x2 + y2 + z2 < 1}

E
3

Cvi£ení 6.39

Dokaºte, ºe sjedno
ení dvou spo£etný
h (resp. kone£ný
h) mnoºin je mnoºina spo£etná (resp. kone£ná).
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Cvi£ení 6.40

Ov¥°te rovnost ze poznámky 6.6.10.

Cvi£ení 6.41

Dokaºte lemmata z této kapitoly.

Cvi£ení 6.42

Rozhodn¥te, je-li mnoºina A = 〈2, 7〉 v prostoru {R, ̺e} s euklidovskou metrikou uzav°ená, otev°ená, souvislá, kompaktní, oblast.

Svá rozhodnutí podrobn¥ od·vodn¥te.

Cvi£ení 6.43

Rozhodn¥te, je-li mnoºina A = 〈2, 7〉 v prostoru {R, ̺j} se skokovou metrikou uzav°ená, otev°ená, souvislá, kompaktní, oblast.

Svá rozhodnutí podrobn¥ od·vodn¥te.

Cvi£ení 6.44

Rozhodn¥te, je-li mnoºina A = 〈2, 7〉 v prostoru {R, σ} se sigma-metrikou uzav°ená, otev°ená, souvislá, kompaktní, oblast.

Svá rozhodnutí podrobn¥ od·vodn¥te.

Cvi£ení 6.45

Rozhodn¥te, je-li mnoºina A = 〈2, 7〉 v prostoru {R, τ} s triviální metrikou uzav°ená, otev°ená, souvislá, kompaktní, oblast.

Svá rozhodnutí podrobn¥ od·vodn¥te.

Cvi£ení 6.46

Dokaºte, ºe p°edpis

∫ 2

1
f(x)g(x)dx nede�nuje na C(〈0, 2〉) skalární sou£in.
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Kapitola 7

Fourierovy °ady v Hilbertový
h

prostore
h

Stejn¥ jako matematik·m po£átku devatená
tého století nabízí se i nám z
ela p°irozená otázka, zda nelze v analogii

s taylorovskými rozvoji funk
í do mo
ninný
h °ad provád¥t také rozvoje do °ad obe
n¥j²í
h. V záv¥re£né kapitole t¥
hto

skript si ukáºeme, ºe °ady typu

∞∑

k=0

akgk(x) (7.1)

nemusejí být nutn¥ analyzovány pouze tehdy, jeli gk(x) monomem (x − c)k (jak jsme poznali ve t°etí kapitole), ale

mohou být konstruovány i pro dal²í typy funk
í gk(x). P°esv¥d£íme se také, ºe takové netaylorovské rozvoje mohou být

veli
e uºite£né pro °e²ení pestré ²kály úloh.

7.1 Separabilní Hilbertovy prostory

Nejprve se seznámíme s výhodnými vlastnostmi funk
í g0(x), g1(x), . . . z p°edpisu (7.1). P°ipomn¥li jsme si jiº, ºe prvotní

volbou (pro teorii Taylorový
h °ad) byly 
entrované monomy gk(x) = (x− c)k. Budeme nyní rozmý²let, jaký poºadavek

klást na tyto funk
e, aby výsledný formát °ad (7.1) byl pokud moºno 
o nejkompaktn¥j²í a také snadno vy£íslitelný. Na

to je bez po
hyby t°eba brát z°etel, protoºe jednou ze zásadní
h úloh této teorie je otázka, jak hledat koe�
ienty ak
v p°edpisu (7.1) tak, aby pro vhodnou funk
i f(x) platila rovnost

f(x) =
∞∑

k=0

akgk(x).

V p°ípad¥, kdy byly funk
e gk(x) voleny jako monomi
ké gk(x) = (x− c)k, byla uvedená úloha pom¥rn¥ snadná. Platilo

totiº, ºe ak = f (k)(c)/k! P°i jiný
h volbá
h gk(x) to ale jist¥ nemusí být takto snadné, jak se záhy p°esv¥d£íme.

7.1.1 Poznámka

Celá teorie fourierovský
h rozvoj· je v matemati
ké analýze primárn¥ vytvo°ena pro hledání rozvoj· funk
í. Tedy elementy

prostor·, které se 
hystáme zkoumat, budou reprezentovány zejména funk
emi. Ov²em (také s ohledem na skute£nost,

ºe se budeme pohybovat po vektorový
h prostore
h funk
í) na kaºdou funk
i libovolného funk
ionálního vektorového

prostoru lze nahlíºet jako na vektor, tj. prvek vektorového prostoru. Z tohoto d·vodu (a také kv·li lep²í £itelnosti textu)

budeme v následují
í
h partií
h pra
ovat ve formalizmu vektor·.

Vý
hodiskem 
elé teorie naví
 nebude oby£ejný vektorový prostor, ale prostor Hilbert·v, se kterým se £tená° podrobn¥

seznámil v oddíle 6.8.

7.1.2 De�ni
e

Ne
h´ je dán Hilbert·v prostor H :=
{
V , 〈.|.〉, ‖.‖, ̺

}
. O mnoºin¥ Q ⊂ H (tj. Q ⊂ V) prohlásíme, ºe je hustá v H,

jestliºe je její uzáv¥r roven 
elému H, tj. jsou-li do mnoºiny Q dodány v²e
hny její hrani£ní body, obsahuje jiº v²e
hny

prvky z H. Tuto vlastnost lze také vyjád°it formáln¥ji zápisem Q = H.
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7.1.3 V¥ta � o husté mnoºin¥

Ne
h´ je dán Hilbert·v prostor H :=
{
V , 〈.|.〉, ‖.‖, ̺

}
. Mnoºina Q ⊂ V je hustá v H práv¥ tehdy, kdyº ke kaºdému

~x ∈ H existuje posloupnost (~xn ∈ Q)∞n=1 tak, ºe limnormn→∞ ~xn = ~x, tj. limn→∞ ‖~xn − ~x‖ = 0.

D·kaz:

• tvrzení v¥ty je ekvivalentní následují
ímu tvrzení: Mnoºina Q ⊂ V je hustá v H práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdé ~y ∈ H
existuje posloupnost (~xn)

∞
n=1 prvk· mnoºiny Q taková, ºe limnormn→∞ ~xn = ~y, tj. pro kaºdé ε > 0 existuje

n0 ∈ N tak, ºe platí implika
e

n > n0 =⇒ ̺(~xn, ~y) < ε. (7.2)

• odtud pak plyne, ºe pro n > n0 je ‖~xn − ~y‖ < ε, 
oº lze p°epsat do tvaru limn→∞ ‖~xn − ~x‖ = 0

• nejprve dokáºeme první implika
i tohoto ekvivalentního tvrzení

• p°edpokládejme tedy, ºe ~y ∈ H a Q = H

• jelikoº ~y ∈ Q, pak bu¤ ~y ∈ Q◦
nebo ~y ∈ bd(Q)

• v kaºdém p°ípad¥ ale existuje, jak víme z de�ni
 vnit°ního a hrani£ního bodu, v libovolném okolí Uε(~y), kde ε =
1
n

pro n ∈ N, n¥jaký bod ~xn ∈ Q

• tvrdíme, ºe takto vytvo°ená posloupnost prvk· (~xn)
∞
n=1 konverguje k ~y

• vezm¥me proto δ > 0

• k n¥mu ale vºdy existuje n0 ∈ N takové, ºe platí implika
e n > n0 =⇒ ̺(~xn, ~y) < δ, jak vyplývá z konstruk
e

posloupnosti (~xn)
∞
n=1, £ímº je prokázáno, ºe limnormn→∞ ~xn = ~x, potaºmo limn→∞ ‖~xn − ~x‖ = 0

• dokaºme druhou implika
i

• pro spor p°edpokládejme, ºe existuje ~y ∈ H \Q

• ne
h´ tedy existuje posloupnost (~xn)
∞
n=1 prvk· mnoºiny Q taková, ºe limn→∞ ~xn = ~y

• tudíº pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe platí implika
e (7.2)

• to ale zna£í, ºe v kaºdém okolí Uε(~y) leºí bod z mnoºiny Q

• proto ~y je hrani£ním nebo vnit°ním bodem mnoºiny Q, 
oº je o£ekávaný spor

7.1.4 De�ni
e

O Hilbertov¥ prostoru H :=
{
V , 〈.|.〉, ‖.‖, ̺

}
prohlásíme, ºe je separabilní, jestliºe v n¥m existuje spo£etná mnoºina,

která je v H hustá.

7.1.5 P°íklad

Separabilním Hilbertovým prostorem je nap°. £tve°i
e {R, 〈.|.〉s, ‖.‖e, ̺e}, tj. mnoºina reálný
h £ísel osazená standardním

skalárním sou£inem, euklidovskou normou a euklidovskou metrikou, kteréºto jsou vlastn¥ normou a metrikou generova-

nými standardním skalárním sou£inem. Protoºe Q = R a Q ∼ N, je mnoºina Q ra
ionální
h £ísel onou spo£etnou a

hustou mnoºinou v R, jeº je vyºadována v p°ed
hozí de�ni
i. Proto je Euklidovský prostor {R, 〈.|.〉s, ‖.‖e, ̺e} prostorem

separabilním.

7.2 Hilbertovy prostory kvadrati
ky integrabilní
h funk
í

V této sek
i se pokusíme zkonstruovat nejb¥ºn¥j²í zástup
e separabilní
h Hilbertový
h prostor·, jejimiº prvky jsou vybrané

funk
e jedné reálné prom¥nné.

7.2.1 De�ni
e

Ne
h´ G ⊂ R a G 6= ∅. T°ídou (lebesgueovsky) kvadrati
ky integrabilní
h funk
í L2(G) rozumíme mnoºinu v²e
h funk
í

g(x) : G 7→ R, pro které integrál

∫
M

|g(x)|2 dx konverguje.
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7.2.2 Poznámka

V p°ed
hozí de�ni
i se vlastn¥ jedná o tzv. Lebesgue·v integrál (viz skripta [17℄), který p°edstavuje nastavbu nad

klasi£t¥j²ími typy integrál· (Newtonovým, resp. Riemannovým). V nad
házejí
ím textu ale pov¥t²inou vysta£íme s faktem,

ºe hodnoty Riemannova a Lebesgueova integrálu ze stejné funk
e (pokud oba existují) jsou v drtivé v¥t²in¥ totoºné.

P°esn¥ji to vystihuje v¥ta o vztahu Riemannova a Lebesgueova integrálu, která °íká, ºe je-li J kompaktní interval v R

a existuje-li (R)
∫
J g(x) dx, pak existuje také (L )

∫
J g(x) dx a oba integrály mají tutéº hodnotu. Protoºe je ale teorie

Fourierový
h °ad b¥ºn¥ budována nad Lebesgueovým integrálem (
oº má po
hopiteln¥ své d·vody), také my se tohoto

p°ístupu p°idrºíme.

Z teorie Lebesgueova integrálu nyní vybíráme n¥kolik symbol· a tvrzení zásadní
h pro tuto kapitolu.

1. T°ídou (lebesgueovsky) integrabilní
h funk
í L (G) rozumíme mnoºinu v²e
h funk
í g(x) : G 7→ C, pro které

integrál

∫
M g(x) dx konverguje.

2. T°ídou (lebesgueovsky) absolutn¥ integrabilní
h funk
í L1(G) rozumíme mnoºinu v²e
h funk
í g(x) : G 7→ C,
pro které integrál

∫
M |g(x)| dx konverguje.

3. Srovnáva
í kritérium: Platí-li pro dv¥ funk
e |f(x)| 6 g(x) na G a je-li g(x) ∈ L (G), pak také jist¥ platí, ºe

f(x), |f(x)| ∈ L (G).

4. D·sledek: g(x) ∈ L1(G) ⇒ g(x) ∈ L (G).

5. T°ída L (G) je vektorovým prostorem nad t¥lesem C, resp. R.

7.2.3 V¥ta

Ne
h´ f(x), g(x) ∈ L2(G). Pak f(x)g
⋆(x) ∈ L (G) a funk
ionální opera
e

∫
G f(x)g

⋆(x) dx p°i°azují
í dvoji
i funk
í

f(x), g(x) ∈ L2(G) komplexní £íslo spl¬uje axiomy skalárního sou£inu.

D·kaz:

• pro libovolná £ísla a, b ∈ C jist¥ platí nerovnost 2|ab| 6 |a|2 + |b|2

• proto pro libovolné komplexní funk
e g(x), f(x) ∈ L2(G) platí, ºe

|f(x)g⋆(x)| 6 1

2
|f(x)|2 + 1

2
|g(x)|2

• jelikoº |f(x)|2, |g(x)|2 ∈ L (G), plyze ze srovnáva
ího kritétia, ºe |f(x)g⋆(x)| ∈ L (G) a f(x)g⋆(x) ∈ L (G)

• integrál

∫
G f(x)g

⋆(x) dx tedy za v²e
h okolností vra
í komplexní £íslo (tedy konverguje v C)

• levá linearita a hermiti
ita jsou tudíº spln¥ny triviáln¥

• napln¥ní axiomu pozitivní de�nitnosti je d·sledkem zobe
n¥ní pojmu funk
e na tzv. funk
e faktorové, kdy se za

nulovou funk
i pokládají v²e
hny funk
e li²í
í se od nulové funk
e na mnoºin¥ nulové míry (délky)

• pro detailn¥j²í po
hopení pojmu faktorové funk
e odkazujeme £tená°e na skripta [17℄

7.2.4 V¥ta

T°ída kvadrati
ky integrabilní
h funk
í L2(G) je vektorovým prostorem naC, resp.R a spole£n¥ s opera
í

∫
G
f(x)g⋆(x) dx

také prostorem prehilbertovským.

D·kaz:

• homogenita, tj. vlastnost α ∈ C, g(x) ∈ L2(G) ⇒ αg(x) ∈ L2(G), je spln¥na triviáln¥

• nyní prokáºeme uzav°enost L2(G) na s£ítání

• snadno nahlédneme, ºe |f(x) + g(x)|2 = |f(x)|2 + |g(x)|2 + f(x)g⋆(x) + g(x)f⋆(x)

• protoºe ale v²e
hny £ty°i funk
e na pravé stan¥ pat°í do L (G), jak bylo prokázáno v p°ed
házejí
í v¥t¥, musí také

sou£et |f(x) + g(x)|2 v L (G) leºet
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• proto f(x) + g(x) ∈ L2(G) pro libovolné dv¥ funk
e f(x), g(x) ∈ L2(G)

• podle v¥ty 7.2.3 spl¬uje naví
 opera
e

∫
G
f(x)g⋆(x) dx na L2(G) axiomy skalárního sou£inu

• protoºe L2(G) je prostorem vektorovým, jak bylo práv¥ prov¥°eno, je dvoji
e {L2(G);
∫
G f(x)g

⋆(x) dx} prehil-

bertovským prostorem

7.2.5 V¥ta

T°ída kvadrati
ky integrabilní
h funk
í L2(G) spole£n¥ se standardním skalárním sou£inem zavedeným vztahem

∫
G f(x)g

⋆(x) dx
je separabilním Hilbertovým prostorem.

D·kaz:

• viz v¥ta 7.2.12 o úplnosti faktorového prostoru kvadrati
ky integrabilní
h funk
í ze skript [17℄

7.2.6 D·sledek

Ne
h´ G = (a, b) je otev°ený interval v R a w(x) ∈ C(G) je kladná funk
e na G (tzv. váha skalárního sou£inu).

Vektorový prostor

L2,w(G) =
{
g(x) :

∫

G

|g(x)|2w(x) dx < +∞
}

spole£n¥ se skalárním sou£inem zavedeným vztahem

∫
G
f(x)g⋆(x)w(x) dx je separabilním Hilbertovým prostorem.

7.3 Ortonormální systémy prvk· Hilbertova prostoru

Matemati
i zabývají
í se teorií fourierovský
h rozvoj· dosp¥li pom¥rn¥ brzy k p°esv¥d£ení, ºe výranou výhodou funk
í

g1(x), g2(x), . . . , podle ni
hº budeme rozvíjet prvky Hilbertový
h prostor· do °ad tvaru

∑∞
k=1 akgk(x), bude jeji
h

ortogonalita. Tou se budeme také my nyní zaobírat.

7.3.1 De�ni
e

Systém {~xn : n ∈ N} nenulový
h prvk· Hilbertova prostoru H nazveme ortogonální, pokud pro v²e
hna i, k ∈ N

(i 6= k) platí rovnosti 〈~xi|~xk〉 = 0. Spl¬uje-li naví
 tento soubor vlastnost 〈~xi|~xk〉 = δik pro v²e
hna i, k ∈ N, budeme

ho nazývat systémem ortonormálním.

7.3.2 Lemma

Je-li {~xn : n ∈ N} ortogonální systém prvk· v Hilbertov¥ prostoru H a jsou-li prvky ~yn vypo£teny z jednodu
hý
h

rovností ~yn = ~xn/‖~xn‖, pak je mnoºina {~yn : n ∈ N} ortonormálním systémem prvk· v H.

7.3.3 P°íklad

Ne
h´ jsou £ísla a ∈ R a ℓ > 0 zvolena pevn¥. Systém funk
í

1, cos

(
2π

ℓ
nx

)
, sin

(
2π

ℓ
nx

)
, n ∈ N (7.3)

je ortogonálním systémem v Hilbertov¥ prostoru {L2(a, a+ ℓ),
∫ a+ℓ

a f(x)g(x) dx}. Systém

1√
ℓ
,

√
2

ℓ
cos

(
2π

ℓ
nx

)
,

√
2

ℓ
sin

(
2π

ℓ
nx

)
, n ∈ N

je pak v {L2(a, a+ ℓ),
∫ a+ℓ

a
f(x)g(x) dx} systémem ortonormálním. Podobn¥ reprezentuje také mnoºina

{
e
i 2π

ℓ
nx, n ∈ Z

}

ortogonální systém prvk· v Hilbertov¥ prostoru{L2(a, a+ ℓ),
∫ a+ℓ

a
f(x)g⋆(x) dx} komplexní
h funk
í g(x) : R 7→ C.
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7.3.4 De�ni
e

Ne
h´ je dána posloupnost (~xn)
∞
n=1 prvk· Hilbertova prostoru H. �ekneme, ºe °ada

∑∞
n=1 ~xn konverguje podle normy,

k prvku ~a ∈ H, pokud posloupnost £áste£ný
h sou£t· ~sn :=
∑n

k=1 ~xk konverguje k ~a podle normy, tj.

limnorm
n→+∞

~sn = ~a.

7.3.5 V¥ta � o jednozna£nosti

Ne
h´ {~xn : n ∈ N} je ortogonální systém prvk· v Hilbertov¥ prostoru H. Jestliºe °ada∑∞
n=1 an~xn konverguje k prvku

~x (ve smyslu p°ed
hozí de�ni
e), pak jsou £ísla an ur£ena vztahy

an =
〈~x|~xn〉
〈~xn|~xn〉

=
〈~x|~xn〉
‖~xn‖2

,

D·kaz:

• ozna£me ~sn :=
∑n

k=1 ak~xk

• ze spojitosti skalárního sou£inu (viz v¥ta 6.8.12) plyne pro kaºdé j ∈ N rovnost

〈~x|~xj〉 = 〈limnorm
n→+∞

~sn|~xj〉 = lim
n→∞

〈~sn|~xj〉

• pro n > j naví
 〈~sn|~xj〉 =
∑n

k=1 an〈~xk|~xj〉 = aj〈~xj |~xj〉 = aj‖~xj‖2

• tedy 〈~x|~xj〉 = limn→∞〈~sn|~xj〉 = aj〈~xj |~xj〉 = aj‖~xj‖2, odkud jiº plyne dokazovaný fakt, ºe

an =
〈~x|~xn〉
〈~xn|~xn〉

=
〈~x|~xn〉
‖~xn‖2

7.3.6 D·sledek

Mají-li dv¥ °ady

∑∞
n=1 an~xn,

∑∞
n=1 bn~xn stejný sou£et ~s ∈ H, pak je an = bn pro kaºdé n ∈ N.

7.4 Fourierova °ada a její vlastnosti

V této sek
i zavedeme obe
ný pojem Fourierovy °ady a budeme zkoumat její vlastnosti. Plánujeme v ní (a také v dal²í
h

sek
í
h) postupn¥ vyjasnit následují
í otázky:

1. Konverguje v H Fourierova °ada kaºdého prvku z H?

2. Kdy konverguje Fourierova °ada prvku ~x ∈ H práv¥ k tomuto prvku?

3. Kdy pro v²e
hny prvky ~x ∈ H konverguje p°íslu²ná Fourierova °ada k tomuto prvku?

4. Jaká musejí být £ísla an, aby °ada

∑∞
n=1 an~xn byla konvergentní v H?

7.4.1 De�ni
e

Ne
h´ {~xn : n ∈ N} je ortogonální systém prvk· v Hilbertov¥ prostoru H. Pak pro ~x ∈ H nazýváme £íslo

cn =
〈~x|~xn〉
‖~xn‖2

n-tým Fourierovým koe�
ientem prvku ~x ∈ H podle zadaného ortogonálního systému. �adu

∞∑

n=1

〈~x|~xn〉
‖~xn‖2

~xn

nazýváme Fourierovou °adou prvku ~x ∈ H podle zadaného ortogonálního systému.
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7.4.2 Poznámka

Pro ortonormální systém prvk· se p°ede²lé vzor
e zjednodu²í do tvaru

cn = 〈~x|~xn〉,
∞∑

n=1

〈~x|~xn〉~xn.

7.4.3 Poznámka

Rad¥ji ale expli
itn¥ upozor¬ujeme na skute£nost, ºe jsme dosud ºádným zp·sobem nedokázali, ºe Fourierova °ada

vybraného prvku ~x ∈ H skute£n¥ k prvku ~x konverguje. To ani není obe
n¥ pravda (viz následují
í p°íklad). Pokud ale

°ada

∑∞
n=1 an~xn k n¥jakému prvku konverguje, musí to nutn¥ být jeho Fourierova °ada.

7.4.4 P°íklad

Systém {sin(nx) : n ∈ N} je ortogonální v H = L2(0, 2π). Protoºe

〈sin(nx)| cos(x)〉 =
∫ 2π

0

sin(nx) cos(x) dx = 0

pro libovolné n ∈ N, jsou Fourierovy koe�
ienty prvku g(x) = cos(x) nulové. Fourierova °ada tohoto prvku je tudíº

°adou samý
h nul, a tedy ke g(x) nekonverguje.

7.4.5 V¥ta � základní

Ne
h´ {~xn : n ∈ N} je ortogonální systém prvk· v Hilbertov¥ prostoru H, ~x ∈ H, k ∈ N, ak ∈ C a Tn =
∑n

k=1 ak~xk.
Ne
h´ ck jsou Fourierovy koe�
ienty prvku ~x ∈ H podle zadaného ortogonálního systému. Potom platí:

‖~x− Tn‖2 = ‖~x‖2 −
n∑

k=1

|ck|2‖~xk‖2 +
n∑

k=1

|ck − ak|2‖~xk‖2. (7.4)

Pro m, p ∈ N je ∥∥∥∥∥

m+p∑

k=m+1

ak~xk

∥∥∥∥∥

2

=

m+p∑

k=m+1

|ak|2‖~xk‖2.

D·kaz:

‖~x− Tn‖2 = 〈~x−
n∑

k=1

ak~xk|~x−
n∑

k=1

ak~xk〉 = ‖~x‖2 −
n∑

j=1

a⋆j 〈~x|~xj〉 −
n∑

k=1

ak〈~xk|~x〉+
n∑

j=1

n∑

k=1

aka
⋆
j 〈~xk|~xj〉 =

= ‖~x‖2 −
n∑

k=1

a⋆k〈~x|~xk〉 −
n∑

k=1

ak〈~xk|~x〉+
n∑

k=1

|ak|2‖~xk‖2 =

= ‖~x‖2 −
n∑

k=1

a⋆kck‖~xk‖2 −
n∑

k=1

akc
⋆
k‖~xk‖2 +

n∑

k=1

|ak|2‖~xk‖2

P°i£teme-li a ode£teme-li na pravé stran¥ výraz

∑n
k=1 |ck|2‖~xk‖2, dostaneme poºadované tvrzení, nebo´ pro a, b ∈ C

platí

|a− b|2 = (a− b)(a− b)⋆ = |a|2 − ab⋆ − a⋆b + |b|2.
Druhé tvrzení plyne, jak lze nahlédnou z výpo£tu níºe, z p°ímé z aplika
e de�ni
e normy na výraz ‖∑m+p

k=m+1 ak~xk‖2,
v n¥mº je následn¥ vyuºito ortogonality prvk· mnoºiny{~xn : n ∈ N}.

∥∥∥∥∥

m+p∑

k=m+1

ak~xk

∥∥∥∥∥

2

=

〈
m+p∑

k=m+1

ak~xk|
m+p∑

j=m+1

aj~xj

〉
=

m+p∑

k=m+1

m+p∑

j=m+1

〈ak~xk|aj~xj〉 =

=

m+p∑

k=m+1

m+p∑

j=m+1

aka
⋆
j 〈~xk|~xj〉 =

m+p∑

k=m+1

m+p∑

j=m+1

aka
⋆
jδkj‖~xk‖2 =

m+p∑

k=m+1

|ak|2‖~xk‖2
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7.4.6 Poznámka

Druhé tvrzení základní v¥ty vlastn¥ °íká, ºe posloupnost £áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=1 an~xn je 
au
hyovská v H tehdy

a jen tehdy, je-li 
au
hyovská posloupnost £áste£ný
h sou£t· £íselné °ady

∑∞
n=1 |an|2‖~xn‖2.

7.4.7 D·sledek

Je-li ~sn sou£et první
h n £len· Fourierovy °ady prvku ~x ∈ H podle ortogonálního systému {~xn : n ∈ N}, tedy
~sn =

∑n
k=1 ck~xk, pak je

‖~sn − ~x‖2 = ‖~x‖2 −
n∑

k=1

|ck|2‖~xk‖2. (7.5)

7.4.8 Poznámka

P°ed
hozí d·sledek kvanti�kuje blízkost ~sn k prvku ~x pomo
í blízkosti £ísel ‖~x‖2 a

∑n
k=1 |ck|2‖~xk‖2.

7.4.9 V¥ta

Pro libovolné Tn =
∑n

k=1 ak~xk a pro ~sn de�nované v d·sledku 7.4.7 platí

‖~sn − ~x‖ 6 ‖Tn − ~x‖,

p°i£emº rovnost nastává práv¥ pro Tn = ~sn.

D·kaz:

• plyne z rovností (7.4) a (7.5)

7.4.10 Poznámka

Tato v¥ta vyjad°uje skute£nost, ºe n−tý £áste£ný sou£et ~sn Fourierovy °ady prvku ~x ∈ H aproximuje tento prvek nejlépe

ze v²e
h lineární
h kombina
í první
h n prvk· systému {~xn : n ∈ N}.

7.4.11 V¥ta � o Besselov¥ nerovnosti

Ne
h´ {~xn : n ∈ N} je ortogonální systém prvk· v Hilbertov¥ prostoru H a ~x ∈ H. Ne
h´ cn (n ∈ N) jsou Fourierovy

koe�
ienty prvku ~x ∈ H podle zadaného ortogonálního systému. Pak platí:

1. Besselova nerovnost: ‖~x‖2 >
∑∞

n=1 |cn|2‖~xn‖2.

2. �ada

∑∞
n=1 |cn|2‖~xn‖2 konverguje a limn→∞ ‖cn~xn‖ = 0.

3. �ada

∑∞
n=1 cn~xn konverguje (podle normy) v H.

D·kaz:

• protoºe je levá strana v rovnosti (7.5) nezáporná, dostáváme pro n ∈ N nerovnost

∑n
k=1 |ck|2‖~xk‖2 6 ‖~x‖2, v

níº nyní posta£í p°ejít k limit¥ n→ +∞

• tím je prokázána platnost Besselovy nerovnosti

• druhá dokazovaná vlastnost (v£etn¥ nulovosti limity limn→∞ ‖cn~xn‖) je bezprost°edním d·sledkem Besselovy

nerovnosti

• zde si pouze sta£í uv¥domit, ºe |cn|2‖~xn‖2 = ‖cn~xn‖2 z axiom· normy

• protoºe je £íselná °ada

∑∞
n=1 |cn|2‖~xn‖2 °adou s nezápornými £leny a protoºe její posloupnost £áste£ný
h sou£t·

omezená £íslem ‖~x‖2, musí bý nutn¥ uvedená £íselná °ada konvergentní

• z bodu 2 plyne 
au
hyovskost posloupnosti £áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=1 cn~xn v H

• d·sledkem úplnosti prostoru H je proto konvergen
e této °ady podle normy (tj. v H)
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7.4.12 V¥ta � o Parsevalov¥ rovnosti

Ne
h´ {~xn : n ∈ N} je ortogonální systém prvk· v Hilbertov¥ prostoru H a ~x ∈ H. Ne
h´ cn (n ∈ N) jsou Fourierovy

koe�
ienty prvku ~x ∈ H podle zadaného ortogonálního systému. Fourierova °ada prvku ~x konverguje k tomuto prvku

práv¥ tehdy, kdyº platí tzv. Parsevalova rovnost

‖~x‖2 =
∞∑

n=1

|cn|2‖~xn‖2.

D·kaz:

• jedná se o bezprost°ední d·sledek v¥ty 7.4.11

7.4.13 V¥ta � Rieszova-Fis
herova

Ne
h´ {~xn : n ∈ N} je ortogonální systém prvk· v Hilbertov¥ prostoru H. Nutnou a posta£ují
í podmínkou pro to,

aby °ada

∑∞
n=1 an~xn konvergovala v H je konvergen
e °ady

∑∞
n=1 |an|2‖~xn‖2. Je-li tato podmínka spln¥na, je °ada∑∞

n=1 an~xn Fourierovou °adou svého sou£tu.

D·kaz:

• základní v¥ta 7.4.5 °íká, ºe posloupnost £áste£ný
h sou£t· °ady

∑∞
n=1 an~xn je 
au
hyovská v H tehdy a jen tehdy,

je-li 
au
hyovská posloupnost £áste£ný
h sou£t· £íselné °ady

∑∞
n=1 |an|2‖~xn‖2

• tvrzení v¥ty pak plyne z úplnosti prostor· H a C, (resp. R)

7.5 Úplnost ortogonálního systému

Jedním ze zásadní
h problém· 
elé teorie je otázka, za jaký
h podmínek konverguje Fourierova °ada v²e
h prvk· ~x ∈ H
práv¥ k tomuto prvku. Jak uvidíme, odpov¥¤ souvisí s "bohatostí"ortogonálního systému {~xn : n ∈ N}.

7.5.1 De�ni
e

Ortogonální systém prvk· {~xn : n ∈ N} v Hilbertov¥ prostoruH nazveme úplným, pokud z faktu, ºe ~x ∈ H a 〈~x|~xn〉 = 0
pro v²e
hna n ∈ N jednozna£n¥ vyplývá, ºe ~x = ~0. Úplný systém ortogonální
h prvk· se nazývá bází Hilbertova prostoru

H. Je-li systém {~xn : n ∈ N} naví
 ortonormální, nazýváme ho také ortonormální bází. Mohutnost báze (tedy kardinální

£íslo, tj. zobe
n¥ný po£et prvk·) nazýváme dimenzí prostoru H.

7.5.2 Poznámka

Uvedená de�ni
e vyjad°uje skute£nost, ºe jediným prvkem z H, který je ortogonální ke v²em prvk·m systému je nulový

prvek.

7.5.3 V¥ta

Ne
h´ je dán Hilbert·v prostor H. Následují
í tvrzení jsou ekvivalentní.

1. Ortogonální systém prvk· {~xn : n ∈ N} je úplný.

2. Pro kaºdé ~x ∈ H platí Parsevalova rovnost.

3. Pro kaºdé ~x ∈ H konverguje p°íslu²ná Fourieorova °ada (konstruovaná podle systému {~xn : n ∈ N}) práv¥ k

prvku ~x.

4. Mnoºina v²e
h lineární
h kombina
í kone£n¥ mnoha prvk· ze systému {~xn : n ∈ N} je hustá v H.

D·kaz:

• ekvivalen
e druhého a t°etího tvrzení plyne ihned z d·sledku 7.4.7

• dokaºme implika
i 3 ⇒ 1
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• zvolme ~x ∈ H tak, ºe 〈~x|~xn〉 = 0 pro v²e
hna n ∈ N

• z rovností 〈~x|~xn〉 = 0 plyne, ºe ~sn = ~0 pro kaºdé n ∈ N, a tedy ~sn → ~0

• podle bodu 3 ale ~sn → ~x, tudíº ~x = ~0

• jediným vektorem kolmým ke v²em ~xn je tudíº nulový vektor

• dokaºme implika
i 1 ⇒ 3

• podle t°etího tvrzení v¥ty 7.4.11 platí, ºe ~sn → ~y, kde ~y je n¥jaký prvek z H

• podle poznámky 7.4.3 musí být Fourierova °ada prvku ~x také Fourierovou °adou prvku ~y, tj. 〈~x|~xn〉 = 〈~y|~xn〉 pro
v²e
hna n ∈ N

• tedy 〈~x− ~y|~xn〉 = 0 pro v²e
hna n ∈ N a podle bodu jedna pak nutn¥ ~x− ~y = ~0, 
oº zavr²uje d·kaz tvrzení £. 3

• platí-li tvrzení £. 3, pak posloupnost (~sn)
∞
n=1 £áste£ný
h sou£t· (
oº je de fa
to lineární kombina
e kone£n¥ mnoha

prvk· ze systému {~xn : n ∈ N}) konverguje k ~x, a tedy platí £tvrté tvrzení

• naopak, jestliºe posloupnost (~wn)
∞
n=1 lineární
h kombina
í kone£n¥ mnoha prvk· ze systému {~xn : n ∈ N}

konverguje k ~x, které je ortogonální ke kaºdému ~xn, pak je 〈~x|~x〉 = limn→∞〈~x|~wn〉 = limn→∞ 0 = 0, a tedy platí

bod 1

7.5.4 V¥ta

V kaºdém nekone£n¥-dimenzionálním separabilním Hilbertov¥ prostoru existuje ortonormální báze.

D·kaz:

• ne
h´ Q = {~yn : n ∈ N} je spo£etná hustá podmnoºina v H

• nejd°íve z ní vybereme podmnoºinu P obsahují
í pouze lineárn¥ nezávislé funk
e, pro níº [P ]λ = Q

• je-li ~y1 = ~0, pak tento vektor vy²krtneme

• v opa£ném p°ípad¥ ho za°adíme do P

• dále p°edstavíme rekurentní výb¥rovou pro
eduru, která bude do P dodávat dal²í a dal²í prvky

• p°edpokládejme, ºe jsme jiº prozkoumali n prvk· ~y1, ~y2, . . . , ~yn z Q a rozhodli, zda pat°í nebo nepat°í do P

• vyberme dal²í prvek (tedy ~yn+1) z mnoºiny Q

• je-li ~yn+1 lineární kombina
í prvk· aktuáln¥ za°azený
h v Q, pak ho jiº do Q neza°adíme

• v opa£ném p°ípad¥ ho do P za°adíme

• výsledkem tohoto rekurentního pro
esu (pro prozkoumání v²e
h prvk· v Q) je mnoºina P = {~zk : k ∈ N}

• mnoºina P má tyto vlastnosti: 1) libovolný
h kone£n¥ mnoho její
h £len· je lineárn¥ nezávislý
h; 2) kaºdé ~yn ∈ Q
je lineární kombina
í kone£ného po£tu prvk· mnoºiny P

• poloºme ~x1 := ~z1/‖~z1‖ a de�nujme dal²í rekurentní pro
eduru, a to pro
eduru vedou
í k vytvo°ení mnoºiny O

• jestliºe jsme jiº prvky ~x1, ~x2, . . . ~xn ∈ O ur£ili, ur£íme nejprve prvek

~wn+1 := ~zn+1 +
n∑

k=1

〈~zn+1|~xk〉~xk,

který je nenulový a ortogonální k lineárnímu obalu [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ

• nakone
 poloºíme ~xn+1 := ~wn+1/‖~wn+1‖

• potom je z°ejm¥ O = {~xk : k ∈ N} ortonormální systém, který je úplný, nebo´ spl¬uje podmínku £. 4 z v¥ty 7.5.3
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7.5.5 Poznámka

P°íkladem úplného ortogonálního systému (tedy báze) jsou trigonometri
ké systémy z p°íkladu 7.3.3 (tzv. trigonometri
ká

báze) nebo Legendreovy polynomy diskutované v p°íklade
h 6.4.15, 6.10.2 a vykreslené na obrázku 6.25. Pokud na

prostore
h L2(G) volíme nestandardní skalární sou£iny (tedy skalární sou£iny s vahou), jsou p°íkladem ortogonální báze

také Laguerreovy polynomy (viz 6.10.8) nebo Hermiteovy polynomy (viz 6.10.14).

7.5.6 P°íklad

Rozloºme funk
i g(x) = x 
hápanou jakou element Hilbertova prostoru {L (0, 2π);
∫
f(x)g⋆(x) dx} do Fourierovy °ady

podle trigonometri
ké báze (7.3). Podle teorie jsou p°íslu²né Fourieovy koe�
ienty rovny £ísl·m

a0 =
〈x|1〉
‖1‖2 =

∫ 2π

0 x dx
∫ 2π

0
1 dx

= π

ak =
〈x| cos(kx)〉
‖ cos(kx)‖2 =

∫ 2π

0
x cos(kx) dx

∫ 2π

0 cos2(kx) dx
= 0

bk =
〈x| sin(kx)〉
‖ sin(kx)‖2 =

∫ 2π

0 x sin(kx) dx
∫ 2π

0
sin2(kx) dx

= − 2

k

Z tohoto mezivýpo£tu tedy vyplývá, ºe hledanou Fourierovou °adou je °ada na pravé stran¥ níºe uvedené rovni
e a

ºe mezi funk
í g(x) = x a její Fourierovou °adou platí na (0, 2π) rovnost

x = π − 2

∞∑

k=1

sin(kx)

k
.

Napí²eme-li pro tuto funk
i Parsevalovu rovnost, dostaneme

∫ 2π

0

x2 dx = π2

∫ 2π

0

x dx+

∞∑

k=1

4

k2

∫ 2π

0

sin2(kx) dx,

odkud dostáváme vztah

8π3

3
= 2π3 +

∞∑

k=1

4π

k2
.

Ten vede k pom¥rn¥ slavnému výsledku, a si
e

∑∞
k=1

1
k2 = π2

6 .
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Kapitola 8

Výsledky 
vi£ení

1.1 f(x) = e
−|x|, O = R 1.2 f(x) = e

5x, O = R 1.5 f(x) = 0, O = R \ 〈−1, 1〉 1.6 f(x) = 0,

O = R 1.7 O = R, f(x) = 0 pro |x| < 1, f(x) = 1/2 pro |x| = 1 a f(x) = 1 pro |x| > 1 � posloupnost

nekonverguje na O stejnom¥rn¥ 1.8 f(x) = 0, O = R+
1.9 O = R, f(x) = 1 pro x ∈ (−1, 1〉, f(x) = 0 pro

x = −1 a f(x) = x pro |x| > 1 � posloupnost nekonverguje na O stejnom¥rn¥ 1.10 f(x) = |x|, O = R 1.11

na O = R konverguje stejnom¥rn¥ k limitní funk
i f(x) = 1 pro x > 0 a f(x) = e
−x

pro x < 0 1.12 stejnom¥rn¥

1.13 a) ano, b) ne 1.14 ano 1.15 ne 1.16 a) ano, b) ne 1.17 ano 1.18 a) ne, b) ano

1.19 ano 1.20 ano 1.21 a) ano, b) ne 1.22 ano (p°íklad je obtíºn¥j²í) 1.23 ano 1.26

ne 1.27 ne 1.28 platí 1.29 a) ne, b) ano 1.30 ano 1.31 ano, nebo´ °ada

∑∞
n=1

(2n+1)!!
(2n+2)!!

xn

2n

stejnom¥rn¥ konverguje na 〈−1, 1〉 1.32 ano 1.33 ano 1.34 ne 1.35 ano 1.36 ano 1.37

ano 1.38 18 1.39 ano

2.4 stejnom¥rn¥ na R 2.5 stejnom¥rn¥ na R 2.6 stejnom¥rn¥ na R+
2.7 stejnom¥rn¥ na (−∞, c) pro

c < 0, ale O = (−∞, 0) 2.10 O = R \ {−1, 1} 2.11 stejnom¥rn¥ na R+
podle Abelova kritéria 2.12

stejnom¥rn¥ naR 2.13 stejnom¥rn¥ 2.14 stejnom¥rn¥ 2.15 konverguje stejnom¥rn¥ podle Abelova kritéria

2.16 nekonverguje stejnom¥rn¥ na O = R a s(x) = x4 + 3x2 + 2 pro x 6= 0 a s(0) = 0 2.17 stejnom¥rn¥

na O = R podle Diri
hletova kritéria 2.18 stejnom¥rn¥ na O = R 2.19 stejnom¥rn¥ na O = R 2.20

stejnom¥rn¥ na O = R 2.21 ϕ′(x) =
∑∞

n=1
n2

n4+x2 a Dom(ϕ) = R 2.22 stejnom¥rn¥ na O = R 2.23

stejnom¥rn¥ 2.24 nekonverguje stejnom¥rn¥ na 〈0, 1〉 2.25 platí na R 2.26 ano 2.28 tvrzení neplatí

2.29

1
2 ln(2) 2.30

π2

6 2.31

π3

12 2.32 uºijte Diri
hletova kritéria 2.34 pro p > 1 je O = 〈−1, 1〉,
pro p ∈ (0, 1〉 je O = 〈−1, 1) a pro p 6 0 je O = (−1, 1) 2.35 O = (−4, 4) 2.36 O = (−1, 1) 2.37

pro a ∈ (0, 1) je O = R, pro a = 1 je O = (−1, 1) a pro a > 1 je O = {0} 2.38 O = 〈−1, 1〉 2.39

O = (−e
−1, e−1) 2.40 O = 〈− 1

3 ,
1
3 ) 2.41 pro b 6 a je O = 〈−a−1, a−1) a pro a < b je O = 〈−b−1, b−1〉

2.42 pro β ∈ (0, 1〉 je O = 〈−1, 1) a pro β > 1 je O = (−β, β) 2.43 pro a > b je O = (−a, a) a pro b > a je

O = (−b, b) 2.44 O = 〈−1, 1) 2.45 O = 〈2, 4〉 2.46 O = 〈−8, 2〉 2.47 O = (− 1
2 ,

1
2 ) 2.48 lze

derivovat £len po £lenu 2.50 π/4 2.51 konverguje stejnom¥rn¥ 2.52 nekonverguje stejnom¥rn¥ 2.53

konverguje stejnom¥rn¥ na 〈−1, 1〉 2.54 konverguje stejnom¥rn¥ 2.55 konverguje stejnom¥rn¥ 2.56 O =

〈−2, 2) 2.57

∑∞
n=2

(−1)n

ln2(n)
2x

n2+x2 2.58 O =
(
− 1

3 ,
1
3

)
2.59

π
8
√
3
ln(2) 2.60 konverguje stejnom¥rn¥ na

M 2.61 O = 〈1/2, 3/2〉 2.62 návod: uºijte v¥tu o zám¥n¥ sumy a limity 2.63 konverguje stejnom¥rn¥ na

M 2.64 konverguje stejnom¥rn¥ na M 2.65 konverguje stejnom¥rn¥ na R
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KAPITOLA 8. VÝSLEDKY CVI�ENÍ

3.1 je analyti
ká 3.3 −x2

2 − x4

12 − x6

45 3.4 x− x3

3 3.5

∑∞
n=1(−1)n (1+x)2n

n 3.6 − 1
3

∑∞
n=1(−1)nxn +

1
3

∑∞
n=1(2x)

n
a O = (− 1

2 ,
1
2 ) 3.7 pro x ∈ (−1, 1) : s(x) = 1

2 ln
(

1+x
1−x

)
3.8 pro x ∈ (−1, 1) : s(x) =

1+x
(1−x)3 3.10 pro x ∈ (−1, 1) : s(x) = x(1−x)

(1+x)3 3.12 pro x ∈ (−1, 1) : s(x) = 2x
(1−x)3 3.13 2 arctg

(
1
2

)

3.14 1 3.15 δ < 1
11 3.16 tg(x) ≈ x + 1

3x
3 + 2

15x
5 + 17

315x
7
3.17 ≈ 0.24489, zbytek: R3 6

1
42·47 3.18

1
6 3.19 ln(5) = 1.606 ± 0.006 3.20 −0.921 ± 0.008 3.21 s(x) = (1 + 2x2)ex

2

pro

x ∈ R 3.22 e
x/2
(
1 + x

2 + x2

4

)
pro x ∈ R 3.23 1/2 3.24

√
2
2 − 1 3.25 s(x) = −3 x2

(3+x)2 pro

x ∈ (−3, 3) 3.26 −1 + x2

2 +
∑∞

n=1(−1)n (2n−1)!!
(2n+1)(2n+2)!! x

2n+2
pro O = 〈−1, 1〉 3.27

19
90 3.28 30 e5

3.29 f(x) =
∑∞

n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)2 na O = 〈−1, 1〉 3.30

1
4 3.31

1
3 3.32

2
3 ln(2) − 5

18 3.33 − 1
6

3.34

1
2

∑∞
n=1

(
n+ 1−(−1)n

2

)
xn na I = (−1, 1) 3.35

π
12 +

√
3
2 − 9

8 3.36 2 ln
(
5
3

)
3.37 6 3.38

1.057 250 873±2 ·10−9
3.39 O = 〈− 1

3 ,
1
3 〉 a sou£et: s(x) = (1+3x)α/3−1 3.40 10 3.41

1
2 − π

4 3.42

1
4 3.44 5.143 72 ± 0.000 04 3.45 platí, a£koliv °ada

∑
n fn(x) nekonverguje na intervalu 〈0, 1〉 stejnom¥rn¥

3.47 s(x) = − ln
(
1 − e

−x
)
3.49 s(x) = e

x
(
x4 + 7x3 + 10x2 + 2x

)
, O = R 3.50 s(x) = 1

2

(
sinh(x) −

sin(x)
)
, O = R 3.51

π
6

√
3 3.52 s(x) = x ln

(
1+ x+x2

2

)
, Dom(s) = 〈−2, 1〉 3.53 −202 3.54 s(x) =

x
4 (2+x)e

x/2, Dom(s) = R 3.55 s(x) = 2x−2 ln(1+x)−x ln(1+x), Dom(s) = (−1, 1〉 3.56

∑∞
n=1

1
n

(x−5)n

3n

3.57 f(x) = 1 − x
4 − 2

∑∞
n=2

(2n−3)!!
(2n)!!

xn

4n , O = 〈−4, 4〉 3.58 f(x) = x +
∑∞

n=1(−16)n (2n−1)!!
(2n)!!

x4n+1

4n+1 , O =

〈−1/2, 1/2〉

4.1 (x−2y+1)2+(y+1)2 = 1 � elipsa se st°edem v bod¥ (−3,−1) 4.2 y1,2(x) = ±
√
C1 + x2+C2 s de�ni£ním

oborem I = R pro C1 > 0 a I = (
√−C1,∞) nebo I = (−∞,−√−C1) pro C1 < 0, pro C1 = 0 je y1,2(x) = ±x + C2

4.3 y(x) = C1
x + C2

e
3x

x + C3e
3x + 1 s de�ni£ním oborem I = R+

nebo I = R−
pro C1 6= 0 nebo C2 6= 0, pro

C1 = C2 = 0 je I = R 4.4 y(x) = 2x, I = R 4.5 y(x) = (x+1)−1, I = (−1,∞) 4.6 y(x) = tg(4x)−4x−1,

I = (−π
8 ,

π
8 ) 4.7 y(x) = C1x+ C2

√
x2 − 1, I = (1,∞) 4.8 (x−K)2+(y−K)2 = 2K2

� kruºni
e o polom¥ru

√
2K se st°edem v bod¥ (K,K) 4.9 y′′′ − 5y′′ + 7y′ + 13y = 32ex 4.10 y(x) = 2(x + 1)e3x sinx, I = R

4.12 2x3 + 5xy2 + 2x2y + 4x2 − 4xy − 2x = C a pro C = 0 jde o elipsu 4.13 y(x) = e
x(1 + x

2 ) sin(2x),

I = R 4.14 (x − y)2 + x2 = C � elipsa 4.15 y(x) = 4x − 2x ln(−x) + 4
√−x, I = R−

4.16 y(x) =

C1e
2x + C2e

−2x + C3 cos(x) + C4 sin(x) + xe2x, I = R 4.17 y1,2(x) = ± 1
3 (x

2 + C1)
3/2 + C2, I = R pro C1 > 0

a I = (
√−C1,∞) pro C1 < 0 4.18 y(x) = x + 1

x, I = R+
4.19 4 ln(2y − 6x − 3) + y − 4x + 7 = 0

4.20 y(x) = −2x − 6, I = R 4.21 y =
√
x, I = R+

4.22 y(x) = C1e
x + C2xe

x + C3e
2x − 8x2ex,

I = R 4.23 x3y′′′ + 3x2y′′ − 6xy′ − 6y = 0 4.24 y(x) = C1x
3
e
2x + C2x

−7
e
2x + C3e

2x + x2e2x, I = R+

4.25 y1,2(x) = x − 3 ±
√
d− 10x, I = (−∞, d

10 ) pouze pro d > 0 � jde o systém parabol vze²lý
h z formálního

°e²ení y2− 2xy+x2+4x+6y = C 4.26 y(x) = C1 cos(x)+ C2 sin(x)+ cos(x) ln | cos(x)|+x sin(x), I = (−π
2 ,

π
2 )

4.27 elipsa: y2 + 4xy + 8x2 = Cx 4.28 a y(x) = 8
xe

−x/2 − e
−x/2, I = R+

4.28 b y(x) = 4e−x/2,

I = R 4.29 y(x) = (1 +
√
2

sin(x))
3, I = (4π, 5π) 4.30 y(x) = e

x(ln(x) + C), I = R+
4.31 y(x) =

Ce
x2 − x2 − 1, I = R 4.32 y(x) = Ce

− sin(x) + sin(x) − 1, I = R 4.33 y(x) = (Ce−x2

+ 1)2, I = R

4.34 y(x) = (x + π
2 )

sin(x)
1+cos(x) , I = (−π, π) 4.35 y12(x) = ±

√
C
x − 1, I = (0, C) pro C > 0 a I = (C, 0) pro

C < 0 4.36 a y(x) = x2e−x − 1
xe

−x, I = R+
4.36 b y(x) = x2e−x, I = R 4.37 x(y) = − 1

5y
2 + C

y3 ,

I = R+
4.38 y1,2(x) = ±

√
2 ln
(
C(1 + ex)

)
, I = R pro C > 1 a I = (ln(1

C
− 1),∞) pro C ∈ (0, 1) 4.39

y1,2(x) = ±
√
C

x2

x2+1 − 1, pouze pro C > 1 : I = ( 1√
C−1

,∞) nebo I = (−∞,− 1√
C−1

) 4.40 y(x) = −e
|x|−1

,
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I = R−
4.41 y(x) = −

√
ln(2− 2 cos(x)), I = (73π,

11
3 π) 4.42 x(y) = −

√
3
√
3y−1 + y2/3, I = R+

4.43 x(y) = e
y(C+ y2), I = R 4.44 arctg

(
y
x

)
− ln

√
x2 + y2 = C 4.45 y(x) = 1

4 + (x+ 3
2 ) ln

√
x+3/2

2 ,

I = (− 3
2 ,∞) 4.46 a y(x) = x + 1, I = R 4.46 b y(x) = 2x, I = R 4.47 y(x) = −x ln

(
ln(C|x|)

)
,

I = (C−1,∞) 4.48 y(x) = xe1+Cx, I = R+
nebo I = R−

4.49 y(x) = C1
cos(x)

x + C2
sin(x)

x , I = R+

4.50 y(x) = C1 ln(x) + C2x, I = R+
4.51 R+ \ {e} 4.53 y(x) = C1e

x + C2x− x2 − 1, I = R 4.54

y(x) = C1e
x+C2x−x2−1, I = R 4.55 y(x) = C1 sin(x)+C2 cos(x)+cos(x) ln

∣∣∣ 1−sin(x)
cos(x)

∣∣∣ , I = (−π
2 ,

π
2 ) 4.56

y(x) = C1e
2x+C2xe

2x+x3e2x, I = R 4.57 y(x) = C1e
−x+C2e

−2x+(e−x+e
−2x) ln(1+e

x), I = R 4.58 a

y(x) = C1e
−x+C2e

−2x, I = R 4.58 b y(x) = C1 cos(x)+C2 sin(x)+C3 cos(2x)+C4 sin(2x), I = R 4.58 


y(x) = C1e
2x + C2xe

2x, I = R 4.59 a FS = {1, x, ex, e−x/2 cos
(√

3
2 x
)
, e−x/2 sin

(√
3
2 x
)
} 4.59 b FS =

{e
√
3x cos(x), e

√
3x sin(x), e−

√
3x cos(x), e−

√
3x sin(x), cos(2x), sin(2x)} 4.60 y(x) = C1e

−x + C2e
x − x3 − 6x,

I = R 4.61 y(x) = C1+C2e
−x+C3xe

−x+2e2x, I = R 4.62 y(x) = C1e
−2x+C2e

x− 2
5 cos(2x)− 6

5 sin(2x),

I = R 4.63 a y(x) = C1e
x cos(3x) + C2e

x sin(3x) + 6
37 cos(3x) +

1
37 sin(3x) +

1
9e

x, I = R 4.63 b y(x) =

C1e
x cos(3x) + C2e

x sin(3x) − 1
6xe

x cos(3x), I = R 4.64 y(x) = C1e
x + C2e

−2x + C3e
x cos(2x) + C4e

x sin(2x),

I = R 4.65 a y(4) +2y′′ + y = 0 4.65 b nemá °e²ení 4.66 y(x) = C1 cos(ln |x|) + C2 sin(ln |x|) + x/2,

I = R+
nebo I = R−

4.67 y(x) = 1
2x − 1

2x
2 +

√−x, I = R−
4.68 xy + x + y = C � hyperbola se

st°edem v bod¥ (−1,−1) 4.69 y(x) = (1 + x2 + x3)e2x, I = R 4.70 x3 − 6x2 − 6x + xy2 + 2xy = C,

pro spe
iální volbu C = 0 : (x − 3)2 + (y + 1)2 = 42, 
oº je kruºni
e 4.71 pro ω =
√

k
m a A =

√
ε
m :

x(t) = C1 cos(ωt) + C2 sin(ωt) +
A2

ω2−Ω2 cos(Ωt) = xm sin(ωt + δ) + A2

ω2−Ω2 cos(Ωt) a I = R+, kde jsme poloºili

C1 = xm sin(δ) a C2 = xm cos(δ) 4.72 x(t) = xm sin(ωt + δ) + A2

2Ω t cos(Ωt) a I = R+
4.73 y(x) =

C1e
x + C2e

−2x + C3 sin(3x) + C4 cos(3x) + 117 sin(x) + 39 cos(x) − 12x sin(3x) − 44x cos(3x), kde I = R 4.74

x2
(
ln(x)−1

)
y′′−xy′+y = q(x), kde q(x) je libovolná funk
e 4.76 y(x) = C1x+

C2
x2 +C3x

4+ C4
x3 +2x ln(x), I = R+

4.77 y(x) = C1(x ln(x)+1)+C2x+x
2, I = R+

4.78 y(x) = C1e
−x+C2 cos(x)+C3 sin(x)+x

2
e
−x+2xe−x,

I = R 4.79 y(x) = C1
x

1−x + 2C2
x

1−x ln(x) + C2(1 + x) + x3

1−x2 (6 − 8x + 3x2, ) I = (0, 1) 4.80 y(x) =

C1x
3 + C2 ln(x) + C3, I = R+

4.81 y(x) = C1e
x + C2e

−x − xex − 1 + (ex − e
−x) ln |ex − 1|, I = R+

4.82

y(x) = C1e
x cos(x) + C2e

x sin(x) + 2xex sin(x), I = R 4.83 y(4) + 4y′′′ + 14y′′ + 20y′ + 25y = 0 4.84

x2 − x+ y + xy + 5
2y

2 = C � pro C > −0.5 jde o elipsy 4.85 y(x) = C1e
x + C2xe

x + C3e
−2x + 1

2x
3
e
x − 1

3x
2
e
x,

I = R 4.86 y(x) = C1x
2+ C2x

3+ x
2 , I = R+

4.87 y(x) = C1x+ C2x ln(−x)+x ln2(−x), I = R−
4.88

y(x) = 1
25 (e

x2

+4e−x2/4)2, I = R 4.89 y(x) = (2e−4(ex−1)−1)−1/4, I = (−∞, ln(1+ln 21/4)) 4.90 y(x) =

C1+ C2x+ C3x
2 + C4e

7x+ C5e
−3x+6x4, I = R 4.91 y(x) =

√
2
2 x
√

sin(π6 − ln(x)), I = (e−5π/6, eπ/6) 4.92

y(x) = C1 cos(x)+C2 sin(x)+
1
2 cos(x) ln

(
cosx

1+sin(x)

)
+ 1

2 sin(x) ln
(
tg(x2 )

)
, I = (0, π/2) 4.93 y2−2xy+2x2 = C �

elipsa 4.94 y(x) = C1e
x4

+C2+x
4
e
x4

, I = R 4.95 y(x) = C1+C2e
−x+C3e

x+C4e
−2x+4x, I = R 4.96

y(x) = C1 +
1
C2

ln(1 + C2x
2), kde I = R pro C2 > 0, I = ∅ pro C2 = 0 a I =

(
−
√

−1
C2
,
√

−1
C2

)
pro C2 < 0 4.97 a

y(x) = (x2+3x−2)ex
2

, I = R+
4.97 b y(x) = x2ex

2

, I = R 4.98 y(x) = − 5π
sin(x)+2x+(2−x2)cotg(x), I =

(2π, 3π) 4.99 y(x) = C1+C2

(
x−arctg(x)

)
+x, I = R 4.100 y(x) = C1 arcsin(x)+C2+3x−x3, I = (−1, 1)

4.101 y(x) = 1+(2x+1) ln |2x+1|, I = (−∞,−0.5) 4.102 y(x) = C1e
−2x+C2xe

−2x+C3e
3x+3x2e−2x, I =

R 4.103 y(x) = C1 sin(x)+C2−2 cos(x)+ 1
cos(x) , I = (−π/2, π/2) 4.104 y(x) = C1x+

C2
x +C3x

2+x ln(x),

I = R+
4.105 y(x) = 2x+ (x + 1) arcsin(C(x + 1)), kde I = (−C

−1 − 1, C−1 − 1) pro C > 0, I = (−1,∞) pro

C = 0 a I = (C−1 − 1,−C
−1 − 1) pro C < 0, 4.106 y(x) = C1e

−x cos(2x) + C2e
−x sin(2x) + xe−x cos(2x) +
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e
−x sin(2x) ln

(
cos(x)

)
, I = (−π/2, π/2) 4.107 y1(x) =

x2

x−C
, kde I = (C,∞) pro C 6= 0, y2(x) = x, kde I = R

pro C = 0 a y3(x) = 0, kde I = R 4.108 y(x) = C1xe
2x+C2x+4x2e2x, I = R 4.109 y′′−4y = 0 4.110

y(x) = C1e
−x+ C2xe

−x + C3e
2x −x2e−x+ xex, I = R 4.111 y(x) = C1

2−x + C2(2−x)3 − 2
3 +

2−x
4 , I = (−∞, 2)

4.112 y(x) = C1 cos(x)+C2 sin(x)+C3 cos(2x)+C4 sin(2x)− 1
2x cos(x), I = R 4.113 y(x) = x

√
2 ln(Cx),

I = (1/C,∞) pouze pro C > 0 4.114 y(x) = x (x4/2 + 8)−1/2, I = R 4.115 y(x) = C1 + C2

(
1
x2 − 2

x

)
+ x,

I = (1,∞) 4.116 y(x) = C1x
3 + C2

x + 1
x (2 ln

2 |x|+ ln |x|), I = R−
4.117 y(x) = C1(1+ xtg(x)) + C2tg(x),

I = (−π
2 ,

π
2 ) 4.118 y(x) = C1e

−2x + C2x
3
e
−2x + C3x

4
e
−2x + 2x2e−2x, I = R+

4.119 y(x) = sin2(x)
cos(x) ,

I = (5π2 ,
7π
2 ) 4.120 y(x) = e

2x sin(x)+2xex, I = R 4.121 y(x) = C1cotg(x)+C2

(
1−x cotg(x)

)
, I = (0, π)

4.122 y(x) = C1x
2
e
x+ C2x

2
e
−x+ C3x

2 +2x2e2x, I = R 4.123 y(x) =
(
x2 + 1

2 + 5
2e

2(x2−1)
)−1/2

, I = R

4.124 y(4) − 4y′′′ + 24y′′ − 40y′ + 100y = 0 4.125 y′′x2 − 2y′x+ y(2 − x2) = 0 4.126 y(x) = C1 +

C2 ln(x) + C3x
3 + 2x3 ln(x), I = R+

4.127 y(x) = x sin(x)
1+cos(x) , I = (π, 3π) 4.128 y(x) = 1

x+1 , I = (−1,∞)

4.129 y(x) = x 4.130 y(x) = x ex
2/2

4.131 y(x) = sin(x)
x 4.132 y(x) = x ex 4.133

FS =
{

1
1−x2 ,

x
1−x2

}
4.135 y1(x) = 4x+1, y2(x) = 1−x, y−4x−1 = C

(
y+x−1

)3
4.136 y′′′−3y′′+4y = 4x

4.137 a y(x) = (ax+b)e−5x
4.137 b y(x) = (ax+b)x 4.137 
 y(x) = (ax+b)xe3x 4.137 d

y(x) = (ax+ b)xe−5x cos(2x) + (cx+ d)xe−5x sin(2x) 4.137 e y(x) = (ax+ b) cos(2x) + (cx+ d) sin(2x)

5.1 ~σ(q) = (3,−2,−3,−6) a q(x, y, z, w)⊳⊲0. 5.2 y21+y
2
2+y

2
3 , BP = {(1, 0, 0), (−1/

√
3, 1/

√
3, 0), (0, 0, 1/

√
3)}

5.3 viz nap°. výsledek 
vi£ení 5.2 5.4 a (2,∞) 5.4 b ∅ 5.5 sg(q) = (3, 0, 0) � elipti
ký typ, regulární

s normálním tvarem y21 + y22 + y23 , BP = {(1, 0, 0)⊺, (0, 0, 1)⊺, (−1, 1,−1)⊺}, transforma
e: x1 = y1 − y3, x2 = y3 a

x3 = y2 − y3 5.6 BP = {(0,−
√
3/3, 0), (

√
2/2, 0,−

√
2/2), (

√
3/2,−2

√
3/2/3,

√
3/2)} 5.7 λ ∈ (−4/5, 0)

5.8 x1 = y1 − 3y2 − 6y3, x2 = y2 + 3y3 a x3 = y3 5.9 BP = {(−
√
2/2, 0, 0), (−2, 1, 0), (−1, 1, 1)} 5.10

elipsa: z21 + z22 − 1 = 0, kde x1 = z1 − z2/3 + 2/3 a x2 = 2z2/3− 1/3 5.11 imaginární r·znob¥ºky: z21 + z22 = 0,

5.12 (−1, 1) 5.13 a hyperboli
ký paraboloid z21 − z22 − 2z3 = 0 5.13 b elipti
ká kuºelová plo
ha

z21 + z22 − z23 = 0 5.13 
 elipsoid z21 + z22 + z23 − 1 = 0 5.13 d jednodílný hyperboloid z21 + z22 − z23 − 1 = 0

5.13 e hyperboli
ký vále
 z21−z22−1 = 0 5.13 f jednodílný hyperboloid z21+z
2
2−z23−1 = 0 5.13 g

dvoudílný hyperboloid z21 + z22 − z23 + 1 = 0 5.13 h jednodílný hyperboloid z21 + z22 − z23 − 1 = 0 5.13 i

imaginární kuºelová plo
ha z21 + z22 + z23 = 0 5.13 j paraboli
ký vále
 z21 − 2z2 = 0 5.13 k kuºelová

plo
ha z21 + z22 − z23 = 0 5.13 l vále
 z21 + z22 − 1 = 0 5.14 regulární 5.15 dvoudílný hyperboloid:

z21 +z
2
2−z23+1 = 0 5.17 sg(q) = (5, 0, 0), ~u5 = (−7,−2, 2, 0, 1)⊺ nebo ~u5 = (7, 2,−2, 0,−1)⊺ 5.18 hyperbo-

li
ký paraboloid z21−z22−2z3 = 0, který je regulární a má signatury sg(Q) = (1, 1, 1) a SG(Q) = (2, 2, 0) 5.19 λ = 3

5.20 hyperboli
ká forma y21 − y22 + y23 , sg(q) = (2, 1, 0) a BP = {(−1, 0, 0)⊺, (1,−1, 0)⊺, (
√
3/3,−

√
3/3,

√
3/3)⊺}

5.21 BP = {(−1, 2, 1)⊺, (0, 1, 0)⊺, (−2, 5, 1)⊺} a x1 = −y1 − 2y3, x2 = 2y1 + y2 + 5y3 a x3 = y1 + y3, pak

q(~y) = −y21 + y22 + y23 5.22 a ∈ (2, 4) 5.23 hyperboli
ký vále
 z21 − z22 = 1 s hlavní signaturou (1, 2, 1)

a vedlej²í signaturou (1, 1, 1), polární bází je nap°. mnoºina {(1/2, 0, 0)⊺, (1/4, 1/2, 0)⊺, (−2,−3, 1)⊺} 5.24 ku-

ºelová plo
ha z21 + z22 − z23 = 0 5.25 y21 + y22 + y23 � pozitivn¥ semide�nitní, sg(q) = (3, 0, 1), paraboli
ký typ

5.26 ~u412 = ±(12,−4,−1, 1)⊺ vede na normální tvar y21 − y22 − y23 + y24 se sg(q) = (2, 2, 0) 5.27 pouze a)

a 
) 5.28 a ∈ (−3, 0) 5.30 neplatí 5.31 β ∈ (3,+∞) 5.32 µ > 0 jednodílný hyperboloid, µ = 0

kuºelová plo
ha, µ < 0 dvoudílný hyperboloid 5.34 hyperboli
ký paraboloid s polární bází obsahují
í nap°. vek-

tory (1, 0, 0)⊺ (−5, 1, 0)⊺ a (−13, 3, 1)⊺, jde o ne
entrální kvadriku 5.35 (a, b, c) = (−20, 4,−56) 5.36 bu¤
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(−7,−2, 1,−5)⊺ nebo (7, 2,−1, 5)⊺, signatura: (3, 1, 0) 5.37 β = −12 5.38 x = 2r + 3s/2 a y = s/2, kano-

ni
ký tvar: q(r, s) = 4r2 − 2s2 5.39 ℓ = −1, vztahy: x1 = y1 − 7y2 − 28y3, x2 = y2 + 9y3 a x3 = y3 5.40

x1 = y1 − 2y2 + 14y3 − 8y4, x2 = y2 − 3y3 + 2y4, x3 = y3 a x4 = y4 5.41 ℓ = −1 5.42 (8, 1, 5) 5.43

µ ∈ (−1, 1)

6.1 k d·kazu uºijte matemati
kou induk
i 6.2 dokazuje se analogi
ky jako v¥ta 6.1.3 6.3 dokazuje se

analogi
ky jako v¥ta 6.1.5 6.4 dokazuje se analogi
ky jako v¥ta 6.1.7 6.7 ano 6.9 a elipsa o poloosá
h

a, b a st°edu (0, 0) 6.9 b ²estiúhelník s vr
holy (−5, 0), (−3, 2), (3, 2), (5, 0), (3,−2), (−3,−2) 6.10 rota£ní

elipsoid: x21 + x23 + 2(x1 − x2 − x3)
2 < 16 6.11 λ ∈ (−2, 0) ∪ (0, 2) 6.12 a ~z = (3, 2)⊺ 6.12 b jsou

odd¥lené 6.14 nejde o metriku 6.18 návod: nalezn¥te limitu uvedené posloupnosti a dokaºte, ºe není ra
ionální

6.19 ano 6.21 není kompaktní 6.22 není izolovaný, není hromadný, není vnit°ní, je hrani£ní a není bodem A

6.26 je skalárním sou£inem, ̺(x, x2) = 2√
30

6.28 je skalárním sou£inem, hodnota normy: 5, okolím je otev°ená

elipsa s osami, jeº nejsou rovnob¥ºné se sou°adnými osami 6.29 (2, 3) je vnit°ním bodem, (5, 3) je hrani£ním bodem,

dist
(
A, {~a}

)
= 3 6.30 limitou je bod (0, 1), n0 = ⌈5/ε⌉, v prostoru {R, τ} posloupnost limitu nemá 6.32

konverguje k (1, 2, 0) 6.33 konverguje k (1, 2, 0) 6.34 bu¤ (−7,−2, 2, 0, 1)⊺ nebo (7, 2,−2, 0,−1)⊺ 6.36

v {R, τ} není 
au
hyovská, v {R, ̺} je 
au
hyovská 6.37 konvexní ovál se st°edem v bod¥ (2, 3), okolí (̺e)U1(2, 3)
je jeho podmnoºinou
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