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PREDMLUVA

Toto skriptum je urceno predevsim posluchaciim druhého roéniku Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrske CVUT v
Praze pro studium nékterych partii matematické analyzy. Na rozdil od klasického pristupu, kdy jsou vydavany samostatné
teoretické ucebnice a na né navazujici cvicebnice ¢i sbirky prikladi, je predkladané skriptum integrovanym ucebnim tex-
tem. Ctenaf v ném tedy nalezne nejen ucelenou teorii s definicemi novych pojma, vétami a jejich ditkazy, ale také fesené
priklady s aplikaci prostudované latky a dlohy k samostatnému procvicovani.

Obsah skript je rozdélen do sedmi studijnich jednotek (kapitol), z nichz kazda tvori relativné samostatny tématicky
celek. V prvni kapitole je nejprve definovana bodova konvergence posloupnosti funkci a poté konvergence stejnomérna.
Vysloveno a dokazano je dale supremalni kritérium pro jeji vySetreni. Pojmu stejnomérné konvergence je nasledné uzito
pri vysloveni vét o zaménach limity a derivace, resp. limity a integralu, resp. limity a limity v bodé pro obecnou funkéni
posloupnost. V kapitole druhé jsou pojmy bodové a stejnomérné konvergence rozsireny na rady funkci. Formulovana a
dokazana jsou elementarni kritéria pro vysSetrovani jak bodové tak stejnomérné konvergence funkcnich rad. Diskutovana
je také otazka zamén sumy a derivace, resp. sumy a integralu, resp. sumy a limity. Ve treti kapitole je prezentovana teorie
Taylorovych fad, tj. mocninnych aproximaci funkci jedné proménné. Sestaven je tzv. TaylorGv vzorec, jenz vyustuje ve
formulaci Taylorovy véty. Ctvrta kapitola o obycejnych diferencialnich rovnicich definuje zakladni terminologii a klasifikaci
diferencialnich rovnic a v jednotlivych oddilech se zabyva jejich fesenim. Ctenafi se tak dostava navoda k feseni linearnich
diferencialnich rovnic prvniho fadu metodou integracniho faktoru, k feseni Bernoulliovy diferencialni rovnice, k metodé
separace proménnych a k feSeni homogenni Ci exaktni diferencialni rovnice (rovnice ve tvaru totalniho diferencialu). U
rovnic vyssich radi se ctenar kromé obecnych poznatki o strukture prostoru vsech reSeni rovnic bez pravé strany seznami
s problematikou snizovani radu diferencialnich rovnic, s metodou variace konstant i s reSenim rovnice s konstantnimi
koeficienty a Eulerovy diferencialni rovnice. V paté kapitole jsou definovany pojmy bilinearni a kvadratické formy. U
téchto forem je prostrednictvim vét vystopovana celad rada univerzalnich znaki a jejich existence je poté uzita pfi studiu
kvadratickych ploch, specialné pfi jejich Gplné klasifikaci v prostorech R? a R?. Predposledni studijni jednotka zavadi
pojmy obecného skalarni soucinu, normy a metriky. Ty dale poslouzi k obecné definici pojmu okoli a nasledné k typologii
mnozin a jejich bodi. Ctenaf se tu obeznami s terminy oteviena, uzaviena, omezena, souvisla, kompaktni, koneén4 i
spocetna mnozina vobecném metrickém prostoru. Diskutovdna je téz abstraktni varianta konvergence spolu s pojmem
cauchyovskosti. Vyvrcholenim je definice Hilbertova prostoru, vychoziho bodu dalSich partii matematické analyzy. Zavé-
reCna kapitola se vénuje teorii fourierovskych rozvojii v obecnych Hilbertovych prostorech. V posledni ¢asti skript jsou
pak Ctenariim nabidnuty vysledky cviCeni ze vSech Sesti studijnich jednotek, soupis citované literatury a rejstrik pojmi.
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/naceni

Symbol Vyznam
N mnozina prirozenych Cisel
Q mnozina racionalnich Cisel
Z mnozina celych Cisel
R mnozina reéalnych Cisel
C mnozina komplexnich Cisel
R" mnozina usporadanych r—tic redlnych Cisel
RT mnozina kladnych realnych &isel
R~ mnozina zapornych realnych Cisel
Xo X U {0}, kde X je libovolna Ciselna mnozina
R* R U {—00, 00}
E" r—rozmérny euklidovsky prostor
n {meN:m<n}
n {m &Ny : m<n}
A B, C mnoziny
AB,C matice
A, B,C vektorové prostory
E, E, C operatory
A, B, C soustavy mnozin
Cc"(G) trida vsech funkci, jez maji na mnoziné G spojité derivace az do radu n
C=(Q) trida vsech funkci, jez maji na mnoziné G spojité derivace vsech rada
(@), f (@), f"(x) prvni, druhd, treti derivace funkce f(z) podle proménné x
) (x) n—ta derivace funkce f(z) podle proménné x
f(t), f(t) prvni, druha derivace funkce f(¢) podle proménné ¢
% n—ta derivace funkce f(¢) podle proménné ¢
d" fa(h) n—ty totalni diferencial funkce f(z) : R+— R v bodé « € R
d" fz(h) n—ty totalni diferencial funkce f(Z): R" +— R v bodé @ € R"
U(x),U: () okoli bodu x
U*(z), Ut () redukované okoli bodu z
U,N sjednoceni a priinik mnozin
c, podmnozina a vlastni podmnozina mnoziny
Dom(f), Ran(f) definicni obor, resp. obor hodnot funkce f(x)
f(A) obraz mnoziny A pfi zobrazeni f(x)
1A vzor mnoziny A pfi zobrazeni f(x)
[ (a) vzor jednoprvkové mnoziny {a} pfi zobrazeni f(x)
~~ priblizné
X Umérné
~ ekvivalence mnozin ¢i funkci




Symbol Vyznam
A° A vnitrek, resp. uzavér mnoziny A
bd(A) hranice mnoziny A
der(A) derivace mnoziny A
bT = (b1,ba,...,by) radkovy vektor nebo bod prostoru R”
b= (b1,ba,...,0.)T sloupcovy vektor nebo bod prostoru R”
b, k—ty vektor posloupnosti (by,)%,
bk, /—ta slozka vektoru l;k
Ay prvek matice A v i—tém fadku a j—tém sloupci
A, j—ty sloupec matice A
Ao i—ty fadek matice A
AT matice transponovana k matici A
A* komplexné sdruzend matice k matici A
AF = (A9)T hermitovsky sdruzena matice k matici A
I jednotkova (Croneckerova) matice
0ij prvek Croneckerovy matice
det(A) determinant matice A
h(A) hodnost matice A
diag(x1, xa, ..., x,) diagonalni matice s prvky x1, o, ..., x, na hlavni diagonale
&= (61,6,...,6) standardni baze v R", t]. ¢;, = 0y,
a* komplexné sdruzené Cislo k Cislu a
|z], [2] dolni, resp. horni cela ¢ast Cisla «
O, R symboly vymezené pro obor, resp. polomér konvergence
C symbol vymezeny pro libovolnou redlnou konstantu (zejména integracni)
x— f(z|B) funkce proménné x s parametrem 3
sgn(x) funkce signum
[T, T,y T linearni obal souboru vektord
deg(p) stupen polynomu p
q(Z) >0 pozitivni definitnost kvadratické formy
q(@) >0 pozitivni semidefinitnost kvadratické formy
q(#) <0 negativni definitnost kvadratické formy
q(¥) <0 negativni semidefinitnost kvadratické formy
q(Z) <0 indefinitnost kvadratické formy
Jn(Z) M (2) bodova konvergence funkéni posloupnosti na mnoziné M
fn(Z) g& f(@) stejnomérna konvergence funkcni posloupnosti na mnoziné M
(@) — f(Z) konvergence podle normy

limita vzhledem ke konvergenci podle normy

norma vektoru ¥

skalarni soucin vektori Z a ¥/




Kapitola 1

Posloupnosti funkci

V prvni kapitole téchto skript vylozime zakladni poznatky o posloupnostech, jejimiz Cleny jsou funkce jedné proménné.
Cilem kapitoly je nejprve vybudovat pojem stejnomérné konvergence, tj. jakési nadstavby pojmu konvergence, zavede-
ného v teorii o Ciselnych posloupnostech. Dale se pokusime rozhodnout, zda-li se vlastnosti jednotlivych ¢lent funkénich
posloupnosti prenaseji na prislusnou limitni funkci. Zodpovime tedy otazky, zda funkce, jez je limitou dané posloup-
nosti funkci, které jsou spojité, resp. diferencovatelné, resp. integrovatelné, je také spojita, resp. diferencovatelna, resp.
integrovatelna.

1.1 Bodova konvergence posloupnosti funkci

Nejprve zavedeme zakladni pojmy a shrneme elementarni poznatky o tzv. bodové konvergenci, kterd odpovida klasické
konvergenci Ciselnych posloupnosti.

1.1.1 Umluva

V celé kapitole jsou symboly m, n, ng vyhrazeny pro prirozena Cisla.

1.1.2 Definice

Necht ) # M C R. Potom kazdé zobrazeni mnoziny N do mnoziny vsech funkci definovanych na M nazyvame
posloupnosti funkci na M. Je-li Cislu n € N timto zptisobem prifazena funkce f,, (x), zapisujeme funkéni posloupnost

fi(z), fa(x),...  nebo (fn(x))zozl (1.1)

Prirozené Cislo n pfitom nazyvame indexem a funkci f,(z) n—tym clenem posloupnosti (1.1).

1.1.3 Poznamka

Jenom pro presnost budeme v této poznamce precizovat pojem "konvergentni posloupnost."Posloupnost redlnych cisel
ai,as,as, ... nazyvame konvergentni pravé tehdy, ma-li redlnou limitu. Ma-li vSak tato posloupnost limitu nevlastni
(tedy co nebo —o0), nenazyvame ji konvergentni, ale radime ji mezi posloupnosti divergentni. Podobné je zaveden
pojem konvergentni funkZni posloupnosti v definici 1.1.4.

1.1.4 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (1.1) definovana na neprazdné mnoziné M C R. Rekneme, ze posloupnost funkci
. -~ . . . -, . oo . . . . . -~

(1.1) konverguje v bodé ¢ € M, jestlize konverguje Ciselnd posloupnost (fn(c))n:v tj. existuje-li v € R takové, ze pro

kazdé £ > 0 existuje prirozené n tak, ze pro vSechna n > nq plati nerovnost ‘fn(c) — 7] < ¢. Rekneme, ze posloupnost

funkci (1.1) konverguje (bodové) na mnoziné N C M, jestlize konverguje v kazdém bodé mnoziny N.

1.1.5 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (1.1) definovana na neprazdné mnoziné M C R. Necht pro kazdé ¢ € N, kde N C M,
posloupnost (fn(c)) - konverguje. Oznacme f(c) hodnotu limity posloupnosti (fn(c)) . Timto zptisobem je na
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCI

mnoziné N definovana funkce x — f(x), kterou nazyvame limitou posloupnosti funkci (1.1) (nebo zkracené limitni
funkci) a znacime

fz) = lim_ fp.(z).
Oborem konvergence O posloupnosti (1.1) nazyvame mnozinu vsech bodt ¢ € M, ve kterych tato posloupnost konver-
guje.

1.1.6 Poznamka

Definicnim oborem limitni funkce f(z) je tedy obor konvergence O C R.

1.1.7 Priklad

Uvazme funkéni posloupnost (f,,(z)),—, , kde

n 3 _a?
fn(I):m—Fﬁe n.

Definicnim oborem vsech funkci f,(z) je mnozina R vsech realnych cisel. Na ni ma tedy smysl hledat limitni funkci.
Snadno lze urcit, ze limita

22

. nx n 3 22 i ne gt 3 a2
nooo \An+ 1) | - Tabeednt 1) mbeemo

existuje pro kazdé z € R, a tedy ze

T
4

F(@) = lim fu@) =7

a O = Dom(f) = R. Pribéhy prvnich nékolika Clent vySetfované funkcni posloupnosti vykreslujeme na prilozeném
obrazku. Zlutou barvou je vykreslena limitni funkce.

109

Obrazek 1.1 )N oo
Graf funkéni posloupnosti 4(7’;711) + % e’mT) .
n=1

1.1.8 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka

Posloupnost funkci (1.1) konverguje v bodé ¢ € M praveé tehdy, kdyz splauje tzv. Bolzanovu-Cauchyovu podminku tvaru
(Ve > 0) (3np € N) : m,n =ng = |fa(c) — frm(c)] <e. (1.2)
Diakaz:
e Prvni implikace:

— vyjdéme z predpokladu, ze lim,, o fn(c) =7 € R

— pak pro kazdé £ > 0 existuje ng € N takové, ze pro libovolna m,n € N takova, ze m,n > ng, plati

Fal@=a <5 A Ifuld) =2l <5

10



1.1. BODOVA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI FUNKCI

— atedy |fn(c) = fm(c)| < |fulc) = 7| + |fm(c) = 7| <e/24+¢/2=¢

e Druhd implikace:

necht tedy ciselna posloupnost (fn(c)) _, spliuje vztah (1.2)

— pak pro € =1 existuje ng € N tak, ze pro vsechny indexy m,n > ng plati nerovnost
|fn(c) — fm(c)‘ <1

— polozime-li m = nyg, je pro viechna n > ng splnéna nerovnost f,,(c) — 1 < fn(c) < fn,(c) +1
— z toho ale vyplyva, ze posloupnost (f,,(c));—, je omezena

— predpokladejme, ze (f,(c)),—; diverguje (tedy, ze nema vlastni limitu)

— za tohoto predpokladu tudiz plati —oco < liminf f,,(¢) < limsup f,,(c) < 400

— proto existuji Cisla «v a (3 tak, ze liminf f,(¢) < o < 8 < limsup f,(c)

— z jednoduché avahy lze vyvodit, ze existuje nekonecné mnoho ¢lenii (oznacme je fy(c)) Ciselné posloupnosti
(fn(c)),2, a nekonecné mnoho ¢lendi fi(c) takovych, ze

fele)>B AN file) <« (1.3)

— polozme e :=f — «

— pro toto € > 0 existuje podle predpokladu (1.2) hranicni index ng € N takovy, ze pro £, k > ng je
| fe(e) = fule)| <e (1.4)
— jelikoz jsou ale splnény nerovnosti (1.3), plati pro nekonecné mnoho indexii také nerovnost

‘fg(c) — fk(c)‘ >fpf—a=c¢,

coz zavrSuje spor

posloupnost (f,(c)) -, tudiz konverguje

e tim je ditkaz zkompletovan

1.1.9 Poznamka

Obecné vzato, nemusi splnéni Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro posloupnost (fn(c))zoz1 implikovat existenci limity

lim,, o0 fn(c). Napf. posloupnost
1 n o
((1 +-) )
n n=1

citovanou podminku splnuje (jedna se totiz o posloupnost konvergentni v R), ale budeme-li hledat jeji limitu v mnoziné
Q racionalnich Cisel, nenalezneme ji. Posloupnost je tudiz divergentni v Q, prestoze Bolzanovu-Cauchyovu podminku
spliuje. Nase definice posloupnosti funkci 1.1.2 je totiz vyslovena pro realné funkce. Jelikoz mnozina R je tzv. aplné, je v
R kazda posloupnost splhujici Bolzanovu-Cauchyovu podminku zaroven konvergentni. Pro plné pochopeni doporucujeme
Ctenari, aby tuto problematiku dikladné nastudoval v Sesté kapitole téchto skript.

1.1.10 Priklad

Prvni otazkou, jez si budeme klast, je, zda limitou posloupnosti funkci spojitych na jisté mnoziné M C R je opét funkce
spojitd na M. Uvazme proto posloupnost funkci

(fn(x))zozl = <1 +4e;: )

n=1

11



KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCI

1,09

.
4 _2 2 4
Obrazek 1.2
a2\ >
Graf funkéni posloupnosti (1 + 4eT>
n=1

Ta zcela zjevné konverguje na celéem R k funkci f(z) = 1, kde Dom(f) = O = R.. Vsechny funkce f,(x) jsou na R
spojité a spojita je také funkce f(z).

1.1.11 Priklad

Uvazme ovsem druhy priklad. Tentokrat budeme studovat funkéni posloupnost

(gn(@)) ) = (2")7"

kde x je vybirano pouze z mnoziny M = (0, 1).

£,

Obrazek 1.3

Graf funkeni posloupnosti (z™)°°

n=1"

Tato posloupnost konverguje na intervalu (0, 1) k funkci

Zatimco jsou vsechny funkce g, (z) na (0, 1) spojité, limitni funkce g(x) nikoliv. Z toho je patrno, ze samotna bodova
konvergence k "prenosu"spojitosti z jednotlivych clenti posloupnosti na limitni funkci nestaci. Bude tedy nutné k pojmu
bodové konvergence hledat silnéjsi alternativu.

12



1.2. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI FUNKCI

1.1.12 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (1.1) definovana na mnoziné M C R. Rekneme, ze (1.1) je rostouci na M, jestlize
je pro véechna n € N a vsechna x € M splnéna nerovnost f,(z) < fni1(2). Rekneme, ze (1.1) je klesajici na M,
jestlize je pro vsechna n € N a vsechna © € M splnéna nerovnost f,,(z) > fni1(z). Rekneme, ze (1.1) je nerostouci
na M, jestlize je pro véechna n € N a véechna = € M splnéna neostra nerovnost f,,(z) > f,11(x). Rekneme, ze (1.1)
je neklesajici na M, jestlize je pro viechna n € N a viechna x € M splnéna nerovnost f,(z) < fn41(x). Posloupnost,
ktera je bud neklesajici nebo nerostouci, nazyvame monoténni posloupnosti.

1.1.13 Veta

Necht je dana neklesajici posloupnost funkcei (1.1) definovana na mnoziné M C R.. Je-li tato shora omezen3, tj. existuje-li
K > 0 takové, ze pro vsechna n € N a véechna z € M plati f,(z) < K, pak na mnoziné M existuje limitni funkce
f(z) =limy, o0 frn(z) a jeji hodnota je v kazdém bodé x € M rovna supremu sup,,cn fn(x), tedy

lim fn(x) = sup fn(‘r)

oo neN
Dikaz:
o zvolme libovolné ¢ € M a polozme s = sup,,cn fn(c), coz Ize diky omezenosti shora
e ziejmé je pro viechna n € N splnéno f,,(c) < s
e pro jakékoli € > 0 existuje v posloupnosti (fn(c))zo:1 alespon jeden Clen vétsi nez s — ¢
e to znadi, ze existuje ng € N tak, ze f,,(¢c) >s—¢
e pro libovolné n > ng je (diky faktu, ze (fn(c)) -, je neklesajici) spinéno f,(c) > fn,(c)
e nerovnost s — e < fn(c) < s+ ¢ je tedy splnéna pro vsechny indexy n > ng

e odtud jiz plyne, ze lim,,_ o fr(c) = s, coz bylo dokazat

1.2 Stejnomerna konvergence posloupnosti funkci

Ve druhé Casti prvni kapitoly zavedeme pojem stejnomérné konvergence funkcni posloupnosti. Jak ukazeme pozdéji,
bude vlastnost stejnomérné konvergence zasadni pri "prenosu'spojitosti, diferencovatelnosti Ci integrovatelnosti ze Clen
posloupnosti na jeji limitni funkci.

1.2.1 Definice

Necht (1.1) je posloupnost funkci definovanych na mnoziné M C R.. Rekneme, Ze tato posloupnost stejnomérné kon-
verguje na M k funkci f(x), jestlize pro vsechna ¢ > 0 existuje ng tak, ze pro véechna n > ng a pro vsechna =z € M
plati nerovnost | fn(z) — f(z)| <e.

1.2.2 Poznamka

Bodovou konvergenci znacime obycejné symbolem f,,(x) — f(z), stejnomérnou pak f,,(x) = f(z). Rozdil mezi bodovou
a stejnomérnou konvergenci je dobre patrny z kvantifikatorového zapisu definic obou pojmii:

e bodova konvergence

(Ve > 0) (Vz € M) (Ing € N) : neNAn2ny=|folz)— f(z)| <e. (1.5)

e stejnomérna konvergence

(Ve > 0)(Ing € N) : neNAn2ng AxeM=|fu(z) - f(z)] <e. (1.6)

Stejnomérna konvergence tedy pozaduje existenci "univerzalniho"ng, které plni svoji roli pro vSechna =z € M.
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCI

1.2.3 Lemma

Jestlize posloupnost funkci (1.1) stejnomérné konverguje na mnoziné M C R k funkci f(x), potom tato posloupnost
konverguje na M k funkci f(z) také bodove.

1.2.4 Lemma

Necht (1.1) je konvergentni posloupnosti konstantnich funkci definovanych na mnoziné M C R. Potom tato posloupnost
konverguje na M stejnomérné

1.2.5 Poznamka

Podle predeslého lemmatu tedy pro Ciselné posloupnosti (které Ize chapat jako funkéni posloupnosti konstantnich funkci)
pojmy bodové a stejnomérné konvergence splyvaji.

1.2.6 Priklady

Vratme se nyni k prikladom 1.1.10 a 1.1.11. Ukazeme, ze posloupnost (fn(:c))zozl z prikladu 1.1.10 na rozdil od
(gn(x)).—, z prikladu 1.1.11 konverguje ke své limitni funkci stejnomérné. K libovolnému > 0 v prvnim pipadé staci
totiz zvolit ng € N takové, ze ng > 4/¢. Tedy napfr.

Potom totiz pro vSechna n > ng a vSechna = € R plati:

e’

4 4
|fa(z) = f(z)] = |1 +4 -1 <—-<—<e.
n n n no

Naproti tomu posloupnost (2™)22 ; nekonverguje na (0, 1) ke své limitni funkci stejnomérné. Kdyby tomu totiz tak bylo,

pak by napf. k Cislu e = 1/2 muselo existovat ng takové, ze by pro vSechna n > ng a pro viechna x € (0,1) platilo

’:c” —g(:z:)’ < %

Specialné pro kazdé = € (0,1) by tedy musela platit nerovnost 22™ < 1 pro vsechna n > ng. Dosadime-li do této
nerovnosti n = ng, dostavame celkem: Kdyby posloupnost (2™)5° ; konvergovala k funkci g(x) stejnomérné, muselo by
existovat Cislo ng takové, ze

Vz € (0,1) : z <2 7.

1 . - .
To vsak mozné neni, nebot pro vsechna prirozena ng je Cislo 27 "o mensi nez jedna.

1.2.7 Lemma

Necht posloupnost funkci (1.1) konverguje k funkci f(x) stejnomérné na mnoziné M. Necht je zvolena mnozina N C R
tak, ze ) £ N C M. Pak posloupnost funkci (1.1) konverguje k funkci f(x) stejnomérné také na mnoziné N.

1.2.8 Poznamka

Predesla vlastnost byva nazyvana dédicnosti stejnomérné konvergence. Implikuje kromé jiného fakt, ze nekonverguje-li
jista posloupnost na vybrané podmnoziné mnoziny M, pak nemuze stejnomérné konvergovat ani na mnoziné M.

1.2.9 Lemma

Necht posloupnost funkci (1.1) konverguje k funkci f(x) stejnomérné na mnozinach M a N. Pak konverguje k funkci
f(z) stejnomérné také na sjednoceni M U N.
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1.2. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI FUNKCI

1.2.10 Veta

Necht posloupnost funkci (fn(ac))f;l konverguje k funkci f(x) stejnomérné na mnoziné M. Necht posloupnost funkci
o0 . . - - - ~ s
(gn(:c))n:1 konverguje k funkci g(z) stejnomérné na mnoziné M. Pak posloupnost funkci

(oo}

(fa(@) + gn(2)),_,
konverguje k funkci f(z) + g(z) stejnomérné na mnoziné M.
Dakaz:
e vyjdeme z obou predpokladi:
(Ve > 0)(3np € N) : neNAn}no/\a:EMé‘fn(x)—f(:c)‘<§

(Ve > 0) (Imp € N) : meNAmMZmg A xeM=|gn(z)—glx)] <

DO ™

e polozme ¢y := max{ng, mo} a vezméme libovolné ¢ > 0

e pak pro vsechna ¢/ € N takova, ze £ > (g, a vsechna x € M plati
e €
|(fe(@) + ge(@)) = (f(2) + g(2))| < [fe(@) = f(2)| + |ge(z) — g(z)| < st5=¢

e to dokazuje jednak stejnomérnou konvergenci a jednak fakt, ze limitni funkci souCtové posloupnosti je skutecné
soucet limitnich funkci

1.2.11 Veta — supremalni kritérium

Necht f(x) a f,(x) pro vsechna n jsou funkce definované na mnoziné M. Oznacme

Op = Sup |fn(x) - f(I)|

xe M

pro kazdé n. Pak posloupnost funkci (fn(:c))zozl konverguje na mnoziné M stejnomérné k funkci f(z) pravé tehdy, kdyz
lim,, soo 0, = 0.

Dikaz:
e pro viechna z € M a vSechna n € N ziejmé plati nerovnost |f,(z) — f(z)| < on
e Prvni implikace:

— predpokladejme, ze lim, o, 0, =0

S . . -, , . o0 - . , . . , -
— z definice limity Ciselné posloupnosti (o), _, plyne, ze pro libovolné & > 0 existuje ng takové, ze |o,| =
opn < € pro véechna n > ng

— to znadi (jak vyplyva z definice suprema), Ze pro viechna n > ng a viechna = € M plati také | f(z)— f(z)| <
e,atedy fo(x) = f(x) na M

e Druhd implikace:

— predpokladejme, ze f,(z) = f(x) na M

— zvolme libovolné € > 0, k némuz jisté existuje ny takové, ze pro vSechna n > ng a vSechna x € M plati
nerovnost | fn(z) — f(z)| < /2

— odtud a z vlastnosti suprema plyne, ze pro n > ng plati 0,, < £/2 < ¢, a tedy lim,, o 0, =0

15



KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCI

1.2.12 Priklad

Znovu se navratme k prikladm 1.1.10 a 1.1.11. Pokusme se nyni uzit predchozi véty k demonstraci faktu, ze posloupnost

funkci i\ oo
(fal(@)),_, = <1+4en )

n=1

stejnomérné konverguje na R k limitni funkci f(z) = 1. Jasné je, ze

—a? —a?

e

1+4 1 PR

Op = SUp
z€R

= sup
z€R

n

~ . o0 - [ - . . -, . - - .
potazmo lim,, o, 0, = 0, a tedy (fn(:zr))nzl konverguje na mnoziné vsech realnych Cisel stejnomérné. Naproti tomu pro
posloupnost (g, (z))_, = (z")°—_, je oy := SUP,¢ (0,1 [2"] = 1 a lim,, o0 0, = 1. Dana posloupnost tedy na intervalu
(0, 1) stejnomérné nekonverguje. A podle pozndmky 1.2.8 tedy nemiize konvergovat ani na (0, 1). Tim je demonstrovana

uzitecnost véty 1.2.11.

1.2.13 Priklad

Vysetfujme stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci
22+ 22 +n?\"
22 +n? ey

2 2
f(z) = lim wzl, Dom(f) =0 =R.

n—oo  x2 4 n?

Nejprve snadno vypocteme limitni funkci

Oznacme nyni g, (x) := fu(x) — 1 = 122+—In2 Jelikoz chceme pro vysetieni stejnomérné konvergence uzit supremalniho

kritéria 1.2.11, bude tfeba urcit hodnotu suprema o, = sup,cg |gn(x)|. K jeho zjisténi uzijeme znalost pritbéhu funkce
gn(x). Z hodnoty prvni derivace ¢/,(z) = 2(n? — 22) /(2% + n?)? urcime stacionarni body = = +n podezrelé z lokalniho
extrému. Jelikoz je funkce g, () spojita vude na R, g, (0) = 0 a navic lim, o gn(2) = limz—, oo gn(x) = 0, je zfejmé,
ze bod 2 = n je bodem lokalniho (a tedy globalniho) maxima funkce g, (z) na R. Podobné: bod x = —n je bodem
globalniho minima funkce g,,(x). Graf funkce |g,,(x)| je vyobrazen na nasledujicim obrazku.

+ lg, ()]

v

|
S
S Lo ____

Obrazek 1.4
Graf funkce = — ’

2z
z24n?

Odtud tedy
_ _2n 1
on = gn(n) = o
potazmo lim,, o 0y, = lim, o =% = 0. Proto tedy zadana posloupnost konverguje na R ke své limitni funkci f(z) = 1
stejnomérné.
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1.3. VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI FUNKCI

1.2.14 Priklad

Rozhodnéme, zda konverguje posloupnost funkci
€T o0
(E)n:l
zadana na R ke své limitni funkci stejnomérné. Limitou této posloupnosti je nulova funkce (na celem R), a tudiz neni

prilis slozité zkoumat supremum

x ||
op =sup |— — 0| =sup —
zeR T zeR T

ze supremalniho kritéria. Snadno zjistime, ze 0,, = oo. Jelikoz limitou posloupnosti (an)zozl neni nula, nekonverguje
zadana posloupnost ke své limitni funkci stejnomérné. Budeme-li ovSem vySetfovat stejnomérnou konvergenci stejné
posloupnosti na intervalu (o, 3), situace se zméni. Za danych predpokladi totiz

2| _ max{lal, 81}

Op = SUp — = 3
z€(a,B) n

Tehdy ale lim,, ., 0, = 0, a zadana posloupnost proto konverguje na («, 3) stejnomérné. Posloupnost (%);’;1 tedy
konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu (dokonce i na kazdém otevieném intervalu, ktery je omezeny),
ale na celéem R stejnomérné nekonverguje.

1.2.15 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka

Posloupnost funkei (1.1) je stejnomérné konvergentni na M pravé tehdy, kdyz spliuje tzv. Bolzanovu-Cauchyovu pod-

minku tvaru
(Ve > 0)(Ing € N) : m,n=2ng Ax€M=|fu(z) = frm(z)] <e. (17)

Diikaz:
e Prvni implikace:

— necht (fn(:zr))zozl stejnomérné konverguje na M k jisté funkci f(x)

— pak pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, ze pro libovolna m,n € N takova, ze m,n > ng, a pro vsechna
x € M plati
€
A fm(@) = f(@)] <

[Fae) = f(@)] < :

N ™

— atedy

e Druhd implikace:

— necht posloupnost funkci splauje vztah (1.7)

— podle Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro Ciselné posloupnosti 1.1.8 posloupnost (1.1) konverguje bodové k
jisté funkci na mnoziné M (oznacme ji f(z))

— chceme dokazat f,,(z) = f(z) na M

€

— zvolme € > 0 a k Cislu 5 vyberme podle (1.7) ng tak, aby pro vsechna m,n > ng platilo

’fn(x) - fm(x)’ <

| ™

— pro libovolné pevné zvolené n > ny a pro m rostouci nade vsechny meze pak odsud dostaneme nerovnost
|fn(z) — f(z)| <e/2 < e platnou pro kazdé z € M

e tim je ditkaz zkompletovan

1.3 Vlastnosti posloupnosti funkci

V této sekci budeme demonstrovat, jak vyznamna je stejnomérna konvergence pfi zachovavani vlastnosti cleni funkcnich

posloupnosti. Ukazeme napriklad, ze pro stejnomérné konvergentni funkéni posloupnosti bude mozno libovolné zaménovat

poradi vybrané matematické operace (limitovani lim,_,, derivovani £ ¢i integrovani [ dx) a limitovani lim,, . .
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCI

1.3.1 Veta

Necht posloupnost (1.1) funkci spojitych na mnoziné M stejnomérné konverguje na M k funkci f(z). Potom je funkce
f(z) na M spojita.

Dikaz:

abychom dokazali spojitost funkce f(2) na M, musime dokazat spojitost pro kazdé ¢ € M

zvolme libovolné ¢ > 0

ze stejnomérné konvergence posloupnosti (fn(ac))f;l plyne, ze k Cislu ¢ existuje index ng tak, ze

(Vn € N)(n > no) (Vo € M) : | ful) — f(2)] < g (1.8)
ze spojitosti funkce f,,(z) v bodé ¢ plyne, ze k Cislu € existuje U(c) takové, ze
(Vo e U(c) N M) : | fao (@) = Fuo )] < % (1.9)

zvolime-li index ng tak, aby platilo (1.8), a okoli U(c) tak, aby platilo (1.9), dostavame celkem, ze k ¢islu ¢ > 0
existuje U(c) tak, ze pro vsechna x € U(c) N M plati

‘f(l‘) —f(C)‘ < |f($) _fno(‘r)| + |fn0(x) _fno(c)| + ‘fno(c) —f(C)‘ < E i

tim je dakaz dokoncen

1.3.2 Veta

Necht je pevné zvoleno ¢ € R. Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté 6 > 0 na intervalu (¢,c+6) k
funkci f(x). Necht kazda z funkci f,,(x) ma vlastni limitu lim, .., f,(x) = b,. Pak existuji vlastni limity lim, . b, a
lim, ., f(x) a jsou si rovny, tj.

Dikaz:

lim lim f,(z) = lim lim f,(z). (1.10)

Nn—00 T—>C4 T—+Cqp N—+00

e Prvni Cast (existence limit):

podle predpokladu konverguje posloupnost (fn(ac))f;l stejnomérné na intervalu (c,c + 0)

tedy pro libovolné pevné zvolené £ > 0 existuje podle véty 1.2.15 ny € N tak, ze pro vSechna m,n > ng a
vsechna z € (¢, c+ ) plati nerovnost

[ Finle) = fule)] < 5 (L.11)

dale vyuzijeme predpokladu existence vlastnich limit funkci f,,(x) a fn,(z) v bodé x = ¢ zprava
pro libovolné zvolend m, n > ng tudiz existuji (z definice pravé limity funkce) isla 01,2 € R takova, ze
3

3 c<r<c+d = |fn(:c)—bn|<E

3 (1.12)

c<z<c+6 = |fm(x) —bn| <

nebot lim, ., fn(x) = by a limy_se, fro(x) = by
chceme dokazat, ze pro m,n > ng je |by, — by| < e
zvolime-li nyni « tak, ze ¢ < & < ¢ + min{0, 91, 02}, je (viz nerovnosti (1.11) a (1.12))

b = bl < [brs = Fin (@)] + [ (@) = fu@)| + [fal@) =ba| < S+ 545 =<

tedy pro kazdé £ > 0 existuje n tak, ze pro vsechna m,n = ng je |b,, —by,| < €, a podle Bolzanovy-Cauchyovy
podminky 1.1.8 pro limity Ciselnych posloupnosti tudiz existuje vlastni limita posloupnosti (b,,)52 4

oznaCme tuto limitu jako b, tj. lim,, ,o, b, = b
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1.3. VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI FUNKCI

e Druha cast (rovnost limit):

— zbyva dokazat, ze lim, ., f(x) =b
— jelikoz lim,, o b, = b, existuje pro libovolné pevné zvolené £ > 0 index ¢y, € N takovy, ze pro jakékoliv
n > {y plati
€
|bn =] < 3

jelikoz na intervalu (¢, ¢+ 6) plati f,,(x) = f(x), existuje pro kazdé e > 0 index ny € N tak, ze pro jakykoli
index n = ng a pro jakykoli bod z € (¢, ¢+ ) plati

Wl ™

polozime-li mq := max{¢y, no}, pak pro kazdé m > mg existuje (diky existenci limity funkce f,,(z) v bodé
x = c zprava) Cislo 63 > 0 tak, ze pro kazdé z € (c,c+ d3) je
5

|fm(‘r) - bm' < 3

polozime-li A := min{J, d3}, plyne z trojahelnikové nerovnosti, ze pro jakékoli = € (¢,c + A) plati

|ﬂ@—ﬂ<ﬁ@%¢ﬂ@h¢m@%¢ﬂ+wm—m<§+§+§:a

skutecné tedy lim, ., f(z) =0

1.3.3 Veta

Necht je pevné zvoleno ¢ € R. Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté 6 > 0 na intervalu (¢ — d,¢) k
funkci f(z). Necht kazda z funkci f,,(x) ma vlastni limitu lim,_,._ f,(x) = b,,. Pak existuji vlastni limity lim,, . b,, a
lim,,._ f(x) a jsou si rovny, tj.

lim lim f,(z) = lim lim f,(z). (1.13)

n—oo r—Cc_ r—Cc_ N—00

Dikaz:

e dtkaz vyplyva z predeslé véty po dosazeni g, (y) = fn(—y)

konverguji-li totiz funkce f,,(x) stejnomérné na intervalu (c—d, ¢), znadi to, ze funkce g,,(y) konverguji stejnomérné
na (d,d+9), kde d = —c

e dale

lm fu(@)=| "~ " | = lim ga(y) = bn

T—c_ E— y—dy

pak podle (1.10) plati

lim lim f,(z) = lim lim g¢,(y) = lim lim g,(y) = lim lim f,(2)

n—00 T—C_ n—0o0 y—rd y—d4 n—00 T—>C_ N—>00

to kompletuje dikaz

1.3.4 Priklad
Nerovnost
1= lim lim z" # lim lim 2" =0
n—oo x—1_ rx—1_ n—oo
a rovnost

0= lim lim 2" — lim lim 2" =0
n—oo x—04 z—04 n—oo

pIné koresponduji s faktem, Ze posloupnost funkci (w")zo:l konverguje stejnomérné na jakémkoli intervalu (0,¢) (¢ < 1),
ale nekonverguje stejnomérné na zadném intervalu (u, 1).
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCI

1.3.5 Dasledek

Necht je pevné zvoleno ¢ € R. Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté 6 > 0 na intervalu (¢ — 4, c+4)
k funkci f(x). Necht kazda z funkci f,,(x) ma vlastni limitu lim,_,. f,,(z) = b,,. Pak existuji vlastni limity lim,,_,~ b,
a lim, . f(x) a jsou si rovny, tj.

lim lim f,(x) = lim lim f,(z).

n—oo r—Cc r—CN—00

1.3.6 Poznamka

Tvrzeni predeslych vét 1.3.2 a 1.3.3 Ize zobecnit také na konvergenci k plus, resp. minus nekonecnu. To bude naplni
nasledujicich dvou vét.

1.3.7 Veta

Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté K > 0 na intervalu (K, 00) k funkci f(z). Necht kazda z funkci
frn(x) ma vlastni limitu lim,_, o f(z) = b,,. Pak existuji vlastni limity lim,, o b, a lim,_,~ f(x) a jsou si rovny, tj.

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).
n—00 T—00 T—00 N—+00

Dikaz:
e Prvni Cast (existence limit):

— podle predpokladu konverguje posloupnost (fn(:zr))zozl stejnomérné na intervalu (K, 0o)

— tedy pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 existuje podle véty 1.2.15 index ng € N tak, ze pro vsechna m,n > ng
a véechna = € (X, 00) plati nerovnost

| fon (@) = fu(2)| < g (1.14)

— dale vyuzijeme druhého predpokladu, a sice existence vlastnich limit funkci f,(x) a fm(x) pro z rostouci
nade vsechny meze

— pro libovolné zvolenda m,n > ng totiz existuji (z definice limity funkci f,,(z) a fm(x) pro x jdouci k plus
nekonecnu) Cisla K1,K2 € R takova, ze

Tz >K = ’fm(:v) —bm‘ < %, T > Ky = ‘fn(x) —bn‘ < c (1.15)

3’
nebot lim, oo frn(x) = by @ limy o0 frn(z) = by

— chceme dokazat, ze pro m,n > ng je |by, — by| < e

— zvolime-li nyni = tak, ze x > max{K, Ky, Kz}, plati (jak je patrno z nerovnosti (1.14) a (1.15))

b = bu] < [bin = Fn(@)| + [ (@) = ful@)| + [Fa(@) = ba| < S+ 5+ 2 =¢

— tedy pro kazdé € > 0 existuje ng tak, ze pro véechna m,n > ng je |b,, —bn| < €, a podle Bolzanovy-Cauchyovy
podminky 1.1.8 pro limity Ciselnych posloupnosti tudiz existuje vlastni limita posloupnosti (b,,)52 4

— oznacme tuto limitu jako b, tj. lim, oo b, = b
e Druha cast (rovnost limit):

— zbyva dokazat, ze lim, o f(z) = b

— jelikoz lim,,_, o, b, = b, existuje pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 index ¢, € N takovy, ze pro jakékoliv
n > fqy plati
€
[bn = 8] < 3

— jelikoz na intervalu (K, 00) plati f,(x) = f(x), existuje pro kazdé € > 0 index ng € N tak, ze pro jakykoli
index n = ng a pro jakykoli bod x € (X, o) plati

Wl m
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1.3. VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI FUNKCI

— polozime-li mg := max{ly,no}, pak pro kazdé m > mg existuje (diky existenci limity funkce f,,(z) v plus
nekonecnu) Cislo K3 > 0 tak, ze pro kazdé z € (K3, 00) je

[Fn(@) = bm| < 3

— polozime-li K := max{K, K3}, vidime, Ze pro kazdé z € (X, c0) plati

(@) = b < |£(@) = Fan @) + | (@) =] + o =0 < 5 + 545 =€

— skutecné tedy lim, o f(z) = b

1.3.8 Veta

Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté K < 0 na intervalu (—oo,K) k funkci f(z). Necht kazda z
funkci f,,(z) ma vlastni limitu lim,_, o fn(2) = by,. Pak existuji vlastni limity lim, o b, a lim,_, o f(z) a jsou si
rovny, tj.

lim lim f,(z)= lim lim f,(z).

n—o00 r——0o0 T—>—00 N—00
Diikaz:
e dtkaz vyplyva z predeslé véty po dosazeni g, (y) = fn(—y)

e konverguji-li funkce f,(x) stejnomérné na (—oo,K), znadi to, ze funkce g, (y) konverguji stejnomérné na (L, c0),
kdeL=—-K>0

o dale lim, , o fn(z) = ’ y=—x ‘ = limy— 00 gn(y) = by,
e pak podle predeslé véty plati

lim lim f,(z)= lim lim g¢,(y) = lim lim g,(y) = lim lim f,(x)

1.3.9 Veta

Necht je dana posloupnost (fn(x))zo:l funkci spojitych na uzavieném intervalu (a, b). Necht tato posloupnost stejno-
mérné konverguje na intervalu (a, b) k funkci f(z). Potom plati

b b
/f(ac)dx: lim fn(x)da. (1.16)

n—oo a

Diikaz:
e funkce f1(x), fo(x),... jsou na (a,b) spojité a proto vsechny integraly f; fn(x) dx konverguji
e podle véty 1.3.1 je vsak spojita také funkce f(z) a leva strana rovnosti (1.16) tedy rovnéz existuje

e oznacime-li

= / o) ar,

je nasim kolem prokazat, ze posloupnost (v,) -, konverguje k hodnoté ~ := f: f(z)dz, tj. ze pro kazdé € > 0
existuje index ng € IN takovy, ze pro vsechna n > ng je splnéna nerovnost

/abfn(x)d:v - /abf(x)dx

e z definice stejnomérné konvergence 1.2.1 plyne, ze k pevné zvolenému Cislu € > 0 existuje ng tak, ze

"771_'7’: <e

g

(Vn € N)(n = no) (Va € (a,b)) : | fu(z) — f(z)| < T
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e odtud a z vét o integralu funkce jedné proménné plyne

bfn(:c) dr — bf(:c) dx
[ pwrse= |

<= g o)1 <555

b b
- / (ful2) — f(2) da </ | fulz) — f(z)] dz <

g

-(b—a)=c¢,
coz podle definice limity dokazuje platnost vztahu (1.16)

1.3.10 Poznamka

Obsah predeslé véty lze vyjadrit také jednoduchou vétou: "Stejnomérné konvergentni posloupnost spojitych funkci Ize
na uzavreném intervalu integrovat clen po ¢lenu,"tedy

1.3.11 Priklad

Vypoctéme limitu
30,2,2

. n°x
lim — 5 dz
n—oo Jg N+
. ~ P - ~ o . . -~ -~ ’ -~ . e e 2.2
pfi pouziti zdmény poradi integrace a limity. Aby bylo mozno toto poradi zaménit, musi posloupnost funkci f,,(z) = 7577

podle véty 1.3.9 stejnomérné konvergovat na intervalu (0, 3). Jelikoz lim,,_, f,(z) = 22, budeme zkoumat supremum

2.2
n-x 2

n? 4+ x2

74

= sup ——— =: sup gn(x).

Op = Sup
21 .2
2€(0,3) N7+ T 2€(0,3)

z€(0,3)

Jelikoz je ale funkce g, () vSude na R rostouci, jak lze snadno zjistit analyzou prvni derivace, nastava jeji extrém v
bodé = = 3. Proto o, = ¢,,(3) = n28—-1|-9' Jelikoz lim,, ;o 0, = 0, konverguje zkoumana posloupnost na intervalu (0, 3)
stejnomérné. A proto tedy

. 3 2,2 3 22 3 )
lim -5 dr = lim 3 5 dz = x dr = 9.
n—oo g N +x g Mo n +x 0

1.3.12 Priklad

zn+1 1
n+1 0
platnd navzdory tomu, ze posloupnost (z,,)52 ; nekonverguje na (0, 1) ke své limitni funkci stejnomérné.

. o 1. 1 . 1 . . .
Rovnost vyrazii [, lim, ;o 2™ dz = [; 0dz = 0 a lim, 0 [ 2™ dz = lim, o0 = lim, 00 n+r1 =0 je ale

1.3.13 Veta

Necht je dana posloupnost (1.1) funkci diferencovatelnych na otevieném intervalu (a,b) takova, ze pro alespon jedno

. J 00 . , . , S . - .
¢ € (a,b) ciselna posloupnost (f.(c)) _, konverguje. Necht navic posloupnost (f;(x)) _, stejnomérné konverguje
na (a,b). Potom také posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje na (a,b). Navic, oznacime-li jeji limitu f(z), je tato

diferencovatelna na (a,b) a pro kazdé = € (a,b) plati rovnost
f'(@) = lim f(x).
Diikaz:
e Predpoklady véty:

— zvolme € > 0 libovolné

— jelikoz posloupnost (f,’l(x))zozl stejnomérné konverguje na (a,b), existuje podle Bolzanovy-Cauchyovy pod-
minky 1.2.15 zcela jisté ng € N tak, ze pro jakékoliv indexy m,n > ngy a vSechna z € (a,b) je splnéna

nerovnost B -
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— diky bodové konvergenci Ciselné posloupnosti (fn(c))zo:1 navic také existuje (podle 1.1.8) index 19 € N tak,
ze pro libovolné m,n > ng plati

| fm(€) = fu(e)] < (1.18)

N ™

— oznacme ¢y := max{ng, ng }

— pak jsou pro libovolné indexy m,n > ¢y splnény jak podminka (1.17), tak také (1.18)

e Prvni ¢ast dakazu:

zaved me funkci g(z) definicnim predpisem g(x) := f(x) — fu(x)

podle Lagrangeovy véty o prirastku 1.3.15 existuje mezi body ¢ a = € (a,b) Cislo ¢ takové, ze

9(x) —g(c) =¢'(§) (x — )

toto tvrzeni plati dokonce i tehdy, je-li za = zvoleno samo ¢, tj. pro z = ¢

za predeslych predpoklada plati

Fm(@) = fo(@) = fn(c) + fulc) = (@ — ¢) (f(&) = £1(£))

odtud ale

2(b—a)

9 9 9
I =

<E+‘_‘. €
SpTheTe 200—a) 2

€
¢
2

to ale neznadi nic jiného, nez ze posloupnost (fn(x))zozl stejnomérné konverguje na (a, b)

e Druha cast dikazu:
rovna pravé limité lim, ., f/,(z0)
— zvolme tedy libovolné xy € (a,b) a také pevné § > 0 takové, ze a + 6 < xg < b—19§

— polozme

() = Jnl(zo + h;)L - fn(ilﬁo)7 o(h) = fxo + h})L — f(x0) (1.19)

— obé funkce jsou tedy definovany na intervalu (—4,0) U (0, §)
— snadno Ize ukazat, ze

— definujme jesté pomocnou funkci 7(h) := f(h) — fu(h)

— z Lagrangeovy véty o prirtistku 1.3.15 vyplyva, ze mezi body ¢ a 2o + h jisté existuje Cislo £ tak, ze plati
(o +h) — T(x0) = h - T'(€)

— to jest

Inlto + 1) = Jnlto) _ Julto + W) = Jnl0) _ g1 i) g1 o),

respektive

Om(h) = pn(h) = f,,() = f1(E)

— z predpokladu (1.17) tudiz vyplyva nerovnost
lem(h) = @n(R)] < [ f1a(€) = 1 (E)] <&

coz prokazuje, ze posloupnost (Lpn(a:))zozl stejnomérné konverguje na mnoziné (—4,0) U (0, ) k funkci ¢(x)
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KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI FUNKCI

— ze vztahu (1.19) navic trivialné vyplyva, ze

. T gl
Jim o (h) = lim gu(h) = f3(a0)

tim jsou naplnény predpoklady vét 1.3.2 a 1.3.3, a sice klademe-li v obou vétach 6, ¢, (h), @(h), f/(x0) a0
za symboly 9, fu(x), f(z), bn ac

z vét 1.3.2 a 1.3.3 pak tedy vyplyvaji rovnosti

. _ . _ . / . _ . _ . !
o5, U = [0, o = g Fulo), B () = g B = 5 Fn(0)

vzhledem k definicnimu predpisu (1.19) funkce ¢(h) odtud plyne, ze

lim f/ (zo) = lim fleoth) = flzo) f'(x0)

n— 00 h—0 h

1.3.14 Poznamka

Znéni véty 1.3.13 lze vyjadrit také jednoduchou vétou: "Posloupnost diferencovatelnych funkci, jez konverguje alespon
v jednom bodg, |ze na otevieném intervalu derivovat clen po clenu, pokud je na ném posloupnost sestavena z derivaci
pavodnich funkci stejnomérné konvergentni."Pak (lim,, o fn ()" = lim, o0 £ (z).

1.3.15 Poznamka — Lagrangeova veta o prirlistku

Necht je dana funkce f(z) : R — R, jez je spojita na intervalu {(a,b) a ma v kazdém bodé otevreného intervalu (a,b)
vlastni ¢i nevlastni derivaci f’(x). Potom v intervalu (a,b) existuje alespon jedno Cislo £ € (a,b) tak, ze plati rovnost

f() = fla) = f'(€) (b —a).

1.3.16 Priklad

Pokusme se nyni vysetfit stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

1
n ( r+1- \/E)
n=1
na intervalu I = (0, 00). Limitni funkci je funkce f(z) = 2y/x. Dale
1 1
On = sup —2y/x| = sup T+ - =z |.
zERT n( :17—|—%—\/E) zERT n

Funkce g,,(z) := \/x + % — /7 je ale na celém R zjevné klesajici, a proto o, = g,(0) = ﬁ Jelikoz lim,, 00 0y = 0,
konverguje vysetfovana posloupnost k funkci f(x) = 24/x stejnomérné.

1.3.17 Priklad

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci ({‘/1 + :C")Zozl na mnoziné A = (0,00). Tentokrat ma limitni
funkce tvar

f(z) = lim (1+2")" = 1 ... ze(0,1)

n—0o0 T ... x> 1.
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A f( X)

v

Obrazek 1.5
Graf limitni funkce f(z).

Nyni vySetfime stejnomérnou konvergenci. Vidime, ze

o, = sup ’\"/1+:v"—f(x)’=max{ sup ‘\"/1—1—96"—1
)

zGRSr z€(0,1

7sup‘ V14 — :C’} =:
r>1

=:max{ sup |gn(2)|,sup|h,(2)| p = max{an,, Bn}.
z€(0,1) z>1

Nejprve budeme hledat extrém funkce g, (x) na mnoziné (0, 1), kde plati
1

g (z) =21 (14 2™) > 0.

Funkce je tudiz na zminéné mnozin€ spojité a rostouci, proto ay, = sup,¢ .1y [9n(z)| = g(1) = {/2 — 1. Dale vysetiime
extrém funkce h,,(z) na mnoziné (1, 00), kde plati
I n—1 nyZ—1
hyp(z) =2"""(1+2")" " —-1<0,

nebot pro & > 1 jsou splnény ekvivalentni nerovnosti

1 1 1
2" (1427 —1<0 = 1+ —= <1+ —.
xn "

Funkce h,,(z) je tudiz na mnoziné (1, c0) spojita a klesajici, tedy

Bn = sup b, ()] = h(1) = V2 - 1.

r>1

Odsud o, = {/2 — 1. A protoze lim,,_,o 0, = 0, konverguje zadana posloupnost na mnoziné A ke své limitni funkci
f(z) stejnomérné.

1.3.18 Priklad
Pro Gcely dalsich vypocta stanovime limitu
(2n)!!
hm D u——
n—oo (2n + 1)!!

o0
Posloupnost (%) je nezaporna, monoténni a omezena, tudiz ma limitu. Oznacme ji a. Jak je zfejmé, plati
“/n=1

) (2n)!! a
lim —————— = —.
n—oo 2(2n + 1! 2
Matematickou indukci snadno ukazeme, ze plati nerovnost
(2n)!! (2n — 1N
2n+1)I1 7 (2n)!
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Pak tedy o "
n— !
b nh_r}rgo (2n)!! s

Navic jesté
2n — ! 2n)!! 1
lim (2n ) - lim (2n) = lim =
n—oo  (2n)!l mnooo 2n 4+ 1)1 nooco 2n+1

Odtud b-a =0, a proto b = 0. Matematicka indukce také vede ke vztahu

120 _ 20+ 1)
2@2n+ 1! T 2n+2)1

Odsud o\l
T CLOL Y
n—oo 2(2n+ I 2
Uzavirame tedy, ze
I (2n)lt 0
nooo (2n+ DI

1.3.19 Priklad

Necht b € (0,1) je pevné zvoleny koeficient. Pokusme se dokazat, ze bodova limitu

lim bb+1)(b+2)...(b+n—1)

je nulova. Jeji hodnotu lze zuzitkovat napf. pfi hledani Maclaurinovych fad funkci tvaru f(z) = (1 + aa™)?. Jak je

zfejmé, plati rovnost
b e —
lim b+1)(b+2)...(b+n—-1) ~ i e

In( b+ 1)(42)... (bn—1) )

Mame tedy prokazat, ze

/— lim 1n<b(b—l—1)(174—2)...(b+n—1)) .
Snadno ale nahlédneme, ze
L b+i—1 > b4i—1
/= nh_)rrgo ;:1 In (f) = ;:1 In (f) =

= iln <1 —
i=1

Jelikoz ale ciselna fada >, % diverguje k plus nekonecnu, vyplyva odtud, ze £ = —o0, nebot b—1 < 0 diky skutecnosti,
ze b € (0,1). Pak snadno

1—b> >0 “bh-1 1
)= > >:

r) < —x i=1 i=1

o b+ D(b+2). (b n—1)

n—o0 n!

=0.

1.4 Cviceni

Cviceni 1.1
Naleznéte limitni funkci posloupnosti

Cviceni 1.2

Naleznéte limitni funkci posloupnosti

Cviceni 1.3
Dokazte tvrzeni lemmatu 1.2.7.
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Cviceni 1.4
Dokazte lemma 1.2.9.

Cviceni 1.5

Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkci (fn(z)) ", kde

3
n
fulz) = ==,

a urcete jeji limitni funkci.

Cviceni 1.6
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkci (fn(gc))oo kde

n=1’

x
a urcete jeji limitni funkci.
Cviceni 1.7
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkci (fn(x))zozl, kde
m2n
Fnl@) = T2

a urcete jeji limitni funkci. Na zakladé znalosti limitni funkce rozhodnéte o stejnomérné konvergenci zadané posloupnosti.

Cviceni 1.8
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkci (fn(gc))oo kde

n=1’

fu(z) =202 s,

n

a urCete jeji limitni funkci.

Cviceni 1.9
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkci (fn(z)) ", kde

1 +I2n+1
fn(z) = T

a urcete jeji limitni funkci. Na zakladé znalosti limitni funkce rozhodnéte o stejnomérné konvergenci zadané posloupnosti.

Cviceni 1.10

Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkci (fn(z)) ", kde

n2
fn(x) — ‘/TL2£C”("+1),

a urCete jeji limitni funkci.

Cviceni 1.11

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

(viTe™)

(oo}

n=1

na mnoziné viech nezapornych realnych Cisel.

Cviceni 1.12

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

(arctg (M#W) ) :0:1
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Cviceni 1.13
Rozhodnéte, zda posloupnost funkci (fn(x))oo kde

n=1"

konverguje stejnomérné na mnoziné a) (—1,1), resp. b) (—2,2).

Cviceni 1.14

Rozhodnéte, zda posloupnost funkeci (" — 2™+

oo . . -~ -~ ~r
)n:1 konverguje stejnomérné na mnoziné (0, 1).

Cviceni 1.15

Rozhodnéte, zda posloupnost funkci (z

n 2n H H P 3%
- )n:I konverguje stejnomérné na mnoziné (0, 1).

Cviceni 1.16
Rozhodnéte, zda posloupnost funkei (fn(z))°" ., kde

n=1’
nx

fn(z) = ———

konverguje stejnomé&rné na mnoziné a) (0,2), b) R™.

Cviceni 1.17

Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci (fn(a:))zozl, kde

/ 1
fn(.'.l?): x2+g7

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 1.18

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci (fn(z)) ", kde

na mnozinach a) R*, b) (1, 0).

Cviceni 1.19

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci (fn(z)) ", kde

Ful@) = sin(nx) 7

n

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 1.20

Vy3etFete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci (x arctg(nz))

o0 . e,
,—, ha jejim oboru konvergence.

Cviceni 1.21
Rozhodnéte, zda posloupnost funkei (fn(z)) ", kde

n=1’

konverguje stejnomé&rné na mnoziné a) (0, 5), resp. b) R*.

Cviceni 1.22
Rozhodnéte, zda posloupnost funkci
1+xn+l sl
< I+an )n:l
konverguje stejnomérné na mnoziné (0, c0). Poznamka: Pfi vy3etfovani extrému funkce (pro supremalni kritérium) je nutno se
obejit bez explicitni znalosti stacionarniho bodu.
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Cviceni 1.23

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkci (/2" + x”):;l na mnoziné (0, c0).

Cviceni 1.24
Ukazte, ze posloupnost funkei (fn(z)) ., kde

n=1’
1 n
fulw) = -arctg(a”),
konverguje na R stejnomérng, ale
/
(Jim fu@)) (1) # lim £(1).

n—oo

Cviceni 1.25

Ukazte, ze posloupnost funkci (nz e

—na?

)., konverguje na intervalu (0, 1), avsak
1 1

/ lim fn(z)dz # lim fn(z)da.
0 n—oo n—o0 0

Cviceni 1.26

Rozhodnéte, zda plati rovnost

. ! nx ! . nx
lim T 2.4 dr = lim T 2.4 dz.
n—oo [q 1 + n<x g n—oo 1 + ncx

Cviceni 1.27

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

n? =~
((x+n)(:c+n+ 1))n:1
na mnoziné (0, co).

Cviceni 1.28

Rozhodnéte, zda je splnéna rovnost

. 12 In(n) 22 12 pln(n)2?
lim ———dz = lim ———
n—oo Jq 1+ n3z4 0 mn—oo 1+ n3z4

Cviceni 1.29

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

na mnoziné a) R, resp. b) M = (0, ¢), kde ¢ > 0.

Cviceni 1.30

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

()

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 1.31

Rozhodnéte, zda funkéni posloupnost

((2n+1)!! ﬁ)‘x’
@Cn+2)!'2n ) _,

stejnomérné konverguje na intervalu (—1,1).

Cviceni 1.32

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

n? 4+ 322\~
n3 + $3

n=1

na mnoziné (0, co).
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Cviceni 1.33

2 _—nzx

Vy3etFete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci (2naz*e™"" + 3ze™"*)""  na mnozing (0, c0).

Cviceni 1.34

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkci

(55).
r—1),,

na mnoziné (0,1).

Cviceni 1.35

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkei (fn(z)) " ., kde

n=1’
1 n? "
ful@) = NG <n2 + 5nx + 2)
na mnoziné R™.

Cviceni 1.36

Rozhodnéte, zda je pro posloupnost funkci

In?(n)

<ln(x4 +4n?2? + 4n4) ) >~
n=2

splnéna rovnost

(1im fn(m))/: lim /) (x).

n—oo n—o0

Cviceni 1.37

Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

na mnoziné (0, c0).

Cviceni 1.38
Vypoctéte ’
. /3 1+ 9nx — 4n%a? + 4n323
lim
n—oo J, 2n — n2x + n3x2
Cviceni 1.39

Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

n=1

na mnoziné (0, co).
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Kapitola 2

Rady funkci

Zavedeme-li do predpisu Ciselné fady > ° | a,, proménnou veli¢inu, podobné jako jsme to ucinili pro posloupnosti v
prvni kapitole téchto skript, obdrzime tzv. fadu funkci. Budeme-li zkoumat nékteré vlastnosti funkcnich rad, zjistime, ze
samotné bodové konvergence je pro garanci jistych vlastnosti prilis slaba, a ze bude tudiz nutno (v analogii k funkcnim
posloupnostem) zavést silnéjsi pojem konvergence, tj. konvergenci stejnomérnou.

2.1 Bodova konvergence rad funkci

V prvnim oddile druhé kapitoly budeme definovat zakladni pojmy pro teorii funkcnich rad a vyslovime néktera kritéria
pro jejich bodovou konvergenci.

2.1.1 Umluva

V celé kapitole jsou symboly m, n, ng vyhrazeny pro prirozena Cisla.

2.1.2 Definice

Necht je dana posloupnost funkei (1.1) definovana na neprazdné mnoziné M C R. Potom nekonecny soucet

fi(z) + folx) + ...+ falz) + ...

nazyvame radou funkci na M a znaCime symbolem

> fal). (2.1)
n=1

2.1.3 Definice

Necht je dana funkeni fada (2.1) definovana na mnoziné M. Funkei s, (z) = >} _; fu(z) pron € N a z € M budeme
nazyvat n—tym castecnym souctem rady (2.1) a posloupnost (sn(:v))zozl pak posloupnosti ¢astecnych soucti dané rady.

2.1.4 Definice

Necht je dana funkéni fada (2.1) definovand na mnoziné M. Necht (sn(a:))zo:l je prislusna posloupnost ¢astecnych
souctd. Rekneme, 7e fada (2.1) konverguje v bodé ¢ € M, jestlize konverguje Ciselna posloupnost (sn(c))zo:l. Rekneme,
ze fada (2.1) konverguje (bodové) na mnoziné N C M, jestlize konverguje v kazdém bodé mnoziny N. Vlastni limitu

posloupnosti castecnych souctii pak nazyvame souctem rady (2.1) a zapisujeme
oo
s@) =3 fala). (22)
n=1

Definicni obor Dom(s), tj. mnozinu viech ¢ € M, pro néz posloupnost (sn(c))zozl konverguje, budeme déle nazyvat
oborem konvergence rady (2.1) a znacit symbolem O.
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2.1.5 Poznamka

Obor konvergence fady (2.1) je tedy mnozina vsech ¢ € M, pro néz Ciselna rada )~ | f.(c) konverguje. Pfipominame, ze
soucet s(x) konvergentni funkcni fady je na oboru konvergence O (diky poznamce 1.1.3) redlnou funkci redlné proménné.
Kromé pripadu konvergentnich rad rozeznavame také rady divergujici k plus nebo minus nekonecnu, popr. rady oscilujici
(tj. takové, jejichz soucty neexistuji ani jako vlastni ani jako nevlastni).

2.1.6 Poznamka

Diky symbolickému zépisu (2.2) Ize na symbol Y, f.(z) nahlizet dvojim zpisobem: jednak jako na fadu funkci a
jednak jako na jeji souCet. Z kontextu bude ale vzdy zfejmé, o ktery vyznam se jedna.

2.1.7 Priklad

Uvazme radu
Z az™, (2.3)
n=0

kde a € R je jeji jediny parametr. Takovou radu byva zvykem nazyvat geometrickou fadou s kvocientem x. Pro jeji n—ty
castecny soucet s, (r) = a + ax + axr® + azx® + ... + ax™ ! plati, jak se Ize lehce presvédcit, jednoducha rovnice

sn(x) —a

=a+tar+ar? +ar® +.. +az" =5, 1(7) = s,(2) — ax" ",

odkud pak vyplyva vztah
1—2a"

1—2

sn(x) =a

platny pro pripad, kdy kvocient = neni jednotkovy. Pokud = = 1, pak Ize ale trivialné nahlédnout, ze s, (z) je konstantni
funkci, a to s, () = na. Jelikoz je soucet rady definovan jako limita posloupnosti ¢astecnych souctd, je souctem fady
(2.3) funkce

To ovsem pouze pro pripad, kdy |z| < 1. Tedy souctem geometrické fady s kvocientem z intervalu (—1,1) je podil
prvniho jejiho Clenu a rozdilu 1 — x. Pro |z| > 1 fada diverguje, kromé trivialniho pfipadu, kdy a = 0.

2.1.8 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka

Rada funkci (2.1) zadana na mnoziné M konverguje v bodé ¢ € M pravé tehdy, kdyz spliuje tzv. Bolzanovu-Cauchyovu
podminku tvaru

(Ve >0) (Ing € N) : m>n2no = |fari(e) + fara(c) + fara(e) + ..+ fmlc)| <e. (2.4)
Diikaz:
e oznatme s, (x) = Y_._; fr(x) n—ty Castecny soucet fady (2.1)
e z predpokladt a z definice bodové konvergence vime, ze posloupnost (sn(x)):il konverguje v bodé ¢ € M
e pak jsou ale naplnény predpoklady véty 1.1.8, tudiz vyrok
(Ve > 0) (Ing € N) : m,n = ng = |sm(c) — snlc)| <e
je ekvivalentni bodové konvergenci fady > > | f,,(c)

e odtud ale dostavame, ze plati

> (e) = frle)
k=1

k=1

‘Sm(c) - Sn(c)| = = |fn+1(c) + fare(c) + foas(c) +... + fm(c)‘ <g,

coz finalizuje dikaz
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2.1.9 Veta

Necht "> | fu(x) je konvergentni funkéni fada majici na neprazdné mnoziné M soucet s(z). Necht >0 | g, (z) je kon-
vergentni funkéni Fada majici na neprazdné mnoziné N soucet ¢(z). Necht M NN # (). Pak fada 7" | (fu(2) + gn())
konverguje na M N N a jejim souctem na M N N je funkce s(x) + t(z).

Dikaz:

oznatme s, (z) = Y p_, fr(z) n—ty Castecny soucet fady > > | fu(z) a t,(x) = D7_, gr(x) n—ty Eastecny
soucet fady >~ | gn(z)

oznacime-li r,, (z) n—ty Castecny soucet fady >, (f,(x) + gn(z)), plati rovnost ry, (z) = s, () + t,(2)
jelikoz je bodova konvergence rad dédicnou vlastnosti (viz cviceni 2.1), konverguji obé rady na praniku M N N
z predpokladd dokazované véty vyplyva, ze s,(x) — s(x) na M NN a podobné ¢, (z) — t(x) na M NN

tudiz pro jakékoliv e > 0 a jakékoliv c € M N N existuje ng € N tak, ze pro n > ng plati
’sn(c) — s(c)‘ <

pro ono zminéné ¢ > 0 existuje ale také mg € N tak, ze pro m > my plati

wlo Vo oo

’tm(c) - t(c)’ <
polozime-li ¢ := max{ng, mg}, je pro libovolné ¢ > ¢y splnéna nerovnost

[re(e) = (s(e) + ()| < [se(c) = s(e)| + [te(c) = t(c)| < % + % =,

coz implikuje jednak fakt, ze fada > " | (fu(2) 4 gn(2)) konverguje v kazdém bodé ¢ € M N N (tedy bodové na
M N N) a jednak skutecnost, ze prislusnym souctem je pravé funkce r(x) = s(x) + t(x), kde Dom(r) = M N N

tim je dikaz proveden

2.1.10 Lemma

Necht > > | f.(z) je konvergentni funkéni fada majici na neprazdné mnoziné M soucet s(z). Pak pro kazdé ¢ € R
konverguje na M také fada > ", ¢ f,(x) a jejim souctem na mnoziné M je funkce ¢ - s(z).

2.1.11 \Veta

Necht > | f..(z) je konvergentni funkéni fada majici na neprazdné mnoziné M soucet s(z). Necht je dale dana funkce

g9(z)

: M — R. Pakrada Y 7 g(z) fn(x) konverguje na M a jejim souctem na mnoziné M je funkce g(x) - s(z).

Dikaz:

zvolme ¢ € M libovolné a oznacme s,,(z) = > ,_, fr(z) n—ty astecny soucet rady > - | fn(x)

z predpokladu, ze Y77 | f,.(c) konverguje, je patrno, ze pro £ > 0 existuje ng tak, ze pro kazdé n = ng plati

|sn(c) = s(c)] < W (g(c) #0)

oznatme t,(x) = > _, g(x) fr(x) n—ty Castecny soucet fady >~ | g(z) fu(x)

zjevné plati t,,(z) = g(x) sp(z), odkud pak

[ta(c) = g(c) - s(c)| = |g(c) - sn(e) = g(c) - s(c)| = [g(c)] - |sn(e) — s(c)| < lg(c)l

l9(c)]

to znamend, ze rada Y .~ ; g(z) fn(x) konverguje v bodé ¢ € M k ¢islu g(c) - s(c)
a protoze bylo ¢ vybrano libovolné, je nyni prokdzana platnost dokazovaného tvrzeni

poznamka: v pfipadé, ze g(c) = 0, plati dokazované tvrzeni trivialné
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2.1.12 \Veta

Necht & € N. Potom funkcni fady >, fu(x) a 3.7, fn(z) budto obé konverguji nebo obé diverguji k +o0o nebo
obé diverguji k —co nebo obé osciluji. Oznacime-li s(x) soucet fady Y~ " | fn(z) a t(x) soucet fady Y >, | fn(z), pak
plati

s(x) = fi(@) + f2l2) + .+ fil@) + H(2)

za predpokladu, ze obé rady konverguji.

Dikaz:

e oznaime s,(x) = > ,_; fe(x) n—ty Castecny soucet fady > > fn(x)

fadu fry1(z) + frsa(x) + fegs(x) + ... lze jednodusSe prepsat do tvaru

0+0+...+O+fk+1(l‘)+fk+2($)+f]g+3($€)+...

oznaCme t,(x) n—ty CasteCny soucet této rady
pak pro n > k jisté plati rovnost t,,(x) = fry1(z) + feto(x) + frrs(z) + ...+ fo(x), potazmo
sn(@) = (fi(@) + fa(2) + ..+ fi(@)) + ta(@)

e po limitnim prechodu n — oo pak snadno ziskavame vsechna dokazovana tvrzeni

2.1.13 Poznamka

Zaménime-li ve funkéni fadé konecné mnoho jejich clent (funkci), chovani rady se tedy podle predeslé véty neméni.

2.1.14 \Veta

Necht je na mnoziné M zadana konvergentni fada Y~ | fn(x), jejimz souctem na M je funkce s(z). Necht je dale na
M zadana konvergentni fada Y | g»(x), majici na M soucet t(x). Necht pro vsechna n € N a vSechna z € M plati

fn(@) < gn().

Pak pro vsechna = € M plati nerovnost
s(z) < t(x). (2.5)

Dikaz:

e oznacme s,(z) = >_;_, fr(x) n—ty Castecny soucet fady > - | fu(x) a tn(z) = >} _, gr(x) n—ty Castecny
soucet fady >~ gn(2)

e z predpokladil véty vyplyva, ze pro vsechna n € N a vsechna x € M plati s, () < ¢, ()

e po limitnim prechodu n — co pak snadno ziskavame tvrzeni tvaru (2.5)

2.1.15 Veta — nutna podminka bodové konvergence

Necht 3>, f,.(z) je konvergentni rada zadana na mnoziné M. Pak funkéni posloupnost (fn(x))zozl konverguje na M
k nulové funkci.

Diikaz:
o polozme s, (z) = 37—, fu(x) a sp1(x) = S5 ) fula)
e z predpokladi véty vime, ze limita (sn(x))zozl existuje a navic

nh_)rrgo sn(z) = nh_)rrgo Sn—1(z) = s(x),

kde s(x) je soucet uvazované fady
e jelikoz ale f,,(x) = s, (x) — sp—1(x) pro kazdé = € M, vyplyva z limitniho pfechodu rovnost

nhﬂngo fulz) = nhﬂngo sn(x) — nhﬂngo Sp—1(x) = s(x) —s(z) =0
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2.1.16 Poznamka

Nutnou podminku bodové konvergence funkénich rad lze zapsat aspornou implikaci (jednostrannou) tvaru
- M M
an(x) =s(x) = falx) =0.
n=1

Nutnou podminku je mozno s vyhodou pouzit zejména pii vyvraceni konvergence funkénich fad. Na potvrzovani konver-
gence fad vSak véta 2.1.15 bohuzel nedostacuje.

2.1.17 Definice

Necht je definovana funkéni fada >°° | f.(z) zadana na M. Rekneme, ze fada > 0 | f.(z) je fadou s nezapornymi
¢leny, jestlize pro viechna n € N a viechna x € M plati nerovnost f,(z) > 0.

2.1.18 \Veta

Necht je na mnoziné M zadana rada ), f.(z) s nezdpornymi Cleny. Necht pro jakékoliv ¢ € M je Ciselna posloupnost
jejich castecnych soucti shora omezend. Pak je fada > 7, f,,(z) konvergentni na M.

Dikaz:

e jedna se o bezprostredni diisledek véty 1.1.13

2.1.19 Lemma

Necht jsou na mnoziné M zadany rady >, fn(z) a Y.~ gn(z) s nezapornymi cleny. Necht existuje index k € N tak,
ze je pro kazdy index n > k a kazdé x € M splnéna nerovnost f,(z) < g,(x). Pak je-li rada Y| gn(x) konvergentni,
je konvergentni také fada >~ | fn(x).

2.1.20 Duasledek

Necht jsou na mnoziné M zadany fady > > | fn(x) a Y .~ gn(x) s nezapornymi cleny. Necht existuje index k € N tak,
ze je pro kazdy index n > k a kazdé x € M splnéna nerovnost f,,(x) < g,(z). Pak je-li fada Y~ | fu(x) divergentni,
je divergentni také rada Y. gn(2).

2.1.21 \Veta

Necht jsou na mnoziné M zadany fady > 7, fn(x) a >~ gn(x) s nezapornymi leny. Necht existuje index k € N
tak, ze je pro kazdy index n > k a kazdé x € M splnéna nerovnost

Jon1(x) _ gni1(z)
@) < @) (2.6)

Pak je-li fada " | g, (z) konvergentni, je konvergentni také rada Y~ fu ().

Diikaz:
e z podminky (2.6) mimo jiné vyplyva, ze zadna z funkci f,(x) ani g,(z) pro n > k nenabyva na M nulové hodnoty

e z nerovnosti (2.6) vyplyva: pron > k a © € M plati

@) _ Fal@)  faa@) S nl@)  gea() (@) _ gala)
1

@) fao1@) fa2@) fi@)  ga1(2) gu2(z)  ge(@)  gi(z)

e to znadi, ze pro n > k plati
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fr(z)
gk (x)

e oznaCme (z) =
e konverguje-li fada Y7 | g, (), pak podle véty 2.1.11 konverguje také fada >~ v(z) - gn(2)
e jelikoz Y77, v(z) - gn(x) je na M konvergentni funkéni fadou nezapornych ¢lend, plyne z véty 2.1.19, ze rada
>0 | fn(z) rovnéz konverguje
2.1.22 Diasledek
Necht jsou na mnoziné M zadany fady >~ | fn(z) a >~ gn(z) s nezapornymi Cleny. Necht existuje index k € N
tak, ze je pro kazdy index n > k a kazdé z € M splnéna nerovnost (2.6). Pak je-li rada >" 7, f(x) divergentni, je
divergentni také fada > 7 | g, ().
2.1.23 Definice

Necht jsou dany funkéni fady D7 | fn(x) @ > -~ gn(2) definované na mnoziné M. Necht existuje ng € N tak, ze pro
vsechna n > ng a véechna = € M plati |f,(z)| < gn(x). Pak fadu > | g,(x) nazyvame fadou majorantni k fadé
Zi’f:l fn().

2.1.24 Veta — srovnavaci kritérium

Necht je funkéni fada Y 7 | g, (x) majorantni k fadé >" 7, f,,(x) na mnoziné M. Pak konverguje-li fada > | g,.(z)
na M, pak fady >0 | fa(z) a Yo" | fn(2)| na mnoziné M rovnéz konverguii.

Dikaz:
e z definice majorantni fady mimo jiné vyplyva, ze zadna z funkci g,,(z) pro n > k nenabyva na M zaporné hodnoty

e 7z predpokladii véty a z Bolzanovy-Cauchyovy podminky vyplyva, ze pro jakékoliv ¢ € M a pro jakékoliv e > 0
existuje ng € N takové, ze pro m > n > ng plati

gnt+1(¢) + gnt2(¢) + gnys(c) + ... + gm(c) <e
e odtud ale
| frs1(€) + far2(€) + fars(c) + o+ fn(©)] < [ far1 (O] + [far2()| + | fara(@)] + ... + [ fmle)|
< gnt1(6) + gnt2(€) + gnts(c) + ...+ gm(c) <&

e podle Bolzanovy-Cauchyovy podminky tedy rady >~ | f.(z) a Zflo:l‘fn(x)] konverguji v kazdém bodé c € M

2.1.25 Dasledek
Konverguje-li rada Zf:1|fn(a:)| na mnoziné M, pak také rada > ~ , f,(z) na M konverguje.

2.1.26 Definice

Rekneme, ze fada Yo | fn(x) konverguje absolutné na M, pokud na M konverguje fada > .~ |fn(x)|. Rekneme,
ze fada ). 7| fn(x) konverguje relativné nebo neabsolutné na M, pokud na M konverguje rada Y .7 f,(z), ale
S0 1| fn(2)] je na M divergentni.

2.1.27 Veta — d’Alembertovo podilové kritérium

Necht je dana funkéni fada Y7 | f.(x) zadana na mnoziné M. Necht pro kazdé z € M existuje ng € N tak, ze pro
viechna n > ng plati f,,(z) # 0. Jestlize pro vybrané ¢ € M plati nerovnost

fn-‘rl(c)
fulc)

£ := lim <1,

pak ¢ € O. Je-li naopak ¢ > 1, pak ¢ ¢ O.

Dikaz:
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vezméme libovolné ¢ € M a predpokladejme, ze ¢ < 1

zvolime-li s takové, ze ¢ < s < 1, pak jisté existuje mqg > ng takové, ze pro vsechna n > mq plati

n+1

fnJrl(C)
fnle)

S

S =
Sn

jelikoz s < 1, je fada >~ , s" konvergentni, a podle véty 2.1.21 tedy fada >~ | f,.(c) konverguje, tj. c € O

necht naopak ¢ > 1

pak jisté existuje mg > ng takové, ze pro vsechna n > myg plati | foy1(c)| = [fu(c)], ti. [fn(c)| je rostouci
posloupnosti (od indexu ng), proto je fada >~ , f.(c) divergentni, €ili ¢ ¢ O

2.1.28 Veta — Cauchyovo odmocninové kritérium

Necht je dana funkéni fada > 7 | f,.(z) zadand na mnoziné M. Pak viechna ¢ € M, pro néz plati nerovnost

C:= lim {/|falc)] <1,
n—oo
patfi do oboru konvergence O zadané rady. Kazdé ¢ € M, pro které ¢ > 1, do oboru konvergence nepatfi.

Dikaz:

e vezméme libovolné c € M

plati-li, ze £ < 1, lze jisté volit s takové, ze £ < s < 1

z definice limity existuje jisté ng € N tak, ze pro kazdé n > ng plati {/|fn(c)| < s, tj. [fu(c)| < s™

jelikoz je ale fada > | s™ jisté konvergentni (nebot |s| < 1), je podle srovnavaciho kritéria konvergentni jak fada

fozl|fn(x)‘, tak fada Y7, fu(2)

je-li naopak ¢ > 1, existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > ng plati {/|fn(c)| = 1, coz znadi, ze | fn(c)| > 1

tudiz lim,, o0 fn(¢) > 0, coz odporuje nutné podmince bodové konvergence 2.1.15

proto v tomto druhém pripadé plati, ze ¢ ¢ O

2.1.29 Veta — integralni kritérium

o0

Necht je na mnoziné M zadana fada )" | f,(x) s nezapornymi Cleny. Necht ¢ € M. Necht je posloupnost (fn(c)) _,
nerostouci. Necht dale existuje nerostouci funkce p(x) : (1,00) — R tak, ze p(n) = f,(c) pro vsechna n € N. Pak
c € O pravé tehdy, kdyz existuje integral [ p(x)dz a je vlastni.

Diikaz:

e oznacme a, := fy,(c)

e z predpokladii véty jasné vyplyva (viz také obrazek), ze pro kazdé n > 2 plati sada nerovnosti
n
sn(e) —ar < / p(z)dr < sp-1(c), (2.7)
1

kde s, (z) je n—ty Castecny soucet rady >~ | fn(x)
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Obrazek 2.6

K ditikazu integralniho kritéria.

funkce f(z) je, jak vyplyvé z predpokladi, na (1,00) nerostouci, tudiz integral [ p(z) dz existuje

e z levé Casti nerovnosti (2.7) vyplyva, ze existuje-li vlastni limita
n

lim p(r)dr =:v € R,

n—roo 1

pak pro kazdé n € N je s, (c) < a1 + v

posloupnost (sn(c))zo:l je tudiz shora omezena a z predpokladt také nezaporna

to podle véty 2.1.18 znadi, ze fada >~ | fu(c) konverguje, tj. c patfi do jejiho oboru konvergence O

e z pravé Casti nerovnosti (2.7) vyplyva, ze je-li integral floo p(x) dz divergentni, tzn.

/loo p(z)dz = oo,

bude také lim,,_,~ s, (c) = 00, coz implikuje fakt, ze ¢ nepatfi do oboru konvergence O funkéni rady >~ fn(2)

2.1.30 Priklad

Hledejme nyni obor konvergence funkéni fady > -, n”. Aby viibec fada mohla konvergovat v bodé = € R, musi byt
splnéna nutna podminka, tj. musi platit, Ze lim,,_,, n* = 0. Jak je ale zfejmé, pro x > 0 plati rovnost

lim o — o© ... >0
n—oo 1 ... =0,

a proto mé smysl hledat body, v nichz rada >_° | n* bodové konverguje, pouze mezi zapornymi z. Za téchto okolnosti,
tj. pro x € (—00,0), je funkce p(t) = t* na intervalu (1, 00) klesajici a plati pro ni, ze f(n) = n®. Tim jsou naplnény
predpoklady véty 2.1.29. Uvazme nejprve x € (—1,0). Pro tato x zjevné plati

oo tw-‘rl S
[earlsi] -~
1 $+1 1

Je-li x = —1, pak

A nakonec pro z < —1 plati

> i |
/ t*dt = = cR.
1 x+1], z+1

Uzavirame tedy, ze oborem konvergence rady Y ° | n” je mnozina O = (—oo, —1).
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2.1.31 Veta — Raabeovo kritérium

Necht je na mnoziné M zadana fada > | fn(z) s nezapornymi ¢leny. Necht pro kazdé x € M existuje ng € N tak,
ze pro vsechna n > ng plati f,,(x) # 0. Jestlize pro vybrané ¢ € M plati nerovnost

7g&n<ﬁZ$g—l)>L (2.8)
pak ¢ € O. Je-li naopak
hanL< Inlc) -1) <1, (2.9)
n—0o0 fn+1(c)
pak ¢ ¢ O.
Diikaz:

e vezméme libovolné ¢ € M a predpokladejme, ze plati nerovnost (2.8)

e pak existuje £ > 1 tak, ze od jistého indexu je spInéna nerovnost

fn(c)
fn+1 (C)

¢
>1+4—
n

o jisté Ize volit s takové, ze 1 < s < ¢

e polozime-li by, := n™*, zjistujeme, ze fada > b, = > " | - je konvergentni (podle prikladu 2.1.30)

h@y:(1+%)s

e pro jeji prvni derivaci snadno stanovime rovnost

dh s ()t o
at  n n

e podle Lagrangeovy véty 1.3.15 o prirGstku existuje Cislo v € (0,t) tak, ze

e pro nazornost nyni zaved me funkci

ah

h(t) —h(0) = —

() -t

e odtud tedy

e pro t = 1 takto dostavame

(1+3) =1+ (+ D)7 e

e 7z tohoto pomocného vypoctu vyplyva, ze

bn 1 s s v s—1 s 1 s—1
=(1+-) =1+ 2(1+ ) <12 (142 (2.10)
bn+1 n n n n n

e protoze

n—00

1 s—1
lims(l—i——) =s</,
n

existuje jisté index mg € N takovy, ze pro vSechny indexy n > my je

s—1
s(l—i—l) </
n

39




KAPITOLA 2. RADY FUNKCI

e pak tedy z rovnosti (2.10) vyplyva, ze pro n > my plati

by, ! fnl(e)
<14+ —=<
bny1 n fn+1(c)

odtud

fn-l—l(c) bnt1
Fule) " by

e tim jsou naplnény predpoklady véty 2.1.21 a fada }_° | f,(z) v bodé ¢ konverguije, cili c € O

dokazeme nyni druhou Cast tvrzeni

plati-li nerovnost (2.9), pak existuje index my tak, ze pro vsechna n > mg plati nerovnost

fnJrl(C) > n+1

fole) = n 7
odkud podle véty 2.1.21 plyne, ze fada >~ | f,.(z) v bodé ¢ diverguje, ¢ili ¢ ¢ O

2.1.32 Poznamka

Vztahy (2.8) a (2.9) jsou ekvivalentni vztahim

im n _ fn-i—l(c)) im n( _ fn-i—l(c))
n1—>oo (1 7fn(c) > 1, n1—>oo 1 7fn(6) < 1.

2.1.33 Veta — Leibnizovo kritérium

Necht je na mnoziné M zadana funkéni fada >, fn(x). Necht ¢ € M. Necht jsou splnény nasledujici vlastnosti:
1. Pro kazdé n € N plati rovnost sgn(fn(c)) = —sgn(fn41(c)).
2. Pro kazdé n € N plati nerovnost | fi1(c)| < |fn(c)].
3. Existuje vlastni limita lim,,—, o fn(c) a pro jeji hodnotu plati, ze lim,, .~ fr(c) = 0.

Potom &islo ¢ patfi do oboru konvergence fady > | f,.(z).

Diikaz:
e predpokladejme, ze f1(c) > 0 (v pripadé, ze by fi(c) < 0, by byl dakaz naprosto analogicky)
e necht (s,(x)) _, je posloupnost castecnych souctii fady > " | fn()

e z ni vyberme podposloupnost (sa(x)),_, sudych clend

oo
k=1
e pro tu zjevné plati, ze pro kazdé k € N je
sak+2(c) = sax(c) + fary1(c) + farta(c) = sax(c),
nebot diky predpokladiim je soucet fort1(c) + farr2(c) zcela jisté nezaporny
e Ciselna podposloupnost (szk(c)):;l je tudiz neklesajici

e dale ale také plati

s26(€) = f1(c) + (fa(e) + f3(0)) + (fale) + f5(e) + - + (for—2(c) + far—1(c)) + far(c) < f1(0),
nebot vechny soucty for_2(c) + far—1(c) jsou z predpokladti véty nekladné a navic for(c) < 0
e z nerovnosti sai(c) < fi(c) ale vyplyva, ze podposloupnost (szk(c))zozl je shora omezena cislem f1(c)

ma konecnou

o dokazané vlastnosti omezenosti a monotonie zjevné implikuji fakt, ze podposloupnost (sax(c)),_,

limitu; oznacme ji s := limy_, oo S2x(c)
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uvazujme nyni podposloupnost (sax41(c)),—, lichych cleni

pro ni v bodé ¢ € M plati rovnost saxr1(c) = sak(c) + fort1(c)

jelikoz ale limg o0 S21(¢) = s @ limy, o0 fr(c) = 0, je také limg_, o0 S2p+1(c) = s

z toho, ze sax(c) — s a sapt1(c) = s, jiz trivialné vyplyva fakt, ze D" 7 fn(c) = lim, o0 sp(c) = s

o tedy c€ O

2.1.34 Priklad

Hledejme nyni obor konvergence funkéni fady >~ | (—1)"n”. Aby viibec fada mohla konvergovat v bodé = € R, musi
byt splnéna nutna podminka, tj. musi platit, ze

lim (—1)"n” = 0.

n—oo

Jak je ale patrné, pro = > 0 tato podminka splnéna neni, nebot lim,, ., (—1)"n* ani neexistuje. Proto ma smysl| hledat

body, v nichz fada >~ , (—1)"n" bodové konverguje, pouze mezi zapornymi x. Zcela zjevné plati, ze za danych okolnosti

stfida rada >, (—1)"n" znaménka. Dale plati (n + 1)* < n” a pro z < 0 také lim,_,o n® = 0. Podle Leibnizova
kritéria 2.1.33 je tudiz oborem konvergence zkoumané fady mnozina O = (-0, 0).

2.1.35 Veta — alternativni Raabeovo kritérium

Necht je na mnoziné M zadana fada .2 | fn(x). Necht ¢ € M. Necht jsou splnény nasledujici vlastnosti:

1. Pro kazdé n € N plati rovnost sgn(f,(c)) = —sgn(fnt1(c)).
2. Existuje vlastni limita
fn(c)

s (7255 1) -

Pak je-li ¢ > 1, konverguje fada > ", f,,(z) v bodé ¢ absolutné. Je-li ¢ € (0, 1), konverguje fada >~ | fu(x) v bodé
c relativné. Pokud ¢ < 0, pak fada > | f,,(z) v bodé ¢ diverguje.

Diikaz:
e zvolme ¢q € (0,1), nebot pro ¢ > 1 plyne dokazované tvrzeni z Raabeova kritéria

e pak jisté existuje €islo ¢ € (0, ¢) tak, ze od jistého indexu je splnéna nerovnost

" fale) | >
( fn+1(c) t)=t
e to jest
ffigc()c) > 1+£ >1 (2.11)

e proto plati také nerovnost ]fn+1(c)] < ‘fn(c)], ktera predstavuje naplnéni druhého predpokladu Leibnizova kritéria

e odsud mimo jiné také vyplyva, ze posloupnost (|fn(c)|):;1 je klesajici, a protoze je zcela bez pochyby také omezena
zdola, existuje jisté vlastni limita
lim |f,(c)] =~ € Ry
n—oo

e dokazeme nakonec, ze z danych predpokladi vyplyva i treti predpoklad Leibnizova kritéria

e z nerovnosti (2.11) vyplyva, ze od jistého indexu ng plati

fn+1 (C)
fu(c)

n
n-+/¢

e bez (jmy na obecnosti Ize pro jednoduchost zapisu predpokladat, ze ng =1
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e bez pochyby plati rovnost

fori ()| _ [ fanr(@] | fale) | |fn-a(e) fs(0)] | f2(e)
fi(e) () | [ faz1(O)| | fa—2(e)| | fale)| |fi(c)
e odtud |
| fri1(0)] < n! |£1(0) (2.12)

m+O)n+L-1)(n+L—-2)...(L+2)(L+1)
e chceme nyni dokazat, ze limitou vyrazu na pravé strané je nula

e vyjdeme z trivialni rovnosti

1 n‘ . 11]( n! )
I =1 Ot —D(n+f-2). . ((+2)((+1) )
nooo m+ O+ l—Dn+l0—2). . ((+2)((+1) nooo-

e nyni postaci dokazat, ze

] n!
h::nh—{%oln((n—i-f)(n—i—é—1)(n+€—2)...(€—|—2)(€+1)> -

e snadno ale nahlédneme, ze

h: 1.[[ 1 = 1 = 1 1— = g—
nim;n<£+z’> ;n<é+i> ;n< £+z'> (1 — 2 27

o0 4

e jelikoz ale Ciselnd fada ).~ 71; diverguje k plus nekonecnu, vyplyva odtud, ze = —oco

e odtud

. n!
lim

00 (n+£)(n+é—1)(n+é—2)...(é+2)(e+1) =0

e ze vztahu (2.12) proto vyplyva, ze lim, o fn(z) =0

e jelikoz jsou nyni spinény vsechny predpoklady véty 2.1.33, plyne odsud, ze fada Y~ | f.(c) konverguje, zatimco
fada 307 | f.(c)| diverguje z Raabeova kritéria

e celkem tedy: fada > 7, f,(z) konverguje v bodé c relativné
e dokazeme nyni treti cast tvrzeni pro ¢ < 0
e pak jisté existuje £ < 0 takové, ze od jistého indexu plati

fn(c)
fn-l—l (C)

l
<l+-<1
n

e pak ale ‘an(c)‘ > |fn(c)‘, coz implikuje nesplnéni nutné podminky konvergence

e v tomto pripadé tedy ¢ ¢ O, ¢imz je dikaz proveden

2.1.36 Definice
Necht jsou dany rady > ) fn(z) a >_0°  gn(x) zadané na mnoziné M. Soucinovou radou Y " fn(z) @ >_07 o gn(2)
budeme rozumét fadu >~ hy(x), jejiz n—ty clen je na mnoziné M definovan predpisem

hn(@) = 3 @) - gooi(a).
k=0

Znacime 220:0 hn(I) = ZZO:Q fn('r) : ZZO:() gn(x)
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2.1.37 \Veta

Necht jsou rady >~ fn(x) @ ..~ gn(x) absolutné konvergentni na mnoziné M. Necht

> falw) = f(@), Zgn =g
n=0

Pak soucinfad Y fn(z) Y7 gn(z) je také absolutné konvergentni na M a pfislusnym souctem je funkce f(z)-g(z).

Dikaz:

oznacme soucin uvedenych fad jako Y ° ; hy(z)

dle predpokladii konverguji fady >0 (| fn(2)] @ >0 o|gn(2)| na M

necht o, (z) je n—ty Castecny soucet fady > " | fn(2)| a 7 (x) je n—ty Castecny soucet fady > " (|gn ()|
necht hy,(z) := > 1 _y k(@) - gn—r(z) dle definice 2.1.36

obé posloupnosti (o,,(z))~_, a (7a(z)) —_, Castecnych souctt jsou zcela bez pochyby neklesajici

oznacme lim,, o 0 () = o(z) = 0 a limy, 00 T (x) = 7(2) 2 0

pro kazdé n € N dale plati: 0,,(z) < o(z) a 7, (z) < 7(2)

dale pro kazdé n € N plati

n

> |hi(@)| = [ fo(@)go(@)| + | fol@)g1 (x) + fr(@)g2(2)| + . ..+ | fo(@)gn (x) + f1 (@) gn-1(2) +. ..+ fu(@)go(2)] <
k=0
< |fo(@)go(@)| + | fo(x)gr ()| + | f1(@)g2 ()| + ... + | fo(x)gn ()| + | fr(@)gn-1(2)| + ...+ | fa(z)go(2)| <

< Ufo(:v)] + i)+ + }fn(fv)” : Dgo(x)} +lo(@)|+...+ }gn(:v)” =0n(2)  To(z) < 0o(2) - 7(2)
castecné soucty > o |hx(x)| Fady 307 o|hn ()| jsou tedy shora omezené

navic je také posloupnost (Zzzo|hk(x)‘)zo: monoténni, jak trividlné vyplyva z faktu, ze scitdme nezaporné cleny

0

podle véty 1.1.13 je proto posloupnost castecnych souct rady Zf:0|hk(:1:)| konvergentni, tedy uvedend fada na
mnoziné M konverguje

zbyva dokazat, ze jejim souctem je skutecné funkce f(z) - g(x)

oznacme pro tyto Gcely &, (x) n—ty castecny soucet fady >~ fn(z) a T,(z) n—ty Castecny soucet rady

220:0 In ()

pak pro n—ty ¢astecny soucet rady > .~ hn(z) plati (jak vyplyva z definice 2.1.36) rovnost

Z hi(z) = on(x) - T ()

z limitniho prfechodu n — oo odtud snadno vyplyva, ze

n—oo n—oo

> ha(x) = lim > hi(z) = lim G,(z) - lim 7o (x) = f(2) - g(x)
n=1 k=0

tim je dikaz proveden
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2.1.38 Poznamka

Jsou-li fady Y07 | fu(x) @ D07, gn(x) relativné konvergentni na mnoziné M, miize jejich soucin byt divergentni na M.
To nastava napfr. pro rady

00 00 00 1
2P = L) = L

Pokud je ale soucin konvergentnich rad konvergentni (zadna z rad pritom nemusi konvergovat absolutng), je jeji soucet
roven soucinu f(x) - g(x). Jestlize alespon jedna z fad >~ | fn(x) a >~ gn(x) je absolutné konvergentni, je i jejich
soucin konvergentni fadou se souctem f(x) - g(x).

2.2 Stejnomerna konvergence rad funkci

V analogii k posloupnostem funkci zavedeme také pro fady funkci se znacnym uzitkem pojem stejnomérné konvergence.

2.2.1 Definice

=

Rekneme, ze rada funkci konverguje na mnozing M C R stejnomérné ke svému souctu s(x) a oznaéime >_° | f, ()
s(x), jestlize posloupnost jejich castecnych souctt konverguje na M stejnomérné k funkci s(z).

2.2.2 Poznamka

Z predeslé definice, z véty 1.2.7 a z poznamky 1.2.8 pfimo vyplyva, Ze stejnomérna konvergence rady funkci je dédicna
vlastnost, t.j. konverguje-li fada (2.1) stejnomérné na jisté mnoziné, konverguje stejnomérné také na kazdé jeji neprazdné
podmnoziné.

2.2.3 Priklad
Ukazeme, ze souctem rady spojitych funkci nemusi nutné byt spojita funkce. Uvazme radu
. .
1+22 (14222 7 (1+a2)n1
Jde o geometrickou fadu s prvnim clenem z2 a kvocientem (1 + 22)~!. Oborem konvergence je mnozina R, nebot i nula
do néj patii, prestoze kvocient je v tomto pipadé roven jedné. Souctem uvazované fady je funkce

1422 ... 2#0
s(z) =
0 oo x=0.
A S(X)
1
X
A d >
(0]
Obrazek 2.7

Graf souctové funkce s(z).

Zatimco jsou vechny funkce z — 22(1 + 22)"~! na R spojité, funkce s(x) na R spojita neni. Opét (stejné jako v
pripadé posloupnosti funkci) Ize ukazat, ze zkoumana rada konverguje pouze bodové, coz, jak lehce nahlédneme, vede
pravé ke zminovanému "poruseni'spojitosti.
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2.2.4 \Veta

Jestlize rada funkci (2.1) stejnomérné konverguje na M C R, potom na M C R konverguje i bodové.

Dikaz:

e je snadnym dasledkem predchozich definic a véty 1.2.3

2.2.5 Definice
Rekneme, ze fada funkei ) | f,.(x) konverguje na mnozingé M C R regulrné, jestlize fada > . | fn(x)| konverguje
na M stejnomérné.
2.2.6 Veta
Necht fada (2.1) spojitych funkci stejnomérné konverguje na mnoziné M C R. Potom souctem této fady je funkce
spojita na M.

Diikaz:

e tvrzeni této véty bezprostifedné plyne z véty 1.3.1

e je-li funkéni fada Y77, fu(z) Fadou spojitych funkei, pak jisté také prislusna posloupnost castecnych soucti
(sn(x)).—, je posloupnosti spojitych funkci

z predpokladd véty ale vyplyva, ze s, (x) = s(z)

e tim je zaruceno splnéni predpokladd véty 1.3.1 a limita s(z) posloupnosti ¢astecnych soucti je tudiz spojita

souctem fady >~ | f.(z) je tedy za danych okolnosti spojitd funkce

2.2.7 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka

Rada funkci (2.1) konverguje na mnoziné M C R stejnomérné pravé tehdy, kdyz pro kazdé e > 0 existuje index ng € N
takovy, ze pro jakékoli dva indexy m,n € N takové, ze m > n > ng a pro jakékoliv z € M je splnéna nerovnost

| fo(@) + frga (@) + .. 4 fr(2)] < e
Diikaz:
e tvrzeni této véty bezprostredné plyne z véty 1.2.15

- . . oo - - ~ 7 ~ - ~4 0 - zz .
e oznacCime-li totiz (S"(I))nzl prislusnou posloupnost Castecnych souctt, ziskdvame rovnosti

n—1 m
sno1(x) = ful@), sm(r) =Y fr(x)
k=1 k=1

podle véty 1.2.15 (v nepatrné obméné) konverguje posloupnost (sn(x))zozl na M stejnomérné pravé tehdy, kdyz
pro kazdé € > 0 existuje index ng € N takovy, ze pro jakékoli dva indexy m,n € N takové, ze m > n > ng a pro

jakékoliv z € M je splnéna nerovnost ‘sm(:zr) — sn,l(a:)| <e€

z této nerovnosti ovsem vyplyva, ze

m n—1
S fe@) =D fel@)| = [fal@) + fagr (@) + o+ fmlz)] <e
k=1 k=1

2.2.8 Poznamka

Predeslou vétu Ize shrnout nasledujicim formalnim zapisem:
3 ful@) 2 s(2)  (v2 > 0)Eno)(¥mn) (m > n > n0) (Vo € M)+ [ful@) + fas1 (@) + ..+ fnl@)] <.
n=1

Stejnomérna konvergence tedy opét (podobné jako tomu bylo u posloupnosti funkci) pozaduje existenci jistého indexu
ng, ktery je "univerzalni"pro vsechna x € M.
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2.2.9 Veta — nutna podminka stejnomerné konvergence

Jestlize fada funkci > 7 | f,.(z) konverguje na mnoziné M stejnomérné, potom posloupnost funkci (fn(fﬂ))zozl konver-
guje na této mnoziné stejnomérné k nulové funkci.

Diikaz:
e z predpokladil véty plyne, ze

(Ve > 0)(3no € N)(Vm,n e N)(m =n>=no)(Ve € M) |fu(2) + fos1(z) + ... + fm(z)| <&

e jelikoz toto tvrzeni plati pro jakakoli m,n € N takova, ze m > n > ngq, plati také pfi specialni volbé m =n

e pak ale
(Ve > 0)(3no € N)(Vn € N)(n =2 no) (Vo € M) :  |fu(z)| = |fu(z)—0| <&

e tento vyrok je ale ekvivalentni tvrzeni, ze posloupnost funkci (fn(a:))flo:l konverguje na mnoziné M stejnomérné
k nulové funkci.

2.2.10 Poznamka

Nutna podminka stejnomérné konvergence je jednostrannou implikaci, lze ji tedy vyuzivat zejména pfi vyvraceni stejno-
mérné konvergence fady. Neni-li totiz na mnoziné M splnéno, ze f,,(x) = 0, nemtize fada >~ , f,,(x) na M stejnomérné
konvergovat. Naproti tomu mize nastat pripad, kdy posloupnost (fn(ac))zo:l konverguje na jisté mnoziné M stejnomérné
k nulové funkci, ale rada >°°7 | f.(x) presto na M stejnomérné nekonverguje. Takovou fadou je napf. rada

oo

>
n

n=1

zadan4 napriklad na mnoziné M = (0, 1). Snadno se lze presvédcit, ze posloupnost (%)20:1 na M stejnomérné konverguje,
nebot

. x o1
lim sup ’—‘ = lim — =0.
n=OgeM I n—eon

Rada S Z ale na M nekonverguje ani bodové (napf. podle integralniho kritéria), tedy o stejnomérnou konvergenci

se jisté jednat nemiize.

2.2.11 Veta — srovnavaci kritérium

Necht fada }°.° , g, (z) je na mnoziné M majorantni kfadé > ° | fu(z) a necht fada >, g,(z) je stejnomérné
konvergentni na M. Pak jsou fady Y7, fn(z) a Yoo, | fu(x)| stejnomérné konvergentni na M, tj. fada Y., fn(z)
konverguje na M regularné.

Diikaz:

e uzijeme Bolzanovu-Cauchyovu podminku 2.2.7

z predpokladu vime, ze fada Y | g (z) stejnomérné konverguje na M, tedy pro jakékoli ¢ > 0 existuje ng takové,
Ze pro vsechna prirozend m > n > ng a pro vSechna z € M plati

0< gn(T) + gn1(®) +... +gm(x) <e

dale vime, Ze existuje my tak, Ze pro vsechna x € M a vsechny indexy n > mq plati |f,,(z)| < gn(2)

pro zvolené ¢ a vsechna n > max{ng, mo} pak plati

[fn(@) + fra (@) + -+ fn(@)] < | fo(@)] + | fara (@) + -+ (@) < gn(@) + gnia (@) + .+ gm(2) <€

to dokazuje obé tvrzeni véty
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2.2.12 Dasledek

Konverguje-li fada na mnoziné M regularné, konverguje na M také stejnomérné.

2.2.13 Poznamka

Dusledkem predeslé véty je také jedno z nejhojnéji uzivanych kritérii pro vysetfovani stejnomérné konvergence rad funkci.

2.2.14 Veta — Weierstrassovo kritérium

Necht > | a, je konvergentni Ciselna fada, f,(x) jsou funkce a pro vsechna x € M a vsechna n € N\ ng je
|fn(2)] < an. Pak fady >0°7, fu(z) @ >0, | fu(z)| stejnomérné konverguji na M, tj. fada >_.° | fn(x) konverguje na
M regularné.

Dikaz:

e v predchozi vété polozime g, (z) := a, pro vsechna x € M a uvédomime si, ze pojmy bodové a stejnomérné
konvergence u fady konstantnich funkci splyvaji

2.2.15 Veta
Necht rada >~ | fn(x) stejnomérné konverguje pro jisté § > 0 na intervalu (c,c + &) ke svému souctu s(z). Necht
kazda z funkci f,,(z) ma vlastni limitu limg ., fn(z) = by. Pak Ciselna fada Y~ , b, konverguje, existuje vlastni limita
lim, ., s(z) a plati
Zl Jim fu(@) = Tim Z fal@). (2.13)
Dikaz:

e oznaéme s, (x) = > ., fi(x) pro libovolné z € (¢, c + )

jelikoz fada >"77 | fn(x) stejnomérné konverguje pro jisté § > 0 na intervalu (c,c+ &) ke svému souctu s(z), pak
na (c,c+9) plati s, (z) = s(x)

jelikoz kazda z funkci f,,(x) ma vlastni limitu lim, ., f,(z) = by, ma také kazda z funkci s,,(x) vlastni limitu

e tato rovnost plati podle véty o limité souctu konecné mnoha spojitych funkci

1, tak predstavuje n—ty Castecny soucet Ciselné fady >~ b,

tim jsou splnény predpoklady véty 1.3.2 a podle jejiho tvrzeni tedy plati, ze existuji vlastni limity lim, ,., 7, a
lim, ., s(x) a jsou si rovny, t.j.

lim lim s,(z) = lim lim s,(z).
n—00 T—>C4 T—rCy n—00

dokazované tvrzeni pak ziskavame po sérii dosazeni

i, 3 b=l 5(a)

2 b= fim D fala)

Zﬁm filw) :ﬂZ fa(®)
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2.2.16 Veta

Necht rada >"°° | fn(x) stejnomémé konverguje pro jisté § > 0 na intervalu (¢ — &, ¢) ke svému souctu s(z). Necht
kazda z funkci f,,(z) ma vlastni limitu lim,_,.  f,(2) = b,. Pak Ciselna rada >~ b, konverguje, existuje vlastni limita

lim,_,._ s(z) a plati
2l fnla) =l D fao)
Dikaz:

e plyne bud z predeslé véty po zaméné f,(z) za f,(—z) nebo lze dokazat analogicky jako v predesla véta uzitim
tvrzeni 1.3.3

2.2.17 Priklad

Souctovou funkci fady >~ , 2™ na intervalu (0,1) je funkce s(z) = z/(1 — z). Pro ni plati, ze lim,_,;_ s(z) = +oc.
Plati ale take, ze Y 07 lim, ;2™ = > ° 1 = +oo. Rovnost > 7 lim, ;2" = lim,,1_ Y .., 2" tedy plati
navzdory tomu, ze fada >~ 2" nekonverguje na intervalu (0, 1) stejnomérné.

2.2.18 Disledek

Necht fada Y | f,(z) stejnomérné konverguje pro jisté 6 > 0 na intervalu (¢ — 6, ¢+ J) ke svému souctu s(x). Necht
kazda z funkci f, () ma vlastni limitu lim, . fn(2) = b,. Pak Ciselna rada Y.~ | b, konverguje, existuje vlastni limita

lim, . s(z) a plati
Z lim f,(z) = gnz_jl ()

2.2.19 \Veta

Necht rada Y~ | fn(x) stejnomérné konverguje pro jisté K > 0 na intervalu (K, 00) ke svému souctu s(z). Necht kazda
z funkci f,(x) ma vlastni limitu lim, ., fn(xz) = b,. Pak Ciselna fada > ", b, konverguje, existuje vlastni limita

lim, 00 () a plati
lelggo falz) = lim_ Z_jlfn<sc)
Dikaz:

e plyne z véty 1.3.7

2.2.20 Disledek

Necht rada Y | fn(x) stejnomérné konverguje pro jisté K < 0 na intervalu (—oo,K) ke svému souctu s(z). Necht
kazda z funkci f,,(z) ma vlastni limitu lim,—, o fn(x) = by,. Pak Ciselna rada > | b, konverguje, existuje vlastni

limita lim,_, . s(x) a plati
2_:1 limfu(@) = lim_ Z_jl ful(x)

2.2.21 \Veta

Predpokladejme, ze rada (2.1) spojitych funkci stejnomérné konverguje na intervalu (a,b) a ze jejim souctem na (a,b)
je funkce s(x). Potom Ciselna fada >~ ; f fn(x)dz konverguje a pro jeji soucet plati

oo b
1;/@ fn(a:)d:c:/ dx—/an
Diikaz:

e aplikujeme vétu 1.3.9 na posloupnost (s, (x)) _ castecnych souctil

e oznacme tedy s, (z) = > 1 _; fr()
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e jelikoz vsechny funkce f,,(x) jsou podle predpokladd spojité, je také kazda funkce s, (z) na M spojita

e dale na M plati, ze s, () = s(x), Cimz jsou naplnény predpoklady véty 1.3.9, a z jejiho tvrzeni tudiz vyplyva, ze

b b
/ lim s,(x)dz = lim Sn(z) da

a n—oo n—r00 a

e dale snadno

Rt k=19
b b >© 00 b
/ s(ac)dgcz/ ka(x)dxzz fr(x)dz
a @ k=1 k=170

2.2.22 Veta

Necht je dana fada Y .-, f.(z) funkci diferencovatelnych na intervalu (a,b) takové, ze pro alespon jedno ¢ € (a,b)
Ciselna fada Y 7 | f.(c) konverguje. Necht navic fada Y~ | f/(x) stejnomérné konverguje na (a,b) a jejim souctem
je funkce o(z). Potom také rada >~ , f,(z) stejnomérné konverguje na (a,b). Navic, oznacime-li jeji soucet s(z), je
tento diferencovatelny na (a,b) a pro kazdé x € (a,b) plati rovnost s'(z) = o(x).

Dikaz:

o aplikujeme vétu 1.3.13 na posloupnost (s, (x)) _ Eastecnych souctil

z predpokladii véty vime, ze posloupnost (sn(:v))zozl konverguje alespon pro jedno ¢ € M

dale vime, ze posloupnost Castecnych souctii (o, (x)) | Fady >.o", fr(x) konverguje na M stejnomérng, tedy
on(z) = o(z)

e tim jsou naplnény predpoklady véty 1.3.13, a plati proto (lim,, sn(a:))' = limy, 00 85, ()

odtud

s'(z) = lim (Z fm)) = lim ) fi(z) = lim on(2) = o(x)
k=1

2.2.23 Poznamka

V&étu 2.2.21 shrnujeme slovy: "Stejnomérné konvergentni fadu spojitych funkci Ize na uzavieném intervalu integrovat clen
po clenu."Vétu 2.2.22 shrnujeme slovy: "Radu diferencovatelnych funkci Ize na otevieném intervalu derivovat Elen po
Clenu, pokud konverguje alespon v jednom jeho bodé a fada sestavena z derivaci jejich ¢lenti stejnomérné konverguje." Tato
véta totiz rika, ze za danych predpokladi plati:

2.2.24 Veta — Abelova parcialni sumace

Necht p € N a a;,b; € R pro vsechna 7 € p. Polozme s := a1 + as + ... + ai. Pak plati:

D p—1
Z a;b; = Si(bi — bi+1) + Spbp.
i=1 i=1
Diikaz:
P P P p—1 p—1
Z a;b; = s1b1 + Z(Sz —8i—1)b; = Z 5:b; — Z 5ibit1 = Z si(bi — bit1) + spbp
i=1 i=2 i=1 i=1 i=1
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2.2.25 Veta — Abelovo a Dirichletovo kritérium pro stejnomeérnou konvergenci

Necht (fn(z)) _,
posloupnost (g, (x)) -, monoténni. Necht plati jedna z nasledujicich podminek:

> a (gn(x)):il jsou posloupnosti funkci na mnoziné M C R. Necht pro kazdé 2 € M je &iselna

1. Abelova podminka: Necht fada Y277 f.(xz) stejnomérné konverguje na M a posloupnost (gn(x)) _, je tzv.
stejnomérné omezena na M., tj. existuje K € R™ takové, Ze pro viechna n € N a vSechna x € M plati ‘gn(a:)| < K.

2. Dirichletova podminka: Necht je posloupnost €astecnych souctti fady > -, f,(z) stejnomérné omezena na mno-
Ziné M, tj. existuje K > 0 tak, ze pro vSechna = € M a pro kazdé n € N plati

=1
Necht dale posloupnost (gn(x)) -, konverguje na M stejnomérné k nulové funkci.
Potom fada Y7 | f..(z)gn(x) konverguje stejnomérné na M.
Diikaz:
e vezméme libovolna ng,p € N a oznafme s;(x) := fro+1(x) + fro+2(x) + ... + fro+i(x)

e pak z predchozi véty vyplyva rovnost

no+p P p—1
> F@)95@) = Faori(®) Gnoti(@) =Y 5i(@) [gno i () = gnoris1()] + 5p()gng ()
j=no+1 i=1 i=1
e odtud pak plyne srovnani
no+p p—1
Yo [@gi@)| <D Isi@)] - [gnori(@) = gnorir1 (@) + [5p(@)] - |gnotp ()] (2.14)
j=no+1 i=1

e Abelova podminka:

z predpokladii Abelova kritéria vime, ze

(FK > 0)(Vo € M)(Yn e N):  |gu(z)| <K

podle Bolzanovy-Cauchyovy podminky aplikované na fadu Y~ , f,(z) existuje k libovolnému pevnému & > 0
takové ng € N, ze pro vsechna i € N a vSechna x € M plati:

|5i(@)] = | fro41(2) + frgr2(@) + -+ frgri(z)| < %

— z mezivypoCtu (2.14) pak plyne

no+p p—1
3 hn) < 3 2|90 44(®) = grorin (@] + g lonass()] = lonmnl< 5 <

v predeslém bodé jsme vyuzili monoténii posloupnosti (gn(x))zozl, diky niz maji viechny rozdily g, 1 (x) —
Jno+i+1(x) stejné znaménko nebo jsou nulové

— tim je za pouziti Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro stejnomérnou konvergenci rad "Abelova'"cast diakazu
véty provedena

e Dirichletova podminka:

— posloupnost €astecnych souctdi fady Y~ fn(x) je omezena, a tudiz existuje K > 0 tak, ze pro vSechna
x € M a pro vSechna i € N plati:

no+1t

Y fil@)| = [silx) <k

Jj=no+1
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— z mezivypocCtu (2.14) pak plyne

no+p

> Fi@)gi @) KD |gnoti(@) = gnoris1(@)] + K [gngsp(@)| =K |gng41(2))|
j=no+1 i

protoze g, (z) = 0, existuje ke kazdému ¢ > 0 takové ny € N, ze

€
(Vz e M):  |gng1(x)| < X
— tedy spolu
no+p c
S i@)95()| < Klgnara@)] <K =e
j=no+1

tim je "Dirichletova"cast ditkazu véty provedena

2.2.26 Poznamka

Z predchazejici véty mimo jiné bezprostfedné vyplyva Leibnizovo kritérium 2.1.33 pro konvergenci oscilujicich Ciselnych

Fad. Staci totiz za (gn(z)) _ zvolit Ciselnou posloupnost (a,)3% a za (fn(z)) _ oscilujici posloupnost ((—1)")32;.

Rada > _1( 1)"™a,, pak konverguje, pokud lim,, oo a, = 0 a a3 = as > ... = 0. Uvédomme si, ze posloupnost
castecnych souctt fady » - (—1)" je omezena. Z Dirichletova kritéria vyplyva rovnéz logicka alternativa Leibnizova
kritéria pro stejnomérnou konvergenci funkZnich rad.

2.2.27 Lemma — Leibnizovo kritérium pro stejnomeéernou konvergenci

Necht (fn(:zr))zozl je posloupnost funkci zadanych na mnoziné M C R. Necht pro kazdé = € M je Ciselnd posloupnost
(fn(x)).~_, monoténni. Necht dale pro posloupnost (fn(z)) —, plati f,(z) = 0 na M. Potom fada >0 | (—1)" fu(x)

konverguje stejnomérné na M.

2.2.28 Priklad

Budeme vysetrovat stejnomérnou konvergenci rady funkci

Zarctg( - 2?52)3/2) (2.15)

na jejim oboru konvergence. Snahou je za pouziti Weierstrassova kritéria dokazat stejnomérnou konvergenci rady (2.15)
na co nejvétsi mnoziné. Nejjednodussi metodou se zda byt omezeni funkce

\/ﬁ:v>

fn(x) = arctg (W

jeji supremalni hodnotou na R. Protoze ale vime, ze funkce arctg(z) je na celém R rostouci, postaci vySetfovat extrém

funkce
Vnx

gn(z) = (8n2 + 22)3/2

Pro hledani extrému polozme prvni derivaci funkce g, (z) rovnu nule. Tedy

8n2 — 222
dola) = Vi 2y

(8n2 + 22)5/2

Rovnici resi body @ = 42n, z nichz pouze bod xg = 2n je vzhledem k pritbéhu funkce g,,(z) jejim maximem.
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9.

Obrazek 2.8
Prabéh funkce gy, (z).

Maximum funkce g, () na mnoziné R ma tedy hodnotu

2 1
gleaécgn(:v) =9n(20) = T3 m 5

Tohoto faktu a skutecnosti, ze Vo € R : |arctg(:c)}< ||, nyni vyuzijeme pfi aplikaci Weierstrassova kritéria:

o >M( o

2 1 1
arctg <(8n2 + 22)3/2 8n2 + 12)3/2

= 1923/2 p3/2 TS p3/2c

(Vz €eR):

Jelikoz Ciselna rada vytvorena ze clendl na pravé strané této nerovnosti zjevné konverguje, mizeme cely priklad uzavrit
tvrzenim, ze fada funkci (2.15) stejnomérné konverguje na oboru konvergence O = R.

2.2.29 Priklad

Pokusme se rozhodnout o stejnomérné konvergenci rady funkci > (—1)"2"(1 — )™ na mnoziné I = (0,1). Souctem
rady na celém I je funkce

(@) 1 1
S\Tr) = =
1+z(1—-2) 14z—22
s(x)
7 |
X
o 1
Obrazek 2.9
Soucet s(z) fady > o7 o(—1)"z™(1 — z)™.
nebot uvedend fada je geometrickou fadou s kvocientem ¢(z) = —z(1—x), pro néjz na mnoziné I zjevné plati |¢(z)| < 1.

Jelikoz je souctem spojitd funkce, nelze tvrdit, ze zadana fada na I stejnomérné nekonverguje. Pokusme se nyni dokazat
stejnomérnou konvergenci pomoci Dirichletova (Leibnizova) kritéria. Zvolme f,,(z) := (—=1)" a gn(x) := 2™ (1 — )".
Posloupnost castecnych soucti fady Y., fn(z) je bez pochyby stejnomérné omezena a navic pro vsechna n € N a
vSechna z € [ plati:

In () = gni1(2) & 22—z+1>0.
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To plyne z faktu, ze diskriminant kvadratické rovnice 22 —x+1 = 0 je zaporny, tudiz pro viechna r € R je 22 —z+1 > 0.
Zbyva tedy ukazat, ze posloupnost (2" (1 — z)™),~_, konverguje stejnomérné k nule. Snadno se presvédcime, ze limitni
funkci je nula, a to i v krajnich bodech intervalu I. Funkce x +— 2™ (1 — )™ ma na I bod lokalniho maxima nezavisly na
n ato Tsac = 5. Odsud

1
— nl_ nl _
70 = sl =)' =

a nasledné lim,,_,~, 0, = 0, coz je postacujici podminkou pro tvrzeni, ze posloupnost (z™(1 — :c)”)flozo konverguje na I
stejnomérné k nulové funkci. Podle Dirichletova kritéria tedy zadana fada konverguje stejnomérné na I.

2.2.30 Priklad

Prokazme stejnomérnou konvergenci rady funkci

[e’e) _17172
S

n=1

na intervalu I = (0,00). K dikazu uzijeme Abelova kritéria. Polozime f,(z) = (j)n a gn(x) = e =. Jelikoz je

fada Y7, fn(x) konvergentni fadou konstantnich funkci, konverguje na I stejnomérné. Dale se presvédcime, ze funkce
1

g1(x) = e~ % je na I omezena. To lze snadno, nebot prislusné derivace

1
/ _
gy (z) = ﬁe

—1
z

je na I stale kladna a tedy gi(x) je na I rostouci. Odtud sup,c;g1(x) = lim, ,oce™= = 1. Zbyva tedy ukazat, ze
posloupnost (g, (x)) -, je monoténni. Pro viechna x € I a véechna n ale jisté plati sada implikaci

-
x

_1
12e s = e =22e = = gpla)>=gnpi(a).

Z monotonie posloupnosti (gn(x))zozl a omezenosti g; (z) plyne omezenost vsech funkci g, (x). Podle Abelova kritéria

tedy zadana fada konverguje na mnoziné R™ stejnomérné.

Obrazek 2.10
Graf funkce g1(z).

2.2.31 \Veta

Necht funkéni fada > 7 f(z) stejnomérné konverguje na mnoziné M ke svému souctu s(z). Necht funkéni rada
>0 1 gn(x) stejnomérné konverguje na mnoziné N ke svému souctu ¢(z). Necht M NN # . Pak fada > " | (f,(z) +
gn()) konverguje stejnomérné na M N N a jejim souctem na M N N je funkce s(z) + t(z).

Dikaz:

e oznacme s, (x) n—ty Castecny soucet fady >~ fn(z) a t,(x) n—ty Castecny soucet fady >~ | gn(x)

53



KAPITOLA 2. RADY FUNKCI

e oznacime-li 7, (x) n—ty Castecny soucet fady > 7, (fn(2) + gn(x)), plati ry(z) = sp () + tn(z)

e jelikoz je stejnomérna konvergence rad funkci dédi¢nou vlastnosti (jak se ctenar snadno presvédci), konverguji obé
rady na M N N také stejnomérné

e z predpokladii dokazované véty vyplyva, ze s,(z) = s(z) na M NN a podobné ¢, (z) = ¢t(x) na M NN

e tudiz pro jakékoliv e > 0 existuje ng € N tak, ze pro n > ng a vSechna x € M N N plati

‘sn(:zr) - s(x)‘ <

N ™

e pro ono zminéné ¢ > ( existuje ale také mg € N tak, ze pro n > mg a vSechna z € M N N plati

’tn(:v) - t(:v)’ <

N ™

e polozme £y := max{ng, mo}

e pak pro libovolné n > ¢y a vSechna =z € M N N je spInéna nerovnost

(@) = (s(2) + t(2)) ]| < [sn(z) — 8(2)| + [ta(z) — t(z)] < g + % =,

coz implikuje jednak fakt, ze fada >~ | (fn(2) + gn(z)) stejnomérné konverguje na M NN, a jednak skutecnost,
ze prislusnym souctem je pravé funkce r(x) = s(z) + t(x), kde Dom(r) = M N N

2.2.32 Lemma

Necht funkéni fada 07, f,.(z) stejnomérné konverguje na mnoziné M ke svému souctu s(z). Pak pro kazdé ¢ € R
stejnomérné konverguje na M také rada Y .~ ¢- f,(x) a jejim souctem na mnoziné M je funkce ¢ s(z).

2.2.33 Lemma

Necht >°°° | fu(x) je stejnomérné konvergentni funkéni fada na mnoziné M. Necht je dale dana funkce g(z) : M — R,
jez je omezena na M. Pak fada > | g(x) fu(x) stejnomérné konverguje na M.

2.2.34 Lemma

Necht fady >~ | fn(x) a > o~ gn(z) stejnomérné konverguji na M. Necht je navic posloupnost (gn(ac))f;l monoténni
pro kazdé x € M. Potom fada >~ fn(x)gn(x) konverguje stejnomérné na M.

2.2.35 Poznamka

Upozorhujeme, ze predesla véta by bez predpokladu o monoténii nebyla platna. Neplati tedy, ze konverguji-li obé rady
na M stejnomérné, pak i Y~ | fn(2)gn(x) konverguje stejnomérné na M. Polozime-li napf.

1)
fuli) = u(o) =
obé fady D77 | fu(x) a >_07, gn(x) stejnomérné konverguji na R. Ale rada }_° | (?/lﬁ)n (_\/lﬁ)n =3, L dokonce ani

nekonverguje, natoz pak stejnomérné.

2.2.36 Veta
Necht fady >0 fn(z) a Do o gn(z) regularné konverguji na mnoziné M. Necht

3 fale) £ fa), Zgn = g
n=0

Pak je soucin fad Y7 fn(z)->0" ) gn(x) také regularné konvergentni na M a prislusnym souctem je funkce f(z)-g(x).

Bez diikazu.
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2.3 Mocninné rady
Po zkoumani obecnych rad funkci nyni prejdeme k detailni analyze jejich nejzajimavéjsiho zastupce — k radam mocninnych

funkci. Jak se dovime pozdéji (v nasledujici kapitole), bude studium fFad mocninnych funkci zasadni pfi hledani mocninnych
aproximaci funkci jedné proménné.

2.3.1 Definice

Necht (a,)7 je posloupnost realnych Cisel a necht ¢ € R. Potom fadu funkei Y ; an(x — ¢)™ nazyvame mocninnou
fadou se stredem v bodé c.

2.3.2 Poznamka

Substituci & = = — ¢ prejdeme ke studiu mocninnych rad se stredem v pocatku, t.j. k fadam typu >° 7, a,2". Upozor-
nujeme, ze nasledujici tvrzeni jsou platnd pouze pro rady funkci se stfedem v bodé nula. Pro fady s nenulovym stredem
je tfeba vSechna tvrzeni tohoto oddilu vhodné modifikovat.

2.3.3 Poznamka

Mocninna rada Y~ ana™ ziejmé konverguje vzdy alespon pro 2 = 0. Navic mohou nastat nejvyse tyto tfi vzajemné
se vyluCujici moznosti:

1. rada konverguje pouze v bodé = = 0, tj. O = {0},
2. rada konverguje pro alespon jedno x # 0 a pro alespon jedno = # 0 diverguje,

3. rada konverguje vSude v R, tj. O = R.

2.3.4 Priklady

Uvedeme mocninné fady s vlastnostmi 1, 2 a 3 z predeslé poznamky.

1. Limitnim podilovym kritériem ukazeme, ze fada )~ ;n!z™ ma jednoprvkovy obor konvergence O = {0} :
1) n+1
lim (nt Dt = lim |[(n+1)z|=00>1 (x#0).

2. Stejnym zpiisobem ukazeme, ze fada > | -L— napf. pro |z| = 1 konverguje a napf. pro |z| = 4 diverguje:
xn-{-l nn

(n+1)2n+L gn

|| 2>1 ... |z|=4
2 1<1 ... |2a|=1

lim
n— oo

3. Rada > % naproti tomu konverguje vsude v R, nebot pro x = 0 je to zfejmé a pro vsechna x # 0 plati:

n+1

T n!

! |z]
(n+ 1) an

=0.

lim = l1im =

n—roo

2.3.5 Veta — Abelovo lemma

Jestlize mocninna fada Y " a,2" konverguje v bodé 29 € R (z9 # 0), potom konverguje absolutné na intervalu
(= lzol ; |zol).

Diikaz:
e fada > "7 anx{ konverguje a tedy lim,_,o anzf = 0 (viz nutna podminka konvergence)

e posloupnost (a,xf )%, je tudiz omezena, proto existuje Cislo K € R takové, ze pro vsechna n plati ‘an:cg‘ <K
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e odsud pro x splaujici nerovnost |z| < |zo| plyne

n
x

Zo

lanz"| = |ana| <K

T
n
Lo

n
e fada > ° K ‘i’ je konvergentni geometrickou fadou s kvocientem | X | < 1, tudiz ze srovnavaciho kritéria pro

o

Ciselné rady ihned plyne tvrzeni véty

2.3.6 Poznamka

Konverguje-li mocninna fada v bodé z¢p € R (29 # 0), neznamena to ale jesté, ze na intervalu (— |zg|, |xo|) konverguje
stejnomérné. To je zasadni poznatek.

2.3.7 Lemma

Jestlize rada ) a,z™ diverguje vbodé 2y € R, potom diverguje vkazdém bodé = € (—o0, — [zg|) U (|zo],00) .

2.3.8 Poznamka

Dasledkem predeslych dvou vét je skutecnost, ze existuje Cislo R € R tak, ze pro z € (—R,R) fada )~ ; ana™ konverguje
a naopak pro z € (—oo, —R)U (R, 00) fada > 7, a,z™ diverguje. Toto Cislo R budeme nazyvat polomérem konvergence.

2.3.9 Definice

Necht >~ ; anz™ je mocninna fada se stfedem v bodé nula a O jeji obor konvergence. Supremum mnoziny O znacime
R a nazyvame polomérem konvergence. Interval (—R,R) budeme nazyvat intervalem konvergence.

2.3.10 Poznamka

Je ziejmé, ze R € (0,00) U {o0} a (—R,R) C O.

2.3.11 \Veta

Necht je dana mocninna fada )~ ana™. Necht existuji L = limy oo {/|a,| nebo L = lim, o

. Potom pro

An41
an

polomér konvergence R zadané fady plati:
e R=L"" pokudL#0aL#o0
e R =00, pokud L =0
e R =0, pokud L = oc.
Diikaz:
e pri vySetfovani konvergence uzijeme napr. podilové kritérium, z néhoz vyloucime trividlni pripad z = 0
e rada konverguje pro ta z € R\ {0}, pro néz je

. a
lim [ g <1

n—oo | G

e navic fada diverguje pro ta x € R\ {0}, pro néz je

. Ap+41
lim |2+

n—oo | Qp

x| >1

e odtud je ziejmé, ze proL=oc jeR=0aproL=0je R =00
e v ostatnich pripadech tedy pro polomér konvergence plati

1
=1 = R=-—
L

Ap+41
Qn

R- lim

n—oo

e analogicky Ize vétu dokazat pro odmocninové kritérium
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2.3.12 Poznamka

Obecnéji Ize predeslé tvrzeni zformulovat takto: Ke kazdé mocninné fadé existuje hodnota L = limsup,, ., ., {/|a,| a
polomér konvergence je jeho prevracenou hodnotou (ve zobecnéném smyslu véty 2.3.11).

2.3.13 Priklad

Pokusme se nyni vypocitat polomér konvergence mocninné rady z prikladu 2.3.4 — bod 2. Vidime, ze

L . n2" 1
= lim ———— ==
n—o0 (n + 1) 2n+1 2’

odkud R = 2, coz koresponduje s vysledkem dosazenym v prikladu 2.3.4.

2.3.14 Poznamka

Pfi vySetfovani oboru konvergence mocninnych fad typu Y -, a,z”", kde 8 € N, je nutné prejit substituci t = 27 k
fadé Y7 | ant™, jejiz polomér konvergence urcime podle vyse uvedenych pravidel. Je-li timto polomérem &islo Ry, je
polomérem konvergence fady > "7 | a,z”" &islo R, = {/R;.

2.3.15 Poznamka

Necht >~ an(z — ¢)™ je mocninna fada se stiedem v bodé ¢ € R a O jeji obor konvergence. Polomérem konvergence
této rady je pak R = sup{z —c¢: = € O}.

2.3.16 Priklad

Naleznéme obor konvergence mocninné fady > 07 | 4

e 7(x—3)2”. Oznacime-li nejprve t = (x — 3)?, dostavame standardni

tvar mocninné rady » 7, %t” se stredem v bodé t = 0. Jelikoz

qntl
T n+14n

Ly

3

je polomérem substituované rady Cislo R; = 1/4. Krajnimi body intervalu konvergence této rady jsou tudiz body ¢t = +1/4.
Chceme-li zkoumat interval konvergence pivodni mocninné fady, je tfeba feSit nerovnost |t| = |z — 3|* < 1/4. Odtud
snadno zjistujeme, ze hledanym intervalem konvergence je mnozina I = (%, %), ktera je zaroven také oborem konvergence,

nebot v obou krajnich bodech zadana fada zjevné diverguje. Vzdy se totiz jedna o tutéz divergentni fadu » ., %

V souladu s predeslou poznamkou tedy zjiStujeme, ze mezi poloméry konvergence dotCenych rad je citovany vztah
(1/2)2 =R2 =Ry = 1/4.

2.3.17 Poznamka

Po zkoumani bodové konvergence prejdeme nyni k vySetfovani stejnomérné konvergence mocninnych rad.

2.3.18 \Veta

Necht mocninna fada > " a,z™ konverguje v bodé r > 0. Pak konverguje stejnomérné na uzavieném intervalu (0,7).
Dikaz:

e budeme zkoumat stejnomérnou konvergenci rady
o0 oo T n
E anz" = E anr" (—)
T
n=1 n=1

e oznacme proto f,(x) = a,r™ a g,(x) = (%)n

e jelikoz ciselna rada >~ 77 a, 7™ konverguje, konverguje fada >~ | f, () konstantnich funkci stejnomérné na (0, r)
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e posloupnost (gn(x))zo:l je pro kazdé x € (0,r) monoténni, nebot plati sada ekvivalentnich nerovnosti

x\ntl T\ "
r<r e (5 <(3) & gen) <o)

e navic je g,(z) omezena, nebot
:C'n.

e podle Abelova kritéria tedy konverguje fada > " fu(2)gn(z) = > ;anz™ na (0,7) stejnomérné

2.3.19 \Veta

Necht mocninné fada > - a,z" konverguje v bodé r < 0. Pak konverguje stejnomérné na uzavreném intervalu (r,0).
Diikaz:

e pro vsechna x € (r,0) plati trivialni nerovnost r < z

budeme zkoumat stejnomérnou konvergenci rady
o0 o0 T n
E apz"™ = E a,r" (—)
,
n=1 n=1

e oznacme proto f,(z) = a,r™ a gu(z) = (£)"

jelikoz Ciselna rada Y~ a,r™ konverguje, konverguje fada >~ | f,,(x) konstantnich funkci stejnomérné na (r,0)

posloupnost (gn(:c))zozl je pro kazdé = € (r,0) monoténni, nebot plati sada ekvivalentnich nerovnosti

T\ T n+1
r2r e (5 2(3) & a@)>mae

e navic je g,(z) omezena, nebot

In

rm <l

podle Abelova kritéria tedy konverguje fada Y | fn(2)gn(2) = D07 anz™ na (r,0) stejnomérné

2.3.20 Veta — zakladni veta teorie mocninnych rad

Necht je dana mocninna fada >~ a,z™ s kladnym polomérem konvergence R. Potom tato fada stejnomérné konver-
guje na kazdém uzavieném intervalu, ktery je casti jejiho oboru konvergence.

Diikaz:

e jde vlastné o diisledek vét 2.3.18 a 2.3.19 a faktu, ze konverguje-li rada na intervalech {a,0) a (0, 8) stejnomérng,
konverguje stejnomérné také na jejich sjednoceni (o, 3)

2.3.21 Poznamka

Je-li tedy obor konvergence mocninné fady uzavienou mnozinou, konverguje tato rada na oboru konvergence stejno-
mérné. Je treba si ale uvédomit, ze obecné neplati tvrzeni, zZe kazda rada konverguje stejnomérné na svém intervalu
konvergence. Napf. fada Y.~ | 2™ nekonverguje stejnomérné na intervalu (—R,R) = (—1,1), nebot na ném neni ani
splnéna nutnad podminka (viz priklad 1.2.6).
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2.3.22 \Veta

Necht je dana mocninna fada > -, a,z™ s kladnym polomérem konvergence R. Potom soucet s(z) této fady je funkce
spojita na (—R,R).

Dikaz:
e zvolme xz € (—R,R), k némuz jisté existuje r € (0,R) takové, ze x € (—r,r)

e vsechny funkce z — a,z" jsou na (—r,7) spojité a podle véty 2.3.20 rada > °  a,z" konverguje na (—r,r)
stejnomérné

e tim jsou splnény predpoklady véty 2.2.6, a tedy s(z) je spojitou funkci v bodé = € (—r,r)

e jelikoz byl bod x zvolen libovolné, je funkce s(x) spojita na celem (—R,R)

2.3.23 Veta — Abelova

Jestlize v pravém, resp. levém krajnim bodé intervalu konvergence fada Y~ jana™ konverguje (i relativné), potom
funkce, ktera je jejim souctem, je v tomto bodé spojita zleva, resp. zprava.

Dikaz:
e v této vété se de facto jednd o zaménu limity lim,, o, a limity lim,_,z_, resp. lim,_, g,

e tvrzeni véty je disledkem vét 2.2.15, resp. 2.2.16 a zakladni véty teorie mocninnych rad 2.3.20

2.3.24 Veta — o integrovani mocninné rady clen po clenu

Necht >  a,z™ je mocninna fada s kladnym polomérem konvergence R. Definujme funkci f(z) = >, ana™ pro
€ (—R,R). Potom mocninna fada > an% na intervalu (—R,R) konverguje a definujeme-li funkci F'(z) predpisem

oo n+1

x
F(z) = E a7
n=0

na intervalu (—R,R), je F'(z) primitivni funkci k funkci f(x) na intervalu (—R,R).
Diikaz:
e pro xo € (—R,R) zvolme r > 0 tak, ze zy € (—r,7) C (—R,R)
e fada > (anx™ je fadou spojitych funkci, ktera podle véty 2.3.20 stejnomérné konverguje na (—r, )
e tedy podle véty 2.2.21 Ciselna rada

0 x 0 n+1
X

g / apt" dt = g ayp ——

n=0"70 n=0 ntl

konverguje pro viechna = € (—r,7) a pro jeji soucet F'(x) na intervalu (—r,r) plati
0 n+1 x
x
F(z) = Qp—— = t)dt
W= iy = [ 10

e jelikoz je f(x) integrabilni a spojitou funkci na omezeném intervale (0,7), plati pro funkci F(z) = [ f(t)dt, ze
F'(w0) = f (o)

e jelikoz bylo xg zvoleno v intervalu (—R,R) libovolng, je F(z) primitivni funkci k f(z) na celém tomto intervalu
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2.3.25 \Veta

Mocninné fady > °° ja,z™ a Y .-, na,z" "' maji stejny polomér konvergence.

Diikaz:

e oznaCme R polomér konvergence rady > a,z™ a R’ polomér konvergence fady Y.~ | nanx

e Prvni implikace:

— vezméme x € (—R/,R’), tedy fada >_ -, |[na,z" " *| konverguje

odtud plyne, ze konverguje i fada Y 2 | na,x"™

e Druha implikace:

vezméme z € (—R,R) a zvolme p > 0 tak, ze |z| < p <R

odsud plyne, ze (a,0" )%, musi nutné byt omezenou posloupnosti

tedy existuje K > 0 takové, ze pro vechna n plati |a, 0" !| <K

— srovname
T n—1
Inanz" | =nla,0" Y |~ < nk
0

%

n—1
— ovsem fada Y 7, nK % konverguje podle podilového kritéria, nebot
n+ 1K |z T
lim u —|=|-]<1
n— 00 nK 0 0

o Zavér: R>R') A (R 2R) =R=F

2.3.26 Veta — o derivovani mocninné rady clen po clenu

Necht mocninna fada Y ; a,2™ ma kladny polomér konvergence. Pro z € (—R,R) polozme s(z) = >

ma funkce s(x) na intervalu (—R,R) spojité derivace vech Fadd a navic
s () = Zann(n —1)...(n—L+1)z" "
n=>~{

Diikaz:

a dale pro vsechna n € N a véechna z € (—R’,R’) plati: |a,2"| < |nanz™|

tedy pro vsechna z € (—R’,R’) rada >_~- ; a,z" absolutné konverguje, Cili R > R/

vime, ze fada Y~ a,0" konverguje, a tedy lim,, o an0™ = 0, resp. lim,_,o0 ano" ' =0

a protoze majoranta konverguje, konverguje i fada > - na,z" !, GliR' > R

n—1

oo n
n=0 4nT

e z predeslé véty a véty 2.3.24 vime, ze na intervalu (—R,R) je funkce s(z) = Y a,a™ primitivni k funkci

o0
o(x) = Z anpnz™ !
n=1

e tudiz §'(x) = o(x)

. Pak

e 0 spojitosti neni pochyb, nebot soucet mocninné rady je na intervalu konvergence spojitou funkci (viz véta 2.3.22)

e opakovanou aplikaci predeslého dostavame finalni Cast dokazovaného tvrzeni
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2.3.27 Priklad

Vysetfeme obor konvergence O mocninné fady

Polomér konvergence zadané rady je R = 5, nebot

A1 — fim 571 4+ n? . 1 n? +4 1

nboo 5 At (nil)2 nowbVn2fonts 5

V pravém krajnim bodé x = 5 méa rada tvar

Z /4 + n2
Pri vySetrovani jeji konvergence uzijeme srovnavaci kritérium:

ve__ L L

vn e N\{0,1,2}: = < .
M ) 2n n24n2 V44 n2

Rada PO 5 dlvergUJe tedy diverguje i vySetfovana Ciselnd rfada. V bodé x = —5 ma rada tvar

" 1
2V T

Tentokrat uzijeme pro vySetfovani konvergence Leibnizovo kritérium. Jelikoz plati rovnost lim,, .. ﬁ = 0 i mono-
tonie, Ciselna fada konverguje. A to nas vede k tvrzeni, ze zadand mocninna fada ma obor konvergence O = (—5,5).

2.3.28 Priklad
Pri pouziti rovnosti (jejiz ditkaz je proveden pomoci tzv. Fubiniovy véty ve skriptech [16])

1 2

@2n—12 8

NE

Il
-

n
vypoctéme soucty Ciselnych rad
1 - 1
SEo Yy
n=1 TL n=1 712

Prostrednictvim jednoduchych aprav lehce ziskame rovnosti

— 1 & 1 - 1 Iem 1 o 1
LTl mr i m o il et oy

n=1 n=1
Tedy
S R Qe 1 2
SLody o tn-T
—n 3= (2n—1) 6
Pro druhou fadu pak snadno plati
> 1 = 1 > 1 14 & 1 > 1 2
-1 n+l = _ - = —.
;( U ;(2n)2+;(2n_1)2 43;(2 _1)2+;(2n_1)2 12

2.4 Cviceni
Cviceni 2.1

Dokazte, ze bodova konvergence fad funkci je dédicna vlastnost.
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Cviceni 2.2
Dokazte lemma 2.1.10.

Cviceni 2.3
Dokazte lemma 2.1.19.

Cviceni 2.4

Vysetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci fady funkci

i cos(nx) .

n=1

Cviceni 2.5

Vysetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci fady funkci

i sin(nz)

n=1

Cviceni 2.6

Vysetrete bodovou a stejnomérnou konvergenci fady funkci

— (="
;x—i—Q” (z > 0).

Cviceni 2.7

Naleznéte obor konvergence rady funkci

a vysetfete jeji stejnomérnou konvergenci na mnoziné (—oo, —c), kde ¢ > 0.

Cviceni 2.8
Dokazte lemma 2.2.27.

Cviceni 2.9
Dokazte lemma 2.2.32

Cviceni 2.10

Vysetrete obor konvergence fady funkci

x
Zl+x2n

n=1

Cviceni 2.11

Vysetfete stejnomérnou konvergenci rady funkci

oo

2n  cosh(2nz) + sinh(2nz)
2n+1)2 cosh(2nx)

n=1

na mnoziné RT.

Cviceni 2.12

Vysetfete stejnomérnou konvergenci fady funkci

Cviceni 2.13

Vysetfete stejnomérnou konvergenci rady funkci

na mnoziné <§,5>.
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Cviceni 2.14

Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci
="
n + sin(z)

Mg

n=2

na mnoziné R.

Cviceni 2.15

Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

na mnoziné R™.

Cviceni 2.16

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci rady funkci

i 3:c +2)"
— :c2+ n(z2 +2)"

na jejim oboru konvergence. VypocCtéte, Cemu se rovna limita posloupnosti ¢astecnych souctd zadané rady.

Cviceni 2.17
Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

i(

—1) arctg 2]
— n (8n2 + x2)3/2

n

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 2.18

Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci
23232 —nlxz|

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 2.19

Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

n=0
na jejim oboru konvergence.
Cviceni 2.20
Vysetrete stejnomérnou konvergenci rady funkci
> it
12
= 1+ ntx

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 2.21

Urcete definicni obor a derivaci funkce

S
—~
8
-
|
o
=
Q
t+
09
o

|
~—

Cviceni 2.22

Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

na jejim oboru konvergence.
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Cviceni 2.23

Vysetfete stejnomérnou konvergenci rady funkci

- 1
Z (z+n)(z+n+1)

n=1

na intervalu (0, c0) .

Cviceni 2.24

Vy3etrete stejnomérnou konvergenci fady funkci 3°°° | (1 — 2™) 2™ na intervalu (0, 1) .

Cviceni 2.25

Rozhodnéte, zda (a pfipadné kde) plati nasledujici rovnost:
oo T o0
(Z:l arctgﬁ> 2_21 (arctg—)

Cviceni 2.26

Rozhodnéte, zda plati nasledujici rovnost:

/7 Ztg(Qn d:c—Z/

T n=2

Cviceni 2.27

Ukazte, ze fada ) -7, (—1)"(1 — ) 2™ konverguje na mnoziné (0, 1) absolutné (bodové) i stejnomérné, ovsem nikoliv regularné.

Cviceni 2.28

Vyvratte nebo dokazte tvrzeni, ze stejnomérné konvergentni rfada
oo
Z i —na?
— n?
nekonecné diferencovatelnych funkci ma na R soucet, ktery neni diferencovatelny v bodé = = 0.

Cviceni 2.29
Vypoctéte

oo
) (_1)n+1 1’"
1 - .
chnlq, ; n 1+ axm

Cviceni 2.30
Vypoctéte

oo
llm ﬁ.
z—00 1+ nx
n=1

Cviceni 2.31
Vypoctéte

Cviceni 2.32
Dokazte lemma 2.2.34.

Cviceni 2.33
Dokazte lemma 2.3.7.

Cviceni 2.34

Stanovte obor konvergence mocninné fady

kde p € R je parametr.
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Cviceni 2.35

Naleznéte obor konvergence mocninné fady

Cviceni 2.36
Naleznéte obor konvergence mocninné rady
>
—vn?+1
Cviceni 2.37
Stanovte obor konvergence mocninné fady s parametrem a > 0 :
o0
n2 n
a" z".
n=1

Cviceni 2.38

Stanovte obor konvergence mocninné fady s parametrem a > 1 :

Cviceni 2.39

Naleznéte obor konvergence mocninné rady

Cviceni 2.40

Naleznéte obor konvergence mocninné rady

Cviceni 2.41

Naleznéte obor konvergence mocninné fady
& n n
a b
> (%)
n o n
n=1
kde a,b > 0 jsou parametry.

Cviceni 2.42

V zavislosti na hodnoté parametru 3 € R" vysetfete obor konvergence mocninné rady

n

> xT

n=1
Cviceni 2.43
Naleznéte obor konvergence mocninné rady
o 5
>
n n ’
f—a'+ b

kde a,b > 0 jsou parametry.

Cviceni 2.44

Naleznéte obor konvergence mocninné fady
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Cviceni 2.45

Vysetfete obor konvergence mocninné fady

kde n!ll :=n(n —3)(n—6)...1.

Cviceni 2.46

Vysetrete obor konvergence fady funkci

Cviceni 2.47

Vysetfete obor konvergence mocninné fady

= 4n+\/ﬁ 2n
=vn?+1
Cviceni 2.48
Rozhodnéte, zda je mozno fadu funkci
- (m +v/n3 + x2>
> (21
n3/2
n=1
derivovat na mnoziné (0, co0) ¢len po ¢lenu.
Cviceni 2.49
Ukazte, ze rada funkci
oo 2

> e
2\n
n=0 (1 +z )

nekonveguje na svém oboru konvergence stejnomérng, ackoliv nutna podminka pro stejnomérnou konvergenci je splnéna.

Cviceni 2.50
Vypoctéte (a zdiivodnéte)

Cviceni 2.51

Vysetfete stejnomérnou konvergenci fady funkci
> n+4+1
> G
= 3n+ xt

na mnoziné M = (0, co).

Cviceni 2.52

Necht je dana fada funkci

> i
2\n *
n=0 (1 +z )
Sestavte prislusnou posloupnost jejich castecnych souctdl a poté pomoci definice rozhodnéte o stejnomérné konvergenci zadané
fady na mnoziné M = (0, c0). Uvazte, jakého kritéria Ize pfi tomto postupu uzit.

Cviceni 2.53

Naleznéte obor konvergence mocninné rady
oo}

Z 2n+ 1) 2™

(2n+2)!! 2n

n=1

a rozhodnéte, zda na ném zadana fada konverguje stejnomérné. Korektné zdivodnéte!

Cviceni 2.54

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci rady funkci

na mnozing vsech realnych Cisel.
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Cviceni 2.55

Abelovym kritériem rozhodnéte o stejnomérné konvergenci fady funkci

i " z In(n)
n(z? + n?2)

n=1
na mnoziné M = (0, c0).
Cviceni 2.56
Naleznéte obor konvergence fady funkci
“— 6"In(n)

Cviceni 2.57

Naleznéte fadu funkci, ktera vznikne na mnoziné M = (—10%,10%) derivaci rady

i n—l—x)

n*(n)
¢len po ¢lenu. Radné ovéfte, zda jsou spinény podminky pro pfislusnou zaménu.

Cviceni 2.58

Naleznéte obor konvergence mocninné rady
oo

Bn-1D" .
n; ———a"

Cviceni 2.59
Vypoctéte urcity integral

oo 2
_1 n+17d
/o Z( ) 48 + n2zt 7

n=1

Uzijte Dirichletovo kritérium a znalosti rozvoje funkce In(1 + x).

Cviceni 2.60

Dirichletovym kritériem rozhodnéte o stejnomérné konvergenci fady funkci
i % x In(n)

24 2

— n(z? + n?2)

na mnoziné M = (0, 00).

Cviceni 2.61

Naleznéte obor konvergence mocninné rady
oo}

2n)!  (z-—1)"
nz::l nl(n+3)! 27

Cviceni 2.62

Na mnoziné R vyvratte stejnomérnou konvergenci rady funkci

)

>
x2 +n?’

n=1

vite-li, ze jejim souctem je funkce
mx cotgh(mz) — 1

s(@) = 2z

Cviceni 2.63

Abelovym kritériem rozhodnéte o stejnomérné konvergenci rady funkci

n

o)l 2n+1

i n+1 (2n — 1) T

na mnoziné M = (0, 1). Dale popiste, jakym jinym postupem lze stejnomérnou konvergenci pro tento pfipad vy3etfit.
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Cviceni 2.64

Vysetfete stejnomérnou konvergenci fady funkci

[ee)

Z nz In(n
— TL4 + 1‘4 + n2:r2

na mnoziné M = (—o0,00).

Cviceni 2.65

Vysetfete stejnomérnou konvergenci funkeni fady

i (2n)!! z?

na mnoziné R. Radné zdivodnéte!
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Kapitola 3

Taylorliv rozvoj funkce jedné promenné

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim polynomickych funkci, které jsou v jistém smyslu ekvivalentni vybranym
funkcim jedné proménné. Jak uvidime pozdéji, bude mozno nékteré funkce f(x): R — R nahradit na okoli vybraného
bodu ¢ € Dom(f) mocninnou radou tak, ze

> an (@ — )" = f(a).
n=0

Takové funkce, pro které zminény mocninny ekvivalent existuje, budeme nazyvat funkcemi analytickymi. Nahrada libo-
volné funkce mocninnou fadou ma celou fadu vyhod, predevsim pri odhadovani jejich hodnot, pocitani limit apod.

3.0.1 Definice

Necht n € No, a € R\ {0}. Pak funkci g(x) = ax™ nazyvdme monomem stupné n. Je-li navic ¢ € R zvoleno pevné,
pak funkci f(z) = a(z — ¢)™ nazyvame monomem stupné n centrovanym do bodu c.

3.1 Tayloriv vzorec

Nejprve probereme moznost aproximovat chovani libovolné funkce f(z) : R — R jedné proménné vhodnym polynomem.
Pritom se také budeme zabyvat jednak otazkou, jak takovy polynom ziskat a jednak, jak presné aproximace jsme touto
metodou schopni dosdhnout.

3.1.1 Veta — Taylorova (o Taylorove vzorci)

Necht n € N a f(x) je funkce tfidy C™({a,b)) na intervalu (a,b) takova, ze v kazdém bodé otevieného intervalu (a,b)
existuje také f("*1)(x). Necht dale ¢,z jsou dva riizné body lezici v intervalu (a, b). Potom existuje bod &, lezici mezi
body ¢ a z tak, ze plati

"(c ™) (¢
o) =+ L2+ 4 L R @), (1)
kde i)
e
Ruia(e) = 8w - g, (32)
Diikaz:

e oznaCme J uzavieny interval s krajnimi body ¢ a z
e polozme . )

F(t) = @)~ 1)~ L - W g2 -
o ziejmé F(z) = 0 a F(c) = Ry (2)
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e uvnitf intervalu J ma funkce F'(¢) derivaci

: : . . r— - o —1)2
F<t>=—f<t>—(—f<t>+f<t> t)—(—f<t>Tt+f<3><t>( 0 )—..._

1!

)n72

10 ) - (R o)

e v této rovnosti se prvni ¢len v kazdé zavorce zrusi se ¢lenem stojicim pred nim
e proto

(z— )"
n!

Fit) =~ (1)

e protoze F'(t) ma derivaci na intervalu J, je tudiz na ném F(t) spojita
e necht ¢(t) je libovolna funkce spojitd na intervalu J, majici na J° = (a,b) derivaci

e podle jisté véty (viz [10], strana 274, véta 234) existuje uvnitf intervalu J° Cislo & tak, ze

e to znaci, ze
e(@) — p(c) (& —&)"
¢ (&) n!

e toto tvrzeni plati pro jakoukoli funkci ¢(z) spliujici vyse uvedené pozadavky

Roa(z) = fD(€)

e zvolime-li p(t) = (x — t)"*!, dostavame

Tr—c n+1 T — &) (n+1)
Ruiafa) = () L 8T o g

3.1.2 Definice

Rovnost (3.1) nazyvame Taylorovym vzorcem funkce f(x) v bodé ¢ a funkci (3.2) Lagrangeovym zbytkem v Taylorové
vzorci funkce f(z) po n—tém clenu. Polynom

f'(c)

) (¢
( TARIC

n!

TP() = f() +

(x—c)+...+

pak nazyvame Taylorovym polynomem fadu n funkce f(z) v bodé c. Je-li ¢ = 0, uzivame ve vSech pravé definovanych
pojmech misto oznaceni Tayloriiv oznaceni Maclaurindv.

3.1.3 Poznamka

Taylortv polynom 7adu n nemusi nutné byt stupné n. Je-li totiz f(™) (¢) = 0, nejvyssi (n—td) mocnina v polynomu
T;'(z) nevystupuje, a 7/ (x) md tudiz stupen nizsi nez n.

3.1.4 Priklad

Pokusme se uzitim teorie o Taylorovych rozvojich vycislit hodnotu Cisla In(3/2). Uzijeme pro tento Gcel napf. funkce
f(x) = In(z 4+ 1). Nalezneme nejprve Maclauriniiv polynom fadu napf. n = 4 a vycislime pak prislusnou chybu. Ve
vété 3.1.1 tedy klademe a = —1/2, b = 1 (napriklad), dale ¢ = 0 a = = 1/2, nebot chceme vycislovat hodnotu
In(3/2) = In(1/2+1). Snadno pak nahlédneme, ze f(0) = 0 a dale f'(0) =1, f”(0) = —1, f"(0) =2 a f¥(0) = —6.
Odtud pak
CC2 CC3 CC4
In(z+1) = 7}4(:17) +Ryp1(x) =2 — 5 + 37 + Ry (2)

a nasledné -
~ 4 = — ~ U. .
In(3/2) = T}(1/2) = 155 ~ 0.401042
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Tim jsme ziskali odhad ¢isla In(3/2). Zbyva ale rozresit otazku, do jaké miry je tento odhad presny. Skutecnd hodnota
zbytku je sice teoreticky vyjadrena ve vété 3.1.1 jako

(5)
f 5'(5) (I _ 0)57

ale o skutecné hodnoté cisla ¢ vime jen to, ze lezi kdesi v intervalu (0,1/2). Tedy je jasné, ze skuteénou chybu nejsme
schopni najit. Zkusime tedy nalézt alespon odhad této chyby. Oznacme ho napf. R5(z). Chceme, aby R5(z) < Rs(z).

Jelikoz z = 1/2 a ¢ =0, plati
RGN
/2 =" <5) S5+ 1) <5) '

Jelikoz je funkce g(&) = (£ + 1)7° zjevné klesajici, nastava jeji supremum, které hleddme na intervalu (0,1/2), pravé v
jeho levém krajnim bodé. Tedy

5 5
1/1 1/1
Rs(x)==| = sup ¢g(& :—<—> = 0.00625.
=3 (2) £€(0,1/2) ©=513

Uzavirame tedy, ze In(3/2) = 0.4010 4= 0.0063, coz pIné odpovida skutecnosti, nebot skute¢nou hodnotou je In(3/2) =
0.405465 . .. Nyni ponechavame na Ctenari, aby rozvazil, jak dosahnout zpresnéni dosazeného vysledku.

Rs(x) =

3.2 Teorie Taylorovych rad

Zkonstruujeme nyni Maclaurinovy rozvoje vsech elementérnich funkci. Za timto acelem nejprve vyslovime dilezitou vétu,
jez byva nazyvana vétou Taylorovou.

3.2.1 Definice

Necht f(z) je funkce definovana na jistém okoli Z/(c) bodu ¢ € R. Necht existuje posloupnost realnych &isel (a,,)52,
tak, ze na tomto okoli plati

f(z) = Z an(z — )" (3.3)
n=0
Potom fadu (3.3) nazyvame Taylorovou radou funkce f(x) se stredem vbodé ¢ € R a Cisla ag, a1, a2, ... Taylorovymi

koeficienty. Specialné pro ¢ = 0 mluvime o tzv. Maclaurinové radé. Funkci f(z), kterou lze na néjakém okoli bodu ¢
zapsat ve tvaru (3.3), nazyvame funkci analytickou v bodé c.

3.2.2 Veta — Taylorova (o Taylorovych koeficientech)
Predpokladejme, ze funkce f(z) je analytickd vbodé ¢ € R. Potom funkce f(2) ma vbodé ¢ derivace vsech fadi a pro
koeficienty a,, jeji Taylorovy fady se stfedem vbodé ¢ plati:
1
— — )
an = — " (e). (3.4)

Diikaz:
e predpokladejme, ze na jistém Us(c) = (¢ — d, ¢+ ) plati rovnost (3.3)
e to tedy znadi, ze pro ¢ € (0,0) konverguje fada > " a,(x — ¢)™ stejnomémé na (c — &,c+ ¢)

a®
dxF

e totéz plati také pro vsechny rady > ° (an(xz — ¢)™) ziskané k—tou derivaci pavodni fady clen po ¢lenu
e odtud plyne, ze soucet dotcené fady (tedy funkce f()) je tiidy C*°(Us(c))

e dosadime-li do rovnice (3.3) z = ¢, dostavame f(c) = ao, €ili ag = f(o(;!(c)

e postupnym derivovanim rovnosti (3.3) clen po ¢lenu ziskame pro k—tou derivaci funkce f(z) rovnost

oo

fB@) =" nn-1)...(n—k+1)an(x—c)" "

n==k

(k)
e po dosazeni = = ¢ dostavame f*)(c) = klay, a tedy ap = jk—,(c)
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3.2.3 Poznamka

Po ditkazu predeslé véty Ize (ponénud populdrnéji) tvrdit, ze Taylorova fada je vlastné Taylorv rozvoj do polynomu
nekonecného stupné. Tedy kazdou analytickou funkci Ize na okoli bodu rozepsat jako linearni kombinaci prvkii nekonecné

mnoziny {1, z, 2% 2%, 2%, ...}, Prostor analytickych funkci spoleéné s jejich s¢itdnim a nasobenim skalarem proto tvofi

nekonecné&dimenzionalni vektorovy prostor s bazi (1,z,2% 23,2, ).

3.2.4 Lemma

Funkce f(z) ma Taylorovu fadu se stiedem v bodé = = ¢ rovnu f(c) + > ", an(x — ¢)™ pravé tehdy, kdyz ma funkce
f'(x) Taylorovu fadu se stredem v bodé = = ¢ rovnu Y >~ | apn(z — )" L.

3.2.5 Definice

Necht @ € R a n € N. Pak definujeme zobecnéné kombinacni cislo predpisy

@ . (Z) _ a(a—l)..ﬁga—n—i—l)'

3.2.6 Definice
Necht n, ¢ € N. Pak ¢-ndsobnym faktorialem Cisla n rozumime Cislo definované predpisem

Ckrat
1 oo <t

...... H!fg_l(n—ﬁi) oo m= L.

3.2.7 Priklad
Necht napf. n = 11 a £ = 3. Pak trojnym faktoridlem jedenacti je dle predchoci definice Cislo
[51-1 3
1 = (11— 3i) = [J(11 - 3i) =11-8 52 = 880.
i=0 i=0
3.2.8 Lemma

Pro libovolné n € N plati rovnosti 2"n! = (2n)!l, 3"n! = (3n)!!l, 4"n! = (4n)N! atd.

3.2.9 Priklad

Postupné budeme hledat Maclaurinovy rozvoje elementarnich funkci. Zahajime zakladnimi goniometrickymi funkcemi
sin(x) a cos(x). Funkce sin(z) ma v bodé ¢ = 0 nenulové pouze liché derivace (jde o lichou funkci), tedy

oo
x2n+1

sin(z) = ;(—1) ma (3.5)
zatimco u funkce cos(z) jsou nenulové pouze sudé derivace (suda funkce). Odtud
e N r2n
cos(x) = ,;0(_1) e (3.6)

V obou pripadech je polomérem konvergence plus nekonecno, jak se lze presvédcCit trivialnim vypoctem, a proto je
prislusnym oborem konvergence mnozina vsech redlnych Cisel, tj. © = R.. Proto, abychom ale mohli s urCitosti tvrdit,
ze ve vztazich (3.5) a (3.6) je mozno psat rovnitka, bude jesté nutno rozhodnout, zda souctem prislusné Maclaurinovy
fady je skutecné vychozi funkce. To bude ndmétem dalsiho textu (viz pozndmka 3.2.17 a dale).
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3.2.10 Priklad

Hledejme nyni Maclaurinovu fadu funkce f(z) = e®. To je velice jednoduché, nebot plati, ze f(™)(x) = e® pro kazdé
n € N, potazmo f(")(0) = 1. Proto je pfislusnou Maclaurinovou fadou rada

oo
PPk
nl’

n=0

Opét zcela trivialné nahlédneme, ze fada konverguje pro vsechna realna z, tj. O = R.

3.2.11 Priklad
Necht nyni f(z) =1In(1 + x). Snadno pak pro n € N ukazeme rovnosti

(n—1)!

crp SO =E0T e

F™ (@) = (=1)"*

Proto je hledanou Maclaurinovou fadou funkce f(x) =1In(1 + ) fada

i on (3.7)

n=1

Vypocteme nejprve jeji polomér konvergence. To lze snadno, nebot

_1 . n
R~ = lim =1
Vysetfeni bodové konvergence v krajnich bodech intervalu konvergence, a sice v bodech || = R = 1, je banalni.

Uzavirdme proto, ze oborem konvergence rady (3.7) je mnozina O = (—1,1).

3.2.12 Priklad

Pfi hledani Maclaurinovy fady funkce f(x) = arctg(x) uzijeme drobného zjednoduseni. Derivaci funkce f(z) ziskame
funkci f/(x) = (1 + 2?)~!, na kterou lIze nahlizet jako na soucet geometrické fady majici kvocient —z2 a prvni ¢len

roven jedné. Takovou fadou je jisté fada Y - (—1)"z*". Proto tedy
Fila) = =g = 3 caya
1422 = '

Zpétnou integraci (pri niz vyuzijeme s vyhodou platnosti véty 2.3.24) ziskame pak hledanou rovnost

St 2n+1 2n

arctg(x) = Z( nH" ™ —|—C*:CZ +C,

n=0

kde ale C = 0 diky skutecnosti, ze arctg(0) = 0. Zbyva vysetfit obor konvergence. To je opét snadné, nebot oznacime-li
v souladu s poznamkou 2.3.14 t = 22, mame

2 1
Rt_lz lim nt

dm o3 =1 = R=1 = R,=+R =1

Pak snadno nahlédneme, ze O = (—1,1).

3.2.13 Priklad

V tomto prikladé budeme hledat Maclaurindv rozvoj funkce f(z) = (1 + z)%, kde o € R je parametr. Snadno urcime,
ze

M) =a(a—1)(a—2)...(a—n+1)(1+z)* "
Tedy f(0) =1 a pron € N plati: f(™(0) = a(a—1)(a—2)...(a —n + 1). Odsud

n!

(1+x)a:1+iOé(a—l)(a—Q)...(a—n_i_l)xn.
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Uzijeme-li definice 3.2.5, dosavame pak zestihleny zapis tvaru

[o ]
(6%
1 > = "
(o= (7)s
n=0
Urceni oboru konvergence bude ponékud rozsahlejsi, nez jsme byli zvykli v predeslych alohach, nebot obor konvergence
O bude zavisly na hodnoté parametru «.. Zahajime nejprve nejjednodussim pripadem, kdy o € N. Tehdy jsou ale od
urCitého n vsechna zobecnénd kombinacni Cisla nulova. Tudiz zkoumana rada je fakticky konecna, proto konverguje

vsude v R.. Zavér tedy je, ze O = R.
Tentokrat vyberme hodnotu parametru o z mnoziny kladnych reélnych ¢isel (ovsem vyjma jiz zkoumanych pfirozenych
Cisel), tj. & € RT \ N. Polomér konvergence zkoumané fady je v tomto pripadé roven jedné (R = 1), nebot

a1 — iy |2@=D@=2)...(a—ntl)la-n) nl
n=o0 (n+1)! ala—1)(a—=2)...(a—=n+1)

a—n
n+1

1um
n—00

V pravém krajnim bodé x = R = 1 vySetfime absolutni konvergenci fady > -, O‘(a_l)(a_i?"'(a_"ﬂ) Raabeovym

kritériem
1
1imn< —1>—1imn<n+ —1>—1—|—a>1.
n—oo n—oo n— o

Povsimnéme si, ze pro n — oo Cislo n od urcité hodnoty prevysi pevné zvolené o > 0, proto se absolutni hodnota
upravuje tak, jak je uvedeno vySe. Z Raabeova kritéria konverguje tedy jak fada > 7 O‘(a_l)(a_fl?'“(a_"ﬂ), tak rada

S (—1)”0‘(0‘71)(0‘73”'(0‘7”“). Uzavirame, ze pro a € R \ N je oborem konvergence rady

> (o)

n=0

uzavreny interval O = (—1,1).

Nyni prejdéme k zapornym hodnotam parametru «, tj. @ < 0. Polomér konvergence je i v tomto pripadé roven jedné

(viz predesly pripad). Nejprve budeme zkoumat konvergenci této rady v levém krajnim bodé z = —1. Zde plati
Z(_l)na(a— 1)(a—2)'...(a—n+1) -y B(ﬁ+1)(ﬁ+2)'...(6+n— 1)7
1 n. 1 n.
kde jsme polozili 5 := —a > 0. Jde o radu s kladnymi cleny. Uzijeme opétovné Raabeovo kritérium
hmn(ﬁ(ﬂ+1)(ﬂ+2)...(ﬂ+n—1)' (n+1)! _1)_
n—00 n! BB+1)(B+2)...(8+n—1)(n+p)
. n+1
—nh_)rrgon(n_i_ﬂ—l) =1-p<1.

Rada tudiz diverguje. Pro 2z = 1 se pokusime prokazat konvergenci rady

i(_l)nﬁ(ﬁ—i-1)(5+2)...(ﬁ+n—1)

n!

n=1
Leibnizovym kritériem. Leibnizova podminka |a,+1| < |ay| je splnéna, pokud

pE+DE+2)...Brn-Dnm+5) _HE+DE+2)...(B+n-1)
(n+1)! n

resp. pokud

n+pB<n+1,
cili B <1.Pro 8 =1, tj. « < —1, fada diverguje. Pro 5 € (0,1) je jeSté nutno ovéfit druhou Leibnizovu podminku

I BB+1)(B+2)...(B+n—1)

n—o0 n!

=0.
Ta ale plati, jak jsme vypocetli v prikladu 1.3.19. Zavérem tedy je, ze
a< -1 . 0=(-1,1)
ae(-1,0) ... O=(-1,1).

Pro Gplnost dodavame, ze predeslé obory konvergence lze stanovit také uzitim alternativniho Raabeova kritéria 2.1.35.
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3.2.14 Priklad

Naleznéme nyni Maclauriniiv rozvoj funkce f(x) = arcsin(z). Funkci nejprve zderivujeme a uzijeme vysledku prikladu

3.2.13. Odtud .
l 1 2\—1/2 S n( 2 2n
Fe) = e = et =3 (2
Navic
(B bR 135 ey ey
n) n! a 27 (2n)!!
Tedy

Opét zintegrujeme s vysledkem

(2n — )N g2ntl
- c
x+z el 2nil O

kde C = 0, nebot arcsin(0) = 0. Uzavirame tedy tvrzenim, ze hledanou radou je fada

2n—1 1 gp2ntl
IJFZ el 2n+1

Naleznéme jesté obor konvergence této rady. Polomér konvergence je roven jedné, nebot (také za pouziti poznamky
2.3.14) plati
R — lim 2n+ 1D 2n4+1  (2n)!
T nooo 2n+2)!1 2n 43 (2n— 1!

=1 = Rpe=1 = R,=1.

Rady >°°° | (2(7;;)1!?” 2nl+1 a—> (2(72:)1!3” 2nl+1 z obou krajnich bodt intervalu konvergence konverguji absolutné
podle Raabeova kritéria, jelikoz

i 2n+3 2n+2 6n2 + 5n 3
imn(——- — = lim ———— = =
n—00 2n+1 2n+1 n—oo4n? +4n+1 2

> 1.
Uzavirame tedy, ze O = (—1,1).

3.2.15 Poznamka

Pro prehlednost v této poznamce sumarizujeme Maclaurinovy fady vybranych elementarnich funkci.

xr __ - In _
e’ = Z e O=R
n=0
In(1+a) = Y- (1) =, 0=(-1,1)
n=1
e 2n-+1
sin(x 1" O=R
() nZ:o( ) (2n+1)
e p2n
cos(x) Z(_n”(%)', O=R
n=0
o I2n+1
aretg(r) = 3 _(~1)"5—, 0= (-1,1)
n=0
Cn o (2n — 1)l g2t B
arcsin(z) =z + ; TR O=(-11)
™ = (2n — DN g2t
arccos(m)zi—x—z COINETESE O0=(-1,1)
— j
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0 x2n+l
sinh(z) = o ik 0O=R
o0 I2n
cosh(z) = 1;) ek O=R
R ... a€ Ny
s —1,1) ... ERT\N
(1+$)Q—Z<a)xn, o= < > « \
—\n (-1,1) ... ae(=1,0)
(-1,1) ... a<-1
3.2.16 Priklad
Pokusme se urcit Maclaurinovu fadu funkce
f(z)=1+1In (a:—i— 1—|—x2) (3.8)

a rozhodnout o jejim oboru konvergence. Nejprve tedy funkci f(x) zderivujeme a vyuzijeme jiz zndmy rozvoj funkce
(14+2z)*proa=—1/2:

Fo) = g = +z( e i et e,

Zpétnym integrovanim dostavame

(20 — 1)l g2l
= C.
= Z @l 21

Pomoci znamé hodnoty funkce f(0) = 1 urCime hodnotu konstanty C = 1. Dale vySetfime obor konvergence. Pro
prevracenou hodnotu poloméru konvergence vypoCteme

. . @Cn+D2n+1 (20! . 2n+1D)(@2n+1)
R = lim = lim —————— 2 =
n—oo (2n+2)!! 2n+3 (2n — 1)!!  n—oo (2n+2)(2n + 3)

Proto je polomér konvergence roven jedné, Cili R = 1. V levém krajnim bodé x = —R = —1 ma redukovana rada tvar
i i (@n=Dlt 1 '
2n) I 2n+1
n=1

O absolutni konvergenci této Ciselné fady rozhodneme Raabeovym kritériem. Jelikoz

((2n+2)(2n+3) 3 1) ~ lim 1(1(6n+5) 3

2o
2n+ 1)(2n+ 1) nr1)Z 2

lim n
n— oo

podle Raabeova kritéria fada konverguje. V pravém krajnim bodé musi rada
i 2n— 1! 1
— 2n)!! 2n+1

také konvergovat, a to podle véty o absolutni konvergenci Ciselnych rad. Uzavirame proto, ze hledanou Maclaurinovou
fadou funkce (3.8) je fada

L, (2n — 1) g2l

l+n(z+V1+22)=1+z+» (-1) PO

n=1

s definicnim oborem Dom(f) = O = (-1, 1).
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3.2.17 Poznamka

Jestlize ma funkce f(z) v bodé ¢ € R vsechny derivace, potom ji mzeme odhadnout mocninnou fadou na pravé strané
rovnosti

o~ S n

flay =) (@ —o" (3.9)
n=0

Jeji soucet vsak nemusi obecné byt pro kazdé = € O roven hodnoté f(x). To je zcela zésadni poznatek a lze ho

nahlédnout z faktu, ze zménime-li funkci f(x) vné jistého okoli bodu ¢ (viz ilustracni obrézek nize), na jejich derivacich

v bodé ¢ se nic nezméni. Tedy Taylorova rada bude taz.

Obrazek 3.11
Dvé funkce majici stejny Tayloriiv polynom v bodé =z = c.

3.2.18 Priklad

Ukézeme nyni funkci f(z), pro kterou bude rovnost (3.9) platit dokonce pouze v bodé ¢, ackoliv pro jeji formalné
vypoctenou Taylorovu fadu plati © = R. Definujme funkci f(z) nasledovné:

e 22 ... x#0
flz) =
0 .. x=0.
A -2
y=e~

o e
X
(0,0 ]

Obrazek 3.12
Graf funkce, ktera neni analyticka v bodé = = 0.
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Budeme nyni hledat jeji Maclaurinovu fadu. Definujeme nejprve funkci

1
g(z) = e e (m € Ny).

Budeme zkoumat jeji limity v nule. Po substituci z = ¢t~! a nasobné aplikaci |I'Hospitalova pravidla dostavame

T o mt"™"%  m(m -2t
zligir g( ) o th&t © th& et? tlioo 2et? 4et? = =0

A podobné Ize ukazat, ze také lim,_,o_ g(z) = 0. Tedy celkem lim,_,g g(x) = 0. Funkce f(2) ma nasledujici derivace

xt 20

Pl = ek = () e

a tak dale. Tyto jsou tvofeny pouze vyrazy typu funkce g(z). Proto pro véechna pfirozena n € Ny plati, ze £ (0) = 0.
Maclaurinovym rozvojem funkce f(z) je proto rada

I R

n=0

ktera konverguje na mnoziné vsech realnych cisel, tj. O = R. Jedna se, jak je patrno, o nulovou funkci. Posud'te nyni
sami, jak velice se formalné vypoctena Maclaurinova rada lisi od zadané funkce.

3.2.19 Poznamka

Pfi hledani rozvoje funkce f(z) v Taylorovu fadu (v bodé c¢) je tedy tfeba provést nasledujici kroky:
e vypocitat hodnoty vsech derivaci funkce, tj. f(")(c)
e vypocitat hodnoty Taylorovych koeficienti

e sestavit prislusnou Taylorovu fadu, tj. dosadit hodnoty Taylorovych koeficientti do predpisu rady

Z

e vysetrit obor konvergence O fady (3.10), nebot pouze tam eventualné miize byt rada (3.10) rovna funkci f(x)

(x — )" (3.10)

e rozhodnout, zda souctem fady (3.10) je skutecné vychozi funkce f(x), a kde se obé funkce (souctova funkce a
vychozi funkce f(z)) rovnaji

Pouze za téchto predpokladil Ize prohlasit, ze fada (3.10) je Taylorovou fadou funkce f(x) v bodé ¢ a ze pro vsechna
x € U(c) plati rovnost (3.9). Jakymi metodami lze rozhodnout, zda fada (3.10) skutecné konverguje k funkci f(z)? O
tom bude pojednavat nésledujici text.

3.2.20 Veta — kritérium analyticnosti

Necht funkce f(z) ma v bodé ¢ € R derivace viech fadii. Potom mocninna fada (3.10) je konvergentni a ma soucet
f(x) pravé pro takova = € R, pro ktera plati, ze lim,,—, o R, +1(2) =0, kde R,,11(z) je zbytek po n clenech Taylorova
vzorce (viz véta 3.1.1).

Diikaz:

e z véty 3.1.1 plyne, ze

i

0-3

i=0

(@ =)' + Ruga(2) = T () + Rnsa ()

e fada (3.10) je konvergentni a mé soucet f(z) prave tehdy, kdyz lim, . 77 (z) = f(2), t.j. kdyz
lim Ros(z) = lim [f(z) = TF(2)] = f(z) — f(z) =0

n—roo n—roo

e tim je tvrzeni dokazano
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3.2.21 Veta — o limite Lagrangeova zbytku

Necht funkce f(x) ma na néjakém okoli U(c) bodu ¢ € R spojité derivace vsech fadi, tj. f(z) € C(U(c)). Predpokla-
dejme dale, ze existuji Cisla K,M € R a ng € N takova, ze pro kazdé = € U(c) a pro vsechna n > ng plati

| F0 ()] < M.
Potom pro Lagrangetiv zbytek R, ;1 () v Taylorové vzorci plati lim,,_, o Ry+1(z) = 0, a to pro kazdé x € U(c).
Dikaz:

e vyjdeme z Lagrangeova tvaru zbytku (viz véta 3.1.1)

_ f(n+1)(t) n+1
e za danych predpokladi plati
|R (x)‘ < M|x_0|n+1
et = (n+1)!

chceme nyni ukazat, ze limita pravé strany je nula

to prokazeme tak, ze nejprve dokazeme konvergenci funkéni rady

oo KMnJrl
> oyl - ke (3.11)
n=1 (n + )

a poté uzijeme nutné podminky bodové konvergence 2.1.15

podle ni bude pak platit, ze

KMn+1
lim ———|z — "™ =0,
n—oo (n+ 1)!

a tudiz také lim,, oo Ry41(x) =0, a z véty 3.2.20 pak pfimo vyplyne dokazované tvrzeni

e jak je patrno, fada (3.11) konverguje napriklad z podilového kritéria, nebot

. KM"F2|p — | t2 (n+1)! . M
lim : = lim
n—oo (n+2)! KMt |z — |l nooon 42

|z —c|=0<1.

3.2.22 Poznamka

Za zminku stoji také nasledujici Gvaha. Je-li souctem fady >~ an(z — ¢)” funkce s(x), pak Taylorovou fadou funkce
s(z) v bodé ¢ je pouze a jediné fada Y an(x — ¢)". To znadi, ze jednoduchou moznosti, jak ovéfit, je-li néktera z
rfad Taylorovou fadou dané funkce, je prosté zjistit jeji souCet a porovnat ho s vychozi funkci. Rovnaji-li se tyto, pak byl
proces sestavovani Taylorovy fady Gspésny. Jak bylo demonstrovano v prikladé 3.2.18, ne vzdy povede tento proces k
vysnénému cili. Vyslovime, nicméné, nasledujici vétu, ktera matematicky shrnuje sérii predeslych avah.

3.2.23 Veta

Necht je dana mocninna rada

Z an(z — )" (3.12)
n=0

na mnoziné U (c). Necht je funkce s(x) souctem této fady na mnoziné U(c). Pak Taylorovou fadou funkce s(x) v bodé
¢ je prave fada (3.12).

Dikaz:

e z Taylorovy véty 3.2.2 vime, ze kazda funkce ma nejvyse jednu Taylorovu fadu (v jednom pevné zvoleném bodé c)

e z predpokladii véty vime, ze na mnoziné U(c) plati rovnost s(z) = > 7 jan(z — )"
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e dale snadno s(c) = ag, s'(c) = a1, 8" (c) = 2as atd, tedy celkem s(")(c) = n!a,

e Taylorova fada funkce s(x) ma tudiz podle véty 3.2.2 tvar

e to kompletuje dikaz

3.2.24 Priklad

Zavrsime nyni Glohu hledani Maclaurinovy fady funkci sin(z) a cos(x). Jelikoz pro jejich derivace zcela jisté plati
nerovnosti

an . an

o (sm(x))’ =\ (cos(x))’ <1,
jsou vsechny derivace omezené na R, a tudiz podle véty 3.2.21 je limita Lagrangeova zbytku v Taylorové vzorci nulova, a
mame tedy (skutecné az nyni na tomto misté) opravnéni vlozit mezi symbol funkce a prislusSnou fadu znaménko rovnosti.
Uzavirame tedy slavnostné cely rozsahly vypocet jednoduchymi rovnostmi

[eS) [eS)
x2n+1 2n

sin(x) = Z(—l)"m, cos(z) = Z(—l)"(2n)!, z €R.

n=0

3.2.25 Priklad
Podobné jako v predchazejicim prikladu se nyni pokusime ovérit, ze rada

oo n

3 % (3.13)

n=0

je skutecné Maclaurinovou fadou exponenciélni funkce e®. Vychazime pritom z vysledkt prikladu 3.2.10. K dosazeni
naseho cile uzijeme véty 3.2.23 a poznamky 3.2.22. Hledejme tedy funkci s(z), kterd je souctem rady (3.13). To jest

s(z) = Z %

n=0

Na oboru konvergence O = R Ize fadu derivovat Clen po clenu. Takto ziskame diferencialni rovnici

0 n—1 > n—1 0 m
o nT _ x _ "
s'(x) _;—n! ;7(71_1)! mzzo p— s(x).

Resenim diferencialni rovnice s'(x) — s(z) = 0 je, jak je jednak trivialné patrno a jednak bude dtikladné probrano v
nasledujici kapitole, systém funkci s(z) = Ce®. Konstanta C musi byt zvolena tak, aby ve vybraném bodé z = ~
korespondovaly hodnoty s(vy) a Ce?. Zvolme, jako budeme ostatné Cinit témér vzdy, v = 0. Srovnavame tedy hodnoty
funkci s(z) a Ce® v bodé nula. Snadno pak zjistime, ze integracni konstanta C musi byt jednotkové, nebot jediné tehdy
je

=, o 0 0 0
S(O)_ZH_1+1+§+§+“'_1'

n=0
Uzavirame, ze hledanou funkci je funkce s(z) = e”, a to prokazuje fakt, ze

o0 n

€T
GIZZH, r € R.

n=0
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3.2.26 Priklad

U funkce f(z) = In(1 + z) je situace jesté jednodussi. Jeji derivaci totiz ziskame sadu rovnosti

o0
f(z) = - Z Z —1) 2", (3.14)
n=0
Zde jsme vyuzili faktu, ze pro |z| < 1 je souctem geometrické Fady S o (1) prave funkce —— . Cteno v obraceném
poradi to vlastné znamena, ze Maclaurinovou fadou funkce = je fada >~ ((—1)"z". Zpetnou |ntegraC| vztahu (3.14)
pak snadno zjistujeme, ze
o0
In(1 c=Y (-1)" = m“x
n(l +z) + ;( n+1 Z

kde C je doposud hledanou integracni konstantou. Pro = 0 musi ale byt tato konstanta volena tak, aby f(0) = 0.
Proto C = 0 a plati

o0

1n(1+a:):2(—1)”+1%, x € (—1,1).

n=1

Pro aplnost dodavame: Platnost tohoto vztahu pro = 1 vyplyva z Abelovy véty 2.3.23.

3.2.27 Poznamka

Obdobné Ize prokazat, ze pro vsechny elementarni funkce z poznamky 3.2.15 plati v prislusnych vztazich skutecné
rovnosti.

3.2.28 Priklad

Urceme, jaké nejmensi hodnoty maze nabyvat soucet rady

%) . it 3mxm+1
m=0

jsou-li = volena z mnoziny kladnych redlnych Cisel. Soucet fady vypocitame takto:

sy =3 (o 13’"—”“ - Z ~ _ze%. Dom(s) = R.

m=0

Protoze plati s(0) = 0, lim,_, 1o s(2) = 0, f(z) € C(R™T) a s(x) <0, nabyva s(x) na R™ jisté svého minima. Rovnost
s'(x) = 0 je splnéna pouze v bodé x = 1/3, jak se lze snadno presvédcit, ktery je zjevné bodem lokalniho i globalniho
minima. Proto smin = s(1/3) = —3e™ L.

3.2.29 Priklad

Vypocitejme, Cemu se také rovna soucet rady

> 1
; (2n —1)2

z prikladu 2.3.28. Necht

o0 2n—1
= Gno1p
n=
Vidime, ze diky vlastnostem mocninnych fad lze funkci s(x) derivovat na intervalu (—1, 1) s nasledujicim vysledkem
B i p2n—2
et 2n —
Dale zavedeme novou funkci h(z) := x s'(x). Pro ni na intervalu (—1,1) plati

= 1
Z T 122
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Zintegrujeme-li (rozkladem na parciélni zlomky) ziskanou funkci, mame

1 142
(2) 2n<1 )+ :

— T

kde zjevné C = 0. Odsud pak pro z € (—1,1)

71 14+t
= —1 — ] dt.
5(@) /c 2 n(l—t>
Jelikoz ale plati s(0) = 0, je konstanta C = 0. Zadana Ciselna fada ma tutéz hodnotu jako s(1). Pouzitim Abelovy véty
2.3.23 dostavame

- 1 Tl (14t Y1 (14t
Z ——— = lim s(z) = lim —In _t dt = / —In _t dt.
(2n—1)2 a1 z—=1- Jo 2t 1-—t o 2t 1-1

n=1

Metodou per partes lze jesté ukazat, ze

= 1 B Y n(t)
2. (2n —1)2 __/0 —pe

n=1

Tento vypocet neni zcela trivialni, nebot vyzaduje nékolikanasobnou aplikaci I'Hospitalova pravidla. Doporucujeme ctenari
dany vypocet provést.

3.2.30 Priklad

Taylorovych rozvoja Ize rovnéz pouzit k vypoctu limit. Uvazme napft. limitu
lim {($3—x2+£) ev — 966—1—1] .
Tr—r0o0 2

Substituci y = 2~ prejde tato limita na

- (1—y+3y%)e? —/1+y5
y—04 y3 .

Dale uzijeme znamych rozvojii (viz poznamka 3.2.15)

2 3
Y Y

Yol g 47
e —|—y+2+3!

t
\/1+tz1+§ = V1t+yt =

Po dosazeni pak snadno vychazi, ze zadana limita ma hodnotu

1,3 o} n e3¢}
: Ey + Zn:4 any _ 1 : n—3 _
ylg{L y3 6 + ylgéi ; ¥ B
3.2.31 Priklad
Hledejme Taylorovu radu funkce
1
xT) =
10 = s
v bodé & = 3 a vySetfeme jeji obor konvergence. Neni velmi obtizné zjistit, ze
n n (3n —2)N! _sn41 n L1 (3n —2)M
o) = (1 B2 g gy (g = (e BB
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Pro prevracenou hodnotu jejiho poloméru konvergence pak plati
3 nHm 24™ n! 3 1 1
R = fim ot D! S TV (i R
n—oo 247+ (n + 1) (3n —2)11 n—oo0 24(n+1) 8

Polomérem konvergence je tedy R = 8. Je dobré si nyni uvédomit, ze krajni body intervalu konvergence jsou v tomto

pripadé zy = —5 a x, = 11. V téchto dvou krajnich bodech maji prislusné ciselné rady nésledujici tvary.
- (Bn -2 & (3n — 2)1
+1) ' — = +1) 3.15
Sopatr (2 Sy e 619

Konvergenci obou fad vySetfime alternativnim Raabeovym kritériem 2.1.35. Jelikoz je hodnota limity
— 2 " 2 2

lim n (3n )M (3n + 3) —1)=limn M—l = lim L
B! (Bn 4 )N 3n+1 n—oo3n+1 3

zintervalu (0, 1), je z alternativniho Raabeova kritéria jasné, ze fada (3.15) konverguje pouze relativng, tudiz ze prislusnym
oborem konvergence je mnozina O = (—5,11).

3.2.32 Poznamka

V této poznamce vyslovime tzv. zobecnénou binomickou vétu. Uzijeme jiz dokazané rovnosti
> (6%
1 [e3 — n
ra =3 (1)
n=0
platné zcela obecné prinejmensim na intervalu (—1,1). Pokusme se sestavit analogii binomického rozvoje
n n
n __ n—i 1.1
(a+b)" = Z (Z_>a b
i=0
doposud platnou pouze pro n € N. Snadno nahlédneme, ze pro a +b > 0
DY =g [1+22) =g 2) = =i pi
(a+0) a(—i—a) aZ(i " Zia b
1=0 i=0
Tato rovnost platna pfinejmensim pro takova a,b € R, pro néz |b| # |a| a a + b > 0, pfedstavuje zobecnéni binomické

véty tak, jak ji ctenaf dosud vnimal. Doporucujeme také zvazit proc€ je v predchozim vztahu nerovnitko ve vyrazu |b| # |a]
namisto na prvni pohled ocekdvaného znaku mensi nez. Analogicky:

(a+b) = i C) al b,

=0

3.2.33 Priklad

Pokusme se nalézt soucet mocninné rady Y | 22”: Oznacme ho napiiklad s(x). Jednoduse lze zjistit, ze definicnim
oborem hledaného souctu bude mnozina Dom(s) = O = (—1, 1), nebot polomér konvergence je roven jedné a divergence
v krajnich bodech |z| = 1 je zfejma. OznaCme nyni s(z) = xf( ), kde f(z) =>77, ;n Jelikoz je podle prislusné

véty mozno tuto fadu na intervalu O derivovat clen po clenu, ziskdvame rovnost
, B n - z? _
f<w>—27—2 ==
n=1 n=1

kde jsme na posledni sumu nahlédli jako na na geometrickou fadu s kvocientem 2 a prvnim Elenem rovnym z. Rozkladem
na parcialni zlomky obdrzime

f/(ilf) - % - % )

a proto
1
flx) = -5 In(1 —2?) +c,
kde C = 0, jak Ize urcit z faktu, Ze musi platit f(0) = 0. Pak tedy f(z) = —3In(1 — 2?), odkud pak

s(x) = —g In(1 —2?).

Tato funkce je na mnoziné (—1, 1) souctem zadané rady.
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3.2.34 Priklad
V tomto prikladé budeme hledat soucet mocninné rady

I2n+1

1;) (2n)!"

Oznacme ho s(x). Definicnim oborem hledaného souctu bude mnozina Dom(s) = O = R, nebot plati

R_l—hmﬂ—hm;—o = R =0 = R=o0
@ T nsee 2n+2)] nooo 2n+2)2n+1) w -

Oznacme nyni s(z) = zy(z), kde

Derivovanim pak ziskavame prvni

a druhou derivaci

e (2TL _ 1) x2n—2 0 x2n—2 o x2m
y'(z) = Z o 1 Z !
—  (2n-1) —(2n=2) = (2m)
Srovnanim se zadanou fadou pak obdrzime obycejnou diferencialni rovnici
y' ' —y=0 (3.16)

s nulovou pravou stranou. Ze vsech feSeni této rovnice ovsem hleddme jenom takové feSeni, pro néjz bude platit y(0) = 1
a y/(0) = 0. Uvedena rovnice je linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Ackoliv korektni
metody feSeni diferencialnich rovnic budou popsany az v nasledujici kapitole, my zde s predstihem uzijeme vysledku
prikladu 4.5.10, kde bylo vypocteno, ze vSechna feSeni rovnice (3.16) jsou tvaru y(x) = Cie® + Coe~ ™. Okrajové
podminky y(0) = 1, 4’(0) = 0 pak vedou ke dvéma rovnicim C; + Co = 1, C; — Co = 0, jejichz feSenim je dvojice
(C1,C2) = (3, 3). Proto

(e” + e~ ") = cosh(z).

N | =

y(z) =

Priklad tedy uzavirame finalnim tvrzenim, ze

3.2.35 Priklad
V tomto prikladé budeme hledat soucet mocninné fady

00
x2n+l

n!
n=0

Oznacme ho s(x). Definicnim oborem hledaného souctu bude mnozina Dom(s) = O = R, nebot pro polomér konver-

gence plati rovnost

n!
R — R — Rt!l= lim —— — lim —— —
0 = Rp=oo & R = limooome o lim oo

Oznacme nyni s(x) = z f(x), kde

=g ()
o T T 2
f@=> Tr=X =
n=0 n=0
Proto -
2n+1
s(x) = a — =ae . zeR
n!
n=0
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3.2.36 Priklad

Jednim z frekventovanych integralii, které ovsem neni mozno fesit pfimym integrovanim, je urCity integrél

x 2
/ et at.
0

Problém pfi pokusu fesit ho analyticky spociva v tom, ze primitivni funkce k funkci e~%" nema elementarni tvar, nenf tudiz
vyjadritelna jako "klasicka"funkce. To je okamzik, kdy s vyhodou uzijeme teorii 0 mocninnych aproximacich probranou
dfive. Zminény integral modifikujeme do Casto uzivaného tvaru Erf(z) := % fom et dt. Tuto funkci byva v matematice
zvykem oznacovat jako chybovou funkci nebo anglicky error function (odtud zkratka v oznaceni). Postup pfi stanoveni
mocninné fady, jez se rovna chybové funkci, zahajime hledanim Maclaurinovy fady integrandu. Jak snadno nahlédneme

napriklad z poznamky 3.2.15, plati vztah

e oo nth
e " = Z(—l) T teR
n=0

Jelikoz je na intervalu konvergence mozno podle prislusnych vét integrovat a derivovat clen po Clenu, plati také

t?n t2n+1

2 [T 2 2 X [T 2 ‘

x2n+l

2 o,
:ﬁ;(_l) (2n+1)n!”

Chceme-li nalézt pribliznou hodnotu chybové funkce, vezmeme prvnich k + 1 clenii jejiho Gplného rozvoje, ¢imz ziskame

hodnotu
I2n+1

k
Erf(z) ~ % ;(_wm. (3.17)

Zbyva ovsem vycislit chybu tohoto pfiblizeni. Jelikoz je ale prislusnd Maclaurinova fada radou stridajicich znamének,
maze byt hledana chyba Roy12(x) odhadnuta absolutni hodnotou nasledujiciho Clenu, tj. prvniho Clenu, jez nebyl zahrnut

do aproximace (3.17). Tedy
22k+3

(2k + 3)(k+ 1)

Jak je patrno, odhad chyby Roxi2(x) konverguje pro k& — oo pomérné rychle k nule, tedy jiz prvni aproximace (pro
malad k) budou pomérné presné. Pro ilustraci v nasledujicim obrazku vykreslujeme priibéh chybové funkce.

Rojt2(x) < Ropqo(x) =

Erf(x) a |

v

Obrazek 3.13

Chybova funkce Erf(x) (plnou Carou) a jeji aproximace pro k = 20 (pferuSovanou
carou).

Pro nazornou predstavu nize ilustrujeme zptsob konvergence Maclaurinovy fady funkce Erf(x) pro rostouci k, tedy
pro presnéjsi aproximaci.
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Erf(x) . !

4 _2 2 4

Obrazek 3.14
Chybova funkce Erf(x) (plnou Carou) a jeji aproximace pro k = 40 (preruSovanou

Carou).

3.3 Cviceni

Cviceni 3.1

Rozhodnéte, zda je funkce f(x) = 2® analyticka v bodé a = 2. Podrobné zdtivodnéte.

Cviceni 3.2

Naleznéte Maclaurinovy fady zakladnich funkci z poznamky 3.2.15 a stanovte jejich obory konvergence.

Cviceni 3.3

Funkci f(z) = In(cos(z)) rozepiste do mocninné fady az do &lenu s z° véetné.

Cviceni 3.4

Funkci f(z) = sin(sin(z)) rozepiste do mocninné fady az do ¢lenu s z° véetné.

Cviceni 3.5
Funkci

1
f(z) =In (m)

rozlozte do mocninné fady podle mocnin vyrazu x + 1.

Cviceni 3.6

Rozkladem na parcialni zlomky naleznéte rozvoj funkce

do Maclaurinovy rady a urcete jeji obor konvergence.

Cviceni 3.7

Naleznéte souCet s(x) mocninné fady

S 2n+1
x
s(z) =
2n +1
n=0
Cviceni 3.8
Naleznéte soucet s(x) mocninné fady
o0
s(z) = Z n*z" .
n=1
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Cviceni 3.9

Pro mocninnou radu

ukazte, ze plati v (z) = y(z).

Cviceni 3.10

Integrovanim clen po Clenu vypoctéte soucet fady

x — 4z + 92% — 162* + 252° — ...

Cviceni 3.11

Ovérte, ze rada funkci

n

n=0

vyhovuje obycejné diferencialni rovnici zy” +vy —y = 0.

Cviceni 3.12

Derivovanim nebo integrovanim ¢len po ¢lenu vypoctéte souCet mocninné fady

n(n+ 1)z".

NgE

3
Il
-

Cviceni 3.13

Naleznéte soucet Ciselné rady

e n+1)4r
Cviceni 3.14
Naleznéte soucet Ciselné fady
Sy 2t
n=1 n? +n .

Cviceni 3.15
S jakou presnosti bude vypoctena hodnota
=17

s
Rl

Cviceni 3.16

Metodou neznamych koeficientd naleznéte prvni Ctyfi nenulové ¢leny Maclaurinova rozvoje funkce tg(z).

Cviceni 3.17
Vypoctéte pribliznou hodnotu integralu

1
i 2
/ezdx
0

pomoci tfi nenulovych Elend prislusného rozvoje a odhadnéte chybu.

Cviceni 3.18

Pomoci vhodného Maclaurinova rozvoje vypoctéte

) x—|—ln(\/1—|—x2—x)
lim

z—0 3

Cviceni 3.19

jestlize pouzijeme prvnich pét clenli Maclaurinova rozvoje funkce arctg(x) pro

Vypoctéte priblizné hodnotu Cisla In(5) pomoci prvnich péti nenulovych €lend pfislusného rozvoje a odhadnéte chybu.
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Cviceni 3.20

Vypoctéte priblizné hodnotu integralu

1
1
/ n(z) dz.
o 1422
Navod: Dany integral upravte s pouzitim metody per partes na jiny integral. Uzijte faktu, ze

lim In(z)arctg(z) = 0.
z—04

Hodnotu ziskaného integralu odhadnéte pomoci prvnich péti nenulovych clent pfislusné fady a stanovte korektni odhad chyby.
Dale pomoci vhodného rozvoje dokazte vztah z druhého bodu napovédy.

Cviceni 3.21

Naleznéte soucet mocninné rady
i (2n +1) 2"
n! ’
n=0

Cviceni 3.22

Naleznéte soucet mocninné rady

Cviceni 3.23

Pomoci vhodné mocninné rady vypoctéte

Cviceni 3.24

Sectéte

Cviceni 3.25

Vysetfete obor konvergence mocninné fady

a urcete jeji soucet.

Cviceni 3.26
Funkci

f(z) ::cln<x+ \/1+x2) 1+ 22
rozvinte do Maclaurinovy fady a vy3etrete jeji obor konvergence.

Cviceni 3.27

Pomoci vhodnych Taylorovych rozvoji urcete hodnotu limity

I sin(sin(z)) — V1 — 22
im .

z—0 i

Cviceni 3.28

Naleznéte soucet Ciselné fady

=)

n25n
Z n!
n=1

Cviceni 3.29
Funkci

fla) = [ =

rozvinte do mocninné fady se stfedem v bodé nula a urCete jeji obor konvergence.
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Cviceni 3.30

Naleznéte soucet Ciselné rady

o] 1)
nz_;r(ﬁ—)l.

Cviceni 3.31

Uzitim vhodnych Taylorovych fad uréete hodnotu limity lim,—o (€2~ *sin(z) — 2 (1 + ) .

Cviceni 3.32

Sectéte

= (-
> Etasy

n=2

Cviceni 3.33
Vypoctéte limitu

T—r00 2

2
lim {\/2312 +1- <:c6 —zt+ CC—) ew%] .

Cviceni 3.34

Naleznéte Maclaurinovu fadu funkce

flz) = -

S l-z—a224a3

a jeji interval konvergence.

Cviceni 3.35

Naleznéte soucet nasledujici Ciselné rady

i(zn—nu 1 1
(2n + 2)!1 2n + 1 4n+1°

n=1

Cviceni 3.36

Naleznéte soucet rady
oo

1
(2n+ 1) 16"

n=0

Cviceni 3.37

Naleznéte soucet rady

2 (n—1)’
Z gn—1 .

n=1

Cviceni 3.38

Pomoci prvnich péti nenulovych Elend vhodné mocninné fady odhadnéte hodnotu urcitého integralu
! sinh(z)
[ =
0 x
Stanovte korektni odhad chyby.

Cviceni 3.39

Pro parametr o, pro ng&jz plati, Ze § € R™ \ N, vySetfete obor konvergence a soucet fady

L ale—3)(a—6)...(a—3n+3 n
;( Ne=0)...( ) n

Cviceni 3.40

Sectéte

= n(n +2)

n=1
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Cviceni 3.41

Sectéte
> o
— 4n? —1°
Cviceni 3.42
Ukazte, ze
! ln(z) =1
[ ie=20

Cviceni 3.43
Uzitim vhodnych Taylorovych fad urcete hodnotu limity

. 2(tg(z) —sin(z)) — 2*
lim = .
r—0 T

Cviceni 3.44
Pomoci vhodné mocninné fady vypoctéte &islo v/700 s chybou mensi nez 107%.

Cviceni 3.45

Ovérte, zda plati rovnost

et 1, n 1 ©°° n
x x

E / —d:c:/ E —dx.
o 0 n=1 n

n=1

Cviceni 3.46

Dokazte, ze Maclaurinova fada funkce e™

2 . , . S
“" nekonverguje na svém oboru konvergence stejnomérné.

Cviceni 3.47

Naleznéte soucet funkZni fady

na mnoziné (c,00), kde ¢ > 0. Neopomente prokazat opravnénost viech provadénych operaci.

Cviceni 3.48

Naleznéte soucet mocninné rady

Cviceni 3.49

Naleznéte soucet mocninné rady

n=1 (’IL - 1)'
a jeho definicni obor.
Cviceni 3.50
Naleznéte soucet mocninné rady
o 4n—1
>
— (4n —1)!

Cviceni 3.51

Naleznéte soucet Ciselné rady

a vysledek maximalné zjednoduste.
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Cviceni 3.52

Naleznéte obor konvergence a soucet funkéni rady

Cviceni 3.53

Pro funkci

T 83 4 4da2+ 20+ 1

f(l()l) (0)

VypOEtéte podﬂ f(TO)(O) .

Cviceni 3.54

Sectéte mocninnou fadu

Cviceni 3.55

UrcCete soucet mocninné fady

a jeho definicni obor. Vysledek maximalné zjednoduste.

Cviceni 3.56

Sestavte mocninnou fadu spojitych funkci definovanych na mnoziné R takovou, aby jejim oborem konvergence byl polouzavieny

interval O = (2, 8).

Cviceni 3.57

Pfimou metodou odvodte tvar Maclaurinovy fady pro funkci f(z) = /4 — z. Upravte do nejjednodussiho mozného tvaru. Poté

korektngé urcete jeji obor konvergence.

Cviceni 3.58

Naleznéte Taylorovu fadu reprezentujici integral

e 1
—d?
/; V14 16t4

a stanovte jeji obor konvergence. Radu upravte do tvaru s dvojnymi faktorialy.
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Kapitola 4
Obycejné diferencialni rovnice

V této kapitole se budeme vénovat zcela zasadni problematice, jez se vyskytuje ve vsech fyzikalnich, ekonomickych,
biologickych a dalsich disciplinach. Jedna se o feSeni rovnic, kdy nezndmou neni Ciselnd hodnota, nybrz funkce jedné
proménné. Pritom klicovou otazkou pro nas nebude pouze nalezeni feseni diferencialni rovnice, ale hlavné (a v matematice
jde o to predevsim) diskuse prostoru vSech reSeni dané rovnice. Budeme se tedy také snazit prokazat, ze jsme nalezli
vSechna feSeni, a ze tudiz zadné jiné jiz nalezeno byt nemiize.

4.1 Zakladni pojmy

4.1.1 Umluva

V celé této kapitole je symbol C (vCetné vsech indexovanych variant) vymezen pro libovolnou pevné zvolenou redlnou
konstantu a symbol I (opét véetné vsech indexovanych variant) pro otevfeny interval z mnoziny R vsech realnych cisel,
tj. I = (a,b), kde —0o < a < b < 0.

4.1.2 Definice

Necht F'(t,zo, 21, ..., 2n) je redlna funkce n + 2 redlnych proménnych, ktera je spojita vzhledem ke vsem proménnym a
vzhledem k z, neni konstantni. Necht je definovana na mnoziné 2 C R™"*2. Potom symbol
F(z,y(@), v (),y" (@), .,y (@), g™ (2) =0 (4.1)

nazyvame (obycejnou) diferencialni rovnici n-tého fadu pro neznamou funkci y(z). Resenim rovnice (4.1) v mnoziné
na otevieném intervalu I nazyvame funkci y(z), pokud ma na I vsechny derivace do fadu n vcetné, pro kazdé x € I je
(z,y(x),y (x),y" (x),. ..,y (x)) € Q aplati rovnost (4.1). Otevreny interval I nazyvame intervalem reseni diferencialni
rovnice. Je-li dale F(t, zo, z1, . .., z,) polynom stupné m v proménnych zo, z1, ..., z,, rekneme, ze diferencialni rovnice
(4.1) je stupné m. Diferencialni rovnici prvniho stupné nazyvame také linedrni diferencialni rovnici. Rovnici, ktera neni
linedrni, nazyvame nelinearni diferencialni rovnici.

4.1.3 Poznamka

Vyresit danou diferencialni rovnici tedy znamené urcit vsechny funkce y(x) € C™(I), jez splnuji rovnost (4.1), a otevieny
interval, na némz uvedené funkce tuto rovnost spliuji.

4.1.4 Definice

Je-li funkce y(z) Feenim rovnice (4.1) v Q na intervalu I a §(z) Feenim na I, kde I S I, pricemz y(z) = §(x) na I,
pak fikame, ze y(z) je prodlouzenim y(x) na interval I a y(x) je zdzenim y(x) na interval I. Takové reseni, ke kterému
v () neexistuje prodlouzeni, nazyvdme maximalnim resenim v .

4.1.5 Priklad
Funkce y(x) = e® s definicnim oborem (—1,1) je zjevné feSenim diferencialni rovnice
v —y=0.
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Maximalnim feSenim této rovnice je ale funkce y(x) = e s intervalem feseni I = R. Podotykame, ze maximalnich reseni
dané diferencialni rovnice mtize byt vice. Zde napf. funkce z(z) = 0, u(z) = 4e” pro z € R jsou také maximalnimi
resenimi uvedené rovnice.

4.1.6 Definice

Linearni diferencidlni rovnici radu n budeme od této chvile rozumét rovnici tvaru

Yy (@) + pa-1(@)y" D (@) + .+ pr(@)y (@) + po(2)y(@) = q(x), (4.2)

kde po(x),p1(x),...,pn—1(x),q(x) jsou spojité funkce proménné x na otevieném intervalu I C R a y(z) je neznama
funkce. Jestlize q(x) = 0, fikdme, ze (4.2) je linearni diferencidlni rovnici bez pravé strany (nebo s nulovou pravou
stranou). Rovnici

Yy (@) + P @)y (@) + ..+ pr(@)y (@) + pol)y(z) =0 (4.3)
nazyvame rovnici bez pravé strany prislusnou k diferencialni rovnici (4.2). Funkce po(z),p1(2), ..., pn—1(x) nazyvame
(funkcni) koeficienty diferencialni rovnice. Jsou-li vSechny funkce po(z), p1(x), ..., pn—1(x) konstantnimi funkcemi na I,

fekneme, Zze rovnice (4.2), resp. (4.3) jsou s konstantnimi koeficienty.

4.1.7 Poznamka

V literature se nékdy diferencialni rovnice bez pravé strany nazyva homogenni rovnici a rovnice s pravou stranou rovnici
nehomogenni. My se této terminologii z davodu kfizeni pojmil (viz déle) radéji vyhneme.

4.1.8 Definice

Necht po(x),p1(x),...,pn-1(x),q(z) jsou funkce spojité na otevieném intervalu I C R. Pro libovolnou funkci y(x),
kterda ma na I vlastni derivace do radu n, polozme

~

L(y(@)) = 4" (@) + pu-1(2)y" V(@) + ... +pu(2)y' (2) + pola)y(z).

Pak zobrazeni L : C™(I) — C(I) nazyvame (obycejnym) diferencialnim operdtorem fadu n pfislusnym k rovnicim
(4.2) a (4.3). Funkce po(z),p1(2),...,pn—1(x) se nazyvaji funkénimi koeficienty operatoru L. Jsou-li vSechny funkce
po(x),p1(x),...,pn—1(x) konstantnimi funkcemi na I, fekneme, ze L je operdtorem s konstantnimi koeficienty.

4.1.9 Poznamka
Uzijeme-li nyni symboliku zavedenou v predeslé definici, Ize rovnici (4.2) zapsat ve zformalizovaném tvaru
L(y(x)) = q(x). (4.4)

Resit diferencialni rovnici (4.4) pak de facto znamena nalézt v mnoziné C"(I) (tedy v definicnim oboru diferencialniho
operatoru L) takové funkce, které operator L(y(z)) zobrazuje na funkei g(x).

4.1.10 Veta
Diferencialni operator L je linearni na mnoziné Dom(L) = C™(I).
Dikaz:

e necht po(x),p1(x),...,pn-1(x),q(x) jsou spojité funkce na otevieném intervalu I C R

necht y(z) je funkce tiidy C" nal ak € R

chceme ukazat, ze L(k - y(z)) = k - L(y(x))

e k tomu uzijeme snadné vlastnosti derivace, a sice ;ﬂ%(l{ y(z)) =k-y™(2)

pak ale L(k - y(x)) = k- y™ () + k- po1(2)y" V(@) + ... + k- po(2)y(z) = k- L(y(x))
odtud plyne, ze k- y(z) € C"(I)
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e necht dale y1(z) a ya2(z) jsou funkce tridy C™(I)
o chceme ukazat, ze L(yi(z) + y2(2)) = L(y1(z)) + L(y2(x))

e uzijeme proto dalsi vlastnosti derivace, a sice

m

oo (@) +12(@)) = 1™ (@) + 5™ (@)

e pak ale R
L(yi(2) + 92(2)) = 1\ (@) + 557 (@) + pu1 (@)™ (@) + poor(@)ys™ V(@) + ...+

+p1(2)y} (2) + p1(2)yh(x) + po(@)y1 (x) + +po(x)y2(z) = L(y1(2)) + L(11(2))

e odtud plyne, ze y1(z) + y2(x) € C™(I), coz zakonCuje dikaz

4.1.11 Definice

Necht L je diferencialni operator fadu n € N piisobici na definiénim oboru C"™(I). Pak definujeme

Qo := {y(x) € Dom(L) : L(y(x)) = 0}.

Je-li q(z) € C(I) libovolna funkce spojita na I, pak definujeme
Qq = {y(x) € Dom(L) : L(y(x)) = q(x)}.

4.1.12 Veta

Mnozina g je vektorovym prostorem nad télesem R, a reprezentuje tedy podprostor vektorového prostoru C™(I). Mno-
zina Qg je linearni varietou.

Dikaz:

e mnozina g vsech funkci, které vyhovuji rovnici E(y(:c)) =0, de facto predstavuje tzv. jadro operatoru L

jak je zndmo ze zékladnich partii linedrni algebry, tvori jadro operatoru vzdy vektorovy prostor, a 2, je tudiz
linearni varietou, tedy prostorem, ktery vznikl "posunutim"vektorového prostoru §2g o tzv. partikularni reseni, které
je v pripadé diferencialnich rovnic reprezentovano jistou nenulovou funkci y,(z)

rozdil dvou funkci z Q, tedy vzdy padne do 2

o platnosti tvrzeni se lze vsak snadno presvédcit také pfimo uzitim vlastnosti operatoru L

4.1.13 Poznamka

Predesla véta predstavuje jeden z elementarnich (ale zasadnich) poznatkii teorie diferencialnich rovnic. Reseni dife-
rencidlnich rovnic L(y(z)) = 0 a L(y(z)) = q(z) Ize tedy symbolicky vyjadrit takto. Ve vektorovém prostoru C™(I)
hleddme podprostor €2, jehoz vsechny prvky (v tomto pripadé jsou to funkce) zobrazuje operator L na ryze nulo-
vou funkci o(z) = 0 na I. Analogicky, fesime-li rovnici L(y(z)) = q(z), hledame linearni varietu g, jejiz vsechny
prvky zobrazuje operator L na funki q(x). Z teorie navic vime, ze jisté existuje funkce (tzv. partikularni feseni) y,(z)
tak, ze 2, = Qo + y,(z). Rozsahlost obou prostord je navic urcena dimenzionalitou prostoru €. Pro urceni dimenze
Qg je ale nezbytné zjistit bazi tohoto prostoru. Dalsi text ukaze, jakymi prostredky se baze v (2o hledaji. Oznacime-li
y1(x),y2(x), ..., ym () linedrné nezavisla reseni rovnice L(y(x)) = 0 a budou-li viechny funkce z € linedrnimi kombi-
nacemi funkci y1 (), y2 (), . . ., ym(x), bude uvedeny soubor funkci reprezentovat bazi v €2 a bude také mozno prokazat,
ze Qo = [y1(x), y2(x), ..., ym(x)]x a dim(2g) = m. Pak bude také platit, ze

Qq = [yl(l'),yg(fﬂ), cee 7ym($)])\ + yp(x)

Upozorhujeme ale diirazné, ze predesla véta je vyslovena pouze pro linearni diferencialni rovnici. Pro nelinearni rovnice
nic podobného neplati.

95



KAPITOLA 4. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

4.1.14 Veta
Necht u(z) je jedno feSeni rovnice (4.2). Pak vSechna feSeni rovnice (4.2) jsou pravé vsechny funkce y(x) dané rovnosti
y(x) = 2(z) + u(z),

kde za z(z) klademe v3echna feseni rovnice (4.3).

Dakaz:
e Prvni implikace:
— necht L(u(z)) = gq(z) a L(2(z)) = 0
— 7z linearity operatoru L plyne, ze L(y(z)) = L(z(z)) + L(u(z)) = q(z)

e Druha implikace:

— predpokladejme pro spor, Ze existuji dvé Feseni 1 () a yo () takova, Ze L(yi(z)) = ¢(z) a L(y2(z)) = q(2),
a neexistuje zadna funkce z(z), pro niz by platilo L(z(z)) = 0 a y2(2) = 1 (z) + 2(z)
— vidime ale, ze L(ya(z) — y1(z)) =0

— odtud je jasné, ze z(x) := y2(x) — y1(x) musi byt feSenim rovnice (4.3)

4.1.15 Poznamka

Byva zvykem zapisovat feseni rovnice (4.2) v poradi y(z) = z(z) + u(x), kde z(x) jsou viechna feSeni prislusné rovnice
(4.3) a u(x) jedno feseni rovnice (4.2). ReSeni u(x) se nazyva fesenim partikularnim.

4.1.16 Poznamka

Necht C(a,b) je vektorovy prostor spojitych funkci na intervalu (a,b) definovany nad télesem R. Budou-li dvé funkce
(vektory) f(z),g(x) € C(a,b) linearné zavislé, bude to znamenat, ze existuje Cislo C € R tak, ze rovnost f(x) = Cg(z)
plati pro vsechna x € (a,b). Podobné: bude-li soubor funkci fi(z), fa(z),..., fu(x) € C(a,b) linedrné zavisly, bude
existovat netrivialni vektor konstant (Cq,Co,...,Cp) # 0 takovy, ze rovnost

C1f1($) + szg(l') + ...+ Cnfn(l') =0

plati pro vsechna = € (a,b).

4.2 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Nejjednodussi diferencialni rovnici je linedrni rovnice prvniho radu. Jeji reseni je velice jednoduché a v podstaté sestava
z vypocCtu dvou neurcitych integrald.

4.2.1 Veta

Necht p(x), q(z) jsou spojité funkce na intervalu I. Necht pro funkce P(z), S(x) plati na intervalu I rovnosti P'(x) =
p(z) a §'(z) = q(z) eP'®). Pak véechna feseni rovnice

y'(x) +p(x)y(x) = q(x) (4.5)
jsou dana predpisem
y(z) = e P (S(z) + ). (4.6)
Diikaz:
e Odvozeni:

— rovnici (4.5) vynasobime faktorem e”’(*) ;.

y' (@) "+ p(a)y(e) e = g(x) 7
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4.2. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU

— leva strana predstavuje derivaci soucinu y(z) e”®), a protoze S'(x) = q(z) e”®), plati dale
y(z) e ™ = S(z) +¢
— Feseni uvedené rovnice maji tedy tvar y(z) = e (@) (S(z) + C)

e Jednoznacnost:

dokazujeme sporem
— necht tedy funkce z(z) Fesi rovnici (4.5), ale pfitom neni tvaru e~ (*) (S(z) + C)
— tedy
' (x) + p(a)z(z) = q(x) (4.7)
— necht y(z) = e 7@ (S(z) +C)

— podle prvni ¢asti dkazu tedy y(x) fesi zkoumanou rovnici, tj.
y'(z) + p(2)y(z) = ¢(2) (4.8)

— odectéme nyni rovnice (4.7) a (4.8)
= pak (2'(z) = ¢/ () + p(z)(2(z) — y(x)) =0
— tuto rovnici vynasobme faktorem e (®)

— rovnice pak prechazi do tvaru

[(z(:v) - y(x))ep(w)}/ =0

— odtud
2(z) = y(z) + Ce P@) = e P (S(2) + C) + Ce ™) = e P (S(2) + D)

— to je ale spor s predpokladem, ¢imz je prokazéano, ze rovnice (4.5) nema zadna jina reSeni nez ta tvaru (4.6)
4.2.2 Priklad
Resme rovnici y' — 2vy = 2z na mnoziné Q = R3. Vypocteme P(z) = [ p(x)dz = —2? (postaéi jedna z primitivnich
funkci), celou rovnici vynasobime faktorem e?(*) = e a ziskame

/ 71)2 71)2 7Z2
y'e —2zye =2ze

Tato rovnice je ekvivalentni rovnici

Odtud jiz ziskame maximalni feseni y(z) = Ce® — 1, kde I = R.

4.2.3 Definice

Funkce e”(*) z véty 4.2.1 se nazyva integracnim faktorem rovnice (4.5).

4.2.4 Poznamka

Pojem integracni faktor ma také obecnéjsi uziti. Viz napf. priklad 4.3.18 nebo kniha [14].
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4.2.5 Veta
Necht p(x) je funkce spojita na otevieném intervalu I C R. Necht v(x) je jedno nenulové feSeni rovnice
y'(x) + plx)y(z) = 0. (4.9)
Pak vSechna feseni rovnice (4.9) jsou pravé funkce y(x) = Cu(x), tj. pro kazdé feSeni rovnice (4.9) plati y(x) € [v(:v)]/\
Diikaz:
e uzijeme vétu 4.2.1 a polozime v ni ¢(z) =0
e odtud S(z) =C;
e fedeni je tudiz tvaru y(z) = e_P(w)(Cl +Cy) =Cs e @)
e tak vypadaji podle 4.2.1 vsechna reSeni rovnice (4.9)
e v(z) je jedno z nich, a tedy v(x) = C4e~F®) (Cy # 0)

e pro vsechna reseni tedy plati

4.2.6 Dausledek

Vsechna reseni rovnice (4.9) tvori jednorozmérny vektorovy prostor nad R, tj. jadro linearniho operatoru L= % + p(x)
prvniho fadu ma dimenzi jedna. To tedy znaéi, Ze uvazujeme-li rovnici (4.9), plati Qo = [e”(®)]), kde P'(x) = p(x).

427 Poznamka

Rovnici
y " (@) +p(@)y™ (2) = ()
lze prevést na linearni rovnici prvniho fadu substituci z(x) := y*)(z). Potom piivodni rovnice prejde na tvar z/(x) +

p(x)z(x) = q(z), ktery jiz snadno pomoci véty 4.2.1 vyresime. Dale pak provedeme k integraci k ziskani feSeni celé
alohy.

4.2.8 Priklad

Hledejme maximalni feseni diferencialni rovnice
2y + 8% = (14 22%)y/,

vyhovujici podminkam y(1) = e a y/(1) = 2e. Zavedeme novou funkci z(z) = y/(x), ¢imz trivialné snizime Fad rovnice.
Obdrzime tak linearni diferencialni rovnici
1
2 - (— + 2:0) 2= —8zte”
x

_a? . . s .
e~ . Je-li jim rovnice nasobena, ziskdvame rovnici

(z(x) : i e> = —8a°.

Jejim integracnim faktorem je vyraz x—!

Odtud
z(x) - ! e = —22% t,
x
a tedy
z(x) = Cre” — 212%™ .
Pak ale

C
y(z) = /z(:c) dz =D+ 3 e 4+ e (—2* +22% — 2).

Konstanty C a C uréime z podminek y(1) = e a 4/(1) = 2e. Odtud D = 0 a C = 4. Hledanym maximalnim fesenim je
tudiz funkce )
y(z) =2%e" (2—2%), z€R.
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4.3 Nelinearni diferencialni rovnice prvniho radu

Slozitéjsimi pripady diferencidlnich rovnic prvniho fadu jsou rovnice nelinedrni. Ty je nutno fesSit v zavislosti na tom,
jakého jsou typu. Seznamime se nyni podrobnéji s metodami feSeni nékterych z nich.

4.3.1 Definice
Necht p(z), ¢(z) jsou funkce spojité na intervalu I a necht & € R\ {0,1}. Potom rovnici tvaru
y'(x) + p(@)y(x) = q(z)y* () (4.10)

nazveme Bernoulliho diferencidlni rovnici.

4.3.2 Poznamka
Bernoulliho diferencialni rovnici fesime tak, ze celou rovnici vynasobime faktorem (1 — o)y~ *(x). Tim dostavame
(1= a)y=*(2)y'(z) + p(z)(1 = a)y'~*(z) = (1 - ) q(2).
Poté zavedeme novou funkci z(z) = y'~(x), &imz obdrzime linearni diferencialni rovnici
Z (@) +p@)(1 — a)z(z) = (1 - a) q(x),

). Déle resime standardné, tedy metodou integracniho faktoru. Zde pouze podotykame,
feSenim kazdé Bernoulliho rovnice.

nebot 2/'(z) = (1—a) y~*(z)y'(z
ze pro a > 0 je funkce y(z) =0

4.3.3 Poznamka

Budeme se nyni zabyvat hledanim reSeni diferencialni rovnice

f@,y) +g(z,y)y" =0, (4.11)

kde f(z,y) a g(x,y) jsou spojité funkce dvou proménnych.

4.3.4 Definice

Necht f(z,y) a g(x,y) jsou spojité funkce dvou proménnych. Resenim diferencialni rovnice (4.11) rozumime kazdou
funkci y = ¢(x), resp. © = ¥ (y), definovanou na otevieném intervalu I, pro kterou plati

F (@) + g 0(x)) () = 0, respektive  f(1(y), ) =

ay 9(¥(y),y) =0.

4.3.5 Poznamka

Pri reSeni diferencialnich rovnic tvaru (4.11) uzijeme s vyhodou teorie implicitnich funkci. Ackoliv se tato problematika
probira az v pokrocilejsich partiich studia matematické analyzy, nebude pravdépodobné obtizné nahlédnout do nasledu-
jicich avah. Vezméme diferencovatelnou funkci H(x,y) dvou proménnych a zkoumejme rovnost H (z,y) = C. Mnozinou
vsech bodii v R2, jez spliuji takovou rovnost, je jista kfivka, kterd miize byt v priznivém pripadé chapana jako graf
tzv. implicitni funkce y(x). Informace o vlastnostech funkce y(x) jsou tudiz zakédovany v feSeni rovnice H(x,y) = C.
Derivaci rovnosti H(z,y) = C podle x (s ohledem na fakt, ze y je funkci proménné z, tj. y = p(z)) pak podle véty 1.2.7

ve skriptech [16] dostavame

%—Z(wa (@) + % (z,¢(x)) ¢' () = %—Ij(x,y) + %(x, y)y =0. (4.12)

Jde o rovnici zjevné pripominajici definicni tvar (4.11). Pokud tedy polozime v rovnici (4.11) f(z,y) = aH ~(z,y)
ag(zy =24 . (z,y), maji rovnice (4.11) a (4.12) tentyz tvar, a tedy rovnost H(z,y) = C vyjadfuje vztah mezi
proménnymi x y, a miize byt tudiz pouzita k nalezeni feSeni diferencilni rovnice (4.11). Jakym zpiisobem lze vyse
zjistény poznatek konkrétné zuzitkovat pri feSeni rovnic tvaru (4.11) bude zfejmé z nasledujiciho textu.
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4.3.6 Definice

Necht je dana diferencialni rovnice tvaru (4.11). Jestlize existuje funkce H(x,y) takova, ze

0H

a zaroven SH
g(x,y) = —(x,y), 4.14
(r.9) = 5, (@) (4.14)
nazyvame rovnost
H(z,y)=C (4.15)

formalnim feSenim (feSenim v implicitnim tvaru) rovnice (4.11). Lze-li z formalniho feseni (4.15) vyjadrit y jako funkci
x nebo x jako funkci y, hovorime v obou pripadech o explicitnim vyjadreni feseni diferencialni rovnice (4.11).

4.3.7 Poznamka

Pokud tedy (podle pozndmky 4.3.5) usporadané dvojice (z,y) = (=, ¢(z)) Fesi algebraickou rovnici H(z,y) = C na
I x ¢(I), pak funkce y = ¢(x) fesi diferencialni rovnici (4.11) na I. Podle pravidel o derivaci funkce dvou proménnych
totiz plati

S H (@) = G (@p(a)) + G (2 60) ¢'(0) = (2 9(0) + 9, p(a) () =0

Podobné, Fesi-li usporadand dvojice (z,y) = (¥(y),y) rovnici H(z,y) = C na ¥(J) x J, pak funkce = = v(y) Fesi
rovnici (4.11) na J.

4.3.8 Definice

Diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi nazyvame rovnici tvaru

f@)+9(y)y =0, (4.16)

kde f(x),g(y) jsou funkce spojité v intervalech I; C R, resp. Ir C R.

4.3.9 Veta
Necht f(x), g(y) jsou funkce spojité v intervalech I; C R, resp. I C R. Necht F'(x), G(y) jsou libovolné, ale pevné

zvolené primitivni funkce k funkcim f(x) na Iy, resp. g(y) na I>. Pak je-li y = ¢(z), resp. x = 1 (y) FeSenim rovnice
(4.16), existuje jisté C € R takové, ze pro vsechny body z intervalu feseni rovnice (4.16) plati F'(x) + G(y) = C.

Dikaz:

e dokazeme napf. pro y = ¢(x), pro x = ¥(y) je dikaz analogicky

necht tedy y = () je feSeni rovnice (4.16) na I

pak f(z) + g (¢(z)) ¢'(z) = 0

odtud F'(z) + (G o )’ (x) = 0, coz je ekvivalentni rovnosti (F + G o ) (x) =0

tedy existuje C € R takové, ze pro vechna z € I plati F(z) + G(p(z)) = F(x) + G(y) =C

4.3.10 Poznamka

Tedy rovnice H(x,y) = F(x) + G(y) = C je formalnim feSenim (feSenim v implicitnim tvaru) diferencialni rovnice se
separovanymi proménnymi.

4.3.11 Poznamka

Uvazme takeé, ze diferencialni rovnice 3/ (2) = f(x)-g(y), ktera lze snadno prevést na rovnici se separovanymi proménnymi,
ma konstantni feseni y(x) = C, kde pro C plati g(C) = 0.
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4.3.12 Priklad

Priklad 4.2.2 Ize fesit také jako rovnici se separovanymi proménnymi prevedenim na formalni tvar

1+

1
—2r+ ——1y =0.
Yy
Nalezneme-li primitivni funkce F(z) = —22 a G(y) = In|1 + y|, ziskdvame feseni tvaru y(z) = ce®’ — 1, kde I = R.

4.3.13 Definice

Exaktni diferencidlni rovnici nazyvame rovnici tvaru (4.11), kde f(z,y) a g(z,y) jsou spojité funkce dvou proménnych
na oteviené mnoziné M C R?, které maji na M spojité parcialni derivace vyhovujici rovnosti

G () = o) (4.17)

4.3.14 Veta

Necht f(z,y), g(z,y) jsou funkce spojité na oteviené mnoziné M C R? a necht maji v M spojité parcialni derivace
splnujici rovnost (4.17). Necht je pevné zvolena usporadana dvojice (z9,yo) € M. Pak rovnice

x Y
/f(s,y)dSJr/ g(wo,t)dt =0

Yo

je formalnim reSenim exaktni diferencialni rovnice (4.11), a to takovym, ze prislusné explicitni reSeni prochazi bodem
(z0,Y0)-

Diikaz:
o ukazeme, ze funkce
x Y
Hay) = [ flsmas+ [ glat)ar (4.18)
o Yo
spliuje rovnosti z definice 4.3.6

e nejprve ale snadno prokézeme, ze prislusné explicitni reseni prochazi bodem (xo,yo)
e pro ditkaz tohoto postaci ukazat, ze plati rovnost H (z¢,y0) = 0, coz je ale patrno z tvaru funkce H(z,y)

e piejdéme nyni k diikazu rovnosti (4.13) a (4.14), jejichz splnéni pak zaruci fakt, ze rovnice H(z,y) = C bude
odpovidajicim formalnim feSenim

e podotykame, Ze v této formulaci véty je C =0
e jelikoz vyraz fjo g(zo,t) dt nezavisi na x, plati %—f(z,y) = f(z,y)
e parcialni derivace H(z,y) podle y je nepatrné komplikovanéjsi

e pii jejim vypoCtu uzijeme vétu o zaméné derivace podle parametru y (viz véta 4.4.6 ve skriptech [16]) a integralu
podle proménné s

e odtud o v o
e = [ et o)

e nasledné pak ze vztahu (4.17) vyplyva, ze

%(fay) = /mj %(Say) ds + g(z0,y) = [g(s: )], + (w0, y) = g(a,y)

e tim je ditkaz proveden
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4.3.15 Poznamka

Na zakladé tvrzeni predeslé véty byva exaktni diferencialni rovnice Casto nazyvana téz diferencidlni rovnici ve tvaru
totalniho diferencidlu. Dodavame, ze také rovnice

/w f(s,90)ds+ /U glxz,t)dt=0 (4.19)

je formalnim feSenim exaktni diferencialni rovnice (4.11) a navic rovnice

x Y T Y
/O f(s,y)ds+/0 g(xo,t)dt = C, resp./O f(s,yo)ds+/0 g(x,t)dt =D (4.20)

reprezentuji obecna formalni reSeni rovnice (4.11).

4.3.16 Poznamka

formalni feSeni exaktni diferencialni rovnice (4.11), mély by byt podle definice 4.3.6 splnény vztahy (4.13) a (4.14).
Vyjdeme-li z prvniho z nich, dostavame

Hizy) = | " F(s,y) s+ C(y),

kde prvni integral predstavuje primitivni funkci k funkci f(z,y) vzhledem k prvni proménné a druhy ¢len (jakasi obecnéji
pojata integracni konstanta) zohledhuje skutecnost, ze parcialni derivaci funkce C(y) podle proménné = bude v kazdém
pripadé nula. Ve vySe uvedeném vztahu zbyva vycislit pravé hodnotu této integracni konstanty. K tomu uzijeme druhy
vztah (4.14). Derivaci posledni rovnosti podle proménné y nyni dostavame

dac(y) [ of dc(y) _ [“ 9g dc(y)
By =y [, Jewass G = [ Fleamass T = [T e T -
dc(y) dac(y)

= [g(s, )], + = g(z,y) — glony) +

dy dy

Ma-li se podle (4.14) tato prava strana rovnat vyrazu g(x,y), musi nutné platit < ( ) = = g(a,y). Tedy

Cly) = /;g(oz,t) dt.

H(z,y) = /;f(s,y)der/Byg(a,t)dt.

Ma-li platit rovnost H(x,yo) = 0, je treba volit & =z a 8 = yo.

Odtud

4.3.17 Priklad

Resme diferencialni rovnici
"2 4 22(y + ") + 2%e” = 0.

Snadno se presvédcime, ze jde o exaktni diferencialni rovnici. Jak vidno, je f(z,y) = 2z(y + ) +2%e” a g(x,y) = 2?,

a proto
o,
oy 77 Oz

Podminka exaktnosti (4.17) je tedy splnéna, a tudiz rovnost

H(a:,y)—/Ozf(s,())ds—i—/oyg(a:,t)dt—c,

kde jsme polozili g = yg = 0, predstavuje formalni feSeni zadané rovnice. Povsimnéte si, ze bylo uzito ekvivalentniho
tvaru (4.20) funkce H(z,y). Pak ale

= 2x.

T Y
H(z,y) = / (2se® + s%e®) ds + / z?dt = [82e5]§ +ya? = 2%e® + ya? = C.
0 0
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Tato rovnice prestavuje feSeni zadané rovnice v implicitnim tvaru. Explicitni tvar ale ziskame velice snadno:

c . (0,40) ... C#0,
y(x)z—z—e, I =
T R ... C=0.

Druhou alternativou pro definicni obor je pochopitelné otevieny interval I = (—o0,0).

4.3.18 Poznamka

V nékterych pripadech Ize predesla metoda uzit i pro diferencialni rovnice, které exaktni sice nejsou, ale mize pro né
byt nalezen tzv. integracni faktor druhého druhu, ktery, je-li jim rovnice nasobena, prevede zadanou rovnici na rovnici
exaktni. Integracni faktor druhého druhu ma nejCastéji podobu funkce proménné x nebo funkce proménné y. Jak lze tyto
faktory nalézt si ukazeme v nasledujicim prikladé.

4.3.19 Priklad

Pokusme se resit diferencialni rovnici
, Adx* — 6x%eY + 2e%

r3e¥ — re?y

Ve standardizovaném tvaru ma tato rovnice tuto podobu:

(42" — 62%e? + 2e*) + (ze® — 2’e¥) y/ = 0.

(4.21)

Oznacime-li f(x,y) = 42* — 62%e¥ + 2% a g(x,y) = ve? — z3e¥, plati

of 2y 2 dg
Y = 4e=Y -7
Y 6:179 + 4e y -

Rovnice tedy exaktni neni. Avsak po vynasobeni Citatele a jmenovatele integracnim faktorem w(z), jak uvidime, jiz
exaktni bude. Naleznéme nejprve tuto funkci. Zkoumejme tedy diferencialni rovnici

(4:04 — 6z2%eY + 2e2y)u(:17) + (a:er — xgey)u(:zr) y = 0.

= e — 3%V,

Budeme hledat podminku pro p(z), aby vySe uvedena rovnice byla rovnici exaktni. Oznacime-li f(x,y) = (4x4—6x2ey+
2e?)p(z) a g(z,y) = (ze®¥ — z®e¥)p(x), plati

8f~ _ 2y 2y ag _

- (—6z%e? + 4e™) u(x), pr

Srovnani téchto parcialnich derivaci vede k rovnostem
(3e* — 3z%eY) pu(z) = (ze® — z’e¥)p/(z)

3e¥ (ey — xz)

(e*¥ — 3z%e¥) u(x) + (we®¥ — 2°e¥) i/ (z).

m p(z) =y ().
Tim jsme obdrzeli linearni diferencialni rovnici prvniho radu
T ;u =0
fesitelnou napf. separaci proménnych. Vysledkem feseni je funkce i (z) = C 2. Rozsifime-li tedy zlomek v rovnici (4.21)
jednotkou tvaru i—i, prejde tato rovnice na rovnici exaktni. Pak tedy f(z,y) = 427 — 62°e¥ + 2z3e? a j(z,y) =

rte? — 20%eY. Sestavme tedy prislusné formalni feSeni. Snadno

* Y 1 1
H(z,y) = / (45" — 65°e? + 25%e*) ds + / 0dt = 5:08 —2%Y + §x4e2y.
0 0
Rovnice 9
xre?V — 2186V + 2% = 2t (ey — xQ) =C

je tedy formalnim feSenim zadané rovnice. Proto ma explixitni feseni tvar

y(z) = In (% + xz) L I=(0,).

Definicni obor feseni by ale mél byt rozebran podrobnéji. Uvedend mnozina totiz neni jedingym moznym intervalem reseni.
Diskuzi ponechame Ctenari.
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4.3.20 Definice

Rekneme, Ze funkce dvou proménnych f(z,y) definovana na mnoziné M C R? je homogenni funkci stupné o € R,
jestlize pro kazdé (x,y) € M a vsechna t > 0 plati:

o (tx,ty) € M,

o f(tw,ty) =t f(z,y).

4.3.21 Poznamka

Prikladem homogenni funkce je napfr. funkce

5
y
f(z,y) = vz + 227y + =

definovana na mnoziné M = (0 + o0) x R, nebot

[t ty) = (ty)*tx + 2(tx)*ty + W) _ g <y2x + 227y + y5> =t*f(z,y).

(tx)2 P

Jedna se tedy o homogenni funkci stupné tfi.

4.3.22 Definice

Homogenni diferencialni rovnici nazyvame rovnici (4.11), kde f(z,y) i g(x,y) jsou na oteviené mnoziné M C R? spojité
a zaroven homogenni téhoz stupné.

4.3.23 Lemma

Homogenni diferencialni rovnice (4.11) ma na intervalu I = (—o0,0), resp. I = (0,00) linearni feSeni tvaru y(z) = Cx
pro vsechny realné konstanty C takové, ze f(—1,—C) 4+ g(—1,—C)C =0, resp. f(1,C) + g(1,C)C=0.

4.3.24 Poznamka

Zatimco predeslé lemma predstavuje zpasob hledani linearniho reseni homogenni diferencialni rovnice, bude véta nasle-
dujici hledat feSeni obecna. V podstaté lze fici, ze substituce y(x) = z - u(z) prevede kazdou homogenni diferencialni
rovnici na rovnici se separovanymi proménnymi, jejiz feseni bylo jiz probrano.

4.3.25 Veta

K homogenni diferenciélni rovnici (4.11) existuje na intervalu « € (—o0,0), resp. na intervalu = € (0, c0) diferencialni
rovnice se separovanymi proménnymi x a u takova, ze funkce u = u(x) je feSenim této rovnice pravé tehdy, kdyz funkce

je feSenim homogenni diferencialni rovnice (4.11).

Diikaz:

e diikaz provedme napf. pro z z intervalu (0, o)

necht tedy y(x) = u(x) - « je FeSenim rovnice f(z,y) + g(x,y) vy’ (x) =0

vidime, ze ¢/ (x) = v/ (z) - x + u(x)

po dosazeni dostaneme f(z,u(z) - ) + g(z,u(z) - z) (v (z) -z + u(x)) =0

f(x,y) i g(z,y) jsou podle predpokladu véty homogenni téhoz stupné « a predchozi vztah tedy vede k rovnostem
2 f(1,u) + 2% g(1,u) + zTu’ g(1,u) = 0

f(Lu)+ug(lu)+u zg(l,u) =0
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e zde jiz snadno odseparujeme
1 g(1,u) du

T f Gt gl dr

e tim je prokdzana existence uvadéné rovnice se separovanymi proménnymi x, u

4.3.26 Poznamka

Dalsim typem diferencialnich rovnic jsou rovnice typu

, a1z + by
v=N—T)
azx + bay
kde pro realné koeficienty a;, as, by, bo plati vztah

ay by 20

az by

(4.22)

(4.23)

Tyto rovnice jsou homogennimi rovnicemi (nebot prislusné funkce jsou homogenni nultého stupné), a proto je reSime
substituci y(z) = z-u(x). Pokud a1bs = asby, je Citatel vztahu (4.22) ndsobkem jmenovatele, a rovnice je tudiz resitelna

substituci z(x) = asx + bay.

4.3.27 Priklad

Naleznéme formalni reseni diferencialni rovnice
;T +yY
y = .
r—y

Jedna o homogenni diferencialni rovnici, jak je diskutovano vyse. Navic

1 1
1 -1

=240,

Budeme hledat nejprve linearni feseni tvaru y = Cx. Takova feSeni ale neexistuji, nebot rovnice C(1 — C) = 1 + C nema

feseni pro zadné realné C. Pro nalezeni obecného feseni uzijeme tedy substituci y(z) = « - u(z). Pak

(v'z 4+ u)(x — uz) = x + ux,

coz lze pro x # 0 zjednodusit do tvaru

1—u 1

1+u2u T

/ 1 1 2u 4 /1d
- = w= | —dx
1+u2 21402 xz

arctg(u) = In (|:1:|\/ 1+ u2) +C.

Formalni reSeni (feSeni v implicitnim tvaru) ma tedy podobu

arctg (%) —In (\/W) =C.

/

Odtud

potazmo

(4.24)

Tato rovnice sice zadava implicitné funkci y = y(z), ale explixitni feSeni z této rovnosti ziskat nelze. Metody pro praci s

implicitnimi funkcemi budou probirany ve vyssich partiich matematické analyzy (viz skripta [16]).
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Obrazek 4.15
Vyobrazeni krivky (4.24) pro volbu C = 1. K vykresleni byly uzity polarni sou-

fadnice o, ¢ zavedené defini€nimi vztahy z = pcos(p) a y = psin(p). Jejich
aplikaci prejde rovnice (4.24) do tvaru o = e¥, kde volime ¢ € (—7/2,7/2),
resp. ¢ € (7/2,3mw/2). Uvedenou kfivkou je tzv. exponencialni spirala.

4.3.28 Poznamka

Dalsim typem diferencialnich rovnic jsou rovnice typu

/ ar + b1y +
— (BT 4.25
y f(agx—i-bgy—l—cQ) ( )

kde pro realné koeficienty ai, as, b1, ba, c1, co plati vztah (4.23). Tyto rovnice sice nejsou homogennimi rovnicemi, ale
mohou na né byt prevedeny. Za podminky (4.23) upravime zkoumanou rovnici na predchozi typ (4.22) zavedenim nové
nezavisle proménné & a nové funkce 7(£). Ty definujeme vztahy x = £ +h a y = 1 + k, kde Cisla h, k jsou koreny
soustavy rovnic

arh+bik+c1 =0, ash+byk+co=0.
Po této substituci dostavame
oy (sm)
d§ aé +ban )’

nebot z formalni aplikace véty o derivaci slozené funkce plyne, ze

dy d

_dn dndf dpy
da:_da:

T dr  dfédx  dE

(n+k)

Poté uzijeme substituci n(§) = £ - u(§). Neni-li splnéna podminka (4.23), zavadime substituci z(x) := agsx + boy(z) a
dale fesime napf. separaci proménnych, lze-li pouzit, nebo nékterou z predeslych metod.

4.3.29 Priklad

Naleznéme maximalni feseni diferencialni rovnice 22 — 4y + 6 + (z +y — 3)y’ = 0. Nejprve hledejme Cisla h a k, pro néz
by mélo platit —2h + 4k — 6 =0 a h+ k — 3 = 0. Snadno vypocteme, ze (h, k) = (1,2). Pavodni rovnice bude tedy
prevedena substituci x = £ + 1, y = 1 + 2 na homogenni rovnici

dn =28 +4n
da¢ E+n

Hledejme nejprve jeji linearni feseni tvaru 7 = C£. Rovnice C2 —3C+2 = 0 m4 dvé feseni. Tim jsou nalezena dvé linearni
feseni rovnice (4.26), a sice 11(§) = 2¢ a n2(&) = &. Prevedeno do pavodnich proménnych tak mame

(4.26)

y1(z) =2z, Dom(y;) =R,

ya(z) =2 +1, Dom(y2) =R.
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Dale uzijeme (pro ziskani obecnych feseni) substituci n(§) = & - 2(£), odkud pak

dn dz
d_§ = df €+ z.
Po dosazeni a nasledné separaci odtud vychazi
1+z2
dz = d&
(z=2)(z—1) 3
-2 3
(z—1+z—2> dz=—zd
(-2 =g -1

Formalni reseni nasi alohy ma tedy tvar

4.3.30 Priklad

Rovnice
, yYy—x—2
Yy =—"7
y—r+3
je takeé predeslého typu, ovsem neplhuje podminku (4.23). Proto zavedeme substituci z(z) := y(z) —2. Odtud 2’ =y’ —1
adale 2/ +1 = Zg Rovnici Ize prevést na rovnici se separovanymi proménnymi (z + 3) 2/ = —5. Odtud jiz snadno
ziskame formalni feseni tvaru 22 + 6z = —10x + C, resp. y2 — 22y + 2% + 42 + 6y = C, odkud Ize ziskat explicitni feSeni

D
yi2(x) =2 —-3+vD—10z, I= <—oo, E) _

4.3.31 Priklad

Resme obycejnou diferencialni rovnici
,  4dr+38
=1

Jedna se opét o typ (4.25), pouze ma jednodussi formu. Rovnice 4k + 8 = 0, 1 — h = 0 maji reseni (k,h) = (—2,1), a
proto uzijeme transformaci x = £ — 2, y = n + 1. Ta prevadi zadanou rovnici na jednoduchou homogenni rovnici

dn _ 48

a7

Jeji linearni feseni n = C¢ jsou vsechna takova, jez vyhovuji algebraické rovnici C? = 4. Jedna se tedy o dvé funkce
n=2¢an=—2¢, coz vede (prevedeno do piivodnich proménnych) na feseni

yi(z) =22 +5, ya(x) =—-22—-3, z€R.

Tato linearni feSeni jsou vyobrazena Cernou barvou na obrazku nize.

107



KAPITOLA 4. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Obrazek 4.16
Grafy feSeni diferencialni rovnice vy = @. Cerné jsou vyobrazena linearni fe-
Seni a barevné reSeni hyperbolicka. Pritom modra, zelena, zluta a Cervena barva
odpovidaji feSenim (4.28) pro C rovno po fadé hodnotam C = —20, C = —10,
C=10aC=3.

Pristupme k hledani reseni nelinearnich. Do rovnice

dn ¢
i 45 (4.27)

zavedeme novou funkci z = z(&) vztahem (&) = € - z(€). Dosazenim ziskame rovnici

dz £+ 4
bt P
da¢ 2’
jez vede na rovnici se separovanymi proménnymi
z r_ l
4 — 22 &
Odtud )
—5 |4 - 2%[ = In|pg],
respektive
422 = =
¢z
Formalnim fesenim rovnice (4.27) je tedy rovnost 462 — n? = C. Tedy formalni feseni celé alohy ma tvar
s -1 ¢
(x +2)° — =71 (4.28)

Jedna se tedy o nerovnoosou hyperbolu s poloosami zavislymi na integracni konstanté C. Pritom druhd poloosa ma
viici prvni poloose dvojnasobnou velikost. Néktera z explicitnich reSeni jsou vyobrazena barevné na obrazku vyse. Za
povsimnuti stoji fakt, ze pro C = 0 mohou byt z formalniho feSeni (4.28) odvozena také obé linearni reseni, ktera navic
predstavuji asymptoty vsech explicitnich feseni.

4.3.32 Poznamka

Na zavér tohoto oddilu jesté shrime zakladni rozdil mezi linearnimi a nelinedrnimi diferencialnimi rovnicemi. Uvazme dva
jejich zastupce. Zatimco linearni rovnice 3y’ — 2zy = 22 ma reseni y(x) = Ce® — 1, ma nelinearni rovnice ' — 2zy? = 2
feSeni y(z) = tg(C + #2). Jak je patrno, pouze linedrni rovnice maji feseni tvaru y(z) € [y1(z)]x + yp(2), kde symbol
[y1(x)]x reprezentuje linearni obal (v tomto pfipadé linearni obal jednoprvkové mnoziny), tj. véechny nasobky funkce

y1(x), pro niz i(yl (z)) =0 a zaroven y;(z) # 0.
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4.4 Linearni diferencialni rovnice vyssich radi

Prejdeme nyni ke studiu diferencialnich rovnic vyssich radi. Jak bude ale zanedlouho jasné, feSeni rovnic prvniho radu
probrand v predeslé sekci budou predstavovat jednu ze zadkladnich procedur vedoucich k nalezeni feSeni rovnic rada
vyssich. Zaroven ukazeme, ze néktera tvrzeni z oddilu 4.2 bude mozno v tomto oddile vyhodné zobecnit.

4.4.1 Poznamka

Necht jsou funkce po(x),p1(x), g(x) spojitymi funkcemi zadanymi na otevieném intervalu I. Necht je dana linearni
diferencialni rovnice druhého radu

y'(x) +pr(x)y (x) + po(x)y(x) = g(x). (4.29)
Necht v(x) je na I feSenim rovnice
y" (@) + p1(@)y' (z) + po(x)y(z) = 0 (4.30)

a pro vsechna z € T plati v(z) # 0. Ukazeme, ze za danych predpokladii Ize vhodnou substituci snizit fad rovnice (4.29)
z druhého na prvni. To provedeme tak, ze do rovnice (4.29) zavedeme novou funkci z(z), a sice definicnim predpisem

y(x
z(x) == %
Pak ale
y'(x) = 2'(@)v(x) + 2(2)v'(x)
a také

y'(@) = 2" (@)o(a) + 22/ (@) (2) + 2()0"(2).
Dosadime-li nyni tyto vyrazy do vztahu (4.29), dostdvame rovnici
2(z)v(x) + 2 () (21/(1:) + p1 (x)v(:c)) + z(2) (v”(:c) + p1(z)v' (z) + po(x)v(:c)) = q(x).

Uzijeme-li nyni predpokladu, ze v"'(z) + p1(2z)v' () + po(x)v(x) = 0, vychazi odtud

2"(z) + 2 (x) (21;((;6)) + (:C)) = q(x)

Po substituci w(z) = z’(z) pak obdrzime linearni diferencialni rovnici

o/ (@) + w(x) (22/((;”)) +p1<x>> _ alw)

prvniho radu fesitelnou metodou integracniho faktoru. Vysledkem tedy bude funkce tvaru
w(z) = Cif(x) + fp(@).
Odtud
z(x) =Cy /f(:c) dx + Cy + / fp(z)dz,
odkud
y(z) = Cro(x) / f(z)dx + Cav(z) + v(x) / fp(z)de. (4.31)
Shrnuto: dvé funkce

v(x), U(:C)/f(x)dac

generuji bazi dvojrozmérného prostoru vsech feseni rovnice (4.30) a funkce v(z) [ f,(2) dz predstavuje partikularni Feseni
rovnice (4.29). DoporuCujeme Ctenari, aby prokazal, ze funkce (4.31) jsou skutecné linedrné nezavislé.
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4.4.2 Priklad

Resme diferencialni rovnici

2
uzitim faktu, ze funkce v(z) = ““Iﬂ je jednim z jejich feSeni. Dle predeslé poznamky zavedeme substituci
z(x) - sin(x
o) — 2@ sinGe)

x

jez generuje nasledujici vztahy pro derivace.

, Z,sm(:c) n Za:cos(:c) 2— sin(x)
x x

x cos(z) — sin(x) N —x3sin(x) — 222 cos(z) + 2x sin(x)
2

sin(x)
"no__n /
Yy =z — + 2z = o

Dosadme je do zkoumané rovnice. Vysledkem je rovnice

o sin(x) L 2 cos(x)

= O7

x x
u které substituci w = 2’ trivialné snizime fad. Mame w’ + 2w cotg(x) = 0. Integracnim faktorem této rovnice je sin?(x).
Pak

(w-sin®*(z)) =¢/,

a tedy

C

w() = sin?(x)
odkud
z(x) = /w(x) dx = Cy cotg(x) + Ca,
potazmo .
y(z) = 1 cos(x) ‘e, sin(x) . I-R".
x

To je tedy hledané reseni rovnice (4.32). PovSimnéme si, ze vSechna feSeni dané rovnice tvori dvojrozmérny vektorovy
prostor, jehoz bazi je usporadany soubor (cos(x)/z,sin(z)/x), a tedy

’
X X

4.4.3 Poznamka

Vysledek predeslého prikladu nas vede k domnénce, ze vsechna feseni linearni diferencialni rovnice L(y(z)) = 0 fadu n
tvori linearni vektorovy prostor dimenze n. Toto pravdivé tvrzeni bude dokdzano v dalsim textu. Nejprve ale vyslovime
obecnou vétu o snizeni fadu diferencialni rovnice.

4.4.4 Definice

Rekneme, ze diferencialni rovnice i(y(:c)) = q(x) pripousti trividlni snizeni Fadu, pokud je jeji nulty koeficient po(x)
nulovou funkci na I.

4.4.5 Veta — snizeni radu diferencialni rovnice

Necht jsou dany funkce po(x), p1(x), ..., pn-1(2),q(z), jez jsou spojité na otevieném intervalu I C R. Necht je funkce
v(x) fesenim diferencialni rovnice

Yy (@) + pa-1(@)y "V (@) + . pu(e)y (@) + pola)y(x) =0 (4.33)

na intervalu I a navic pro viechna z € I plati, ze v(x) # 0. Pak substituce y(z) = z(x) - v(x) prevede diferencialni
rovnici

Yy (@) + pa1(@)y" D (@) + .+ pr(@)y (@) + pol@)y(@) = g(@). (4.34)
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na rovnici, ktera pripousti trivialni snizeni radu.
Dikaz:
e necht tedy v(z) je nenulové feseni rovnice s nulovou pravou stranou, tj.

E(0(2) = o (@) + par (@0 D (@) + ...+ py ()0’ (2) + po@)o(z) = 0
e do rovnice E(y(x)) = ¢(x) zavedeme nyni novou funkci z(x) prostrednictvim predpisu y(z) = z(x) - v(x)
e pro k—tou derivaci funkce y(z) pak tedy podle Leibnizova pravidla o derivovani soucinu plati
) — zk: (E)Z@-)U(m)
im0 \'
e provedme nyni dosazeni

(=) - v(x)) = Zn: (:‘) A=) 4 () S (" - ’) Si(n=i-1)

i=0 i=0 !
n—2 n—2
+pn—2(x) Z ( ; )z(l)v("_z_m + ..+ pi(@)(2'v + 20') + po(x)zv = q(x)
i=0
e na tuto rovnici nyni nahlizejme jako na diferencialni rovnici pro neznamou funkeci z(z)
e hledejme v predeslém zapise koeficient pred absolutnim clenem z(z) = 2(%) ()

e jak je patrno, jedna se o soucet
n n—1 _ n—2\ (_
(O)U(”) + pn_l(x)( 0 )v(" Dy pn_g(x)( 0 )v( Dy 4 pi(a) + polz)v =

=0 (@) + poo1 (@ V(@) + ..+ pr(@)' () + po()v(z) = L(v) =0
e tedy absolutni ¢len zkoumané rovnice
P ()2 (@) + p1(2)2 7V (@) + - 4 p1(2)2 (@) + po(w)z(2) = ()
je nulovy, tj. po(x) =0
e bude proto mozno snizit jeji rad minimalné o jedna
e zkoumejme nyni dalsi koeficienty ;(z) rovnice L(z) = q(z)
e snadno g, (z) = v (2) = v(z)

e a obecné pak

pm((g) = (n>v(n—m) + pn—l(x) (n’n_l 1) ’U(n_l_m)+

m
n=2\ (n-2-m mA+ 1\ (n+1-m) M) (m=m)
+pn—2(z) v + .o+ Pt () v + pm () v
m m m
e tedy
n (n—m) n—1 (n—1—m) n—2 (n—2—m) ’
om(r) = m v +pn-1(z) m v +pn—2() m v +o oot M P 1 (2)0 + pm(2)v

e tim jsme obdrzeli diferencialni rovnici

L. (2(x)) = 2 (z) + L;;()I) 2D () + L;(i()x) D)+ + p1(2) 2 (x) = a(z)

ktera pripousti trivialni snizeni radu
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e substituci w(x) := z’(x) nyni snadno snizime fad minimalné o jedna

e pak tedy ziskame rovnici radu n — 1 tvaru

Lee (w(x)) — w("_l)(x) + pn_(l()x) w2 (z) + @n—(zg«"f) w3 () + ...+ 1 (x)w(x) _ q()

e jsou-li w(x) vsechna jeji feseni, jsou potom funkce y(z) = v(x) [ w(z)dx vsechna feSeni rovnice (4.34)

446 Poznamka

Predeslou vétu lze shrnout nasledovné: Znalost jednoho nenulového feSeni prislusné linearni diferencialni rovnice bez
pravé strany umoznuje snizit fad pdvodni rovnice minimalné o jedna.

4.4.7 Priklad

Resme diferencialni rovnici
%y — by’ + 8y = 16 (4.35)

uzitim faktu, ze funkce v(x) = 22 je FeSenim rovnice
z?y" — 5xy’ + 8y = 0. (4.36)

Dle véty 4.4.5 zavedeme do zadané rovnice novou funkci z(x) predpisem y(z) = z(x) - 2%. Odtud 3/ = 2'2% + 222 a
y" = 2"2? + 4xz’ + 2z. Po dosazeni se pavodni rovnice redukuje do tvaru z”2* — 232’ = 16. Po zavedeni substituce
w(x) = 2'(x) dojde k formalnimu snizeni radu. Linearni diferencialni rovnici
, w 16
w-—===
x  at

1

prvniho rfadu standardné vynasobime integracnim faktorem x~' a ziskdvame tak rovnost

(v 1) =22

ktera vede k feseni w(x) = Cx — 423, Dale
9 2
z(z) = [ w(z)dr = C1a” + Co + —;,
X

odkud jiz ziskame @plIné feseni Glohy, a sice y(x) = Ciz* + Cox? + 2, kde I = R. Toto feseni miize byt také zapsano ve
tvaru
y(x) € [2%,2%], +2,

ze kterého je patrno, ze prostor {2y vsech feseni rovnice (4.36) je dvoudimenzionélni a ze jeho bazi je usporadany soubor
(z*,2%). Funkce y(z) = 2 pak predstavuje partikularni feseni rovnice (4.35), tedy €, = [z*, 2], + 2.

4.4.8 Poznamka

Typickymi praktickymi zastupci diferencialnich rovnic jsou pohybové rovnice vzeslé z tloh newtonovské mechaniky. Druhy
Newtonilv zakon totiz reprezentuje diferencialni rovnici druhého Fadu pro neznamou funkci y(t) mapujici Casovy vyvoj
polohy y sledovaného télesa. Dobrym prikladem muze byt rovnice pro tlumené kmitani, jez je tvaru

my" (t) = —ky(t) — sy’ (1),

kterou lze elementarni Gpravou prevést do konzolidovaného tvaru v (t) + 28y/(t) + w?y(t) = 0. To je tvar formalné
naplaujici definici 4.1.6. Takova rovnice miize mit nekonecné mnoho feseni, ale z fyzikalni podstaty problému nas vzdy
zajima to reSeni, které vychazi z pocatecniho stavu systému. Tento pocatecni stav je zcela prirozené popsan podminkami
pro polohu a rychlost v Case ¢ = 0. Z matematického hlediska jsou proto tyto podminky popsany rovnostmi y(0) = yo
a y'(0) = vp. Tim je pro danou obycejnou diferencialni rovnici definovana specificka Gloha zabyvajici se hledanim téch
reseni, které vyhovuji danym podminkam. Pfirozené zobecnéni takovych aloh je zavedeno v nasledujici definici.
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4.49 Definice

Necht jsou na intervalu I zadany diferencialni operator L tadu n, spojita funkce ¢(x), bod xy € I a realna Cisla

do,dy,...,d,—1. Pak Cauchyovou dlohou pro diferencialni rovnici budeme rozumét hledani feseni rovnice Z(y(x)) = q(x)
vyhovujiciho n podminkam
y ") (z0) = di, ken—1. (4.37)

Podminky tvaru (4.37) nazyvame Cauchyovymi pocatecnimi podminkami.

4.4.10 Poznamka

Jednim z vyznamnych vysledkii teorie o diferencialnich rovnicich je na prvni pohled prekvapujici fakt, ze hledame-li feseni
rovnice L(y(x)) = 0 takové, ze ve vybraném bodé zy € R plati

y(wo) = ¢/ (w0) = ... =y (wo) =0, (4.38)

existuje pouze jediné takové feseni, a sice reseni nulové, tj. nulova funkce y(x) = 0. Toto tvrzeni nyni korektné vyslovime
a dokazeme. Bude totiz vychozim bodem dalSich Gvah.

4.4.11 Veta

Necht funkce po(z),p1(2),...,pn_1(x) jsou spojité na I. Necht y(x) je takovym resenim rovnice E(y(z)) =0, ze pro
pevné zvolené zy € I plati (4.38). Pak y(z) = 0 pro kazdé x € I.

Dikaz:

enecht H={zel: 2>z A y(z)#0}
e predpokladejme, ze H # () a ukazme, jak dojit ke sporu

e Prvni Cast:

vidime, ze H je jisté zdola omezena, ma tedy infimum, pro které plati £ := inf(H) > z¢

bude-li £ = x, pak snadno

v =y'(©=...=y"VE=0

bude-li £ > x(, potom jisté plati:
(Va € (20,€)) = y(a) =0

— ze spojitosti rovnéz plyne, ze y(§) = 0, a tedy také 3’ (§) =0

ponévadz ale vime, ze ve vsech bodech existuji vlastni derivace (oboustranné), pak jisté plati, ze y/(¢) =0

stejnou Gvahou dostavame:
(VE e N)(k<n): y®(E) =0

Z rovnice Z(y(x)) = 0 pak pfimo vychazi, ze také (™ (£) =0

tim jsme tedy prokazali, ze v infimu mnoziny H jsou vSechny derivace (vCetné nejvyssi) nulové

e Druha cast:

zvolme nyni x5 € T takové, ze x5 > & a 29 € H (tedy y(x2) # 0)

— z definice linearni diferencialni rovnice vime, ze vsechny funkce p;(z) jsou na I spojité, jsou tedy spojité i na
intervalu (£, z2)

proto jisté existuje K > 0 tak, ze pro vSechna i = 0,1,2,...,n — 1 a vSechna = € (£, z2) plati ‘pl(x)‘ <K
— zvolme nyni § > 0 takové, aby £ + 0 < w9, a pritom aby

Z&' < % (4.39)

vime dale, ze funkce 3(™)(z) je na I spojita, nebot je souctem soucinii spojitych funkci
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— proto také nabyvé na uzavfeném intervalu (£, £ + 6) svého maxima

— cili existuje 3 € (£, + &) takové, ze
[y (25)| = max{ |y (2)] : @ € (€€ +0) (4.40)

— polozme o := |y(™ (x3)|

— jestlize © € (£,£ + 9), pak podle Lagrangeovy véty o prirdstku 1.3.15 existuje mezi bodem £ a bodem
x € (£,£+ 0) Cislo u takové, ze

y" D () =y () =y () - (2 - €)

— tedy
=0

1 1 1
V@) = [y (@) =y O] = [y W] e - ¢l <o -5
— analogicky tedy pro vsechna = € (£,€ 4 ¢) plati

‘y(”72)(:c)‘ < 620, |y(”73)(:c)‘ < 8o, . .., |y("7k) (:17)| < ko, ..., ‘y(:z:)| < "o

— z rovnice E(y(z)) = 0 a posledné prokazanych nerovnosti tudiz pro viechna = € (£,£ + §) plyne, ze

™ (@) = |— Y pn@y™ @) < 3 lon@)] - [y @] <ko 38T koY <o (841)
m=0 m=0 m=0 k=1

— polozime-li v rovnosti (4.41) = = x3, obdrzime nerovnost o < o, kterou Ize splnit pouze tehdy, je-li o = 0,
coz je ale spor s faktem (4.40)

a proto musi byt mnozina H nutné prazdna
e Diskuse:

— analogicky by se postupovalo pro H = {z € I : o < ¢ A y(z) # 0}
— dalezité je si uvédomit, ze zasadni predpokladem je fakt, ze I je interval

— pokud by napf. mnozina I byla disjunktnim sjednocenim dvou intervalii, dtikaz bychom neprovedli

4,412 Veta

Necht funkce po(z),p1(x),...,pn-1(x), ¢(x) jsou spojité na intervalu I. Necht dale dy,dy,...,d,—1 € Raxg € I. Pak
existuje nejvyse jedno feseni v(z) rovnice L(y(z)) = g(z) takové, ze pro kazdé i € n — 1 plati

Dikaz:

e predpokladejme, ze existuji dvé riizna feSeni v(x) a w(x) splaujici podminku (4.42)

definujme funkci z(z) := v(x) — w(x)

odtud E(z(:c)) = E(v(:z:) —w(z)) = E(v(:z:)) - E(w(:c)) =q(z) —q(z) =0

zaroven také pro kazdé i € n—1 plati z(i)(xo) =d;—d; =0

podle véty 4.4.11 je tedy funkce z(x) nulovou funkci, coz znadi, ze v(z) = w(x)

e a to je spor s predpokladem
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4.4.13 Definice

Necht funkce fi(z), fa(x),..., fn(x) maji vmnoziné M C R vsechny derivace az do fadu n — 1 vCetné. Pak matici
definovanou vztahem
fi(z) fa(z) fn(2)
fi(x) fole) .. fi()
Wi for (I) - . : . : (4-43)

n—1 n—1 n—1
7Y@ £70@ o @)
nazyvame Wronského matici a jeji determinant Wy, ¢, . 1 (x) = det(Wy, 4, . 1) Wronského determinantem (wron-
skidgnem) funkci fi(z), fo(x), ..., fn(x) na mnoziné M.

4.4.14 Priklad

Vypoctéme wronskian systému funkci {1, R S a:k}. Sestavme tedy prislusny determinant. Je jim
1z z2 ... k1 zk
0 1 2z (k —1)xh—2 kak—1
00 2 ... (k—=1(k—2)2"3 k(k—1)2F2 k

Wl,m,w2,w3,...,mk (I) = . . . . . . = HZ|

oo - : : i=1
00 0 .. (k—1)! K x
00 o0 ... 0 k!

4.4.15 Veta

Necht funkce f1(z), f2(z), ..., fn(x) maji vmnoziné M C R derivace az do radu n — 1 vCetné a jsou linedrné zavislé

na mnoziné M. Potom pro vSechna x € M plati: Wy, ¢, .. ¢ (x) = 0.

Dikaz:

o funkce fi(x), fa(x),..., fn(x) jsou linedrné zavislé, tedy podle poznamky 4.1.16 existuji realna Cisla ¢y, ca, ..., ¢,
(ne vSechna nulova) tak, ze plati ¢ f1(x) + cafo(x) + ... + cnfn(z) =0

e a tedy také pro viechna k € n — 1 a viechna z € M plati clfl(k) (x) + czfék) (@) +...+ enfP (x)=0

e sloupce determinantu matice (4.43) jsou tudiz linearné zavislé, z cehoz plyne, ze pro vsechna x € M plati

thfz <o fn (x) =0

4.4.16 Dauasledek
Necht funkce f1(z), fo(x), ..., fn(x) maji v mnoziné M C R derivace az do fadu n — 1 véetné. Pokud existuje zo € M
takové, ze Wy, 7, . (z0) # 0, pak fi(z), fa(z),..., fu(z) jsou na M linearné nezavislé.

4.4.17 \Veta
Necht funkce po(z), p1(x), ..., pn-1(z) jsou spojité na intervalu I. Necht y1 (z),y2(x), ..., yn(x) jsou linedrné nezavisla
reSeni rovnice L(y(z)) = 0. Pak pro kazdé x € I plati nerovnost Wy, 4, ... () # 0.

Dikaz:

e pro spor predpokladejme, Ze existuje zo € I takové, ze Wy, .. .. 4. (20) =0

® pro x = x jsou tudiz sloupce Wronského matice W, ,, . .. linedrné zavislé, a tedy existuji Cisla c1,ca, ..., cp,

z nichz alespon jedno je nenulové, tak, ze pro kazdé k € n—1 plati Y7 | ciygk) (0) =0
o polozme y(z) = 37, ciyi(x), pak L(y(x)) =0 na I a y® (o) = 0 pro kazdeé k

e z véty 4.4.11 plyne, ze y(z) = 0 na celém I, coz je spor s linearni nezavislosti funkci y1(z),y2(x),...,yn(x) na
otevieném intervalu

115



KAPITOLA 4. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

4.4.18 Poznamka
Vsimnéme si, ze funkce y1(x) = = a y2(x) = In(z) jsou zcela zjevné linearné nezavislé, presto ale existuje bod 2y = e,

v némz je prislusny wronskian nulovy, tj.

x In(z)

Wy (e) = (e)=1—1In(z)| __=0.

— r=e
1 z!

Z predchozi véty tedy plyne, ze obé funkce nemohou byt na intervalu R feSenim zadné linearni diferencialni rovnice
druhého radu v’ (z) + p1(z)y’ (x) + po(x)y(x) = 0.
4.4.19 Komentar

Jednou z nejzasadnéjsich otazek celé teorie diferencialnich rovnic je otazka existence reseni kazdé linearni diferencialni
rovnice tvaru (4.3). Pro pfislusny dikaz je Gcelné nahradit rovnici (4.3) soustavou n diferencialnich rovnic prvniho fadu

y1 = (@) y1 + p12(2) Y2 + ... + P1a(2) Yn
Yo = p21(2) y1 + p22(@) y2 + ... + P20 () Yn
: (4.44)

Soustava (4.44) a rovnice (4.3) jsou svazany vztahy

)

d d dy,,—
yl 3($) p— y2 , n(x) = y’ﬂ 1

dz’ Az dr

y1(2) = y(z), ya2(z) := i

t.
y1(z) = y(x), ya(x) =y (), ys(x) =" (@), ..., yn(z) =y D(2), y,(z) =y ().

Diskutovat existenci feseni rovnice (4.3) tedy znamena garantovat feSeni kazdé soustavy tvaru (4.44).

4.4.20 Veta — existencni veta pro soustavu diferencialnich rovnic 1. radu

Necht pro vsechny indexy i,j € n jsou funkce g;;(z) spojitymi funkcemi na otevieném intervalu I. Necht zp € I a
d=(01,09,...,0,) € R"™. Pak soustava (4.44) ma na [ feSeni ¢/(x) vyhovujici podmince y(zo) = &.

Diikaz:

e (loha nalézt feSeni soustavy rovnic (4.44) s pocatecni podminkou ¢(x¢) = & v Cauchyové tvaru (viz definice 4.4.9)
je ekvivalentni s alohou nalézt vektor funkci ¢(z) s definicnim oborem I tak, aby

nw) = [ o u ) et o

0

n

ya(z) = / > oaslt)us) | at + o
(4.45)

@ = [ (S ou0n® | a+a,
B j=1

e tuto Glohu feSime tzv. metodou postupnych aproximaci, tj. konstruujeme posloupnost funkci
‘ 14 4 ¢ T
7@ = (1" @),95” @),y (@)

tak, ze 79 (x) i y(z), kde 7(x) je hledané feSeni soustavy (4.45) na I
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takovou posloupnost definujeme rekurentné predpisem

7O@) = (01,09, ...00)7, 3O (x) /me V() at + oy (4.46)

0 j=1

oo

nyni dokazeme, Ze na kazdém uzavieném intervalu .J C I, pro nejz z € .J, konverguje posloupnost (7“)(z)),_,

stejnomérné k funkci ¢/(x), ktera alohu (4.45) fesi
oznacme délku intervalu J symbolem L
oznatme Y := max{|o1|, o2, ..., |on|}

dale ze spojitosti funkci p;;(x) na kompaktnim intervalu J vime, ze existuje K € R tak, ze pro vSechna i,j € 7 a
vsechna x € J plati nerovnost |p;;(z)| <K

ze vztahu (4.46) vyplyva, ze pro kazdé i € n plati:

v (@) — v @)| = |y (@) — 0| < kY |z — 2

analogicky pro kazdé i € n (jak lze dokdzat matematickou indukci) plati:

Lpl+1 o+1 O 17 641
(z+1) _ O < YnK |z — o] nt IR 47
) =y @) < e — <y (4.47)
pro i € n. nyni oznaCme
-1
. k+1 k (k+1) k
yile) = lim (@) = lim |y @)+ >4V @) -y @ —mZ W) -y (@)
k=0

uvedena limita skutecné existuje, nebot plati vztah (4.47), ktery garantuje, ze konvergentni Ciselna rada

e nlJrlKlJrlLerl

(SR )

k=0
je majorantni radou k fadé 377 (y D) () — 4P (z))
podle Weierstrassova kritétia 2.2.14 navic konverguje zkoumana fada na J stejnomérné

tudiz i prava strana ve vztahu (4.46) konverguje, a plati tedy (po zaméné limity a integralu))

:/zzpij(t)yj(t)dﬂrcn, (i € A),

0 j=1
coz prokazuje fakt, ze takto zkonstruovany vektor ¢/(x) fesi soustavu (4.45) na J

protoze kazdé = € I lezi v nékterém uzavieném intervalu J C I, je y(x) feSenim soustavy (4.45) na celém I

4.4.21 Poznamka

Nasledujici text se bude zabyvat dvéma fundamentalni otdzkami celé teorie diferencialnich rovnic. A sice, kolik existuje
linearné nezavislych reseni dané rovnice a kolik reSeni ma Cauchyova aloha pro rovnici s nulovou pravou stranou. Vzhledem
k tomu, ze predesla véta 4.4.20 prokazala feSeni kazdé takové Glohy, je prirozené se ptat, kolik takovych feSeni existuje.
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4.4.22 \eta — zakladni véeta teorie diferencialnich rovnic

Vektorovy prostor vsech feseni diferencialni rovnice E(y(x)) = 0 fadu n ma dimenzi n, tj. dim(Qy) = n.
Diikaz:
e podle existencni véty 4.4.20 Ize ke kazdé ntici podminek y (o) = o (k € 1) nalézt feSeni soustavy (4.44)
e to tedy znaci, ze po preznaceni
yi(@) = y(x), y2(2) = y'(2), ys(2) =y" (@), ,ya(2) = y" D (x), y(2) = y™ (@),
|ze fesit kazdou Cauchyovu tlohu 4.4.9 s podminkami y*)(z¢) = di pro k =0,1,...,n — 1
e formalné navic: o, = di_1

e zvolme nyni n feseni Cauchyovy alohy 4.4.9 takovych, ze prvni z nich ma vektor pocatecnich podminek (stanovenych
v bodé zo € I) rovny (1,0,0,...,0), druhy rovny (0,1,0,...,0), tfeti (0,0,1,0,...,0), atd.

e oznaCme tato feseni z,,(z), m = 1,2,...,n a ukazme, ze jsou linedrné nezavisla

e protoze Wronského determinant téchto funkci vycisleny v bodé z = z¢p ma hodnotu jedna (nebot Wronského
matice je jednotkovou matici), jsou podle dasledku 4.4.16 funkce z,,(x), kde m = 1,...,n, linearné nezavislé

e zbyva ukazat, ze pridame-li do linearné nezavislého souboru funkci z1(x), z2(x), ..., z,(z) dalsi funkci w(z), pro
kterou také plati, ze L(w(z)) = 0, pak je takto vznikly soubor linearné zavisly

e pro funkci w(z) oznacme B; = w? (2¢) a ukazme, ze w(x) Ize nakombinovat z funkci souboru z; (), z2(), . . . , 2, ()

e hledejme tedy konstanty ¢1,¢a,...,c, € R tak, ze Y | cmzm(z) = w(x)

e protoze odtud plyne, ze w¥ (z) = > _, emzd (z), lze celé feseni s vyhodou (po dosazeni x = x) prevést do
tvaru soustavy

3N/\
3
= |
= o
—~
8

(=)
~
s

3

|
—_ .
—
8
~
2]

3

2" (o) 25 (o) Ba_1

pro neznamé cy, ca2, €3,...,Cp
e proto ma uvedena soustava feseni, a w(x) je tedy skutecné linearni kombinaci funkci z1(z), z2(2), ..., zn(x)

e uzavirame proto, ze dim(€y) =n

4.4.23 Definice

Kazda mnozina n linearné nezavislych feseni {y1(z),y2(x),...,yn(x)} rovnice Z(y(x)) = 0, jez podle véty 4.4.22
generuje bazi vektorového prostoru 2y vSech feSeni rovnice Z(y(x)) = 0, se nazyva fundamentalnim systémem feSeni
diferencialni rovnice L(y(z)) = 0, resp. L(y(z)) = g().

4.4.24 Veta — o jednoznacnosti reseni Cauchyovy tlohy

Necht je dén operator L a funkce ¢(2) € C(I). Necht je mnozina {y1(z),y2(2), ..., yn(2)} fundamentalnim systémem
rovnice L(y(x)) = 0. Necht jsou pevné zvoleny bod xo € I a ¢&isla dy, di, da,...,dn—1 € R. Pak existuje pravé jedno
feseni rovnice L(y(z)) = q(z) takove, ze pro ngj plati pocatecni podminky (4.37).

Dikaz:

e vezméme tedy yi1(x), y2(x), ..., yn(x) @ xo, do, d1, da,...,d,—1 dle predpokladii véty
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z véty 4.4.17 vime, ze
Wylyy2 o Yn (IO) 7£ 0 (4-48)

e oznatme y,(x) libovolné partikularni feseni rovnice i(y(:c)) = ¢(x) (viz véta 4.1.14)

e pozadované feseni y () rovnice E(y(z)) = ¢(x) vyhovujici podminkam (4.37) budeme hledat ve tvaru prvku linearni
variety (g, tj. ve tvaru linearni kombinace funkci y1 (), y2(), . . ., yn (), k niz je pripocteno dané partikularni feseni

e predpokladame tedy, ze
y(x) = caayr(x) + coya(z) + ... + enyn(x) + yp(x), (4.49)
kde ¢; jsou dosud nezndmé realné konstanty

e jejich hodnoty se pokusime vypocitat z podminek (4.37)

e ziskame tim soustavu rovnic

c1y1(wo) + caya(o) + - . + cnyn(w0) + yp()
c1y1 (o) + c2y3(x0) + .- + ey (T0) + Y, (2)

(4.50)

clyinfl)(:vo) + 02yén71)(x0) 4+ ..+ cnyr(fl*l)(xo) + y(nfl)(;p) =d,_1

pro neznamé ci, c2, €3, ...,Cp

e tato soustava mize byt prepsana do maticového zapisu

Yy1(zo) ya(zo) - Yn—1(m0)  Yn(x0) c1 do — yp(wo)
Y1 (o) ya(ro) oo ypoa(@o)  yn(wo) ¢ | d1 — yp (o)
g Do)y M (@o) oy (o) yh (o) Cn dn1 —y5" " (o)

e povsimnéme si, ze determinantem soustavy je pravé wronskian (4.48)

e z linearni algebry vime, ze je-li tento determinant nenulovy (a v naSem pripadé je, jak vidno z podminky (4.48)),
pak ma tato soustava pravé jedno feseni

e tedy existuji Cisla ¢; € R (i € n) tak, ze soustava (4.50) je splnéna
e tedy feseni (4.49) vyhovuje podminkam y(*)(zo) = d; a navic se skute¢né jedna o feseni zkoumané rovnice, nebot
L(y(z)) = erL(y1(2)) + c2L(y2(x)) + ... + caL(yn()) + L(yp(2)) = a(2)

to, ze nalezené reseni je jedineCné, vyplyva z tvrzeni 4.4.12

4.4.25 Poznamka
Ukazme nyni, pro€ se vyraz e*® definuje jako
e'” 1= cos(z) + isin(x). (4.51)

Snadno nahlédneme, ze (i)’ = iei® a (e*)” = —ei”. Je tedy patrno, ze funkce v(z) = e'* je fesenim diferencidlni
rovnice " (z) + y(z) = 0. Rovnéz ale funkce y1(z) = sin(x) a y2(x) = cos(z) jsou dvé nezavisla feSeni téze rovnice,
nebot pro vsechna z € R plati

Wcos(z),sin(z) (:E) = _CSTZEz; (S::;((z; = COS2 ((E) + sin2 (1’) =1 # 0.

Tyto funkce tedy tvori fundamentalni systém (tento musi mit pouze a pravé dva prvky), a proto musi byt funkce v(x)
linedrni kombinaci obou funkci z fundamentalniho systému zkoumané rovnice. Tedy
iz

e = acos(x) + bsin(z),

kde a a b jsou dosud neznamé konstanty. Jejich hodnoty ale snadno vypocteme z pocatecnich podminek v(0) = 1 a
v'(0) = i. Odtud @ = 1 a b = 1. A plati tedy vztah (4.51), jenz byva nazyvan Eulerovym vzorcem.
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4.4.26 Veta — o metode variace konstant

Necht funkce po(z),p1(x),...,pn-1(x),q(x) jsou funkce spojité na intervalu I. Necht mnozina

{y1($)7y2(x)7"'7yn(x)}

je fundamentalnim systémem rovnice Z(y(m)) = 0. Jestlize pro funkce f1(z), f2(x), ..., fu(x) plati n rovnosti

> fi@)y @) =0

—

proteEn—2a

S fi@yd V(@) = gl)
j=1

a funkce Fi(x), Fy(x), ..., F,,(x) jsou po fadé primitivni k funkcim fi(x), fa(x), ..., fu(x) v intervalu I, pak funkce
Y(x) =37, Fj(z)y;(z) je fesenim rovnice

L(Y (2)) = q(). (4.52)

Diikaz:

vime, ze funkce c1y1(x) + caya(z) +. . .+ cnyn(z) jsou za danych predpokladt viemi fesenimi rovnice Z(y(m)) =0

snahou je hledat Feseni rovnice (4.52) v podobném tvaru, a sice ve tvaru -7 Fj(x)y;(z), ve kterém jsou tzv.
variovany konstanty (zménény na funkce)

pritom Fi(x), Fy(x), ..., F,,(x) jsou dosud neznamé funkce (pro jejich ureni je tfeba stanovit n vyse citovanych
podminek)
provedeme nyni prvni derivaci funkce Y'(x) :
Y'(@) =) Fi(@)yj(x) + ) Fj(@)y; (@),
Jj=1 Jj=1

v niz polozime vyraz 37, Fj(x)y;(x) roven nule (tim jsme obdrzeli prvni podminku)

analogicky dale:

az

YOD(@) = 3 By @) + >0 Fay" @),

j=1 Jj=1
kde polozime 3| Fl(x)y\"~?(z) = 0

pro n—tou derivaci

tim je zaruceno, zZe
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e pro konkrétni tvar feseni pak dostdvame n podminek:

F@)y (@) + fo(@)y2(2) + -+ fal@)yalz) =0
@)Y (@) + fa(@)yh(2) + .+ ful@)yl(z) =0
A@)y" 2 (@) + fal@)yd P (@) + .+ fal@)y (@) =0
A@y V@) + fal@)yd V(@) + ot @)y (@) = gl2)
e tato soustava mize byt prepsana do maticového zapisu
y1(x) yo(x) Yn—1() Yn () fi(x) 0
vi(z) ) voi(z)  yh(z) fo(z) 0
: : : : : = (4.53)
Rl € BT Gl ) y'P @)y (@) fa1(z) 0
gV @) V() vV @) () ful2) ¢()

e povsimnéme si, ze determinantem soustavy je pravé wronskian fundamentalniho systému

funkce f1(z), fa(z),...

tim je véta dokazana

4.4.27 Poznamka

ten je ale zfejmé pro vsechna x € I nenulovy

z linearni algebry odtud vyplyva, ze soustava (4.53) pro neznamé fi(z), fa(z),...

, fn(z) je vzdy Fesitelna

, fn(x) jsou navic spojité na I, a tedy k nim jisté existuji funkce primitivni

Z dukazu predeslé véty vyplyva postup pii hledani feSeni rovnice (4.52). Oznacme nejprve wronskian fundamentalniho

systému takto:

Soustavu (4.53) pro neznamé funkce fi(z), fa(x),...

ucel

Aq(x):

y1() ya(z)
Yy (z) y5(z)
" @) (@)

D)y (@)

0 ya()

0 ya(z)

0 3" ()
gz) v V()

yn—l(x) yn(x)
Yp—1(7) Yn ()
: : # 0.
yP @) P (@)
g (@) yr V(@)

Yao1(z)  yu(2)
vooi(@)  y()
yP @)y P (@)
g (@) Yy (@)

, fn(x) budeme fesit Cramerovym pravidlem. Oznacme pro tento

prvni dil¢i determinant. Tento vznikl zaménou prvniho sloupku ve wronskianu za sloupcovy vektor pravé strany rovnice

(4.53). Dale podobné

Ag(l‘) :

y1(x) 0

yi) 0

@) o
") q(x)

yn—l(x) yn(x)
voi(z) (@)
y P (@) oy ()
y @)y (@)
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pro druhy dilci determinant a tak dale. Nakonec

yi(z) y2(x) Yn—1(z) 0
yi(z) Ya(x) Yn—a(z) 0
Ap(z) := : : : :
W) w6 @) o
w' @ W e e @) )
Pak hledané funkce f1(z), fa(z),..., fn(x) maji tvar

a jsou navic spojité. Necht F;(z) = [ f;(z)dxz + C; jsou primivni funkce k funkcim f;(z). Pak hledanym fesenim rovnice
(4.52) je funkce
Y(z) = Fi(2)yi(z) + Fa(z)y2(z) + ... + Fo(z)yn ().

4.4.28 Priklad

Znovu se navracime k feSeni prikladu 4.2.2. Tentokrate jej budeme resit metodou variace konstant. Nejprve tedy vyresime
rovnici y' — 2zy = 0. Po snadné separaci dostavame feSeni rovnice s nulovou pravou stranou ve tvaru y(z) = Ce™”.
Reseni rovnice E(Y(:zr)) — 22 predpokladame podle véty 4.4.26 ve tvaru Y (z) := F(z)e” . Pro f(z) := F'(z) pak
(podle nadvodu demonstrovaného v minulé pozndmce) ma platit:

2

f(z)e” =2z.
Odsud f(x) = 2z e a nasledné F(x) = —e~®" 4 C. Uzavirdme tedy, ze kompletni feseni zadané rovnice je opét tvaru
Y(x):Ce:”2—1, I=R.

4.4.29 Priklad
Naleznéme obecné feseni diferencialni rovnice
y" — 4y + 4y = 6xe®,
vime-li, ze fundamentalnim systémem zadané rovnice je mnozina
Fg = {e*", ze*"}. (4.54)
Funkce 2%, xe2® tesi prislusnou rovnici bez pravé strany a pro jejich wronskian plati

e21 Ie21

Weze | poze = = et £0.

2e2x e21 + 2xe2x

Tim byla mimo jiné provedena kontrola, ze mnozina (4.54) skutecné fundamentalnim systémem je. Metodou variace
konstant hledame feSeni tvaru
y(x) = Fi(z) e®® 4 Fy(x) xe®.

Uzijeme zautomatizovany postup podrobné probrany v poznamce 4.4.27. Podle néj

0 xe?® o2 0

A = = —6ze?”, Ay = = 6ze’”.
6xre?® e 4 2pe%” 2e%%  Gre?®
Proto A A
file) = 77 = 6%, fo(a) = 7 = 6.

Pro prislusné primitivni funkce pak snadno
F1($)=—2$3+Cl, F2($)23$2+C2,
odkud pak ziskavame finalni reSeni tvaru

y(z) = C1e%® 4 Coze?® + 13?2, I =R.
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4.4.30 Veta — o superpozici

Necht jsou dany spojité funkce qi(x), g2(), ..., qr(x). Necht mnozina {y1(z),y2(x),...,yn(2z)} je fundamentalnim
systémem linearni diferencialni rovnice L(y(z)) = 0. Necht dale funkce yp, (), yp, (2), ..., Yp, (x) jsou po Fadé partiku-
larnimi feSenimi rovnic E(y(a:)) = g¢;(x), kde i € k. Pak Gplnym fesenim diferencialni rovnice E( () = Zle qi(x) je
funkce

n k
2) =Y Ciyi(x) + > yp.(x)
= i1
Dikaz:

e snadno ukazeme, ze z linearity operatoru L vyplyva

n k k k
E(y(:c)) = Z ZE (Yp: (z ZE (Yp: () = Z%(x)

4.5 Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Ze vsech dostupnych linearnich diferencilnich rovnic budeme nyni podrobnéji zkoumat rovnice s konstantnimi koeficienty.
Jedna se o nejfrekventovanéjsi typy diferencialnich rovnic a také o typy pomérné snadno resitelné. Sezndmime se proto
nyni s metodami jejich feSeni.

4.5.1 Definice

Linearni diferenciélni rovnici s konstantnimi koeficienty (fadu n) rozumime rovnici tvaru

~

L(y(@)) = any™ (@) + an-1y" V(@) + ... + a1y/(2) + agy(z) = q(2), (4.55)

kde ag, a1,...,an,—1 € R, a, =1 a g(x) je spojita funkce.

4.5.2 Poznamka

Pokusme se hledat néktera Fe§en|' diferenciélni rovnice (4.55) s pravou stranou g(xz) = 0. Pro tento zamér budeme
uvazovat funkce tvaru y(z) = e**. Snadno nahlédneme, ze y*) = M\*e** a tedy po dosazeni do (4.55) a kraceni
vyrazem e** dostaneme

An N + A AL+ a A+ ag = 0. (4.56)

Je-li tedy nékteré )\ feSenim této rovnice, pak funkce y(z) = e*® je Fesenim (4.55). Zaroven ale neni tato Gvaha
vyCerpavajici, nebot pro diferencialni rovnici
yl/ _ 2y/ _"_ y — O

ma algebraicka rovnice (4.56) pouze jediny kofen A = 1. Z obecné teorie (viz zakladni véta teorie diferencialnich rovnic
4.4.22) ale vyplyva, ze kromé funkce y(z) = e** = e® musi byt ve fundamentalnim systému zkoumané rovnice jesté
jedna funkce. Predesla metoda ji ale nenachazi. Proto bude nutné zkoumat feSeni linearnich diferencialnich rovnic s
konstantnimi koeficienty podrobnéji.

4.5.3 Definice

Necht je zadana linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty (4.55). Polynom
L(N) = ap\" + A NV a N+ ag (4.57)

nazyvame charakteristickym polynomem diferencialni rovnice (4.55). Rovnici £(\) = 0 nazyvame charakteristickou rovnici
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454 \Veta

Necht je zadana linearni diferencialni rovnice

any™(2) + an_1y" V(@) + ...+ ary(x) + apy(z) =0 (4.58)
s konstantnimi koeficienty ag, a1, ..., a,. Necht nula je k—nasobnym korenem jejiho charakteristického polynomu. Pak
linearni obal
[1, x, ,TQ, . ,xkfz,xkfl])\

tvori k—dimenzionalni podprostor vektorového prostoru €y vsech feseni rovnice (4.58).
Dikaz:

e oznaCme {(\) charakteristicky polynom rovnice (4.58)

je-li nula k—nasobnym kofenem /£(\), pak tedy
) = an N + an A" ap g AT A,

(:iliaozalzagz...zak_gzak_lzo

rovnice (4.58) ma tedy podobu

any(") (z) + an,ly("_l)(:zr) + ...+ ak+1yk+1 (z) + akyk(:zr) =0 (4.59)

proto véechny funkce 1, =, 22,..., 2% =2, 2*~! rovnici (4.59) resi

nyni zbyva dokazat, ze uvedené funkce jsou linearné nezavislé

podle véty 4.4.15 staci dokazat, ze prislusny wronskian neni nulovy, coz ale bylo prokazano v prikladé 4.4.14

455 Poznamka

Dokazané tvrzeni nyni zobecnime pro pfipad, kdy k—nasobnym kofenem charakteristického polynomu ¢(\) diferencialni
rovnice L(y(x)) = 0 bude komplexni &islo o € C.

4.5.6 Veta

Necht je zadana linearni diferencialni rovnice (4.58) s konstantnimi koeficienty ag, a1, ..., a,. Necht Cislo « € C je
k—nasobnym korenem jejiho charakteristického polynomu. Pak linearni obal

[eo‘m, re®® x2e? . akT2e® :zrkfle‘”} N
tvori k—dimenzionalni podprostor vektorového prostoru €y vsech feseni rovnice (4.58).
Diikaz:
e k ditkazu pouzijeme tvrzeni predeslé véty

e do rovnice

E(y(:c)) = Zaky(k) (x)=0 (4.60)
k=0
zavedeme novou funkci z(z) predpisem
y(@) = 2(2) &> (4.61)

e z Leibnizovy formule pro derivaci soucinu dostdvame

y ) (z) = Z (f) a'e® 2 (F) ().

k
=0
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x

to po dosazeni do rovnice (4.60) a kraceni vyrazem e®* vede na rovnici

n k
L. (2(z)) = Z Z (]:) ara’z*F ) (z) =0 (4.62)

pokud se ho pokusime upravit, zjistujeme, ze plati
k n

po(n) = g: > (f) ava' it =3 ap(a+ p)"

0 i=0 k=0

je-li tedy £(X\) = ") _, arA¥ charakteristicky polynom rovnice (4.60), plati mezi temito dvéma polynomy jedno-
duchy vztah p(p) =lla+p), tj. \=a+pu

dle predpokladu véty je ale komplexni Cislo ov k—nasobnym kofenem polynomu £())

to znaci, ze £(\) = an(A — @)k (A — B)Fs (A — )k ..., kde &isla a, 3, 7y ... jsou riizné komplexni kofeny charak-
teristického polynomu ¢(\) s nasobnostmi po radé k, kg, ky atd.

kg ke

(= (v = )]

tedy nula je k—nasobnym korenem polynomu p(u), coz umoziuje uzit vétu 4.5.4

pak ale p(u1) = £(a+ p) = an p* [ — (B — a)]

k—1

podle ni funkce z1(z) = 1, z2(x) = z, z3(x) = 2%,..., z(z) = 2*~! Fesi rovnici (4.62) a navic linearni obal

1,22, . .. k2 gkt
[77 ) A

3 3

tvori k—dimenzionalni podprostor vektorového prostoru vsech reseni rovnice (4.62)

e ze substituéniho vztahu (4.61) pak ale vyplyva, ze funkce y1 (z) = %%, yo(z) = 2 %%, y3(x) = 22 e*®, ... yp(x) =
xk~1 e Fesi rovnici (4.60) a navic linedrni obal
2 k—2 k—1
[e‘”, e’ ree®” ..., 2" e 1 e‘”])\
tvofi k—dimenzionalni podprostor vektorového prostoru vsech feseni rovnice (4.61)
e tim je ditkaz dokoncen
4.5.7 Lemma
Necht a, aa, ..., . jsou navzdjem riiznad komplexni Cisla, » € N a p1(x), p2(x), ..., p-(z) jsou polynomy. Necht pro

kazdé x € I plati

Y pi(@)em® =0.
j=1

Potom pro kazdé z € I plati sada rovnosti p;1(x) = pa2(z) = ... = p.(x) = 0.

Dikaz:

dtkaz provedeme matematickou indukci podle r
pro r = 1 plyne z rovnosti i (x) e*® = 0 rovnost g1 (z) = 0 pro vsechna x

predpokladejme, ze plati implikace

r—1
> pj(x) et =0 = p1(z) = p2(2) = ... = pr_1(z) =0
J=1

vyjdeme z rovnosti 37_, 0 (x) e*i% = 0, kterd vede na Y7} 0 (x) e%% + o, (x) €7 = 0

odtud pro vsechna = € I plati p,.(z) = 0, a to jsme méli dokazat
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4.5.8 Dousledek

Necht » € N. Necht ay, s, ..., ., jsou navzajem riiznd komplexni Cisla a k1, ks, ..., k. € N. Pak funkce
2 ky—1
e reM¥ preM® . xpMT e
ea217 T eOtzLE, $2€a21, o ,xkz—leagii, (4 63)
i o 2 kr—1 0,

e*r® rert xcer® .. edr?
jsou na kazdém otevieném intervalu linearné nezavislé.
4.5.9 Veta
Necht a1, @z, . . ., i jsou vSechny navzajem riizné kofeny charakteristického polynomu rovnice L(y(z)) = 0 s konstant-
nimi koeficienty. Necht jejich nasobnosti jsou po fadé ki, ka,..., k.. Pak fundamentalnim systémem této rovnice je

systém funkei (4.63).

Diikaz:

e jde o primy dasledek véty 4.5.6 a disledku 4.5.8

4.5.10 Priklad

Resme diferencialni rovnici 4/ —y = 0 s nulovou pravou stranou. Jedna se zcela zjevné o linearni diferencialni rovnici
druhého radu s konstantnimi koeficienty. Jeji charakteristicky polynom £(\) = A2 — 1 ma kofeny A\; = 1 a Ay = —1.
Proto ma zkoumana rovnice (podle véty 4.5.9) fundamentalni systém {e”, e}, a jejim Gplnym FeSenim jsou tudiz
funkce y(z) = C1e® + Coe™*. Stejné tvrzeni Ize vyjadrit rovnosti 2y = [e”, e 7],.

4.5.11 Priklad

Zkoumejme diferencialni rovnici
y" +4y" — 3y’ — 18y = 36. (4.64)

Resme nejprve tuto rovnici jako rovnici bez pravé strany. Jeji charakteristicky polynom
) = A3 +40% —3)1 — 18
ma koreny A; = 2 a dvojnasobny kofen A2 3 = —3. Proto ma zkoumana rovnice (podle véty 4.5.9) fundamentalni systém
{92;E7 e_3$,xe_3w},
a feSeni rovnice bez pravé strany jsou tedy funkce tvaru
y(x) = C1e%™ 4+ Coe 3% + Cowe 37,

Pro reSeni rovnice s pravou stranou lze jisté uzit metodu variace konstant. Ta je ale v tomto pripadé prilis zdlouhava
v porovnani s nasledujici avahou. Vime totiz podle véty 4.1.14, ze k nalezeni Gplného reSeni postaci nalézt jediné
partikularni feSeni rovnice (4.64). To lze ovSem snadno, nebot je jim konstantni funkce y, () = —2. Uzavirame tedy, ze
maximalnim feSenim rovnice (4.64) je systém funkci y(z) = C1e%® 4 C2e 3% 4 Core™3* — 2, 2 € R.

4512 Poznamka

Rovnice ¥ —y = 0 ma vzhledem k tomu, ze kofeny jejiho charakteristického polynomu jsou cisla {—1,1,i,—i},
fundamentalni systém (jeden z moznych)

Fs={e",e " e e ™} = {e” e " cos(z) + isin(z), cos(z) — isin(z)} .

Z teorie polynomii ale vime, ze pokud je kofenem polynomu Cislo a = a + ib, potom je kofenem také Cislo a* = a — ib
komplexné sdruzené k . Namisto funkci e®*, e*"* budeme do fundamentalniho systému vzdy zahrnovat jejich realné a
imaginarni Casti

e cos(bz), e*” sin(bx).
Tim dostaneme jiny fundamentalni systém téze rovnice, ve kterém ale nebudou vystupovat komplexni Cisla. Uzavirame,
ze rovnice y*) — y = 0 ma nové fundamentélni systém tvaru Fs = {e®, e~ 7, sin(z), cos(z)}.

126



4.5. DIFERENCIALNI ROVNICE S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

4.5.13 Poznamka

Jelikoz nalezeni fundamentéalniho systému diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty je beze zbytku probrano,
pristupme nyni k feSeni téchto rovnic s nenulovymi pravymi stranami. Jak bylo diskutovano v prikladé 4.5.11, lze v
téchto pripadech vzdy uzit metodu variace konstant (viz véta 4.4.26) podrobné ilustrovanou v poznamce 4.4.27 nebo
teoretickou vétu 4.1.14, je-li snadné uhodnout nékteré z partikularnich reseni. Za urcitych okolnosti bude ale mozno resit
rovnici

any™ (x) + an_1y "V (@) + ..+ a1y () + aoy(z) = q(x)

elegantnéji. Takova situace nastane v pripadé, ze prava strana bude vyjadrena v jednom z nasledujicich tvar:

e g(x) = P(x), kde P(x) je polynom,

e g(z) = P(x)e*®, kde P(x) je polynom,

e g(z) = P(x)e*® cos(Sx), kde P(z) je polynom,
e g(x) = P(x)e* sin(fBz), kde P(z) je polynom.

Pristupme tedy nyni k hledani prislusnych partikularnich reseni.

4.5.14 \Veta

Necht P(z) je polynom stupné r € N, koeficienty ag, a1, ..., a, z definice 4.5.1 jsou realna Cisla a ag # 0, a,, # 0. Pak
existuje polynom stupné r, ktery je feSenim diferencialni rovnice L(y(x)) = P(x) s konstantnimi koeficienty.

Dikaz:
e necht P(z) =b.a" +b,_12" '+ ...+ bz +byab. #0
o hledame fesen diferencialni rovnice L(y(z)) = P(x) ve tvaru y(z) = c,a” + c,12" ' + ... + c12 + ¢

e vidime, ze
y(z)=re,a" M+ .+
y'(x) =7r(r—1ea" 2+ ...+ 2o

e z rovnosti E(y(x)) = P(x) po porovnani koeficientti u stejnych mocnin x pak dostavame

agCr = br

aoCr—1 +ayre, = bp_1

apco + ajcr +2c2as + ...+ r(r—=1)...(r —n+1)arc, = by

e jde o  + 1 rovnic pro r + 1 neznamych cgp,cq, ..., ¢,
e protoze ay # 0 a soustava je v trojahelnikovém tvaru, je jeji resitelnost zrejma

e jelikoz ag # 0 a b, # 0, plyne z rovnosti agc, = b,, ze y(x) je tedy skutecné polynomem stupné r

4.5.15 Veta

Necht P(x) je polynom stupné r € Ny a dale ax, ag41,-..,an, € R, kde a;, # 0 a a,, # 0. Pak existuje polynom Q(z)
stupné r tak, ze funkce y(z) = 2*Q(x) je fesenim diferencialni rovnice

any™ (@) + an_1y" V(@) + ...+ apy®(z) = P(z). (4.65)
Diikaz:

e u této rovnice lze substituci w(z) = y¥) () trivialné snizit fad
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e po substituci ma rovnice tvar

anw(n—k) ((E) 4 an—lw(n_k_l) ((E) + ...+ akw(x) = P((E) (466)

jelikoz ay, # 0, jsou pro rovnici (4.66) splnény predpoklady predeslé véty

e proto polynom R(x) stupné r je partikularnim feSenim rovnice (4.66)

p(aj)://.../R(a:) (az)"

téchto k integraci polynomu R(z) vede k tomu, ze p(x) je rovnéz polynom a jeho stupen je deg(p) =r + k

tedy funkce

je partikularnim resenim rovnice (4.65)

tedy existuji koeficienty bg, b1, ..., by takové, ze b1 # 0 a navic

px) = br+er+k + b,urk,l:z:’drk*l + br+k72xr+k72 4o+ bt b b+ b

pritom k poslednich €len& tohoto polynomu je vzhledem k platnosti véty 4.5.4 soucasti fundamentalniho systému
zkoumané rovnice, a nemusi tudiz byt zahrnuto do tvaru partikularniho reseni

proto lze za partikularni feseni povazovat polynom
bk T + b1 @ T b by 0™ TR 4 e =

= 2" (brgk” + b1+ bpppoz” 2+ + b)) = 27 Q(2),
kde deg(Q) =r

4.5.16 Veta

Necht P(z) je polynom stupné r € Ny a Cislo « € C je k-nasobnym kofenem charakteristického polynomu rovnice
any™ () + an_1y "V (@) + ...+ a1y (@) + aoy(z) = P(z) e™®, (4.67)

kde k € Ng a ag,a1,...,a, € R. Pak existuje polynom Q(z) stupné r takovy, ze funkce

y(z) = 2"Q(xz) e*

je partikularnim feSenim diferencialni rovnice (4.67).

Diikaz:
e zajima nas feseni diferencialni rovnice

E(y(x)) = Z ary® (z) = P(z) e®” (4.68)
k=0

e do této rovnice (4.68) zavedeme novou funkci z(x) predpisem
y(@) = 2(z) & (4.69)
e z Leibnizovy formule pro derivaci soucinu dostavame
"k
(k) _ i ox  (k—1)
9 =3 ([ Jater 00

e to po dosazeni do rovnice (4.68) a kraceni vyrazem e** vede na rovnici

n k
Lo(2(z) =YY <k> ara’ 2% (z) = P(2) (4.70)

- (3
k=0 i=0
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e charakteristicky polynom této rovnice ma tedy tvar

L k i, k—i - k
@(#)—ZZ(Z.)%O&M :Zak(a—l-u)

k=0 i=0 k=0

e je-li tedy /(X)) = >)_ arA® charakteristicky polynom rovnice (4.68), plati mezi témito dvéma polynomy jedno-
duchy vztah p(p) =lla+p), tj. \=a+p

e dle predpokladu véty je ale komplexni Cislo & € C k—nasobnym korenem polynomu ¢(\)

e to znadi, ze £(\) = a, (A — @)*(A — B)ks (A —y)% ..., kde ¢isla a, 3, v... jsou riizné komplexni koreny charak-
teristického polynomu ¢(\) s nasobnostmi po fadé k, kg, k- atd.

- (- e

o pakale p(p) = l(a+ p) = ap p* [n = (B — a)]
e tedy nula je k—nasobnym korenem polynomu p(u), coz umoznuje uzit predeslou vétu 4.5.15

e podle ni je partikuldrnim Fesenim rovnice (4.70) funkce z,(7) = 2*Q(z), kde deg(Q) = r

e ze substituéni rovnosti (4.69) ihned vyplyva, ze funkce y,(7) = 2*Q(x) e®® je partikularnim fesenim rovnice (4.68)

4.5.17 Veta

Necht Pi(x), P»(x) jsou polynomy stupné nejvyse r € Ny a komplexni €islo 8 + iy je k-nasobnym kofenem charakte-
ristického polynomu rovnice

any ™ (x) + an_1y " (@) + ..+ ary (@) + agy(z) = 7 (P1(z) cos(yz) + Pa(z) sin(vyz)), (4.71)
kde k € Ny a ag,a1,...,a, € R. Pak existuji polynomy Q1 (z) a Q2(z) stupné nejvyse r takové, ze funkce
y(w) = %67 (Q1 (x) cos(12) + Qs (x) sin(ya))
je partikularnim feSenim diferencialni rovnice (4.71).
Diikaz:
e tvrzeni této véty snadno prevedeme na vétu predesiou
e vzhledem k platnosti exponecialné-goniometrickych rovnosti

cos(a) = (e 07, sina) = 5 (& —e),

N =
~

které je mozno snadno odvodit z Eulerova vzorce uvedeného v prikladé 4.4.25, Ize rovnici (4.71) prepsat do tvaru

L(y()) =" (PlT(x) + %) +ef <P12(“’) - Pz(i“’))

e prava strana (resp. oba jeji sCitance) jsou nyni tvaru (4.67)

e navic Cisla § 4 iy a § — iy maji zcela jisté v charakteristickém polynomu totoznou nasobnost

e polynomy PIQ(””) + =5

maji stupen nejvyse r

e tvrzeni véty tudiz skutecné vyplyva z véty 4.5.16 a z principu superpozice 4.4.30
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4518 Priklad
Budeme hledat obecné reseni diferencialni rovnice

y" —4y” 4+ 5y — 2y = —8e” (4.72)

uzitim predeslych vét o specialnich tvarech partikularnich reseni. Pro srovnani ale nejprve Glohu vyreSime metodou variace
konstant. Rovnice
() =N =4\ +50—-2=0 (4.73)
méa dvojnasobny kofen A = 1 a jednonasobny koren \ = 2. Proto je prislusnym fundamentalnim systémem mnozina
Fg = {ez,xex,ezx}.

Wronskian tohoto systému méa hodnotu

e re® e2;E
I/Vez7 re®, 2% = e’ (1 + x)e”” 282z = 841.
e’ (2+m)e® 4e*”
Pro metodu variace konstant vypocteme dilci determinanty
0 ze® e?®
Ar=| 0 (1+2z)e® 22° |=(8—8xz)e",
—8e” (24 xz)e” 4de**
e’ 0 e2x
Ap=1|e* 0 22 | =8e",
e’ —8e” 4e%*
e”? ze” 0
Az =1 e" (14 x)e” 0 = —8e37.
e’ (24 x)e” —8e”

Tedy hledané derivace f1(x), fa(x), f3(x) variaénich koeficientt maji po fadé hodnoty

fa(z) =8, fs(z) = —8e".

Samotné variacni koeficienty pak obdrzime pomérné snadnymi integracemi

fi(x) =8 — 8x,

Fi(z) =8z —42® +Cy, Fy(x) =8z +Cy,  Fz(z) =8e ¥ +Cs.

Hledanym resenim je tudiz systém funkci

y(x) = (8:10 —42? + C1) e’ + (8x + Co) ze” + (Se_”” + C3) e? = C1e” + Coze” + C3e?® + 16ze” + 422e”,
kde ale clen 16ze® miize byt ze zapisu vypustén, nebot je jiz obsazen v linedrnim obalu [e””, re®, e%}/\. Proto je
maximalnim FeSenim této lohy systém funkci
y(z) € [e*, ze”, e%h +42%e”, I =R. (4.74)

Pristupme nyni k druhému zpiisobu feseni. Resime tedy rovnici E(y(:c)) —8e”. Nejprve je treba si uvédomit, ze &islo
a =1 je dvojnasobnym korenem charakteristického polynomu (viz rovnice (4.73)). Proto bude podle tvrzeni véty 4.5.16
predpokladat feSeni ve tvaru y,(z) = ax?e”. Zbyva tedy uréit hodnotu nezndmé konstanty a € R. Jeji nalezeni ale maze
byt provedeno primym dosazenim do rovnice (4.72). Jelikoz

yp(z) = a2z +2)e”,  y)(x) = a(2+4z+2°)e”, y)(x) = a(6 + 6z + 2°)e”,
snadno Ize odsud vypocist, ze a = 4. Partikularnim feSenim je tak funkce y,(z) = 4z2e®, coz potvrzuje spravnost

vysledku (4.74). Tim je demonstrovana znacna vyhodnost druhé metody oproti variaci konstant.
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4.5.19 Definice

Eulerovou diferencialni rovnici se stredem v bodé ¢ € R nazyvame rovnici tvaru
an(x = ¢)"y ™ (@) + an-1(z = )"y (@) + .+ ar(e - )y () + aoy(x) = g(),

kde n € N, ag,a1,...,a, € R (a, # 0) a ¢(x) je spojita funkce.

4.5.20 Poznamka

Pro Eulerovu rovnici se stfedem v bodé ¢ lIze uzit substituci £ = 2 — ¢ k prevedeni na Eulerovu diferencialni rovnici se
stfedem v bodé nula. Jelikoz 37 =1, plyne odtud, ze

dy dyd§ dy

dr dfédx d¢’
Proto je navrzena substituce trivialné proveditelnd a de facto spociva pouze v ndhradé vsech ¢lent x — ¢ pismenem £ a
vsech derivaci podle = derivacemi podle .

4.5.21 Poznamka

Eulerovu diferencialni rovnici se stfedem v bodé nula Ize na intervalu I = (0,00), resp. I = (—00,0) prevést na
diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty zdménou nezavisle proménné = za nezavisle proménnou t prostrednictvim
vztahi = ef, resp. = —e’. Na intervalu I = (0, 00) tedy budeme provadét substituci y(z) = y(e’), kde t = In(z).
Z tohoto substitucniho schématu lze uzitim véty o derivaci slozené funkce snadno odvodit, ze

(@) dy dy dt .1
r=——=—— =
y dzr dt dz

z
sovood (1 d a1l 1\ 1 .1
y(x)_d:c y:c _dt(y)d:c:c+y T _yzzr2 ya:Q
1 1.

y T dx ya:Q y:c2 _ar3y x3y x3y x3y_:173y x?’y a:?’y'

Tedy zy/ = 9, 2%y = ij — 9, 2°y"" = ij — 3§ + 27, a rovnice
ana"y ™ (z) + an12" YV (@) + L+ @y (2) + aoy(x) = g(x)

je tim prevedena na diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty.

4.5.22 Poznamka

Pokusme se nyni demonstrovat uziteCnost metody superpozice (viz lemma 4.4.30) na rovnici
y' +y=2z+e". (4.75)

Fundamentalnim systémem rovnice y” 4+ y = 0 je mnozina {cos(z),sin(x)}. Partikularnim feSenim rovnice y” +y = 2z
je, jak lze velice jednoduse vypocitat, funkce y,, = 2z, zatimco partikularni feseni rovnice y” +y = e” budeme ocekavat
ve tvaru y,, = ae”. Snadno pak dopocteme, ze a = 1/2. Podle tvrzeni lemmatu 4.4.30 je tudiz Gplnym feSenim rovnice
(4.75) funkce

1
y(x) = Cy cos(z) + Cosin(z) + 2z + §em, reR

4.5.23 Priklad

Budeme hledat maximalni feseni y = y(x) diferencialni rovnice
y///x4 _ 5y”:103 _ 8y’x2 + 8yw =72,

vyhovujici podminkam y(1) = 2,y'(1) = 13 a y”(1) = 44. Vydélime-li zadanou rovnici proménnou z, ziskame Eulerovu
diferencialni rovnici tretiho Fadu, jez pro o > 0 feSime substituci 2 = ef. Ta vede k transformaénim vztahiim z poznamky
4.5.21. Po dosazeni ziskame diferencialni rovnici tfetiho radu s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou

ddy d’y dy

_ —t
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Jelikoz charakteristicky polynom této rovnice mé tvar £(\) = A3 —8A\2 = A+8 = (A—1)(A+1)(A—8), je fundamentélnim
systémem zmihované rovnice mnozina Fs = {e’,e™", &% }. Pro feseni rovnice se specialni pravou stranou predpokladame
podle véty 4.5.16 partikularni feSeni tvaru y,,(t) = ate". Tento predpoklad vede po dosazeni do rovnice (4.76) k hodnoté
a = 4. Rovnice (4.76) ma tedy obecné feSeni

y(t) = Cre! + Coe ™ + C3e8 + 4te™".

Navratem k nezavisle proménné x ziskame
C 4
y(r) =Cia+ ?2 +Cya®+ - In(z).

Nalezeni feseni vyhovujiciho podminkam y(1) = 2,4/(1) = 13 a y’/(1) = 44 vede po dvojim derivovani posledné uvedené
rovnice na soustavu tri rovnic C; + Co + C3 = 2, C; — C2 +8C3 = 9 a 2Cy + 56C3 = 56 pro nezndmé Cq, Co, C3. Tuto
soustavu fesi trojice (C1,Ca,C3) = (1,0, 1). Hledany tvar feseni tedy je

4
y(x) =z + 2% + = In(z), I=R".
T

4.5.24 Priklad

Hledejme maximalni reseni diferencialni rovnice ¢y’ + 2y = 0, vyhovujici podminkdm y(0) =1 a y’(0) = 0. Na zadanou
rovnici nelze aplikovat zadnou z GCinnych metod, proto budeme hledat feSeni ve tvaru mocninné rady

y(x) = Z anz", (4.77)
n=0

kde a, € R jsou neznamé koeficienty. Tim se sezndmime s jednou z dalSich metod, jak hledat reSeni diferencialnich
rovnic. Podotykame, ze rada (4.77) je Taylorovou radou se stredem v bodé nula (v bodg, v némz jsou stanoveny pocatecni
podminky). Pak

y'(z) = Z apn(n —1)z" 2 = Z anio(n+2)(n+1)z"

n=0

a navic

o0
x-y(z) = Z ap—12".
n=1

Dosadime nyni do zadané rovnice

Yy 4+ 2y = 2a9 + Z [an+2(n +2)(n+1)+ an,l}x" =0.

n=1

Z této rovnosti je patrno, ze nutné as =0 a ap42(n +2)(n+ 1) + ap—1 = 0. Odtud

Gn—1
pig=———"—— as = 0.
P T m+2)(n+ 1) ?
Odsud mimo jiné plyne, ze as = a5 = ag = a11 = ... = 0. Jelikoz y(0) = 1, musi byt agp = 1. Pro splnéni podminky
y'(0) = 0 je nutné, aby a; = 0. Pak ale ay = ay = a1p = ... = 0. Uzavirame tedy:
= 3n — 4
T) = asn® N Qip3=——7-9Z—— AN ag=1.
y(z) nZ:o 3 +3 (i +3)(i+2) 0
Obor konvergence vySetfime napf. podilovym kritériem pro x # 0
3n+3 3
lim |28 % i | | =0<1.
n—oo|  ag, x3 n—oo | (3n 4+ 3)(3n + 2)

Oborem konvergence nalezeného reseni je tudiz mnozina O = R.
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4.5.25 Priklad

Teorie diferencialnich rovnic lze zuzitkovat také pfi hledani souctt mocninnych rad. Ukazeme si to na ponékud kompli-
kovanéjsim prikladé. Budeme hledat soucet rady

(4.78)

n=0

Radu zderivujeme s vysledkem

n:l
Podobné
oo 2 o0
neoN n m—2 _ (m+1)" 5,
s'(@) _nz:: (2n —2)! _7; 2m)!
Tuto druhou derivaci jesté ponékud upravime
> 2 e > 2m > 2m—1 e 2m
I _ m 9m 2m 5, T - T T
S@= Gt a2 @ = @ G T 2 @y
m=0 =0 m=0 m=1 m=0
Uzijeme-li zndmych rozvoji (viz 3.2.15)
> 2n—1 e 2n
x
sinh(z g 2n =1, cosh(z) = HZZO o)

platnych v R, ziskdvame tim diferencialni rovnici
s"(x) — s(x) = xsinh(z) + cosh(z)

pro hledanou funkci s(z). Rovnici bez pravé strany vyfesime snadno. Charakteristicka rovnice A> — 1 = 0 m4 dva
kofeny A1 o = *£1, proto je fundamentalnim systémem zkoumané rovnice mnozina {em, e’m}. Rovnici s pravou stranou,
zapsanou v upraveném tvaru

s"'(x) — s(x) = %(x +1)e” + %(1 —xz)e ",

vyresime superpozici. Hledejme tedy nejprve partikularni reSeni rovnice

s"(x) — s(x) = %(:c +1)e”

Ocekavame ho podle prislusnych vét ve tvaru y,, (z) = (az + b)ze®. Snadno dopocteme dosazenim, ze (a,b) = (
Podobné predpokladame partikularni reSeni rovnice

ool
ool
~

1
§'(x) — s(x) = 5(1 —x)e ”
ve tvaru yp, (z) = (az + b)ze ™", odkud (a,b) = (%, —1). Superpozici tedy ziskdvame obecné Feseni
T —x 1 T 1 —
y(x) = Cre” 4+ Coe ™" + gzv(x +1)e” 4+ gx(:v —1)e

Zbyva jiz jen urCit hodnoty integracnich konstant C; a Co. K jejich stanoveni uzijeme pocatecni podminky s(0) = 0 a
s'(0) = 0, které vedou k soustavé

Ci1+Cy=0
1 1

Cci—¢C ——==0.
1 2+8 3

Snadno (C1,C2) = (0,0). Hledanym souctem fady (4.78) je tedy funkce

1 1 2
s(x) = gac(x +1)e” + gx(:v —1)e ™" = % cosh(x) + %sinh(m), z €R.
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46 Cviceni

V nasledujicich cvicenich bude s predstihem vyuzivano nékterych zakladnich poznatkd z kapitoly 5, jak je demonstrovano napf. v
prikladé 5.2.21.

Cviceni 4.1

Naleznéte formalni feseni diferencialni rovnice prvniho fadu

;o 3% +5y% — 8wy +4x — 2y + 1
v = 422 — 102y + 22 ’

Ukazte, ze pfi vhodné volbé integracni konstanty predstavuje feSeni jistou kuzelosecku. Stanovte jeji normalni tvar, hlavni a vedlejsi
signaturu, spravny nazev a stred, existuje-li.

Cviceni 4.2

= T oy . 3
Naleznéte maximalni Feseni diferencialni rovnice zy"” =y’ — (y')”.

Cviceni 4.3
Reste diferencilni rovnici zy”’ + 3(1 — 2z)y" + 3(3z — 4)y’ + 9y = 9, vite-li, ze funkce v(z) = 1 je jednim z feSeni pridruzené
rovnice bez pravé strany.

Cviceni 4.4

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice 2y(x — 1)y’ 4 > = 4a(3x — 2), prochazejici bodem (z,y) = (1,2).

Cviceni 4.5
Nalezn&te maximalni feseni diferencialni rovnice y” (z + 1)% +4y/(x 4 1) 4+ 2y = 0, vyhovujici podminkam y(0) = 1 a /(0) = —1.

Cviceni 4.6

Naleznéte funkci y(x), ktera spliuje podminku y(0) = —1 a je maximalnim FeSenim obyCejné diferencialni rovnice

y — 8z +2y+2)°=0.

Cviceni 4.7
Na intervalu T = (1,00) naleznéte tplné feseni diferencialni rovnice (1 — 2)y” — a2y’ +y = 0, vite-li, ze funkce v(z) = V22 — 1
je jednim z jejich Feseni.

Cviceni 4.8
Naleznéte a diskutujte formalni feseni diferencialni rovnice
;o y2 — 2xy — z?

vy = y2 4 2zy — 22’

Cviceni 4.9
Sestavte linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty nejnizs§iho mozného fadu, v jejimz fundamentalnim systému jsou
funkce e, e cos(2x) a jejimz Fesenim je funkce 4 sinh(z).

Cviceni 4.10

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice y”" — 6y’ + 10y = 4e3* cos(z), které vyhovuje podminkam 4(0) = 0 a 4/ (0) = 2.

Cviceni 4.11

Ukazte, ze rovnice se separovanymi proménnymi je specialnim pripadem exaktni diferencialni rovnice. Odvodte pak na zakladé
tohoto zjisténi formalni feSeni rovnice se separovanymi proménnymi aplikaci obecného vysledku platného pro exaktni diferencialni
rovnici.

Cviceni 4.12
Naleznéte implicitni tvar reseni diferencialni rovnice

,__6m2+5y2+4my+8m—4y—2
o 10xy + 222 — 4 ’

Ukazte, ze fesenim mize byt i jista kuzelosecka.

Cviceni 4.13

Naleznéte maximalni Feeni diferencialni rovnice y” — 2y’ + 5y = 2e” cos(2z), které vyhovuje podminkam y(0) = 0 a v’ (0) = 2.
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Cviceni 4.14

Naleznéte implicitni tvar FeSeni diferencialni rovnice y — 2z = y'(y — o).

Cviceni 4.15

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice 2°y” — xy’ +y = /==, které vyhovuje podminkam y(—1) =0 a 3'(—1) = 0.

Cviceni 4.16

Naleznéte maximalni feeni diferencialni rovnice v — 3y — 4y = 20e*.

Cviceni 4.17

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice zy"y’ = (y/)* + z*.

Cviceni 4.18
Naleznéte maximalni Feseni diferencialni rovnice
1172y” —l’y/ +y — £7
T
vyhovujici podminkam y(1) =2 a y'(1) = 0.

Cviceni 4.19
Naleznéte formalni feseni diferencialni rovnice 24z — 8y — 12 + (2y — 6z + 5)y’ = 0, prochazejici bodem (z,y) = (9, 29).

Cviceni 4.20

Naleznéte viechna maximalni feseni diferencialni rovnice (4z+12)y” +(y')* = 44/, vyhovujici podminkam y(1) = =8 a /(1) = —2.

Cviceni 4.21

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice y'(x + y°) = y, prochazejici bodem (z,y) = (16, 4).
Cviceni 4.22
Pomoci metody variace konstant naleznéte maximalni feSeni diferencialni rovnice

y" —4y" + 5y — 2y = 16e".

Cviceni 4.23

Sestavte Eulerovu diferencilni rovnici nejnizsiho mozného fadu s fundamentalnim systémem Fs = {:cg, %, :%2}

Cviceni 4.24

Na mnoziné R* Feste diferencialni rovnici

2 mm

22y 4+ x(7 - 6x)y” +4(3z° — Tz — 4)y' + 4(8 4 Tz — 22°)y = —18xe™".

Vyuzijte skutecnosti, ze funkce e* Fesi prislusnou rovnici s nulovou pravou stranou.

Cviceni 4.25

Naleznéte maximalni feSeni diferencialni rovnice z —y+2+ (y —z+3)y’ = 0. Stanovte, jakou kfivku feseni predstavuje. Nacrtnéte!

Cviceni 4.26

Reste rovnici

Cviceni 4.27

Naleznéte formalni fedeni diferencialni rovnice
Yyt Y

T oy+2z 2
Diskutujte, jakou krivku ziskané feSeni predstavuje, a stanovte jeji charakteristiky.

Cviceni 4.28

Nalezn&te maximalni FeSeni diferencialni rovnice 4zy” + (4z + 8)y’ + (z + 4)y = 0, vyhovujici podminkam
_ T _ _ 23
e a)y(l) = 7 2 y'(1) = T3/e
* b)y(0) =42y’ (0) = -2

vite-li, Ze jednim z feSeni zadané rovnice je jakasi exponencialni funkce.
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Cviceni 4.29

Naleznéte maximalni FeSeni diferencialni rovnice
y'sin(z) = 3 cos(z) (y2/3 — y) ,

prochazejici bodem (z,y) = (7, 27).

Cviceni 4.30

Na mnoziné R™ naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice zy + e” — 23’ = 0.

Cviceni 4.31
Reste rovnici y' = 2z(2* + y).

Cviceni 4.32

Reste diferencialni rovnici 4’ + y cos(x) = sin(z) cos(z).

Cviceni 4.33
Reste diferencialni rovnici 3’ + 4zy = 4z /y.

Cviceni 4.34

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice y' sin(z) — y = 1 — cos(x), prochézejici bodem (z,y) = (3, 7).

Cviceni 4.35
Reste diferencialni rovnici 2zyy’ + 1 + y* = 0.

Cviceni 4.36

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice zy’ + (z + 1)y = 3z%e ™", vyhovujici podminkam
e a) (z,y) = (1,0),
e b) (z,y) =(0,0).

Cviceni 4.37

Reste diferencialni rovnici

’ Y

Y=g +y2
Cviceni 4.38
Reste diferencialni rovnici (1 4 e)yy’ = e®.
Cviceni 4.39
Reste diferencialni rovnici zy(1 4+ %)y’ = 1+ .
Cviceni 4.40
Nalezn&te maximalni FeSeni diferencialni rovnice y1n |y| + zy’ = 0, vyhovujici podmince y(—1) = —e.
Cviceni 4.41 2
Naleznéte maximalni FeSeni diferencialni rovnice yy’ = e~ sin(z), prochazejici bodem (z,y) = (37r, — ln(4)) .

Cviceni 4.42

Nalezn&te maximalni FeSeni diferencialni rovnice 2zy + (z* — )y’ = 0, prochazejici bodem (z,y) = (-2, \/g) .

Cviceni 4.43

Reste diferencialni rovnici e ¥ = (2y + ze ¥) y/'.

Cviceni 4.44

Naleznéte formalni feseni diferencialni rovnice
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Cviceni 4.45

Naleznéte maximalni Feseni diferencialni rovnice
;o x+2y+1

243

)

Njo

prochazejici bodem (z,y) = (3,%) .

Cviceni 4.46

Naleznéte maximalni FeSeni diferencialni rovnice 2z — 4y + 6 + (z +y — 3)y’ = 0, prochazejici bodem
° a) (z,y) =(2,3),
e b) (z,y) =(0,0).

Cviceni 4.47

X o . oy, .. Y
Reste diferencialni rovnici zy’ = y — zew.

Cviceni 4.48

Reste diferencialni rovnici
2y =y ln (g) .
T

Cviceni 4.49

Reste diferencialni rovnici zy” + 2y’ + zy = 0, vite-li, Ze funkce v(z) =

cos(zx)

~= Je jednim z jejich FeSeni.

Cviceni 4.50
Reste diferencialni rovnici 2 (In(z) = 1)y" —ay' +y =0.

Cviceni 4.51

Naleznéte maximalni mnozinu, na niz jsou funkce In(z) a x linearné nezavislé.

Cviceni 4.52

Dokazte, ze funkce sin(x) a cos(z) tvofi fundamentalni systém feseni diferencialni rovnice y”’ +y = 0.

Cviceni 4.53

Reste diferencialni rovnici (z — 1)y” — zy’ +y = (z — 1)?, vite-li, ze funkce v(z) = = je jednim z jejich Fe3eni.

Cviceni 4.54

Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice (x — 1)y” — xy’ +y = (x — 1)?, vite-li, ze fundametalni systém prislusné rovnice bez

pravé strany je {z,e"}.

Cviceni 4.55
Reste diferencialni rovnici 3 + y = tg(z).

Cviceni 4.56

Metodou variace konstant naleznéte obecné Feseni diferencialni rovnice 3" — 4y’ + 4y = 6ze>*.

Cviceni 4.57

Naleznéte obecné reseni diferencidlni rovnice

1 ’
2 = .
vyt = o

S:vi(':eni 4.58

Reste diferencialni rovnice
e a)y’ +3y +2y=0,
e b))y +5y" +4y =0,
o ¢)y' —4y +4y=0.

Cviceni 4.59

Naleznéte fundamentalni systémy rovnic
e a)y® -y =0,
e b) y® + 64y = 0.
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Cviceni 4.60
Reste rovnici v’ —y = .

Cviceni 4.61

Reste rovnici 3"’

4 2y// + y/ — 366296.

Cviceni 4.62
Reste rovnici y” +y' — 2y = 8sin(2z).

Cviceni 4.63

Reste diferencialni rovnice
e a)y’ — 2y + 10y = e” +sin(3x),
e b) y' — 2y + 10y = e sin(3z).

Cviceni 4.64
Reste rovnici ™ — v + " + 9y’ — 10y = 0.

Cviceni 4.65

Naleznéte diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty s nulovou pravou stranou, majici fundamentalni systém
e a) Fs = {sin(z), cos(z), z sin(x), z cos(x) } ,
e b) Fs = {sin(z),cos(z), zsin(z), 2’ sin(z) } .

Cviceni 4.66

Reste rovnici 22y + zy’ +y = .

Cviceni 4.67

Naleznéte funkci y(x), ktera vyhovuje rovnici

my// _9Y _ 9
4/ —x
a podminkam y(—1) = y'(—1) = 0.
Cviceni 4.68
Naleznéte a diskutujte implicitni tvar FeSeni rovnice
’ y+1
4T _o.
v r+1

Cviceni 4.69
Reste rovnici
Y — 4y + 4y = (62 + 2)e*"
za podminek y(0) =1 a y'(0) = 2.
Cviceni 4.70

Naleznéte implicitni tvar feseni diferencialni rovnice

;=327 —y? + 122 — 2y +6
v = 2xy + 2x ’

Ukazte, ze fesenim mize byt i jista kuzelosecka. Stanovte jeji typ a stfed, ma-li ho.

Cviceni 4.71

Reste pohybovou rovnici pro netlumeny fizeny oscilator ma + kz = e cos(Qt), kde m, k, £, Q jsou kladné realné konstanty a funkce

x(t) je funkci €asu t. Ulohu feste pro Q # ,/%.

Cviceni 4.72
Reste predchozi cviceni za podminky Q = 4/ %

Cviceni 4.73
Reste rovnici ¥ 4y + Ty” 4+ 9y’ — 18y = 6240 sin(z) cos(2x).
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Cviceni 4.74

Sestavte diferencialni rovnici nejnizsiho mozného fadu s fundamentalnim systémem obsahujicim funkce z a In(z).

Cviceni 4.75

Stanovte podminku pro konstantu C € R tak, aby funkce y(x) = Cz byla feSenim homogenni diferencialni rovnice.

Cviceni 4.76

Na mnoziné R naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice z*y™® + 62y — 8x%y" — 24xy’ + 24y + 72z = 0.

Cviceni 4.77
Naleznéte maximalni Feseni diferencialni rovnice z(1 — z)y” + 2y’ — y = x(2 — ), vite-li, Ze jednim z prvka fundamentalniho
systému zadané rovnice je jakasi linearni funkce.

Cviceni 4.78

Reste rovnici 3"’

+y//+y/+y:4we—x.

Cviceni 4.79
Reste diferencialni rovnici
(1 —z)%y" — 2y = 362°(1 — x)°,

vite-li, Ze funkce v(z) = %= je jednim feSenim pfislusné rovnice bez pravé strany.

Cviceni 4.80
2 11 !

Pro 2 > 0 reste diferencialni rovnici z“y"" = 2y’.

Cviceni 4.81

Reste diferencialni rovnici

Cviceni 4.82

Naleznéte maximalni FeSeni diferencialni rovnice y” — 2y’ + 2y = 4e” cos(z).

Cviceni 4.83

Sestavte linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty nejnizsiho mozného fadu s nulovou pravou stranou a fundamen-
talnim systémem Fs = {e ™ “sin(2z), e " cos(2z), 3ve ™ * sin(2x), 3ze " cos(2z) } .

Cviceni 4.84

Naleznéte a diskutujte formalni Feseni diferencialni rovnice

;1 —=2w—y

Y T T¥a+sy

Cviceni 4.85
Reste diferencialni rovnici "' — 3y’ + 2y = (9z + 1)e®.

Cviceni 4.86

Na mnozing R* feste diferencialni rovnici 22y — dxy’ + 6y = .

Cviceni 4.87

Na mnoziné R~ Feste diferencialni rovnici z%y” — xy’ +y = 2.

Cviceni 4.88

Naleznéte maximalni Feseni diferencilni rovnice y' + zy = xe”zﬂ tak, aby vyhovovalo podmince y(0) = 1.

Cviceni 4.89

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice e %y’ =y + ¢° tak, aby vyhovovalo podmince y(0) = 1.

Cviceni 4.90
Urcete véechna feseni rovnice y®) — 4y™ — 21y"” 4+ 144(4 + 21z) = 0.
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Cviceni 4.91

Ktera funkce vyhovuje souasné podmince y(1) = 1 a rovnici dzyy’ + /2t — 4y = 492 7

Cviceni 4.92

Reste diferencialni rovnici

Cviceni 4.93

ll+y 1

Y sin(2z)’

Hledejte formalni Feseni diferencialni rovnice v/ (y — z) = y — 2x.

Cviceni 4.94

Naleznéte maximalni reseni diferencialni

Cviceni 4.95

Naleznéte maximalni reseni diferencialni

Cviceni 4.96

Naleznéte maximalni fe3eni diferencialni

Cviceni 4.97

Naleznéte maximalni fe3eni diferencialni
e a) (x,y) = (1,4e),
e b) (z,y) = (0,0).

Cviceni 4.98

Naleznéte maximalni reSeni diferencialni

Cviceni 4.99

Reste rovnici z(1 4 2%)y" — 2y’ = —2.

Cviceni 4.100

rovnice zy” = (3 + 4a*)y’ + 1627e™"

rovnice y 4+ 2y" —y’ — 2y’ + 8 = 0.

2.1

y 2

rovnice z°y" + zy’ = (y')°.

rovnice 2y’ + 2y = dz%e™ + 222y, prochazejici bodem

rovnice sin(z) (y' — %) + y cos(z) = 0, prochazejici bodem (z,y) = (5£,0).

Na mnozing (—1,1) feste diferencialni rovnici (1 — 22)(y” + 9z) = xy’.

Cviceni 4.101

Naleznéte maximalni fe3eni diferencialni

Cviceni 4.102

rovnice (2z + 1)y’ = 4z + 2y, prochazejici bodem (z,y) = (—1,1).

Naleznéte vsechna maximalni feseni zadané diferencialni rovnice 3"’ 4 v — 8y’ — 12y + 30e™>* = 0.

Cviceni 4.103

Reste diferencialni rovnici

Cviceni 4.104

Pro kladna z hledejte feseni diferencialni rovnice x

Cviceni 4.105

Reste diferencialni rovnici

Cviceni 4.106

3
cos?(x)’

Y+ y'tg(x)

3,11 2,1

y" +x?y” - 2xy’ + 2y = —2x.

r_y+2
T r+1

b (Y222
& x+1 /)

Reste rovnici ¥ + 2y’ + 5y = 2e~ “tg(z).

Cviceni 4.107
Reste rovnici y? — 22y + 2%y’ = 0.
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Cviceni 4.108
Reste diferencialni rovnici 2%y — 2z(1+z)y’ + 2(1 +z)y = 8x%e®, vite-li, ze funkce v(z) = x je jednim Fedenim pfisludné rovnice
bez pravé strany.

Cviceni 4.109

Sestavte linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty nejnizsiho mozného fadu s nulovou pravou stranou, jejimiz feSenimi
jsou funkce e**, e~ sinh(2z), cosh(2x).

Cviceni 4.110

Naleznéte viechna maximalni feseni diferencialni rovnice 3"/ — 3y’ — 2y = 6e™ "

— 4xe”.

Cviceni 4.111

Naleznéte funkci y(z), ktera protina osu y a je maximalnim fesenim diferencialni rovnice (z — 2)%y” — (z — 2)y’ — 3y = .

Cviceni 4.112
Reste rovnici ¥ + 5y” 4 4y = 3sin(z).

Cviceni 4.113

Na mnoziné R feste diferencialni rovnici

< |8
SN

Cviceni 4.114

Naleznéte viechna maximalni FeSeni diferencialni rovnice zy’ = y(l - yzscz), vyhovujici podmince (z,y) = (—2, —%) .

Cviceni 4.115

Reste diferencialni rovnici
an 2r—3 ,  2x—3
:c(:c—l)y T x(z—1)

Cviceni 4.116

Naleznéte maximalni fedeni diferencialni rovnice z®y” — 2%y’ — 3zy + 16 In(—z) = 0.

Cviceni 4.117
Reste diferencialni rovnici y” — 2(1 + tg*(z))y = 0, vite-li, ze funkce tg(z) je jednim z jejich Feseni.

Cviceni 4.118

Pro & > 0 feste diferencialni rovnici

2 1m

2y + 203z — 2)y" + 2(62° — 8z + 3)y’ + 4(3 — 4z + 22°)y = 8re 7,

vite-li, ze funkce v(z) = e™2* je jednim FeSenim prislusné rovnice bez pravé strany.

Cviceni 4.119

Najdéte vsechny funkce y(z), které fesi rovnici

- cos3(x)

a spliuji vztahy y(37) = ' (37) = 0.

Cviceni 4.120
Za podminek y(0) = 0, ¥’(0) = 3 a y”'(0) = 8 Feste rovnici "' — 5y" + 9y’ — 5y = 4e”.

Cviceni 4.121

Reste rovnici 3’ sin®(x) = 2y. Napovéda: Rovnici fesi napf. funkce cotg(z).

Cviceni 4.122
Reste diferencialni rovnici ©
rovnice bez pravé strany.

3y’ — 62y + (18 — %)y’ +2(2* — 12)y = 122° €*, vite-li, ze funkce 22 je jednim FeSenim prislusné

Cviceni 4.123

Reste rovnici 3’ + 2zy = 22%y> s dodatecnou podminkou y(1) = z.
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Cviceni 4.124
Sestavte linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty nejnizSiho mozného fadu s nulovou pravou stranou, jejimz feSenim
je funkce y(x) = 8ze” sin(3x).

Cviceni 4.125

Sestavte linearni diferencialni rovnici nejnizsiho mozného fadu, jejimz fundamentalnim systémem je mnozina Fs = {xe®, xze™“}.

Cviceni 4.126

Naleznéte maximalni feeni diferencialni rovnice %y = 1822 4 2y/'.

Cviceni 4.127

Reste rovnici ¢ sin(z) —y = 1 — cos(z) s podminkou (z,y) = (3£,

w
wl§

).

Cviceni 4.128
Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice v (x + 1) 4 44/ (x + 1) + 2y = 0, vyhovujici podminkam y(0) = 1 a 3/(0) = —1.
Uzijte faktu, ze funkce ﬁ zadanou rovnici fesi.

Cviceni 4.129
Naleznéte analytické feseni diferencialni rovnice (1 + 2°)y” — 2xy’ 4+ 2y = 0, jez vyhovuje podminkam y(0) = 0 a y/(0) = 1.

Cviceni 4.130

Naleznéte analytické FeSeni diferencialni rovnice v — xy’ — 2y = 0, jeZ vyhovuje podminkam y(0) =0 a y'(0) = 1.

Cviceni 4.131

Naleznéte analytické feseni diferencialni rovnice xy” + 2y’ — xy = 0, jeZ vyhovuje podmince y(0) = 1.
y J y )

Cviceni 4.132

Naleznéte analytické feseni diferencialni rovnice 3" — xy’ — y = 0, jez vyhovuje podmince 3'(0) = 1.
y J y )

Cviceni 4.133

Metodou Fad naleznéte fundamentalni systém diferencialni rovnice (1 — z*)y” — day’ — 2y = 0.

Cviceni 4.134
Dokazte vétu 4.4.30.

Cviceni 4.135

Reste diferencialni rovnici
, Ty —8x — 7

v = —2y + 13z +2°

Cviceni 4.136

Sestavte diferencialni rovnici, jejiz mnozina vsech FeSeni je tvaru [e2z

,ze?®, eﬂ”h + x.
Cviceni 4.137

Pro diferencialni rovnici y + 7y — "' — 87y’ = p(x) stanovte pfislusny fundamentalni systém. Rozhodnéte poté, v jakém
optimalnim tvaru budete predpokladat partikularni feseni, ma-li prava strana tvar:

"

e a) p(x) = 1226

e b) p(z) =12z

o ) p(z) = 122>

o d) p(x) = 122e™ 5" cos(2z)
e ¢) p(x) = 12z cos(2x).

Cviceni 4.138

Dokazte lemma 4.4.30 o superpozici.
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Kapitola 5

Kvadratické formy a kvadratické plochy

5.1 Bilinearni a kvadratické formy

Zobrazeni budeme nazyvat kvadratickou formou a odhalime u néj celou fadu zajimavych obecnych vlastnosti. Poznatky
z tohoto oddilu uzijeme jednak v oddile nasledujicim pri studiu kvadratickych ploch — nadstavbé zndmého pojmu kuzelo-
secka, ale rovnéz pii vySetrovani extrémi funkce vice proménnych v dalSich partiich matematické analyzy (viz napriklad
skripta [16]).

5.1.1 Poznamka

Necht je dana ctvercova matice A = (aj;){ ;_,. Hlavnim minorem radu k € 7 matice A (k—tym hlavnim minorem)
rozumime determinant Ay matice (aij)ﬁjzl. Matici B realnych Cisel nazveme symetrickou, plati-li rovnost B = BT, t;.
plati-li rovnost b;; = bj; pro vSechna i, j € 7. Matici C realnych Cisel nazyvdme unitdrni, plati-li pro ni rovnost C-CT = I
Matici D realnych cisel nazyvame normalni, plati-li pro ni rovnost C-CT = CT-C. Kazda unitarni matice je tedy normalni
a zaroven regularni.

5.1.2 Definice
(Symetrickou) bilinearni formou v R" nazyvame zobrazeni qq(Z, %) : R” x R” — R definované predpisem
qq(Z,§) = Y aimiy;, (5.1)
ij=1

kde a;; = aj; € R (i,j € ) a alespon jedno z Cisel a;; je nenulové. Symetrickou matici A fadu r vytvorenou z koeficientd
ai;j nazyvame matici bilinearni formy a jeji hodnost h(A) hodnosti bilinearni formy. Rekneme, ze bilinearni forma (5.1)
je regularni, resp. singularni je-li matice A regularni, resp. singularni. Rekneme, ze bilinearni forma (5.1) je v diagonalnim
tvaru, je-li matice A v diagonalnim tvaru.

5.1.3 Poznamka

Bilinearni formu muazeme snadno vyjadrit pomoci maticového zapisu

a11 a2 ... Qip hn

oo ST A a1 a2 ... a2 Y2
qq(Z,y) = TTAY = (z1,22, ..., 1) :

ar1 Ar2 e Ay Yr

5.1.4 Poznamka

Kromé pojmu bilinearni forma se Casto zavadi také obecnéjsi pojem, a sice hermitovska sesquilinedrni forma. Korektni
zavedeni provedeme v nasledujici definici, avsak v dalsim textu budeme nadéle pracovat pouze s bilinearnimi (a posléze
i kvadratickymi) formami.
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5.1.5 Definice

Necht je dana hermitovska komplexni matice A = (ai;)j ;_;, tj. komplexni matice vyhovujici rovnosti A = Al kde
symbol A* definujeme predpisem A* = (A*)T. Hermitovskou sesquilinearni formou v C" nazyvame zobrazeni qq(%, %) :
C" x C" — C definované predpisem qq(Z, ) := ZTAY*.

5.1.6 Definice

Kvadratickou formou rozumime takové zobrazeni ¢(Z) : R” — R, k némuz existuje bilinearni forma qq(Z, ) tak, ze pro
vSechna Z € R" plati rovnost

() = qq(7, 7). (5.2)
Kvadratickou formu ¢(Z) a bilinearni formu qq(Z, %) z rovnosti (5.2) budeme nazyvat vzijemné pridruzenymi. Matici
kvadratické formy a hodnost kvadratické formy pak definujeme jako matici, resp. hodnost pridruzené bilinearni formy.
Rekneme, ze kvadraticka forma (5.2) je regularni, resp. singularni, je-li pridruzena bilinearni forma regularni, resp. singu-
larni. Rekneme, ze kvadraticka forma (5.2) je v diagonalnim tvaru, je-li pfidruzena bilinearni forma v diagonalni tvaru.

5.1.7 Priklad

Prikladem kvadratické formy ve tfidimenzionalnim prostoru R? je forma ¢(%) = z% + 6x122 + 223 + 1dwows — 1123
Prevedena do maticového zapisu mé tato forma tvar

1 3 O X
q(x1,x2,23) = (x1,22,23) | 3 2 7 To
07 —11 -

Pridruzena bilinearni forma ma proto tvar qq(Z, ) = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 2woys + Txoys + Txsys — 11lasys.

5.1.8 Definice

Necht je dan vektorovy prostor R". Zobrazeni z R" do R" zavedené predpisem

T
vi= ) rijt;

Jj=1

pro i € 7 nazyvame linedrnim zobrazenim ve R,. Matice R = (r;;); ,_, se pak nazyva matici linedrniho zobrazeni.
Zavedené zobrazeni (shrnuté struénym zapisem § = RZ) nazveme regularnim, resp. singularnim, je-li matice R regularni,
resp. singularni.

5.1.9 Definice

Rekneme, Ze linearni zobrazeni if = RZ je ortonormalni, jestlize pro kazdé dva indexy i, j € 7 plati > iy ThiThk = Oij-

5.1.10 Priklad

Necht ¢ € (0,27) je pevné zvoleny Ghel. Pak zobrazeni

71 cos(p)  sin(y) 1
Yo —sin(p) cos(p) To

predstavuje otocCeni o Ghel ¢ ve dvoudimenzionalnim prostoru. Toto zobrazeni je ortonormalni, nebot

(cos(y), —sin(yp)) - sin(p) =0
cos()
a také
(coste)—sin@) - [ =) = (sinte),cose)) - [ P ) -1
— sin(yp) cos(¢)
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5.1.11 Priklad

Podobné jako v predeslém prikladé je také otoceni

Y1 cos(p) sin(p) 0 T
Yo = —sin(p) cos(p) 0 To
Y3 0 0 1 T3

kolem osy x5 ve tfidimenzionalnim prostoru rovnéz ortonormalnim zobrazenim. Ovéreni prislusnych rovnosti je ponechano
Ctenari jako cviceni.
5.1.12 Poznamka

Je-li zobrazeni z definice 5.1.8 regularni, existuje k nému inverzni linedrni zobrazeni
r
T; = Zpijyj (i €7),
=1
jehoz matice P je inverzni k matici R, tj. P = R,

5.1.13 \Veta
Linearni substituci # = Ry prejde kvadraticka forma ¢(&) := =7 ;_; aj;zix; s matici A ve formu §(4) = 37 i, bijyiy;

se symetrickou matici B = RTAR.

Diikaz:
e necht ¢q(Z) =2TAZ a ¥ =Ry
e dosadime-li () = (RY)TA(RY) = (§TRT)ARY = 7 (RTAR)7, je skutecné B = RTAR

e matice B je symetricka, coz plyne z vlastnosti maticového nasobeni RTAR, kde A je symetrickd matice

5.1.14 Poznamka

Na tomto misté radéji pripominame, ze Cislo A € C nazyvame viastnim Cislem matice A, existuje-li nenulovy vektor 7
tak, ze
AZ) = M\T).

Kazdy takovy vektor pak nazyvame vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu Cislu A. Pritom kazda matice A radu » ma
pravé r (ne nutné rdznych) vlastnich Cisel, jez mohou byt vypocteny z rovnice

det(A — AI) = 0.

Tato rovnice je totiz algebraickou rovnici, kde na levé strané stoji redlny polynom stupné r. Z algebry vime, ze kazdy
takovy polynom ma pravé r korent a ze je-li Cislo a + ib jeho kofenem, pak také komplexné sdruzené Cislo a — ib je jeho
korenem. Dale je znamo, ze je-li matice A symetricka, pak jsou vsechna jeji vlastni Cisla realna. Tak tomu bude tedy i u
zkoumanych kvadratickych forem, nebot jejich matice jsou z definice symetrické. Pro vlastni Cisla A1, Ao, ..., A, matice
A také plati znamy vztah

det(A) = [T M-
k=1

5.1.15 Definice

Necht je dana r—dimenzionalni bilinearni, popt. kvadraticka forma s matici A, jez ma hodnost rovnou Cislu s € #. Necht
jsou vlastni Cisla matice A usporadana nasledovné. Pro i € 7\ s necht A, =0 a proi € § necht Ay > A2 > ... > A,.
Pak vektor

F(q) =d(A) = (M1, A2, .-, A)

budeme nazyvat (usporddanym) vektorovym spektrem bilinearni/kvadratické formy, resp. matice A.
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5.1.16 Definice

Necht je dana matice A. Necht 5(A) = (A1, A2, ..., \.) je jeji vektorové spekrum. Pak matici D = diag(A1, A2, ..., Ay)
budeme nazyvat kanonickou matici pridruzenou k matici A.

5.1.17 Poznamka

Hlavni snahou této sekce bude prevadét libovolné kvadratické formy z obecnych tvarii na tvary diagonalni, které jsou snaze
interpretovatelné. Pritom, jak uvidime, klasifikace kvadratickych forem podle diagonalnich tvard (presnéji normalnich
tvarl) bude zasadni pri studiu kvadratickych ploch v dalsi sekci. Vychozi vétou pro zminovanou klasifikaci bude tzv.
zakon setrvacnosti kvadratickych forem, ktery pravé vyslovime.

5.1.18 Veta — zakon setrvacnosti kvadratickych forem

Ke kazdé kvadratické formé ¢(x1, 2, ..., 2,) s matici A existuje regularni zobrazeni ¥ = Ry, jez tuto formu prevede na
tvar

Q(y1s Yo, yr) = Myt + Aoy + .o Ayt = gTdiag(M, Az, A, (5.3)
kde (A1, A2,...,A.) je vektorové spektrum matice A. Pritom uvedené zobrazeni je ortonormalni, tj. sloupce matice R

tvori ortonormalni soubor.

Dikaz:
e necht jsou viechna vlastni Cisla matice A kumulovana do vektorového spektra &(A) = (A1, Aay ..., Ap)
e podle jisté algebraické véty existuje unitarni matice R tak, ze A = RTDR, kde D = diag(A1, Ag, ..., As) je tzv.

kanonicka matice pfislusna matici A

déle ¢(%) = iTAZ = FTRTDRZ = (RZ) " DR Z

e oznaCme nyni i := RZ

e pak tedy
A0 0 0 n
(%) =q() =7 Dy = (y1,92,-- -, Yr) (:) /\:2 .(.) (:) yQ =M+ A2
0 0 o a)\u

e jelikoz R je unitarni matice, jsou sloupce matice R vzajemné ortonormalni

5.1.19 Veta — o normalizovatelnosti kvadratickych forem

Kvadratickou formu g(x1,x2, ..., x,) hodnosti h lze vzdy prevést regularni substituci Z = Ry ve formu
QY2 Yr) S YR Y b Y Y e YR e (5.4)
kde h = s1 + s9.
Diikaz:

e necht je tedy dana kvadraticka forma ¢(Z) = ZTAZ s matici A

e vzhledem k tomu, ze A je symetricka, jsou vSechna jeji vlastni Cisla A1, Ao, ..., A\, realna
e necht jsou navic usporadana do vektorového spektra (A1, Aa, ..., A;)
e tedy s1 + s2 = h, a r — h vlastnich Cisel je proto nulovych

e vyjdeme ze zakona setrvacnosti kvadratickych forem 5.1.18
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e podle néj Ize formu ¢(Z) = ZTAZ prevést regularni transformaci & = QZ na tvar
5 =\ 2 A 2 A 2
q(Zl,Zg,...,ZT) 1217 + A2z5 + ...+ Arzy

e nyni zavedme dali transformaci z = Py, kde

1 1 1 1 1 1
P = diag , ey , , Sy 1,100, 1
<v)\1 VA2 Vs V=41 VA2 V=An )
je diagonalni matice s uvedenymi prvky na hlavni diagonale

e takové zobrazeni je regularnim zobrazenim, nebot pro prislusny determinant plati
S1 1 h 1 r
det®) == ] —— J[1>0
i1 VA k=s1+1 I it

e je-li matice A regularni, tj. h = r, pak navic det(P) = |det(A)rl/2

e jak zobrazeni & = QZ, tak také zobrazeni Z = PP/ jsou regularni, a proto tedy # = Q(P%) = (Q - P)# je hledanym
zobrazenim a navic regulérnim, nebot det(Q - P) = det(Q) det(P) # 0

hledanou matici R je proto matice R=Q - P

5.1.20 Definice

Necht je zadana kvadraticka forma ¢(Z). Tvar (5.3), resp. (5.4) pak nazyvame kanonickym, resp. normalnim tvarem
kvadratické formy.

5.1.21 Lemma

Usporadana trojice (sl, S9,T — h) z véty 5.1.19 je pro pevné zvolenou kvadratickou formu urCena jednoznacné.

5.1.22 Definice

Necht je zadana kvadraticka forma ¢(Z). Usporadanou trojici (51, S2, r—h) z véty 5.1.19 nazyvame signaturou kvadratické
formy a znacime ji sg(q). Cisla s1, resp. su, resp. r — h nazyvame po fadé kladnym, zapornym a nulovym indexem
setrvacnosti kvadratické formy.

5.1.23 Definice

Necht je zadana kvadraticka forma ¢(&). Formu ¢(Z) nazyvame pozitivné definitni v R" a oznacime ¢(Z) > 0, jestlize
pro véechna & € R” (Z # 0) plati ostra nerovnost ¢() > 0. Formu ¢(&) nazyvame negativné definitni v R" a oznacime
q(Z) < 0, jestlize pro viechna € R” (& # 0) plati ostra nerovnost ¢(Z) < 0. Formu (&) nazyvame pozitivné
semidefinitni v R a oznacime ¢(&) &> 0, jestlize pro vsechna & € R" plati neostra nerovnost ¢(#) > 0 a existuje ¥ € R”
(Z # 0) takové, ze ¢(#) = 0. Formu (&) nazyvame negativné semidefinitni v R” a oznacime ¢(&) < 0, jestlize pro
vsechna & € R" plati neostra nerovnost ¢(Z) < 0 a existuje & € R" (Z # 0) takové, ze ¢(Z) = 0. Formu ¢(Z) nazyvame
indefinitni v R" a oznaime ¢(&) <> 0, jestlize existuji 7,7 € R" takova, ze ¢(Z) < 0 a q(¥) > 0.

5.1.24 Veta

Kvadraticka forma ¢(Z) je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz jsou vsechna vlastni Cisla matice formy kladna.
Diikaz:

e véta je vyslovena jako ekvivalence, proto budeme dokazovat dvé implikace

e Prvni implikace:

— necht je tedy forma ¢(Z) pozitivné definitni, tj. ¢(Z) > 0

147



KAPITOLA 5. KVADRATICKE FORMY A KVADRATICKE PLOCHY

— necht A\ € R je vlastni Cislo jeji matice A, tj. A ¥ = A\Z, kde & neni nulovy vektor

— odsud vyplyva ZTAZ = \ZTZ, a tedy ¢(Z) = AZTZ a nasledné

A= 4D D)
AR K

— tato nerovnost vyplyva jednak z faktu, ze pro nenulové Z je ¢(#) > 0, ale také ze skutecnosti, ze velikost ||Z|
(fikejme ji radéji euklidovska norma - viz nasledujici kapitola) nenulového vektoru neni nikdy nulova

e Druha implikace:

necht jsou vSechna vlastni Cisla matice A kumulovana do vektorového spektra 7(A) = (A1, Aa,. .., A)

podle jisté algebraické véty existuje unitarni matice U (tedy ortogonalni) tak, ze A = UTDU, kde D =
diag(A1, A2, ..., A.) je tzv. kanonickd matice prislusna matici A

dale ¢(¥) = iTAZ = FTUTDUZ = (UZ)"' DU

— oznacme nyni i := UZ

— jelikoz U je ortogonalni matice (a tedy regularni), je vektor ¢ rovnéz nenulovy (tedy az na trivialni pfipad,

kdy & = 0)
— pak tedy
/\1 0 0 0 Y1
. N 0 /\2 0 0 Y2 9 9 9
q@)=9"Dy=(y1,92,- -, Yr) _ ] =My +Xy;+...+ Ay >0
0O 0 0 A\ Yr

— posledni nerovnost je disledkem skuteCnosti, ze vlastni Cisla jsou z predpokladii kladna a alespon jedno y;
neni nulové

5.1.25 Veta

Kvadraticka forma ¢(Z) je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz jsou vSechna vlastni Cisla matice formy nezaporna a
alespon jedno z nich je nulové.

Diikaz:

e ditkaz je obménou predeslého ditkazu (pouze vSechny ostré nerovnosti jsou nahrazeny neostrymi)

5.1.26 Veta

Kvadraticka forma ¢(Z) je negativné definitni pravé tehdy, kdyz jsou vsechna vlastni Cisla matice formy zéporna.
Diikaz:

e postaci si uvédomit skutecnost, ze je-li kvadratickd forma ¢(Z) negativné definitni, je forma —q(Z) pozitivné
definitni

e tvrzeni pak beze zbytku plyne z véty 5.1.24

5.1.27 Dasledek

Kvadraticka forma ¢(Z) je negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz jsou vSechna vlastni Cisla matice formy nekladna a
alespon jedno z nich je nulové. Kvadraticka forma ¢(Z) je indefinitni pravé tehdy, kdyz existuji alespon dvé vlastni Cisla
matice formy, z nichz jedno je kladné a jedno je zaporné.
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5.1.28 Veta
Necht ¢(&) je kvadratickd forma v R” hodnosti & a signatury sg(q) = (s1, s2,7 — h).
1. Forma ¢(Z) je pozitivné, resp. negativné definitni v R" pravé tehdy, kdyz h = r = s1, resp. h = r = ss.

2. Forma ¢(Z) je pozitivné, resp. negativné semidefinitni v R" pravé tehdy, kdyz h < r a s1 = h, resp. h < r a
S9 = h.

3. Forma ¢(Z%) je indefinitni v R" pravé tehdy, kdyz s1s2 # 0.

Dikaz:

e je primym disledkem predeslych vét

5.1.29 Veta — Sylvesterovo kritérium

Necht ¢(Z) je kvadraticka forma v R" s matici A a hlavnimi minory A;, kde i € 7. Pak ¢(&) je pozitivné definitni pravé
tehdy, kdyz pro viechna i € 7 je A; > 0. Forma ¢(Z) je negativné definitni pravé tehdy, kdyz pro viechna i € 7 je
(—1)1Al > 0.

Diikaz:

e dokazeme nejprve prvni Cast tvrzeni

e to je vysloveno jako ekvivalence, proto budeme dokazovat dvé implikace
e Prvni implikace:

— necht je tedy kvadraticka forma ¢(#) = 2TAZ pozitivné definitni

— ukazeme, ze za tohoto predpokladu je matice

ail a2 ... Qi
Ay = az1 a2 ... G2
ag1  Qk2 ... Qkk
pozitivné definitni
— necht je tedy (y1,¥2,...,yx)T nenulovy vektor
— potom plati
ailr a2 ... Qg Y1
a21 @22 ... G2k Y2
Weyzwe) |0 . .
ag1  Ak2 ... Gk Yk
Y1
a1l aiz ... aiy
a1 Q22 ... Q2 Yk
= (y1,92,---,Yk,0,0,...,0) . ] . >0
Ar1  Gr2 Qo
0

— znaménko nerovnosti plyne z definice pozitivni definitnosti kvadratickych forem
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— matice Ay je tedy pozitivné definitni, a proto ma vsechna vlastni Cisla p1, ps, .. ., px kladna, z cehoz vyplyva,
ze pro vsechna k € 7 plati

k
A = det(Ak) = H/Li >0
i=1

e Druha implikace:

— predpokladejme, ze pro viechna k € 7 plati det(Ag) > 0

— matematickou indukci dokazeme, ze kvadratickd forma ¢(Z) = zTAZ je pozitivné definitni, tj. ze matice
A = A, je pozitivné definitni

pro k =1 je ziejmé, ze A; je pozitivné definitni

— indukénim predpokladem tedy bude pozitivni definitnost matice A, 1

— oznaCme
det(A,,)
" det(An,l)
— dale ozna¢me 7 =(z1, 2 )T vektor, ktery resi tavu A, 7 =(0,0 0,d,)"
=(21,292,...,2,) vektor, ktery resi soustavu A,z =(0,0,...,0,d,
— z Cramerova pravidla vyplyva rovnost z, = 1
. — s
— proto pro i € n — 1 plati vztahy a;,, = ap; = —aj121 — @222 — ... — Qi p—12n-1
—adile apy, =dp —an121 — Gp222 — ... — Gpn—12n—1
— oznaCme
0 0 —Zz1
0 1 0 —Z9
]R =
0 0 1 —z,1
0 0 0 1
— oznacme dale
ail ai2 PN a17n71 O
az1 asz ... G2,-1 0
]D =
p-11 O(n—172 n—1n-1 0
0 0 0 dp,

nyni Ize rutinnim vypoctem ovérit, ze plati vztah A,, = RTDR

necht & je libovolny nenulovy vektor

— oznacme y = RZ

protoze matice R je regularni, je také vektor % nenulovy

oznacme jesté 7, =(y1, Y2, .. 7yn—1)T

pak jednoduchymi Gpravami dostavame sérii rovnosti

¢(7) = FTTAF = FTRTDRE = (RZ) "DRZ = §TD§ = §TAn_1 Jo + dny? > 0

oba posledni s€itance jsou nezaporné, protoze matice A,,_; je z indukZniho predpokladu pozitivné definitni a
Cislo d,, je kladné

ostra nerovnost vyplyva z faktu, ze je-li 7 nenulovy vektor, je bud v, # 0 nebo 7, # 0

e tvrzeni Sylvesterova kritéria o negativni definitosti vyplyva z faktu, ze je-li kvadraticka forma ¢(#) negativné
definitni, je forma —q(Z) pozitivné definitni
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5.1.30 Poznamka

Kromé typii definitnosti z definice 5.1.23 budeme také rozliSovat typy excentricity kvadratickych forem. Ty zavedeme v
nasledujici definici a s vyhodou je zuzitkujeme pfi pozdéjsi klasifikaci kvadratickych ploch.

5.1.31 Definice

Necht je zadana kvadraticka forma ¢(#) v R” a necht sg(q) = (s1, s2,53) je jeji signatura. Rekneme, ze kvadraticka
forma ¢(Z) je eliptickd, resp. hyperbolicka, resp. parabolickd v prostoru R", jestlize s; = r nebo so =, resp. s189 # 0
as3 =0, resp. s3 £ 0.

5.1.32 Definice

Necht jsou dany vektory u, ¢’ z vektorového prostoru R" a kvadraticka forma ¢(Z) v R". Pak rekneme, ze vektory o, ¢/
jsou g—ortogonalni, jestlize qq(i, ¥) = 0, kde qq(Z, %) je bilinearni forma pfidruzena ke kvadratické formé ¢().
5.1.33 Definice

Bazi Bp = (a’l,ﬁg, . ,ﬁr) vektorového prostoru R" nazyvame polarni bazi odvozenou od kvadratické formy ¢(Z),
zkracené: polarni bazi kvadratické formy ¢(Z), jestlize pro kazda i, j € T zaroven plati:

L. qq(ii;, i) = 0, pokud i # j,

kde qq(Z,v) je bilinearni forma pridruzena ke kvadratické formé ¢().

5.1.34 Priklad
Napriklad pro kvadratickou formu g(x1,z2,73) = 23 + 23 + 23 je polarni bazi mnozina
BP = ((17 07 O)Tv (07 17 O)Tv (07 07 1)T)
Ale pozor! Neni jedinou polarni bazi. Pokusime se nalézt dalsi. Hledejme napriklad polarni bazi obsahujici zvoleny vektor
vz vz )
U = 5 Y o 0 )
272

pro ktery plati ¢(@) = 1. Hledejme tedy druhy vektor ¥ = (v1,vs,v3)T. Ten by mél splhovat spolecné s vektorem @
podminku g—ortogonality, tj.

qq(@, v 5 5 Vg :—(m —|—v2) =0.

/3 100 o /s

2 V2 2

ﬂ,”)-(——()) 0 1 0 5
00 1

U3

Dale by mélo platit ¢(7) = v? + v3 + v3 = 1. Jelikoz mame k dispozici pouze dvé podminky pro tfi nezndmé vy, va, vs,
Ize jednu z nich volit. Zvolme napriklad v; = 0. Pak ale z podminky g—ortogonality vychazi, ze v = 0. g—normalizacni
podminka v? + v3 + v3 = 1 pak vede k urceni v3 = 1. Tedy ¥ = (0,0, 1)T. Hledejme treti vektor @ = (w1, ws,ws)T.
Ten by mél spliovat dvé podminky g—ortogonality, konkrétné

1 0 0 wy
qq(ﬁ,ﬁ)=<§,g,0> 010 W Zg(wl-i-wz)zo,
0 0 1 w3
100 wy
qq(7,%) = (0,0,1) [ 0 1 0 wy | =ws=0
00 1 w3
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Proto w3 = 0 a wy = —w;. Podminka g—ortonormality w? + w3 + w3 = 1 vede k rovnosti 2w} = 1, odkud vychazi, ze
wy = @ Pak tedy
(2 vz Y
g= Y2 Y 0] .
2 2

Hledanou nestandardni polarni bazi je tudiz soubor

, vZ vz \' (v Ve
o= ([(220) oo (220)).

5.1.35 Poznamka

Pro urceni normalniho tvaru zadané kvadratické formy, pro urceni jeji signatury a pfislusné polarni baze je pouzivana tzv.
Babylonska redukce, nékdy nazyvana téz Lagrangeovym algoritmem. Tato procedura spociva v prevedeni kvadratické
formy v prostoru R” na maximalné r Ctvercii. Pri této redukci na Ctverce je ale tfeba mit na zreteli, aby v kazdém nové
vytvoreném Ctverci byly vzdy obsazeny vSechny scitance obsahujici vybranou proménnou. Tedy napf. prvni Ctverec by
mél byt zkonstruovan tak, aby se ve zbylém vyraze jiz nevyskytovala proménna x;. Proto bude mit prvni Ctverec obecné
r sCitancl, druhy » — 1 atd. Posledni Ctverec Lagrangeova algoritmu pak bude predstavovan pouze jistym nasobkem
kvadratu 2 posledni proménné. Lépe lze proceduru pochopit na konkrétnim prikladé. Zkoumejme proto kvadratickou
formu
q(z1, T2, 23) = 22 — 21129 + 27023 + :v% + 221 23.

Doplnéni na Ctverce pak probiha nasledovné
x] — 2w1x9 + 2rox3 + 25 + 22123 = (xl — 29 + x3)2 — 23 + daoxs = (xl — 29 + x3)2 — (xg — 2x3)2 + (2x3)2.

Tedy normélni tvar zadané formy ma podobu G(y1,v2,93) = v? — y5 + y3, kde y1 = 21 — 22 + 23, Y2 = T2 — 273
a ys = 2x3. Signaturou zadané kvadratické formy je pak trojice sg(q) = (2,1,0). Zkoumana forma je proto regularni,
indefinitni a hyperbolicka. Pro inverzni transformaci plati maticovy vztah

T 1 1 % Y1
o = 0 1 1 Y2 )
3 00 3 Y3

kde jednotlivé sloupce matice prechodu, jak se presvédCime pozdgji, predstavuji vektory polarni baze. Tedy

1 1
B = (i ) = { (10,07 (L LO7. (51,57}

Snadno ovéfime, ze se skutecné o poléarni bazi jedna, nebot jsou splnény jak g—normalizacni podminky ¢(u;) = 1,
q(tiz) = —1, q(u3) = 1, tak také podminky g—ortogonality qq(1, ti2) = qq(t1, U3) = qq(iz, u3) = 0.

5.1.36 Veta

Necht je zadana kvadratickd forma ¢(&) v prostoru R a jeji polarni baze Bp = (ﬁl, o, ... ,dr). Pak regularni linearni
zobrazeni ¥ = By zadané rovnostmi xj, = w1, Y1 + Uz, Y2 + U3, Y3 + - .. + Uy, prevadi formu ¢(Z) na normalni tvar.

Diikaz:

e z vektorl polarni baze Bp sestavme matici

Uy, U2, U3, cee Upy
Ui, U2, us, e Upy
B = Uly U, U3, Uy

Ulr 'LLQT us

.

152



5.1. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

e zobrazeni & = By zavedme do kvadratické formy
o pak tedy ¢(Z) = ZTAZ = (By) A (By) = §7(BTAB) i

e zkoumejme nyni matici

ay ay
ay ay
BTAB= | @ |A(id,d,... 0)=| @ | (Ad,Ads,... Ad,) =

Al uy
qq(tr,u1) qq(ur,d2) qq(ds,ds) qq(ts, Uy)
qq(ts, 1) qq(ts,tz) qq(tz,us) qq(tsa, Uy,

= | qq(us, 1) qq(is,uz) qq(is, is) qq(is, Ur)
qq(ty,uy) qq(ty,uz) qq(iy,uz) ... qq(ir,,)

e uzijeme-li nyni vlastnosti vektor(i polarni baze, dostavame odtud

q(tr) 0 0 0
0 q(@) 0 0
BTAB = 0 q(ts) 0
0o 0 0 q(d,)
e odsud jiz pfimo plyne, ze forma
q(t1) 0 0 Y
q(dz) 0 Y2
q(f) = q(Bg) = (y17 Y2, ... ayT) 0 Q(ﬁ3) 0 Y3
0 0 0 q(tr) Yr
je v normalnim tvaru
e pritom hodnoty ¢(1), ¢(d2),...,q(d,), které jsou bud 0 nebo 1 nebo -1, jednoznacné urcuji signaturu zadané

kvadratické formy

5.1.37 Poznamka

Podle predesl|é véty je tedy polarni baze takovou bazi v R”, v niz ma zvolena kvadraticka forma normalni tvar. Uvédomme
si, ze ze vztahu ¥ =By = y1t1 + . . . + YU, plyne, ze (Z)p, = (y1,--.,9:)7, tj. Y1, .., Y, jsou soufadnice vektoru & v
bazi Bp. Tento poznatek s vyhodou zuzitkujeme pfi studiu obecnych kvadratickych ploch.

5.1.38 Priklad

Necht je dana kvadraticka forma
1
q(%) = 52182 + %183 — T2T3.
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Hledame jeji polarni bazi, ktera obsahuje vektor @; = (0,1, 1)T, existuje-li. Pokusime se také stanovit jeji typ, definitnost,
signaturu, normalni tvar v soufadnicich polarni baze a transformacni vztahy, které ji na jeji normalni tvar prevadéji. Dana
kvadratickd forma ma maticovy zapis tvaru

0 1/4 1/4 1y
(&) = (v1,22,23) | 1/4 0 —1/2 o
1/4 —1/2 0 23

Bilinearni forma pridruzena k zadané kvadratické formé méa tedy podobu

0 1/4 1/4 n
qq(Z,y) = (v1,22,23) | 1/4 0 —-1/2 Y2
1/4 —1/2 0 s

Nejprve se budeme snazit zkonstruovat poléarni bazi Bp = {1, U2, us} s jiz zadanym vektorem @; = (0,1, 1)T. Jelikoz je
ziejmé, ze forma ¢(Z) je indefinitni, o ¢emz se snadno presvédcime pomoci definice, a ¢(@1) = —1, bude takova polarni
baze existovat. Jeji konstrukci provedeme pfimo uzitim patficné definice. Zacneme hledanim vektoru ds = (21, 22, 23)7
splhujiciho podminky qq(t1,42) = 0 a ¢(d2) € {0,—1,1}. Protoze ale mame pouze dvé podminky pro tfi neznamé
x1,x2,x3, |ze jednu z nich volit. My zde napf. volime

21 = 0. (5.5)
Prvni podminka dava rovnost
0 1/4 1/4 a1
1
(0,1,1) | 1/4 0 —1/2 Ty :5(:c1—:c2—:c3):0,
1/4 —1/2 0 3
a tedy (pro volbu (5.5)) dostdvame zo = —x3. Dosadime-li oba ziskané vztahy do druhé podminky, obdrzime ¢(u2) =

23 = 1. Zde podotykame, ze hodnoty 0 nebo —1 na pravé strané této rovnosti byly z pochopitelnych diivodt zavrhnuty.
Rovnici fesi napf. hodnota 23 = 1, coz vede k nalezeni druhého vektoru polarni baze ve tvaru @y = (0,—1,1)T.
Dale pokracujeme analogicky hledanim posledniho vektoru w3 = (z1,22,23)T splaujiciho podminky qq(i;,ds) = 0,
qq(ts,u3) = 0aq(us) € {0,—1,1}. Uvedené podminky g-ortogonality vedou k rovnostem 1 —zo—x3 = 0, —xo+x35 = 0.
Po vyjadreni z2 = 3 a 21 = 23 ziskava treti podminka jednoduchou podobu ¢(i3) = 23 = 1. Opét jsme z mnoziny
{0, —1, 1} vyloucili hodnoty 0, —1. Resenim rovnice je napf. hodnota z3 = 1 a tedy i3 = (2,1,1)T. Uzavirame tedy, ze
hledanou polarni bazi je mnozina

Bp ={(0,1,1)7,(0,—1,1)7,(2,1,1)T}. (5.6)

Uloha ma ziejmé i dalsi feseni (ma dokonce nespocetné mnoho feseni). Napt. zménime-li volbu (5.5) na 2o = 0 nebo
x3 = 0, dostaneme polarni bazi tvaru Bp = {(0,1,1)7,(v/2,0,v/2)7, (v/2,v/2,0)7}. Zpét ale k polarni bazi (5.6). Urcime
transformacni vztahy

X1 0 0 2 Y1
T2 - 1 -1 1 Yo
I3 1 1 1 Y3

pro prevod zadané kvadratické formy na normalni tvar
Qi) = a(@)yi + q(@2)ys + q(d@3)y; = —y7 +v3 + v3

hyperbolického typu. Odsud snadno nahlédneme, ze signatura zadané formy je sg (¢) = (2, 1,0).

5.2 Kvadratické plochy

Po podrobném studiu kvadratickych forem pristoupime v tomto oddile k vySetfovani zakladnich vlastnosti kvadratickych
ploch (kvadrik) v r—dimenzionalnim prostoru R".
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5.2.1 Definice

Necht je dana nenulova Ctvercova symetricka matice A = (a;;); ;_,, vektor b€ R acislo c € R. Funkci Q@) :R"—R
tvaru
QX)) =2TAZ —-20T%+ ¢ (5.7)

nazyvame kvadratickou funkci v prostoru R". Mnozina (vzor nuly pfi zobrazeni Q(Z))
Q'(0)={ZeR": Q@) =0} (5.8)

se nazyva kvadratickou plochou (kvadrikou) uréenou rovnici Q(Z) = 0. Matici A, vektor b a Eislo ¢ nazyvame matici,
vektorem a absolutnim clenem kvadratické funkce (kvadriky). Clen —2 b7 ve vztahu (5.7) nazyvame linedrnim clenem
kvadratické funkce.

Kvadratickou formu ¢(Z) = Z7 A ¥ nazyvame kvadratickou formou prislusnou ke kvadratické funkci (5.7), resp. ke
kvadrice (5.8). Kvadriku ve dvoudimenzionalnim prostoru R? nazyvame také kuzeloseckou.

5.2.2 Poznamka

Nejfrekventovanéjsimi kvadrikami ve dvoudimenzionalnim prostoru R? jsou elipsa, hyperbola a parabola. Tyto kuzelosecky
byvaji nejcastéji uvadény ve stredoskolskych diagonalnich tvarech, kdy jejich hlavni osy (i tzv. poloosy) jsou rovnobézné
se soufadnymi osami. Proberme nyni strucné zakladni vlastnosti téchto elementarnich kuzelosecek. Elipsa je mnozina
bodii v roving, jez maji od dvou pevné zvolenych bodii Oy, Os (tzv. ohnisek elipsy) staly soucet vzdalenosti 2a. Cisla
a,b (a > b) nazyvame po fadé hlavni a vedlejsi poloosou elipsy. Vzdalenost obou ohnisek od stiedu elipsy se nazyva
excentricita a vypocte se pomoci vztahu e := v/a? — b2. Napriklad elipsa

2 2

(1 —81)° | (22— 52)

a? b2 =1

je elipsou o poloosach a a b se stfedem v bodé (s1, s2). Jeji podoba je vyobrazena na nasledujicim obrazku.

A X2

Obrazek 5.17
Elipsa o poloosach a a b se stfedem v bodé (s1, s2). Body (s1+e, s2) a (s1—e, s2)

reprezentuji ohniska elipsy. Jejich vzdalenost od stredu elipsy je rovna excentricité
e:=+Va? —b2.

Tato elipsa maze byt snadno zapséana v definicnim tvaru Q(z1,z2) = ZTAZ — 2bTF + ¢, polozime-li

Ao a”? 0 r_ s1a”? 7ﬁ+§_
- _ Y - _ Y - 2 2
0 b2 5972 b

Hyperbola je mnozina bodi v roving, jez maji od dvou pevné zvolenych bodt O1, O2 (tzv. ohnisek hyperboly) staly rozdil
vzdalenosti 2a. Cisla a,b nazyvame po fadé hlavni a vedlejsi poloosou hyperboly. Vzdalenost obou ohnisek od stiedu
hyperboly se nazyva excentricita a vypocte se pomoci vztahu e := a2 + b%. Primky

1‘212 = :Eal'l
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se nazyvaji asymptotami hyperboly. Rovnice hyperboly ve standardnim diagonalnim tvaru je
(z1—51)* (22— s2)?
a? B b2

Jeji tvar je pro (s1,s2) = (0,0) vyobrazen na obrazku nize.

==+1.

2 .2 Obrazek 5.18
Hyperbola —% — % =1 o poloosach a a b se stredem v bodg (0, 0).

Matic; vektorem, resp. a absolutnim ¢lenem hyperboly jsou

-2 2 2

s1a 51, 52

c=—+-—5=*1.
a? = b2

a=? 0
A= ,
0 —b2 —59b72

S
|

Parabola je mnozina bodii v roving, které jsou stejné vzdaleny od pevné zvoleného bodu O (tzv. ohniska paraboly) a
pevné primky d (tzv. fidici primky paraboly). Vzdalenost bodu O od fidici pfimky je p. Rovnice paraboly ve standardnim
diagonalnim tvaru je

x] — 2pxy = 0.

Graficky je vyobrazena na nasledujicim obrazku.

Obrazek 5.19
Parabola 22 — 2pz2 = 0. Bod O je ohniskem paraboly, Earkovana primka je tzv.

direktrix, tidici primka paraboly.

Parabola 2 — 2pz2 = 0 m& maticovy tvar

1 0 xr1 Tl
(171,172) -2 (Oap) =0.
0 0 o 2

Kvadraticka forma paraboly je tedy singularni, a proto neni mozno definovat regularitu kuzelosecek pomoci regularity
pridruzené kvadratické formy. Kdybychom k tomuto pristoupili, museli bychom zaroven pripustit, Zze parabola by byla
singularni kvadrikou. Tomu se ovsem chceme vyhnout, proto budeme regularitu kvadrik definovat ponékud odlisné.
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5.2.3 Definice
Necht je dana kvadraticka funkce (5.7). Kvadratickou formu
qo(z0, ) == TTAT — 20T Fxo + ca} (5.9)

v R"™! nazyvame rozsitenou kvadratickou formou prislusnou ke kvadrice (5.8), resp. ke kvadratické funkci (5.7). Jeji
matici

c —I;T
b A

budeme oznacovat symbolem A, (z anglického extended).

5.2.4 Priklad

Pro kvadratickou funkci Q(z1, z2) = 2% + 422 + 3 definovanou v prostoru R? m4 prislusna rozsifena kvadraticka forma
tvar qo(zo, ¥1,2) = 2% + 4z072 + 323. Podotykdme, ze qo je kvadratickou formou v R3.

5.2.5 Definice

Rekneme, ze dana kvadrika je regularni, resp. singularni, jestlize jeji rozsifena kvadraticka forma je regularni, resp.
singularni. Hlavni signaturou kvadriky (oznaCujeme SG(Q))) rozumime signaturu jeji rozsirené kvadratické formy. Vedlejsi
signaturou kvadriky (znacCime sg(Q)) rozumime signaturu jeji kvadratické formy.

5.2.6 Priklad

V poznamce 5.2.2 jsme diskutovali parabolu 27 — 2pzy = 0, kde p # 0. Jeji matice rozsitené kvadratické formy
qo(w0, 71, 22) = 23 — 2p 29w9 = 0 Ma nasledujici podobu

0 0 —p
0 1 0
-p 0 O

a je zjevné regularni, nebot p # 0 a sloupce uvedené matice jsou zretelné nezavislé. Proto je parabola regularni kuzelosec-
kou v R?. Pokusme se nalézt jeji signaturu. Stanovit vedlejsi signaturu je znacné jednoduché. Plati totiz sg(Q) = (1,0, 1).
Pro stanoveni hlavni signatury bude nutné prevést rozsirenou formu qo(zo,z1,22) = 2% — 2p 229 = 0 na diagonalni
tvar. Zavedeme proto s vyhodou substituci

T1 =Y, To=Y2+Ys, T2=Y2 —Ys.
Po provedeni této zamény dostavame

Go(y1,y2.y3) = yi — 2py3 + 2py3 = 0.

Proto je hlavni signaturou paraboly trojice SG(Q) = (2,1, 0), coz opét potvrzuje jeji regularitu.

5.2.7 Priklad
Uvazme elipsu v diagonalnim tvaru
zf | 23
St m=l (5.10)
kde a # b, a aplikujme na ni otoCeni
o\ cos(p) sin(p) Y1
9 —sin(p) cos(p) Y2
o thel ¢ = /4. Pak tedy
2 2
1 (V2 L V2 L1 V2 V2 .
2\ 2T p\ 2T ) T
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odkud ziskame transformovany tvar

2
11 2 s 11
(—2a2 + —2b2) (i +u3) + (—QQ - b—2) yiyz =1,

ze kterého Cteme, ze otoCenim elipsy (5.10) vznika kuzelosecka, jejiz smiSeny Clen neni nula. Presto je ale jasné, ze se
jedna o elipsu (viz obrazek).

. . Obrazek 5.20 . . )
Elipsa (5.10), na niz bylo aplikovano otoCeni o 45° proti sméru hodinovych ruci-

Cek.
Tento priklad necht je motivaci k dalsimu studiu obecnych kvadratickych ploch
Q(z1,22) = ax? + brywy + cx2 +dry +exy + f =0

v prostoru R? i v prostorech vyssich dimenzi.

5.2.8 Poznamka

Kromé regularity je vyznamnym znakem kvadratickych ploch také jejich centralnost, tedy vlastnost stredové soumérnosti
podle nékterého bodu § € R". Obecné budeme existenci stfedu dané kvadriky zkoumat v nadchazejicim textu.

5.2.9 Definice

Kvadraticka funkce (5.7) a kvadrika (5.8) se nazyvaji centralni, pokud existuje takovy bod § € R", ze pro vsechna
Z € R" plati
QE+2)=Q(s— 7). (5.11)

Kazdé takové § pak nazyvame stredem kvadriky.

5.2.10 Veta

Necht je dana kvadraticka funkce (5.7). Necht A je jeji matice a l;jeji vektor. Pak bod 5 € R" je stfedem kvadriky
(5.8) pravé tehdy, je-li splnéna rovnost b = A S, tj. kvadrika je centralni pravé tehdy, rovnaji-li se hodnosti h(A) = h(Alb).

Dikaz:

e z definice kvadratické plochy vyplyva rovnost A = AT

e proto
QGE+Z) =G+ DTAG+T) —207(F+8) +c=5TAF+ TAT+ TTAT+ TTATZ — 2075 — 2077 + ¢
e jelikoz ZTA 5= (A §)TZ = §TATZ = STA &, |ze predesly vztah upravit do tvaru

QE+Z) =FAT+2AF—b)TT+TAF— 2075+ c=FTAT+2AF—b)TZ+ Q(3)
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—

e podobné Ize ukazat, ze Q(5— Z) = ZTAT — 2(A§—b)TZ + Q(3)
e rovnost (5.11) tedy nastava pravé tehdy, kdyz A 5= b

e zminované s existuje podle Frobeniovy véty pravé tehdy, rovnaji-li se hodnosti matice A a matice, jez vznikne z

N

matice A pridanim sloupce b, tedy plati-li rovnost h(A) = h(A|b)

5.2.11 Veta — zakon setrvacnosti kvadratickych ploch

Ke kazdé kvadratické funkci Q(Z) v R" s matici A existuje ortonormalni transformace © = Ry, jez prevadi kvadriku
Q(Z) = 0 do tvaru

Sy —2) B+ =0, (5.12)
i=1 i=1
kde (A1, A2, ..., \.) je vektorové spektrum matice A.

Diikaz:
e tvrzeni této véty plyne primo ze zakona setrvacnosti kvadratickych forem 5.1.18

e za transformaci ¥ = Ry postaci volit transformaci z ditkazu véty 5.1.18, jez prevadi kvadratickou formu ZTA Z na
kanonicky tvar

5.2.12 Veta — o normalizovatelnosti kvadratickych ploch

Ke kazdé kvadratické funkci Q(Z) v R" s vedlejsi signaturou sg(q) = (s1, 82,7 — s1 — s2) existuje regularni afinni
transformace ¥ = Ry + S, jez prevadi kvadriku Q(Z) = 0 do tvaru

QU) =yl + 95+ 9o — Vo1 = = Yorpss — 2BYsitestr +7 =0, (5.13)
kde nejvyse jedno z Cisel 3, v je nenulové. Navic 8 € {0,1} a v € {-1,0,1}.
Diikaz:

e vyjdeme z faktu, ze podle véty 5.2.11 existuje regularni linedrni transformace 7 = BZ, jez prevadi kvadriku
Q(Z) =2TAZ —2b77¢ + ¢ =0 do tvaru

T ks
ZMZZ-Q—?ZW#V:O, (5.14)
i=1 i=1
kde A; jsou vlastni Cisla matice A
e predpokladame pritom, ze jsou vlastni Cisla usporadana do vektorového spektra &(A) = (A1, Ag, ..., \)

e rozdélme nyni dokaz na tri alternativy

e Prvni alternativa: s1 +s2 =1

— podotykame, ze vSechna vlastni Cisla jsou za tohoto predpokladu nenulova

A\ 2 2
N2 2Bz = A (z - f—) _A

— pro kazdé i € 7 plati

— zavedeme-li tedy substituci @ = PZ + { sadou i vztah
_ Bi
w; = /| Zakw E
1

transformuje se zapis (5.14) do tvaru

ngn()\i)wi2 — Z i—f +v=0
i=1 ¢

=1
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2
— oznatme k= |y — >, 5%
- T

— je-li Kk =0, je tvrzeni dokazano
— je-li kK # 0, zavedeme jednoduchou transformaci i = %, ¢imz obdrzime finalni tvar rovnice kvadriky, a sice

> sen(\i)y? £1=0
=1

e Druha alternativa: s1 +so =r—1
— za danych predpokladi plati \. =0

— opét zavedeme-li substituci @ = PZ + £, tentokrat definovanou vztahy

wi:\/|)\i|(zi—%>, iET/—\l

Wy = Zp

— kvadrika se pak transformuje do tvaru
r—1 ) r—1 ﬂQ
sgn(\;)w; — —+ —2B,w, +v=0
; gn(A;) ; 28w+

—1 82| .
— je-li B, =0, je situace trivialné reSitelna (viz vySe), nebot vyraz k := |y — Z:le [j\—l je pouhou konstantou

— je-li B, # 0, zavedeme substituci

—

Yi = W;, 1er—1

r—1
15 B gl
yT_E;)\_i+ﬂrwr_§

— ta potom vede k normalnimu tvaru
r—1
> sen(\i)y; — 2y, =0
i=1

— tim je tato Cast tvrzeni prokazana
e Treti alternativa: s; +so <7 —1

— za danych predpokladd plati Ag, 45,41 = Asj4sp42=-..= A =0
zavedeme-li znovu substituci @ = PZ + t, tentokrat v3ak definovanou vztahy

wi:\/|/\i| (Zi—%) , iESﬂ'\Sg

3

w; = Zi, 1=581+82+1,81+82+2,....7

kvadrika se pak transformuje do tvaru

S1+S2 S1+S2 62 T
Z sgn(A)wi — Z /\—1 - Z 2Biw; +v=0
i=1 i=1 i=s1+s2+1

jsou-li vSechna (s, +s,+1, Bsy+so+2, aZ By nulova, je dikaz zrejmy

pokud tomu tak neni, zavedeme substituci

Yi = W;, 1€ 81+ S2
+s2 59 T
1° B v
7
AU Y ]
Ysi+s2+ 9 L X 3 Wy 5
1=1 1=81+s2+1

Yi = W, S1+sa+l<i<r

tato potom vede k normalnimu tvaru

s1+82

Z Sgn(/\i)yiz = 2Ys, 45,41 =0
=1

e tim je ditkaz zkompletovan
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5.2.13 Poznamka

Zde pouze upozornujeme, ze kazda kvadrika mize byt prevedena do takového tvaru, v némz prvni prvek s; vedlejsi
signatury kvadriky je vétsi nebo roven druhému prvku so. Této moznosti se v dalSim textu pridrzime.

5.2.14 Definice

Rovnici (5.12), resp. (5.13) nazyvame kanonickym, resp. normdlnim tvarem kvadriky.

5.2.15 Poznamka

Z véty 5.2.12 a lemmatu 5.1.21 mimo jiné vyplyva, ze dvé kvadriky je mozno vzajemné prevést regularni transformaci
pouze tehdy, maji-li tytéz hlavni i vedlejsi signatury. Z definice normalniho tvaru kvadriky je kromé jiného zrejmé, ze
existuje pouze nepatrné mnoho téchto normalnich tvari. Vzhledem k platnosti zdkona setrvacnosti tak lze kazdou kva-
dratickou plochu v dané dimenzi jednoznacné priradit k danému normalnimu tvaru. Proto ma hlubsi vyznam provést
podrobné klasifikace téchto normalnich tvart kvadrik, a to zejména v prostorech R? a R3.

Podotykame, ze dvojici signatur SG(Q) a sg(Q) je kvadrika urcena jednoznacné. Navic plati, ze zaménime-li prvni
a druhy ¢len u obou signatur, typ kvadriky se neméni. Tedy kvadriky se signaturami SG(Q1) = (r1,72,73), sg(Q1) =
(s1,82,83) a SG(Q2) = (r2,71,73), sg(Q2) = (s2,51,s3) jsou shodného typu. My se zde pridrzime amluvy 5.2.13, a
budeme tedy uvazovat pouze takové normalni tvary, pro néz s; > so.

5.2.16 Poznamka

Klasifikace kuzelosecek

normalni tvar nazev SG(Q) | sg(Q) | regularita | centralnost
2P +a34+1=0 imaginarni elipsa (3,0,0) | (2,0,0) reg. ano
3 +23-1=0 elipsa (2,1,0) | (2,0,0) reg. ano
2?2 —23+1=0 hyperbola (2,1,0) | (1,1,0) reg. ano
22 — 229 =0 parabola (2,1,0) | (1,0,1) reg. ne
22+ 23=0 imaginarni riiznobézky | (2,0,1) | (2,0,0) sing. ano
2?2 —23 =0 riiznob&zky (1,1,1) | (1,1,0) sing. ano
i4+1=0 imaginarni rovnobézky | (2,0,1) | (1,0,1) sing. ano
22 -1=0 rovnobézky (1,1,1) | (1,0,1) sing. ano
2?2 =0 pFimka (1,0,2) | (1,0,1) sing. ano

5.2.17 Priklad

Zkoumejme nyni kvadratickou plochu
x] + 27170 + 75 — 4z — 812+ 10 =0 (5.15)
zadanou v prostoru R?. Nejprve budeme zkoumat prislusnou kvadratickou formu g(z1, 22). Jejim doplnénim na kvadraty
q(x1,m0) = x% + 2x120 + x% = (171 + I2)2 =: y%

zjistujeme, ze transformaci, jez prevod realizuje, je zobrazeni

Y1 1 1 T

Y2 0 1 2
Inverznim zobrazenim je pak

T . 1 -1 Y1

i) O 1 y2
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Zavedeme-li toto zobrazeni do rovnice kvadriky, ziskame tvar
Qyr.y2) = yi —4(y1 — y2) — Sy2 + 10 =y — dyy — dyo + 10 = 0,
ktery druhym doplnénim na kvadraty upravime do tvaru

Qyrya) = (1 —2)" —dys +6 = (31 — 2)° — 2(2y2 — 3) = 27 — 225 = 0.

Tvar @(zl, 29) = 22 — 225 = 0 je tedy normalnim tvarem zadané kvadriky a prislusnym zobrazenim, jez formu Q(z1, z2)
na normalni tvar prevadi, je z1 = x1 + 2 — 2, 20 = 2x5 — 3, resp.

=

=

—
|

21

Nl N
[NISCRNIE

22

Z normalniho tvaru je tedy zfejmé, ze zkoumanou kuzeloseckou je parabola, jejiz osa neni rovnobézna se souradnymi
osami (viz obrazek).

Zkoumanou parabolu je mozno vykreslit bud v normalnim tvaru, a to uzitim parametrické konstrukce (z1,22) =
(t,12/2), kde t € R je parametr, anebo v pavodnim tvaru (5.15) uzitim parametrického zapisu

T

S =
= )=
jw =

€2

Obrazek 5.21

Plnou Carou je vykreslena parabola z? + 2z1z2 + 23 — 421 — 8z2 + 10 = 0,

zatimco Earkovang je vyobrazen jeji normalni tvar Q(z1,22) = 22 — 222 = 0.
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5.2.18 Poznamka

Klasifikace kvadrik v R3

normalni tvar nazev SG(Q) | sg(Q) | regularita | centralnost
i +a3+a234+1=0 imaginarni elipsoid (4,0,0) | (3,0,0) reg. ano
4+ ai+23-1=0 elipsoid (3,1,0) | (3,0,0) reg. ano
24+ a3 —a3+1=0 dvoudilny hyperboloid (3,1,0) | (2,1,0) reg. ano
22 + a5 — 213 =0 elipticky paraboloid (3,1,0) | (2,0,1) reg. ne
23 4+a2i—23-1=0 jednodilny hyperboloid (2,2,0) | (2,1,0) reg. ano
22 — a3 — 213 =0 hyperbolicky paraboloid (2,2,0) | (1,1,1) reg. ne
2 +as+2i=0 imaginarni kuzelova plocha | (3,0,1) | (3,0,0) sing. ano
3423 +1=0 imaginarni valec (3,0,1) | (2,0,1) sing. ano
2423 -23=0 elipticka kuzelova plocha (2,1,1) | (2,1,0) sing. ano
3423 -1=0 elipticky vélec (2,1,1) | (2,0,1) sing. ano
22 —25+1=0 hyperbolicky valec (2,1,1) | (1,1,1) sing. ano
23— 235 =0 parabolicky vélec (2,1,1) | (1,0,2) sing. ne
24+ 123 =0 imaginarni riiznobézné roviny | (2,0,2) | (2,0,1) sing. ano
r24+1=0 imaginarni rovnobézné roviny | (2,0,2) | (1,0,2) sing. ano
22— 23 =0 riiznobézné roviny (1,1,2) | (1,1,1) sing. ano
3 —-1=0 rovnobé&zné roviny (1,1,2) | (1,0,2) sing. ano
2?2 =0 rovina (1,0,3) | (1,0,2) sing. ano

5.2.19 Priklad

Naleznéme normalni tvar a nazev kvadratické plochy

Q(z1, 0, 23) = 22 — 221209 — 4223 + 220103 — 220 + 1 =0

a transformaci = M Z' + §, ktera ji na normalni tvar prevadi. Kvadraticka forma

q(z1,22,23) = :v% — 20139 — daoxs + 20123 = (v — 2 + 963)2 — (z2+ :103)2

je formou parabolickou. Pro prvni transformacni vztahy plati

Y1 = T1 — T2 + X3
Y2 = To + T3

Ys = I3

Odtud Q(y1,v2,y3) = ¥3 — 2 — 2(ya—y3) + 1 = y? — (y2 + 1)> 4+ 2y3 + 2 = 0. Normalnim tvarem vysetiované kvadriky

2

je tedy @(21, 29,23) = 238 — 22 — 223 = 0, &ili se jedna o hyperbolicky paraboloid. Druhé transformacni vztahy jsou

21 =1
2o =y2+1
z3=—yz—1
Celkem tedy
1 1 1 2
T=| zo0 | =] 0 1 1
T3 0 0 -1

1 =y1 +y2 — 2y3

T2 =Y2 — Y3

T3 = Y3

Y1 = =1

Y2 =22 — 1

ys = —z3 — L.
1

+ 0
—1
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Hyperbolicky paraboloid 27 — 23 — 223 = 0 Ize vykreslit (napF. v prostfedi MATLAB) parametrickym vyjadrenim

2 2
z1 =0 cos(p), z2=opsin(p), z3= %(0052(90) — sin2(g0)) = % cos(2¢p),

kde 0 > 0 a ¢ = (0, 2m) jsou tzv. polarni parametry.

Obrazek 5.22
Graficka vizualizace hyperbolického paraboloidu (5.16) v nediagonalnim tvaru.

Obrazek vyse byl ziskan uzitim parametrickych rovnic

x1 11 2 o0 cos(p) 1
o =] 0 1 1 0 sin(y) + 0 |, 0€(0,4) A ¢=(0,27).
x3 0 0 -1 9—22 cos(2¢p) -1

5.2.20 Poznamka

Zde predstavime diagonalni tvary a vyobrazeni nékterych kvadrik v R3. Konstanty a, b, c budeme nazyvat poloosami.

2 2 2
. . T Ty | L3
1. Elipsoid Stm =1 o

Obrazek 5.23
Vsemi tfemi zékladnimi fezy (rovinami 27 = 0, 22 = 0 a 23 = 0) jsou elipsy.

2. Dvoudilny hyperboloid

R N

2tp 2= ‘

Obrazek 5.24
Zakladnimi fezy jsou dvé hyperboly a jedna elipsa. Rez rovinou 25 = d € (—¢, ¢) je prazdnd mnozina.
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3. Elipticky paraboloid

Obrazek 5.25
Zakladnimi rezy jsou dvé paraboly a jedna elipsa.

4. Jednodilny hyperboloid

2 2 2
N S
a? b2

Obrazek 5.26
Zakladni rezy jsou dvé hyperboly a jedna elipsa.

5. Hyperbolicky paraboloid

Obrazek 5.27
Zakladnimi fezy jsou jedna hyperbola (obrazek nahore) dvé paraboly (obrazky dole)
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6. Elipticky valec 71 + 73 =1
. P y 2 2

Obrazek 5.28
Vodorovnym fezem je elipsa.

7. Hyperbolicky valec

D)
2122 g

a?  b?

Obrazek 5.29
Vodorovnym rezem je hyperbola.
8. Parabolicky valec

.Tl .TQ

ZL_972

a? b

Obrazek 5.30
Vodorovnym fezem je parabola.
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9. Elipticka kuzelova plocha

vi a3 a3
2t =20
a b c

Obrazek 5.31
Vodorovnym rezem je elipsa, popt. bod.

5.2.21 Priklad

V tomto prikladé budeme demonstrovat uziteCnost probirané teorie pri feseni obycCejnych diferencialnich rovnic. Budeme
hledat nelinearni formalni feseni diferencialni rovnice y'(y? +4xy — 42?) = 2(y? — 4xy — 42?) a stanovime, jakou kfivku v
R? toto formalni feseni predstavuje a kterymi vyznamnymi body prochazi. Jedna se o homogenni diferencialni rovnici, pro
niz zavedeme substituci y(x) = z(z) x. Linearni feeni tentokrat hledat nebudeme. Zminénou substituci pfejde zadana
rovnice na tvar

z'w+z—222_42_4
T2 44— 47
Po snadné separaci dostavame
22+4z—-4 , 1 224+4z—-4 1

= —— <~ — [ p——
B 2214218 x (z—|—2)(z2—|—4)z x

/ —1 n 2z 4 /ld
= % Vgr=_ [ 2
z4+2 4422 T .

242
4 + 22 ~C
242z =z

Nyni se navratime k pivodni funkci y(z). Tak ziskame rovnost 422 4 y? = 2Cx + Cy, kterou po Gpravé na Ctverce

redukujeme do tvaru
A S A
1 Y73) T2

Zde je jiz patrno, ze se bude jednat o elipsu. Oznacime-li K := C/2, mame
(y—K)°

(z-5)° | .
@y (\/§K)2

Detekovana elipsa ma stfed v bodé § = (K/2,K), velikosti poloos a = */T§|K|, b= V2 K| a pro libovolné K # 0 prochazi
pocatkem soufadného systému (viz obrazek).
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(s1,52)=(K/2,K)

2K

v

Obrazek 5.32
Graf formalniho Feseni rovnice y'(y? + 4xy — 42?) = 2(y? — 4xy — 422).

5.2.22 Poznamka

V této poznamce budeme klasifikovat regularni kvadriky v prostoru R*.

normalni tvar nazev SG(Q) | sg(@Q) | centralnost
P2+ a3+ai+ai+1=0 imaginarni eliptikon (5,0,0) | (4,0,0) ano
a3+ at+at—1=0 eliptikon (4,1,0) | (4,0,0) ano
23 + 2% + 2% — 25+ 1=0 | dvoudilny elipticky hyperbolikon | (4,1,0) | (3,1,0) ano
23 + 23 + 2% — 27 — 1 =0 | jednodilny elipticky hyperbolikon | (3,2,0) | (3,1,0) ano
243 —af—22+1=0 hyperbolicky hyperbolikon (3,2,0) | (2,2,0) ano
23+ a3+ 2% — 214 =0 elipticky parabolikon (4,1,0) | (3,0,1) ne
22423 -2 —224=0 hyperbolicky parabolikon (3,2,0) | (2,1,1) ne
5.3 Cuviceni
Cviceni 5.1
Sestavte vektorové spektrum g—formy
0 0 0 1 x
0 —4 2 0 Y
(z,y,z,w)
0 2 -4 0
9 0 0 O w

a na jeho zakladé stanovte typ definitnosti zadané formy. Vysvétlete.

Cviceni 5.2

Lagrangeovym algoritmem urcete normalni tvar a polarni bazi kvadratické formy q(z1, 2, 23) = 3 + 43 + 323 4 22122.

Cviceni 5.3

Pro kvadratickou formu ze cviCeni 5.2 urCete polarni bazi primou metodou.
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Cviceni 5.4

Naleznéte viechny hodnoty parametru a € R, pro néz je uvedena kvadraticka forma a) pozitivng, b) negativné definitni.
(@) = (14 a)zt + (da + 1)z + (a — 1)a3 + 2(1 — 2a)z122 + 2z123 + 22073
Cviceni 5.5

Pro kvadratickou formu ¢(Z) = z} + 2x122 + 323 + 2x2x3 + 5 stanovte signaturu, typ, regularitu, normalni tvar, polarni bazi a
transformaci £ = M ¢/, ktera danou kvadratickou formu prevadi na normalni tvar.

Cviceni 5.6
Rozhodnéte, zda mize vektor @ = (0, —@, 0)T byt soucasti polarni baze kvadratické formy ze cviceni 5.5. Pokud ano, zkompletujte
ji.

Cviceni 5.7
Pro ktera A € R je kvadraticka forma (&) = x3 4 3 + 523 + 2 \x122 — 22123 + 4223 pozitivné definitni v R??

Cviceni 5.8
Naleznéte regularni linearni transformaci, ktera prevadi kvadratickou formu

Q(f) = Q‘T% + 9505 + 3$C§ + 8x1x2 — 4w1w3 — 102223

na kvadratickou formu
(%) = 2yi + 3y + 6y3 — dy1y2 — 4y1ys + 8yays.

Cviceni 5.9
Naleznéte polarni bazi kvadratické formy ¢(Z) ze cviceni 5.8.
Cviceni 5.10
Naleznéte normalni tvar kvadratické plochy
2 5 2 1
Q(z1,22) =21 — 21+ 2 + T122 + 592~ 5 =0

a transformaci & = M Z+ &, ktera ji na normalni tvar prevadi.

Cviceni 5.11
Naleznéte normalni tvar a typ kuzelosecky 57 — 2z1xa + 53 — 4x1 + 2022 4+ 20 = 0.
Cviceni 5.12
Naleznéte stied kuzelosecky 25z — 1dz1xo + 2523 4+ 64z, — 64xo — 224 = 0.
Cviceni 5.13
Urcete typ a normalni tvar nasledujicich kvadrik:

e a) 23 — 2x1xe — Axows + 2x1w3 — 200+ 1 =0

e b) T12T2 + xox3 + 2123 =0

e () 3 + 2% + 2% — 4z — 622+ 1023 +29 =0

e d) 222 4+ 13 — 2u1@0 + 2w1a3 — 20 —3 =0

o e) 222 + 3123 — 222 + 16z122 — 42123 — 202203 = 16

o f) 527 + dzixo + 2123 + 222 + 2r0x3 — 201 = 2

o g) m% + m% + 3m§ — 2x1x2 + 62123 + 622073 + 471 + 832 =1

e h) 203 + 222 + 2x1m0 — 22123 — 2x0xs — 209 + 2w3 = 1

) 42 4+ 1723 + 3022 — 16z122 — 8103 + 262003 + 42 + 2023 +4 =0
e j) x% + 4x§ + x§ +4x120 — 22123 — 4023 + 621 + 222 = 1

o k) 202 + 1923 + 222 + 12z120 — dz123 — 202223 — dap — 1623 — 12 =0
o ) z3 + 23 4+ 2% — 2xows — dxy + 200 — 223+ 1 = 0.

Cviceni 5.14
Rozhodnéte, zda je kvadrika 522 — 4z + 8x123 + 823 + 4xoxs + 523 — 8621 — 882 + 323 + 161 =0 regularni.
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Cviceni 5.15

Zapiste normalni tvar kvadriky, majici hlavni signaturu (3,1,0) a vedlejsi (2,1,0). Stanovte jeji nazev.

Cviceni 5.16

Pomoci metody Fezli nacrtnéte viechny kvadriky v R?.

Cviceni 5.17

Naleznéte viechny polarni baze kvadratické formy
q(¥) = 23+ x5 + 1123 + 223 + 622 + 62133 + 20125 + 20003 — 200x4 — 22374 + 2T3T5,

obsahujici vektory #; = (1,0,0,0,0)T, @2 = (0,1,0,0,0)7, @3 = (—3,—1,1,0,0)T a @4 = (0,1,0,1,0)7. Na zakladé znalosti
jedné takové baze stanovte transformacni vztahy ¥ = M ¢, které danou kvadratickou formu prevadégji na normalni tvar, a tento
zapiste. Jaka je signatura uvedené formy?

Cviceni 5.18

Kvadrika s absolutnim ¢lenem ¢ = —3 je zadana pomoci matice své rozsirené kvadratické formy

-3 2 13 -—12
2 1 5 =2
13 5 24 =7
-12 -2 -7 =5

Afea) =

Stanovte jeji normalni tvar, nazev, hlavni a vedlejsi signaturu. Dale rozhodnéte, je-li zadana kvadrika centralni a regularni. Naleznéte
polarni bazi Bp v prostoru R?, ktera je generovana pfislusnou kvadratickou formou.

Cviceni 5.19
Naleznéte vsechny hodnoty parametru A € R, pro néz je kvadraticka forma 2% 4+ (A2 + 1)y 4 (6 — 5)2% 4 2 zy — 4z — 2\yz
pozitivné semidefinitni.

Cviceni 5.20
Pro kvadratickou formu ¢(Z) = x3 + 2z122 + 225 — 2xox3 urcete signaturu, typ, normalni tvar a polarni bazi obsahujici vektor
(—=1,0,0)7, pokud existuje.

Cviceni 5.21
V prostoru R? sestrojte polarni bazi Bp generovanou kvadratickou formou ¢(Z) = 97 + 23 — 223 + 6x122 + da1w3 + 2w2u3,
spliujici nasledujici pozadavky:

e (—1,2,1) € Bp

e Jie Bp: (@](1,0,0)), =0.
Na zakladé znalosti polarni baze sestavte transformacni vztahy & = Z(%), které zadanou kvadratickou formu prevadéji na jeji
normalni tvar. Tuto transformaci proved'te.

Cviceni 5.22

Naleznéte vsechny hodnoty parametru a € R, pro néz je zadana kvadraticka forma
q() = (1— a):c% — 42t + (a2 — 6a + 5):17% —dx1z2 4 2(a — 1)z123 + 43273
negativné definitni.

Cviceni 5.23

Necht je kvadrika zadana pomoci matice své rozsirené kvadratické formy

60 16 -8 8
16 4 =2 2
-8 -2 =3 -13

8 2 =13 =35

A(e;c) =

Stanovte jeji normalni tvar, nazev, hlavni a vedlejsi signaturu. Dale rozhodnéte, je-li zadana kvadrika centralni a regularni. Naleznéte
polarni bazi Bp v prostoru R?, ktera je generovana pfislusnou kvadratickou formou.
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Cviceni 5.24

Zapiste normalni tvar kvadriky, majici hlavni signaturu (2,1,1) a vedlejsi (2,1,0). Uvedte jeji nazev.

Cviceni 5.25
Necht je v mnoziné R* dana kvadraticka forma (%) = x% + 223 4+ 923 + 1823 + 22122 + 4123 — 2x124. Urcete jeji typ, normalni
tvar, signaturu a typ definitnosti.

Cviceni 5.26

Naleznéte polarni bazi kvadratické formy
q(x1, 2,3, T4) = :c% + 3:0% — :cg + 4x122 + 62123 — 20124 + 182223 — 61224 — 2T324,
obsahujici vektory 1 = (1,0,0,0)7, 42 = (—2,1,0,0)T a 43 = (—9,3,1,0)7. Na zakladé znalosti takové baze stanovte trans-

formacni vztahy & = M ¢/, které danou kvadratickou formu prevadéji na normalni tvar a tento zapiste. Jaka je signatura uvedené
formy?

Cviceni 5.27

Kterou z nasledujicich kvadratickych forem

e a) Yt +v3 — 2y1y2 + 292y,
e b) y7 + 3y3 + 4y1y2 — 213 — 2y2ys,
o ) —4y? + 8y5 + 3y3

Ize prevést regularni linearni transformaci na kvadratickou formu ¢(#) = x3 4 523 + 1623 + dx122 — 22123 — 1229237

Cviceni 5.28
Pro kterd a € R je kvadraticka forma

(@) = (1 —a)zt+ (1 —a)zs + (4 —2a — a®)x3 + 2(1 + a)z122 — 22123 — 20223

pozitivné definitni v R3?

Cviceni 5.29

Dokazte, Ze otoceni

Y1 cos(p) sin(p) O z1
y2 | = | —sin(yp) cos(¢) 0O T2
Y3 0 0 1 xs3

o thel ¢ kolem osy x3 je ortonormalnim zobrazenim ve tfidimenzionalnim prostoru R?.

Cviceni 5.30
Rozhodnéte o platnosti nasledujici véty: Necht je dana kvadraticka forma ¢(Z) v R" s nenulovou matici A. Necht A; (i € 7) jsou
hlavni minory matice A. Pak ¢(%) je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz Vi € 7: A; > 0 a souCasné Ji € 7: A; = 0.

Cviceni 5.31

Naleznéte vsechny hodnoty realného parametru 3, pro které lze kvadratickou plochu
:cf + 2:0% + 18233 + ﬂzmi + 2x122 — 22123 — 22124 + 6z2x3 — 6224 + (28 — 16) w324 = 1

prevézt regularni transformaci na plochu yf + 43 +y3 +vy3 = 1.

Cviceni 5.32

V zavislosti na hodnoté realného parametru p rozhodnéte, jaky Gtvar vymezuje rovnice

2 44z + 1727 — 2y + 622 + 62(3 — ) + 2y — 22y = 9’ 4+ p — 5.

Cviceni 5.33

V zavislosti na hodnoté realného parametru u rozhodnéte o typu definitnosti kvadratické formy

—x — (u* + 6p)zs — pPas — 2ux e — 8x1w3 — 20pT2T3.
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Cviceni 5.34

Pro kvadratickou plochu
Q(z1,x2,23) = :c% + 24:0% — 523?, + 10x122 — 4dz123 — 142023 + 4201 + 26209 — 24223 —3 =0

stanovte normalni tvar, nazev, hlavni a vedlejsi signaturu. Dale rozhodnéte, je-li zadana kvadrika centralni a regularni. Zdavodnéte!
Naleznéte polarni bazi v prostoru R, ktera je generovana pfislusnou kvadratickou formou.

Cviceni 5.35
Pro kvadratickou plochu 22 4 8zy + 822 + 4y” + 2yz + 422 + ax + by + cz = 1 naleznéte &isla a, b, c € R tak, aby bod (2, —4,6)T
byl jejim stfedem.

Cviceni 5.36
Naleznéte posledni vektor X= (zx,yx, ux,vr)T, jez spolecné s vektory (2,1, —1,2)7, (3,1,0,2)T a (—1,0,0,—1)T zadava polarni
bazi kvadratické formy

—2u” + 2uv + 5v° — 6vz + 22° — Suy — dvy + 2xy — y2.

Jaka je signatura zadané formy? Neopomente diskutovat fesitelnost alohy.

Cviceni 5.37

Naleznéte vsechny hodnoty parametru 3, pro néz ma kvadraticka plocha
42 + dzy + Brz+5y° — 10yz + 1122 —dz + 2y + 22 =7

stred v bodé (2,0,1)T.

Cviceni 5.38
Naleznéte transformacni vztahy & = x(r, s) a y = y(r, s), které kvadratickou formu ¢(z,y) = 2> — 6zy +y* pFevadéji na kanonicky
tvar.

Cviceni 5.39

Naleznéte viechny hodnoty parametru £, pro néz Ize kvadratickou formu
¢1(%) = x4 6z 122 + 873 + 8z 123 + 38x2m3 — 3373

prevést na formu
@(9) = Y3 — Sy1y2 + 15y3 + 6y1ys — 24y2ys + 4lyays + (8 — £ — 46%)y3.

Zapiste rovnice tohoto prevodu.

Cviceni 5.40

Naleznéte regularni linearni transformaci, jez prevadi kvadratickou formu
q(¥) = 23 + 8x1wo + 1535 + 23123 + dwows — 325 — 22104 — 62274 + 22374

prevést na formu

—»

a(¥) = yi + 4y1y2 + 3y5 + 6y1ys + 14y2ys + 8y3 — 2y1ya — 6yays — 4ysya.

Cviceni 5.41
Naleznéte vsechny hodnoty parametru ¢, pro néz je kvadraticka forma

—

q(7) = v — 8yry2 + 173 + 6y1ys — 26y2y3 + 1193 + 25194 — 8y2ya — Aly2ya + 6ysya + 4lysya + (2 + € + 40%)y3

pozitivné semidefinitni.

Cviceni 5.42

Naleznéte polarni bazi kvadratické formy z? — 4y? + 72% + 122y — 622 — 18y=z takovou, ze obsahuje vektor @ = (7,1,4)T a jiny
jeji vektor je kolmy (v obvyklém smyslu) k vektoru (0,1,0)T. Na zakladé znalosti hledané baze sestavte transformacni vztahy a
zapiSte normalni tvar, na néjz tyto vztahy zadanou formu prevadéji.
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Cviceni 5.43
Pro ktera 1 € R je kvadraticka forma

A

a1
T o o o =
o = o = O
S O = O O
o~ O T (e}
—_ o O O &

8y

pozitivné definitni?
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Kapitola 6

Metrické, normované a Hilbertovy
prostory

V predposledni kapitole téchto skript se sezndmime se zakladnimi stavebnimi kameny budovani metrickych prostord.
Zavedeme obecné pojaté pojmy skalarniho soucinu, normy ve vektorovém prostoru a nakonec také metriky. Tyto tfi pojmy
umozni nahlédnout mnohem obecnéji na pojem okoli bodu, a tudiz i na vlastnosti odvozené, jako napriklad otevrenost
Ci uzavrenost mnoziny. Abstraktnéjsi pojeti vzdalenosti v metrickych prostorech pak také povede k abstraktnéjsi definici
konvergence posloupnosti. V zavérecném oddile pak probereme teorii ortogonalnich polynom.

6.1 Vychozi nerovnosti

V prvnim oddile shrneme zakladni nerovnosti, jejichz platnost mnohokrate zuzitkujeme pri zavadéni zakladnich pojmi
této kapitoly.

6.1.1 Umluva

V celé kapitole budeme pod symbolem ¢ rozumét reédlné Cislo takové, ze ¢ # 0 a ¢ # 1. Symbol ¢ pak bude reprezentovat
Cislo dané rovnosti

1 1
4+ =1 (6.1)
qa g
6.1.2 Lemma
Necht aq, as,...,a, jsou nezaporna realna cisla. Pak plati (3!, a;)’ < Ty i, ai.
6.1.3 Veta
Necht @ >0, b > 0 a ¢ > 1. Potom plati
a? bl
ab< — + —. (6.2)
q
Pritom rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a? = b9.
Diikaz:
e pro b =0 nebo a = 0 je platnost tvrzeni zfejma
e uvazmetedy a >0ab>0
e pro pevné zvolené b > 0 budeme vysSetrovat funkci
a? bl
pl) =+ = —ab

e tato funkce je spojita na intervalu (0,00) a v mnoziné (0, 00) mé derivaci i—i =a? ' b
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: _ o 1 _ o 1
e uvazovana funkce je tedy ostfe klesajici na intervalu (0,b71) a ostfe rostouci na intervalu (ba-T, cc)

6.1.4 Lemma

Necht a > 0, b > 0. Necht dale ¢ < 1 a g # 0. Potom plati

minimum funkce ¢(a) tedy nastava v bodé a = bq%l, tj. pro takova a, b, pro néz a4 = b9

hodnotou nalezeného minima je

q q 1 1
min tp(a)—a——l—af—a-aql—aq<—+—~—1>—0
aERJ q q

tedy pro vsechny ostatni hodnoty je p(a) > 0, to jest plati vztah (6.2)

a?  b?
ab> —+ —
q

Pritom rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a9 = b9.

6.1.5 Veta — Holderova nerovnost

Necht ay, az, .

Diikaz:

..,arabl,bg,..

., b, jsou nezaporna realna Cisla. Necht dale ¢ > 1. Pak plati

1
fone(£9) (549
k=1 k=1 k=1

Q=

e pro @ = 0 nebo b= 0 je platnost tvrzeni zfejma

potom plati

z véty 6.1.3 plyne

nenastane-li tento pripad, polozme pro k € 7

ay by,

A]g = 7‘77 Bk =
(> =1 af)

Q=

Al + A4+ .. +A=Bl+Bi+.. . +BI=1

1 -
ApBy < Al + =B]
q

| =

odtud sectenim a uzitim vztahu (6.6)

T

ZAkBk <

1
k=1 q

zpétnym dosazenim za Ay a By ze vztahu (6.5) potom dostavame nerovnost (6.4), jez byla dokazat

6.1.6 Lemma — Hélderova nerovnost ¢. 2

Necht ay, a2, ..

Dikaz:

.,arabl,bg,...

, by jsou kladna realna Cisla. Necht dale ¢ < 1 a ¢ # 0. Pak plati

1 1
S axby > <Zag>q (Zbg>q.
k=1 k=1 k=1

(6.6)
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6.1.7 Veta — Minkovského nerovnost
Necht ay, ag,...,a, a by, ba, ..., b, jsou nezaporna realna Cisla. Necht dale ¢ > 1. Pak plati

() (5 ()

(6.8)
Diikaz:
e pro ¢ = 1 je platnost tvrzeni ziejma
e pro g > 1 uzijeme rozpisu
Z(ak + bk)q = Z(ak + bk)qilak + Z(ak + bk)qilbk (69)
k=1 k=1 k=1

oznaime ci = (ay +bg)? ! = (ax + bk)%

z Holderovy rovnosti (6.4) pak dostavame

S (Z)

Q=
N
B
Il 3
—
o
ESY
~_—
Q=
Il
N
]
-
—
S
ESES)
~
Q=
N
B
5
—~
S
ES)
+
>
Bl
S~—
~
Q=

podobné

T

k=1

k=1

e z rovnosti (6.9) pak plyne

Q=

Q=
Il
N
]
-
—
>
ES
~_—
Ql
YN
B
<
—~
S

ES)

+

>

Sl
S~—
~
Q=

(24)

k=1

i(ak +bg)! = Z cray + Z erby < <Z ar + bk)q> q (i aZ) q + <ZT: bZ) q
k=1 k=1 k=1 k=1

(o) e () (0]
k=1 k=1 k=1

o jelikoz ale stale plati vztah (6.1), a tedy 1 — %

=

e odtud

7 plyne odsud dokazované tvrzeni

6.1.8 Lemma — Minkovského nerovnost ¢.2

Necht’al,ag, .,arabl,bg,..

b, jsou kladna realna cisla. Necht dale ¢ < 1 a g # 0. Pak plati

(Z(ak+bk ) (Zak> <Zbg>q (6.10)
k=1 =1
6.1.9 Poznamka

Véty 6.1.5,6.1.6, 6.1.7 a 6.1.8 |ze zobecnit také pro komplexni Cisla. Napf. pro ¢ > 1 a libovolnd @ € C" a b € C” plati

r S/ 3
arby| < larby| < lag|? bel? |
S|« it < (o) (S
=1

k=1 k=1

(o) (Spr) < (o)« (Sm0)

177

(6.11)

(6.12)
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6.1.10 Veta — Bunjakovského nerovnost

Necht aq, as,...,a, a by, ba, ..., b, jsou libovolnd komplexni Cisla. Pak plati
kA 2 T K
> arbi| <D lar > bkl (6.13)
k=1 k=1 k=1

Dikaz:

e tvrzeni vyplyvad z nerovnosti (6.11) po dosazeni ¢ = 2

6.2 Pre-Hilbertovy prostory

V této casti kapitoly zavedeme obecny pojem skalarniho soucinu. Zobecnime tedy skalarni soucin vektord 7 € R" a
7 € R" zavedeny na stredni Skole vztahem -4 = >\, z;y;.

6.2.1 Definice

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C. Zobrazeni {.|.) : V x V — C nazveme skaldrnim soucinem, jestlize
spliuje tzv. axiomy skalarniho soucinu:

e levd linearita: pro viechna %, 7,z € V a kazdé a € C plati (o + §]2) = a(Z|2) + (¥]2)
e hermiticita: pro vsechna Z, 7 € V plati (Z|7) = (§]7)*
e pozitivni definitnost: pro viechna Z € V plati (Z|&) > 0 a navic (Z|Z) = 0 pravé tehdy, kdyz & = 0.

Dvojici {V, (.|.)} nazyvame prehilbertovskym prostorem.

6.2.2 Lemma

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C a (.|.) : V x V > C skalarnim soucin. Pak pro vsechna Z, ¢, 2 € V
a a € C plati rovnosti (0|Z) = (Z|0) = 0, (F|ay + 2) = o™ (Z|§) + (Z|Z).
6.2.3 Veta — Schwarzova-Cauchyova-Bunjakovského nerovnost
Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C a (.|.) skalarni soucin na V. Pak pro vsechna #,§ € V plati
nerovnost
[(Z9)| < VA{ZIZ) (719). (6.14)
Diikaz:
e trivialné ovéfime, ze pro & = 0 plati v Schwarzové-Cauchyové-Bunjakovského vztahu znaménko rovnosti
e podobné tomu bude, pokud je vektor ¢ linearni kombinaci vektoru 7, tj. kdyz existuje A € C takové, ze §j = A%
e pak totiz [(Z[)| = [(F|AD)| = [A*[(Z]Z) = [A[(Z]Z)

e a také

V@) (J17) = V(@17) (AT]AZ) = /AN (7]7) (#]7) = VINR(E]2)? = |A(#]7)

e zbyva tedy zkoumat pripad linedrné nezavislych nenulovych vektordl, kdy tedy pro vsechna nenulova A € C plati
nerovnost A¥ — ¢ # 0

e v tomto pfipadé tedy z axiomu pozitivni definitnosti vyplyva, ze (A\Z — y|\Z — ¢) > 0
e budeme nyni upravovat levou stranu této nerovnosti, ¢imz ziskame vztah

INX(]7) — Malg) — A" (717) + () > 0 (6.15)

e uvedeny vztah plati pro vSechna A\, my vSak zvolime jedno specialné vybrané, a sice

L ) ._ @

(@) (#]7)
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e tyto dvé hodnoty dosadime do vztahu (6.15) a ziskdme

— — = +(7ly) >0
G @ @
e odkud jiz plyne nerovnost
Kl
——— t {yy) >0,

e tim je nerovnost (6.14) dokéazana

6.2.4 Poznamka

Vztah (6.14) je spojovan se jmény tfi matematika: jsou jimi francouz Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857), rus Viktor
Jakovlevic Bunjakovskij (1804 — 1889) a némec Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921). Zatimco Cauchy odvodil
roku 1821 nerovnost

n

> wey;

=1

n n
<D el | D lwel?,
/=1 /=1

kterd je rovnosti (6.14) na konkrétnim Hilbertové prostoru, Bunjakovskij dokazal v roce 1859 integralni variantu této
nerovnosti. Nezavisle na ném k téze nerovnosti dospél roku 1875 také Schwarz, ktery ji pak v roce 1885 dale zobecnil
pro pfipad vicerozmérnych integralt.

6.2.5 Poznamka

Pokusme se rozresit otazku, za jakych predpokladii zadava hermitovska forma (viz také definice (5.1.5))

aill a12 e a1y yT

. I a1 Q22 ... Q2 Y3
qq(Z,9) = TTAY = (z1, 20, .,20) - | R (6.16)

Ar1 Ao .. Qpp yr

skalarni soucin v C". Axiom levé linearity je splnén trivialné. Splnéni axiomu hermiticity je zaruceno tim, ze v definicnim
vztahu (6.16) je druhy vektor zpracovavan v komplexné sdruzené podobé a matice A je hermitovska. Aby ale byl splnén
pozadavek pozitivni definitnosti, musi byt pridruzend kvadraticka forma ¢(Z, &) pozitivné definitni. Jako disledek tedy:
Kazda bilinearni forma ¢q(#,y) v R", jejiz prislusna kvadraticka forma ¢(&) je pozitivné definitni, zadava na R” skalarni
soucin, tzv. A—skalarni soucin

(Z)a = qq(Z,7) = TTAY. (6.17)

Standardni skalarni soucin

(@) =Y iy = &G = 2Ty (6.18)

=1

je tedy specialnim pfipadem obecného soucinu (6.17). Budeme ho nadale znacit symbolem (Z|%)s.

6.2.6 Definice

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C a (.|.) : V x V +— C skalarni soucin. Rekneme, ze vektory &, € V
jsou ortogonalni a oznacime Z L 7, plati-li pro n& rovnost (Z|f) = 0. Rekneme, ze mnozina vektord {#, 7, ..., %, } je

ortogonalni ve V, plati-li implikace ¢ # j = &; L Z;.

6.2.7 Poznamka

Je-li A—skalarni soucin zaveden maticovym vztahem (6.17), splyva pojem ortogonality z definice 6.2.6 s pojmem
q—ortogonality z definice 5.1.32.
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6.2.8 Definice

Necht je dan prehilbertovsky prostor {V,(.|.)} nad télesem C a dva nenulové vektory &, ij € V. Uhlem vektorii T,
budeme rozumét cislo

&l
S

(6.19)

Z(#,Y) := arccos <m> .

6.2.9 Poznamka

Ve vzorci (6.19) musi byt absolutni hodnota, protoze skalarni soucin je obecné definovan jako komplexni Cislo, které
z pochopitelnych divodii (nebot nelze vypocitat napf. arccos(2 + 3i)) nemiize byt dosazeno do vzorce bez absolutni
hodnoty.

6.2.10 Veta

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C se skalarnim soucinem. Necht Z, 4 € V jsou libovolné dva nenulové
vektory. Pak & a ¢/ jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz plati rovnost |(Z]7)|? = (Z|Z) - (§]7).

Dikaz:

e dokazeme nejprve prvni Cast tvrzeni

e necht tedy existuje A\ € R takové, ze i = \¥

e pak pro levou stranu dokazované rovnosti plati [(Z|7)|? = [(Z|A\Z)|* = ‘x\*(:ﬂfﬂz = AP <f|f>2

e pro pravou stranu dokazované rovnosti plati (Z|7) - (§]3) = (Z|Z) - (\Z|\T) = /\/\*<:1?|:1?>2 =|\? <f|:1?>2
e dokazeme nyni druhou cast tvrzeni

e necht tedy 7 a i/ jsou linearné nezavislé, odkud ihned plyne, ze @ # 0, i # 0 a také (§ — \Z|j — A\Z) > 0 pro
jakékoli A € C

e uvazme sérii rovnosti

(§ = AZ|G = AT) = (G19) + (F] = AZ) + (=AT|F) + (—AZ] = ML) = (§1§) — \(F1Z) — MT|7) + [\[*(Z|Z)
e protoze (i — AZ|§ — AZ) > 0 pro jakékoli A € C, musi také (7]7) — \*(7]Z) — MZ|7) + |A[*(Z|Z) > 0
e zvolime-li A = (7|Z)/(#|Z), a dosadime-li tuto hodnotu do predeslé ostré nerovnosti, dostavame

0 (75) = 3 (515) ~ M) +(518) = (7)) ~ (s + L

odkud (po elementérni Gpravé vyuzivajici hermiticitu skalarniho soucinu) plyne, ze [(Z7)|? < (Z|Z) - (7]7)

6.2.11 Veta — o funkcionalnim skalarnim soucinu s vahou

Necht a,b € R. Necht € ({a, b)) je vektorovy prostor viech funkci f(z) : R — R spojitych na intervalu (a, b) zavedeny
nad télesem R. Necht je dana funkce w(z) € € ({a, b)) kladna na (a,b). Pak formule

b
(f(@)lg(@)),, = / f(@)g(x)w(z) dz (6.20)
spluje axiomy skalarniho soucinu na € ({a,d)).
Dikaz:

e nejprve je tieba prokazat, ze vyraz (6.20) vraci redlnou hodnotu pro libovolné dvé funkce f(x), g(z) € € ({a,b))

e integrand f(x)g(z)w(x) je ale spojitou funkci na (a, b) a integrani mnozinou je kompaktni interval, a z integralniho
poctu tudiz plyne, ze prislusny integral je vzdy konvergentni
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e zvolme libovolné f(z),g(x), h(x) € €({(a,b)) aa € R

e snadno

b b
(o f(@)g(x) = / o [(@)g()w(z) dz = o / f@)g@w(z) dz = a{f(z)]g(x)).
b

b
(f(z) + h(z)lg(x)) :/ f(fl?)g(x)w(x)der/ h(z)g(x)w(x) de = (f(z)|g(x)) + (h(z)lg(z))

a

e ovéreni hermiticity (zde symetrie) je také snadné:
b b
(f(@)lg(z)) = / f(@)g(@)w(z)dr = / 9(@)f(2)w(z) dz = (9(z)|f(z))

e zbyva dokazat pozitivni definitnost
e splnéni nerovnosti \
U@ = [ Paut e >0
je zaruceno trividlng, k cemuz také dopomaha volba vahy w(x), ktera je z predpokladii kladna
e ckvivalence .
U@ = [ Pau@as=0 o f@)=0
je diisledkem skutecnosti, Ze funkce f2(x)w(z) je jednak spojita a také nezaporna

e integral z takové funkce miize byt nulovy pouze tehdy, je-li tato funkce ryze nulova

6.2.12 Veta

Necht a € R. Necht %, ((a,+o0) je vektorovy prostor vsech funkci f(x) : R +— R spojitych a omezenych na intervalu
(a, +00) zavedeny nad télesem R. Necht je déle dana kladn4 readlna funkce w(z) € € ({a, +00)), kterd je na (a,+o0)
integrabilni. Pak formule

(@lo@),, = [ fagta)ulz) e (6.21)
splhuje axiomy skalarniho soucinu na %, ({a,b)).
Diikaz:
e nejprve je tieba prokazat, ze vyraz (6.21) vraci redlnou hodnotu pro libovolné dvé funkce f(x), g(z) € €o({a, +00)
e k tomu uzijeme srovnavaci kritérium pro integral

e absolutni hodnota integrandu |f(x)g(z)w(x)| je totiz majorizovana funkci KLw(z), ktera je ale z predpokladt
dokazované véty integrabilni

e ze srovnavaciho kritéria pak plyne, ze f(z)g(x)w(z) je také na (a, +0o0) integrabilni
e existence Cisel K, L plyne z omezenosti funkci f(z), resp. g(x), kdy napt. |f(z)| < K pro vSechna x € (a, +00)

e naplnéni axiomi skalarniho soucinu lIze pak prokazat analogicky k ditkazu predchozi véty

6.2.13 Lemma

Necht %o(R) je vektorovy prostor vsech funkci f(z) : R — R spojitych a omezenych na R zavedeny nad télesem R.
Necht je dale dana kladna realna funkce w(z) € ¥(R), ktera je na R integrabilni. Pak formule

(S@ls@),, = [ " f@)g()w() ax (6.22)

splhuje axiomy skalarniho soucinu na %,(R).
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6.2.14 Definice

Funkce w(x) z predeslych tvrzeni nazyvame vahou skaldrniho soucinu a vybrané reprezentanty nazyvame nasledovné:
e standardni (Legendreova) vaha: pro volbu w(z) =1 na (a,b), kde —0o < a < b < 400,
e Laguerreova véha: pro volbu w(z) = e™" a Cy((0,0)),

e Hermiteova vdha: pro volbu w(z) = e " a Co(R),

e Cebysevova vaha: pro volbu w(z) = \/11_7 a O((—1,1)).

6.2.15 Poznamka
Véty 6.2.11, 6.2.12, lemma 6.2.13 a definice 6.2.14 mohou byt pochopitelné reformulovany také pro pripad prostorii

vicedimenzionalnich spojitych (popf. omezenych) funkci.
6.3 Skalarni soucin na prostorech komplexnich funkci realné promenné

Pro navazujici partie matematické analyzy je extrémné vyhodné prevézt predeslé poznatky do feci komplexnich funkci
realné proménné. Nad timto Gkolem se zamyslime v tomto oddile.

6.3.1 Definice

Rekneme, ze funkce f(x) je komplexni funkci realné proménné, pokud Dom(f) C R a Ran(f) c C.

6.3.2 Poznamka

Symbol Z(M) bude reprezentovat mnozinu vsech redlnych funkci g(z) : R — R, pro néz existuje Riemanniv integral
(Z) [, 9(x)dx a je konecny, tj. pro M C R

R(M)={g(x): M - R: (%)/ g(z)dz € R}.

M

6.3.3 Definice

Necht f(z) : R — C je komplexni funkce realné proménné a M C R. Necht Re(f(z)),Im(f(x)) € #Z(M). Pak
definujeme

/M f(z)dx := (Z) /M Re(f(z))dx + i (%’)/ Im(f(z)) dx.

M

6.3.4 Lemma
Necht f(x): R — C je komplexni funkce realné proménné a M C R. Necht Re(f(z)),Im(f(x)) € Z(M). Pak

/M £ () da = { RE dx]*.

6.3.5 Veta — o funkcionalnim skalarnim soucinu

Necht a,b e R,a<ba
V={f(@): R C: Re(f(2)),Im(f(2)) € C((a,1)) |

je funkcionalni vektorovy prostor nad télesem C. Pak zobrazeni
b
(o) = [ fa)g(@)as
a
definované na V reprezentuje skalarni soucin, a dvojice {V, (:|-)} je tudiz prehilbertovskym prostorem.

Dikaz:
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nejprve dokazeme, ze pro libovolné f(x), g(x) € V definicni integral existuje a je konecny

snadno nahlédneme, ze

b b
/ (Re(f) +1iIm(f))(Re(g) — 1 Im(g)) do = / (Re(f)Re(g) + Im(f)Im(g)) dx+

b
+i/ (Im(f)Re(g) — Re(f)Im(g)) dx

jelikoz jsou oba integrandy spojitymi funkcemi na kompaktu (a, b), oba integraly existuji a jsou koneéné

tedy (f|g) € C pro kazdé f(x),g(z) € V

levou linearitu, tedy prvni axiom skalarniho soucinu, prokdzeme sérii nasledujicich aprav

/ab(f + ah)g*dx = /ab(f + ah)Re(g)dx — 1 /ab(f + ah)Im(g)dz =
- / (Re(f) + ihm(f) + aRe(h) + ailm(h))Re(g) dr—
- '(Re(f) + 1Im(f) + aRe(h) + oilm(h))Im(g) dz —
- / " Re(f)Re(g) dz + /  Re(h)Re(g) dr + 1 /  Im(f)Re(g)az + ia / L) Re(q) dr—

b b b b
—i/ Re(f)Im(g)dx — ia/ Re(h)Im(g) dx + / Im(f)Im(g)dx + a/ Im(h)Im(g)dz =
b

b b b
:/ Re(f)g*(x)d:v—i—a/ Re(h)g*(x )dx—i—i/ Im(f)g*(ac)dgc—i—ia/ Im(h)g*(x)dz =

/ f(z )dz + a/abh(x)g*(x) dz

e jako dalsi chod tohoto diikazu nabizime ovéreni hermiticity
b b b
(flo) = / f@g*@)ar = [ fla)Re(g)ar—1 [ fa)tm(g)as =
b b b b
/ Re(f )dz + 1/ Im(f)Re(g) dx — i/ Re(f)Im(g)dx + / Im(f)Im(g)dx =
b b b b *
/ Re(f )dr — 1/ m(f)Re(g) dz + i/ Re(f)Im(g) da:—l—/ Im(f)Im(g) dx] =

[/f elg)aa-+5 [ (s ] [/f ] _ ol

e pro argumentaci, ze hodnota (f|f) je nulova pravé tehdy, kdyz f(x) je striktné nulova funkce, je tfeba si uvédomit,
ze , ,
/ f@r @)ar= [ ®RH) + () ar = [ [7@)Par

e aby integral f; |f(x)|>dx z realné funkce, ktera je nezaporna a (vzhledem k predpokladiim véty) spojita, byl nulovy,
musi nutné | f(x)| = 0 pro vsechna = € (a,b)

e to ale maze v C({a, b)) nastat jediné tehdy, kdyz f(x) =0 na (a,b)

e tim je prokazano naplnéni axiomu pozitivni definitnosti, a {V, (-|-)} je tudiz prehilbertovskym prostorem
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6.3.6 Didsledek — o funkcionalnim skalarnim soucinu s vahou

Necht a,b e R,a<ba
Vz{f(:v) :R— C: Re(f(z)),Im(f(x)) € C((a,b>)}

je funkcionalni vektorovy prostor nad télesem C. Necht w(z) € C((a,b)) je kladna funkce na (a,b). Pak zobrazeni
b
Flghwi= [ F(@)g"(@)ula) as

definované na V reprezentuje skalarni soucin s vahou w(z), a dvojice {V, (:|-).} je tudiz prehilbertovskym prostorem.

6.4 Normované prostory

Na obecném vektorovém prostoru zavedeme nyni zobecnéni pojmu velikost vektoru.

6.4.1 Definice

Necht V je vektorovy prostor nad télesem C. Zobrazeni ||.|| : V — R nazveme normou, jestlize spliuje tzv. axiomy
normy:

e nulovost: ||Z|| = 0 pravé tehdy, kdyz # = 0

e Minkovského nerovnost: pro vsechna Z,y € V plati: |7+ 7| < ||Z]| + || 7]
e homogenita: pro vsechna & € V a kazdé X\ € C plati: [|AZ]| = |A] || 7] .

Dvojici {V, |||} nazyvame normovanym prostorem.

6.4.2 Priklad

Ukazeme, ze pro libovolny prvek 2z € V z normovaného prostoru V s normou | .|| plati nerovnost ||| > 0. Nejprve
snadno prokazeme, ze norma opacCného vektoru je stejnd jako norma vektoru pivodniho. Polozme A = —1. Pak z
axiomu homogenity plyne ||—Z| = |—1|||Z|| = ||#||. Dale pak v trojahelnikové nerovnosti polozme y := —z. Pak

17+ (=@)I| < [|Z]| + [| =] a nasledne 0 < |[Z]] .

6.4.3 Poznamka

Predesla véta je v teorii normovanych prostori naprosto zasadni, nebot umoznuje prenaset platnost jistych tvrzeni mezi
dvéma normovanymi prostory {V,|.||;} a {V,|.|l,}. Plati-li totiz urité tvrzeni o normé ||.|[; v normovaném prostoru
{R",||.Il,}, plati analogické tvrzeni o normé ||.||2 v normovaném prostoru {R", ||.||, }. Toho matematika hojné vyuziva
predevsim v dikazech vét z teorie funkce vice proménnych a ve funkcionalni analyze.

6.4.4 Poznamka

Standardni normu vektoru & € R", nékdy také nazyvanou normou euklidovskou, definujeme predpisem

Ovsem podobné jako byl zobecnén skalarni soucin, miize byt zobecnéna také norma. K tomuto zobecnéni nam poslouzi
nasledujici véta.
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6.4.5 Veta

Necht (.|.) je skalarni soucin definovany na vektorovém prostoru V nad télesem C. Pak zobrazeni n(Z) definované
predpisem
n () := /(Z|Z) (6.23)

je normou na V.
Diikaz:

e Ovérime axiomy normy

e axiom nulovosti:

— je-li & = 0, pak m2(0) := (0,0) = 0

) = 0, ale podle axiomu pozitivni definitnosti skalarniho soucinu toto mize

Nt

—

— je-li n(Z) = 0, pak tedy (Z,
nastat pouze tehdy, je-li £ =0

18y

— tim je ekvivalence pozadovana v axiomu nulovosti normy prokazana
e axiom trojihelnikové nerovnosti:
— provedeme nasledujici sérii Gprav
(7 + ) = (& + 717+ §) = (77 + (@17) + @) + (717 =
=2Re((Z]5)) + (@|Z) + @7 < 2|(@|7)| + n*(@) + n* (@)
— uzijeme-li nyni Schwarzovy-Cauchyovy-Bunjakovského nerovnosti (6.14), dostavame
n’(@ +§) < 2n(@n() + @) + 0’ = (@ +n()”
— tim je dokazano, ze n(Z + §) < n(&) + n(y)
e axiom homogenity:

— necht tedy A € C je zvoleno libovolné
— pak snadno n(AZ) := /(AZ|AZ) = VAN /(Z]Z) = /[P n(Z) = [\ n(Z)

e tim je prokazano, ze zobrazeni n(Z) je normou na V

6.4.6 Definice

Necht (.|.) je skalarni soucin definovany na vektorovém prostoru V nad télesem C. Pak zobrazeni n(Z) definované
vztahem (6.23) nazyvame normou generovanou skaldrnim soucinem.

6.4.7 \Veta — o rovnobéznikové rovnosti

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a skalarni soucin (.|.). Necht ||.|| je norma generovana timto skalarnim
soucinem. Pak pro kazdé 7,4 € V plati tzv. rovnobéznikova rovnost tvaru

12+ 701> + 17 — 711 = 2[|12)* + 2/171*.
Dikaz:
12+ FII° + 12 = §II° = (& + 1T+ §) + (F — 917 — §) = (@D) + (@|§) + G717 + @D+

H@|T) + (@] - 9) + (~712) + (7g) = 2(717) + 2(717) = 2I|Z[|* + 2] 71
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6.4.8 Veta — Pythagorova veta

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a skalarni soucin (.|.). Necht ||.|| je norma generovana timto skalarnim
soucinem. Pak plati implikace

@y =0 = |2 +I71* = |z + 71>
Dikaz:
e jelikoz (Z|yj) = 0, plyne z hermiticity skalarniho soucinu, ze také (y]Z) =0
e dale snadno ||+ §l|* = (& + 417 + ) = (£|Z) + (#]g) + (J17) + (@17)

e a protoze prostiedni dva ¢leny tohoto souctu jsou nulové, plati || + 7||? = (Z|Z) + (§]7) = |7]|* + || 7]

6.4.9 Poznamka

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a skalarni soucin (.|.). Necht ||.|| je norma generovana timto skalarnim
soucinem. Z véty 6.2.10 mimo jiné vyplyva nasledujici skutecnost. Plati-li pro nenulové vektory & a % rovnost

(@) = ] - 17,
pak existuje kladné A tak, ze i = AZ. Plati-li naopak rovnost
(@g) = Izl - 14,

pak je rovnost i/ = A\Z splnéna pro jisté zaporné .

6.4.10 Veta

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem R se skalarnim soucinem. Necht ||.|| je norma generovana timto skalarnim
soucinem. Necht jsou dale zadany dva libovolné vektory &,y € V. Pak &, jsou linearné zavislé (ve smyslu ¢ = \Z, kde
A > 0) praveé tehdy, je-li splnéna rovnost

12+ gl = [|2]] + |41 (6.24)

Dikaz:

e dokazeme nejprve prvni implikaci

necht tedy existuje A\ € R takové, ze iy = \¥

pak pro levou stranu rovnosti (6.24) mame ||Z + 7| = ||+ AZ|| = [1 + A| - || ]|

pro pravou stranu vychazi || Z]| + [|7]| = [|Z| + |\l || Z]] = (1 + [A) ||

nyni jiz snadno prokazeme, ze rovnost |1 + A| = 1 4 |\| nastava pravé tehdy, kdyz A\ > 0
e dokazeme nyni druhou implikaci

— necht naopak plati rovnost (6.24), tj. (Z+ ¢+ ¥) = (||Z|| + HQ'H)2

— jelikoz télesem v této vété je mnozina R readlnych Cisel, méni se hermiticita z definice skalarniho soucinu na
obycejnou symetrii, cili (Z|y) = (417)

— odtud ale (Z|) + (717) + 2(Z17) = |21 + |71 + 21|Z]| - [|F]l. potazmo (Z|7) = ||z - [| ]|

— diky této rovnosti a vété 6.2.10 (vcetné poznamky 6.4.9) odtud vyplyva, ze existuje nezdporné \ takové, ze
¥= A&

— tim je ditkaz zakoncen
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6.4.11 Veta
Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem R se skalarnim soucinem. Necht ||.|| je norma generovana timto skalarnim
soucinem. Necht jsou dale zadany dva libovolné vektory Z, ¢ € V. Pak Z, ¥ jsou linearné zavislé (presnéji § = A\Z, kde
A € (—=1,0)) prave tehdy, je-li splnéna rovnost
2] = 1171l + |7+ - (6.25)
Diikaz:

e dokazeme nejprve prvni implikaci

— necht tedy existuje A € (—1,0) takové, ze § = \¥

— pak pro pravou stranu rovnosti (6.25) mame
7] + |2+ 7| = |22 + ||& + AZ]| = Al |Z] + 11+ Al - [|1]
— nyni jiz snadno prokazeme, ze rovnost |\| 4+ |1 + A| = 1 nastava pravé tehdy, kdyz A € (—1,0)

e dokazeme nyni druhou implikaci

necht naopak plati rovnost (6.25)

to mimo jiné znamena, ze ||Z| > ||¥]]

ze vztahu (6.25) mame
(@12) + (g1g) + 2(@15) = 12° + I171* — 21121 - 141,

potazmo (7[3) = — || - |||

diky této rovnosti a vété 6.2.10 (vCetné poznamky 6.4.9) odtud vyplyva, ze existuje zdporné X\ takové, ze
¥ =\t
aby byla splnéna podminka ||Z]| > ||#||, musi navic platit |A| < 1, tedy A € (—1,0)

e tim je ditkaz zakoncen

6.4.12 Priklad

Necht je v prostoru R? zaveden skalarni soucin predpisem

I3 (7

. (6.26)
3 10 Yo

(#g) = (w1, 2) -

Necht jsou dany body @ = (—1,0) a b = (1,0). Naleznéme vsechny body & € R? tak, aby trojahelnik Adbe byl
pravoihly a mél pravy ahel pfi vrcholu & Ulohu budeme nejprve fesit pro standardni skalarni soucin. Oznacme tedy
T:=¢—d=(c1+1,c5)af:=G—b=(c1—1,¢3). Aby T L i v klasickém smyslu, musi platit (Z|7) = 2 +c2 —1 =0,
tudiz vsechny hledané body ¢ lezi na jednotkové Thaletové kruznici ¢ + ¢3 = 1. V pripadé skalarniho soucinu (6.26)
pak musi platit

3 Cc1 — 1

1
(Cl+1702)' 3 10 : :C%+1OC§+66162—1=0.
C2

Jedna se o rovnici kvadratické plochy. Jeji tvar vySetfime standardnim postupem.
Qc1,c0) = 2 +10c¢3 +6c1co — 1 = (c1 +3c2)> +c2 —1=0.

Vhodnymi body ¢jsou tedy takové body vyhovuji rovnici (¢1+3c2)?+c3 = 1, jez predstavuje Thaletovu elipsu prochazejici
body @ a b (viz obrazek).
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Obrazek 6.33
Thaletova kruznice (Carkovang) a Thaletova elipsa (plnou carou).

6.4.13 Definice

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C a (.|.) : V xV +— C skalarni soucin. Necht ||.|| je norma generovana

timto skalarnim soucinem. Rekneme, ze mnozina vektorii {fl , To, ..

pro kazdé i € 7 plati ||7;|| = 1.

6.4.14 Veta — Grammiv-Schmidtiv ortonormalizacni proces

. ,:E’T} je ortonormalni ve V), je-li ortogonalni a zaroven

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C a (.|.) : ¥V x V +— C skalarni soucin. Necht ||.|| je norma
generovana timto skalarnim soucinem. Necht {7, € V : n € N} je mnozina linearné nezavislych vektord z V. Pak
existuje ortonormalni mnozina {Z,, € V : n € N} vektorl z prostoru V takova, ze pro kazdé k € n plati

(G0, Gos oG] = [F1, T2, T

Diikaz:

oznaCme i, = i)

jelikoz ||dy|| # 0, |ze definovat &) = @ /||u1|

tedy |7 = 1

polozme iy = i> — (ia|T1) 1

pak plati (us]|Z1) =0

protoze jsou vektory ¥; a ¥ linedrné nezavislé, je ||uz|| # 0 a lze definovat Za = s /||usl|
mnozina vektord {Z1,Z>} je ortonormalni a navic [jl,gg]A = [fl, 1?2]/\

dale postupujeme indukci

necht mame sestrojenu ortonormalni mnozinu Sy, = {1, T2, . .., T } takovou, ze [1, 2, - - -, Jm |, = [T1, T2, ...

uvazme prvek @p 1 = Ym+1 — O peq (Gt 1|Tk) Tk

ziejmé (Uy,+1|Tx) = 0 pro kazdé k € m

protoze dle predpokladii véty jsou vektory 71, %, - - ., U, Gm+1 linedrné nezavislé, je w1 # 0
definujme vektor @11 = U1/ || U1l

pak je mnozina Sy, 1 = {Z1, %2, ..., Zm, Tm1} ortonormalni ve V a navic
I:yla Y2, ymv'r’m+1}>\ = I:xlv'rQ; s Yms ym+l})\

tim je dikaz proveden
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6.4.15 Priklad

Necht V' je vektorovy prostor ponnomu definovanych na uzavieném intervalu (0,1). Necht je ve V zadana spocetna

mnozina S = {1,z,2% 2%, 2%, 2° ...} linearné nezavislych prvki z V. Skalarni soucin libovolnych prvki f(x),g(z) € V

necht je podle vztahu (6 20) na V zadan vztahem

1
<ﬂmm@w::4.ﬂ@Mde

Budeme nyni hledat ortonormalni ekvivalent k mnoziné S. Uzijeme Grammav-Schmidtav ortonormalizacni proces disku-
tovany v predeslé vété. Jelikoz

HW=WmF=Alw=L

je tedy prvni z hledanych funkci funkce ¢;(x) = 1. Dale protoze
! 1
@) = [ was =,
0 2

polozime us(x) = x — . Pak tedy (x —| ) = 0. Jelikoz fo (z — 2)2 dz = %, je druhou z hledanych funkci funkce
lo(x) = V3 (22 — 1). Dale

@) = [ star =

<2|€2 \/_/ 2x—1dx_%.

Proto dle Grammovy-Schmidtovy procedury klademe

1 1 1
U3:x2—§—§(2x—1):x2—x+6.

Z normalizace ||us||? = 135 pak plyne, ze £3(z) = /5 (622 — 62 — 1). Analogicky (4(x) = v/7 (202 — 3022 + 122 — 1),
l5(z) = V9 (702* — 1402349022 — 202+ 1) atd. Timto zptisobem obdrzime tzv. Legendreovy polynomy ¢, (x) vyhovujici

rovnosti fol L (7). (x) Az = Sk Jejich nenormované pritbéhy o, (z) = \/";(Li_) vykreslujeme v nasledujicim grafu.

0,

Obrazek 6.34
Nenormované Legendreovy polynomy.

6.4.16 Priklad

Ukazeme nyni, jakym zpasobem zavést normu na prostoru matic. Necht .# je vektorovy prostor vSech Ctvercovych matic
fadu r nad télesem R. Ukazeme, ze zobrazeni n(A) := max{|A;;| : ¢,j € '} definuje na .# normu. Rovnost n(A) =0
nastava praveé tehdy, kdyz A je nulovou matici. Nerovnost

n(A+B) <n(A) +n(B)
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plyne z faktu, ze maximalnim elementem matice souCtu miize byt soucet maximalnich elementi obou matic, a to jesté
pouze v pripadé, ze se tyto dva maximalni elementy vyskytovaly na stejné pozici jak v matici A, tak v matici B. Dale
proa € R

n(ed) = max{|aA;;| : 4,7 € 7} = |a] max{|A;;| : 4,7 € 7} = |a|n(A).

O normu se tudiz jedna.

6.5 Ekvivalence norem

V celé sekci predpokladame, ze je dan vektorovy prostor V nad C konecné dimenze dim(V) = n, v némz je zvolena
pevna ale libovolna baze X = (&1,&5,...,&,). Soufadnice libovolného vektoru Z € V v bazi X’ oznaéme wy € C, tj.

= ZZ:l wkgk.
6.5.1 Definice

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a dvé normy ||.||; a ||.]|2. Rekneme, Ze norma ||.||2 neni silngjsi nez
norma ||.||1, jestlize existuje o > O takové, ze pro viechna ¥ € V plati || Z]|2 < «||Z||;.

6.5.2 Definice

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a dvé normy ||.|; a |.|2. Rekneme, ze normy ||.||; a ||.||2 jsou
ekvivalentni, neni-li jedna siln&jsi druhé, t.j. existuji-li a,, 5 > 0 takova, ze pro vsechna & € V plati:

1702 < eliZll A (2] < B1Z]2-

6.5.3 Veta

Zobrazeni || - [|x : V +— Ry, které kazdému vektoru ¥ € V prirazuje Cislo

n

@l =3l

k=1
spliuje axiomy normy.
Dikaz:

e norma ||Z||x je nulova pravé tehdy, kdyz viechny wq,ws,...,w, jsou nulové, coz mize nastat pouze pro nulovy
vektor, ¢imz je naplnén axiom nulovosti

e pro kazdé A € C a ¥ €V plati, ze

n
A E wkgk

k=1

IAZ]|x =

Z()\wk)gk
k=1

= Pewrl =AY lwrl = - 18]
=1 k=1

X X

e proto je splnén také axiom homogenity

e axiom trojahelnikové nerovnosti prokazeme sérii nasledujicich aprav

n n
E WrER + E 21
k=1 k=1

n

Z(wk + 221, )E%

k=1

17+ gllx =

n
= Z lwr, + 2| <
k=1

X X

n n
<D lwrl + Y el = 172 + 17l
k=1 k=1

kde bylo vyuzitu faktu, ze nerovnost |a + b| < |a| + |b| plati pro kazda komplexni a,b € C

6.5.4 Definice

Normu | - [|x+ : V = R{ z véty 6.5.3 nazyvame souradnicovou normou v bizi X = (&1,&,...,&,), nebo kratce
souradnicovou normou.
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6.5.5 Lemma

Relace byti ekvivalentni (oznagme ji symbolem £) je ve tfidé vsech norem zavedenych nad tymz vektorovym prostorem

e a) reflexivni, tj. || - ||+ 2 || - |1,
o b) symetrickd, tj. [|-lL = 1|l = [-l2= 11,
o a) tranzitivni, . || (L 2 (1l A (D=0 ls = =1 ls.
6.5.6 Veta
Pro kazdé & z normovaného prostoru {V, | - ||} s libovolnou normou plati nerovnost
n n
I <Y lwl - > lExll
k=1 k=1
Diikaz:
e snadno:
12 =Y S wrk]| <D Nlwwgkll <D lwrl - Nkl <D lwnl - > l1Ex]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

e v odvozeni bylo vyuzito [] axiomu trojahelnikové nerovnosti, [1 axiomu homogenity a nakonec také [] rovnosti
S arbe <D0 ak - > _, by platné pro libovolna nezaporna cisla
k=1 OkOk X 2 _j—1 Ok k=1Yk P p %

6.5.7 Veta

Pro libovolnou normu v normovaném prostor {V,| - ||} existuje Cislo 4 € R™T tak, ze pro vsechny Z € V), pro néz
[Z]lx =1, je [|Z]| > p.

Diikaz:
o predpokladejme naopak, ze pro viechny 1 € RT existuje vektor takovy, ze ||7]|x =1 a || Z|| < p
o je-li ale ||Z]] mensi nez libovolné kladné Gislo i, pak zjevné ||Z|| = 0, odkud plyne, ze & = 0

e to je ale ve sporu s faktem, ze ||Z||x = 1, protoze podle axiomu nulovosti nemaze nulovy vektor mit nenulovou

normu
6.5.8 Veta
Vsechny normy zkonstruované nad V jsou ekvivalentni se soufadnicovou normou || - || x.
Dikaz:
e podle definice ekvivalence norem je treba pro libovolné zvolenou normu || - || dokazat, ze || - || = || - || x, tedy, ze

existuji ¢isla o, 3 € R tak, ze pro vechny F € V' :
17 <eall@llxe A [lZ]x < 87
e z povahy definice ekvivalence norem je ziejmé, ze neni tieba se zaobirat vektorem # = 0, proto ho z nasledujicich
odvozeni vyjmeme

e 7z véty 6.5.6 vyplyva, ze

f D Y
” H < Zkfl Zkfl _ Z H5k||7
k=1

ElFan 2 k=1 |wr]

kde ¢islo ;. ||€%|| je nezavislé na volbé Z, nebot se jedna o konecny soucet norem vektorti pevné zvolené baze
ve V

e za hledané « z definice ekvivalence norem lze tedy klast o := "7, [|€%]|
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o pak totiz || 7] < o7 x

e pro ditkaz druhé nerovnosti nejprve uvazme, ze pro kazdy nenulovy vektor ¥ € V existuji Cislo o > 0 a vektor
Zo €V tak, ze | Follx =1 a ||&]|x = ||loZo]lx

e pro libovolné Z € V'\ {6} tedy nalezneme o a %y dle predchoziho a provedeme sérii téchto Gprav zalozenych na
substituci ¥ = o7 :
1ZI_ lledoll [l

1Zlx  lloZolla  [[Zollx

= || o]l

e hodnota ||Z]| je ale podle véty 6.5.7 omezena zdola univerzalni hodnotou 1 > 0 nezavislou na volbé 7y, a tedy
nezavislou na volbé ¥
e proto

. T
7S 5 e < 12
EP p

=: Al

coz bylo dokazat

6.5.9 Veta — o ekvivalenci vsech norem

Je-li dimenze normovaného prostoru ¥ konecna, jsou kazdé dvé normy na ) ekvivalentni.

Diikaz:

e zvolme tedy dvé normy || - ||; a || - ||2 zavedené na tymz vektorovym prostorem V

e podle véty 6.5.8 plati, ze || - |1 2 || - lxa |- l2 = || - [|x

e jelikoz je ale relace ekvivalence podle lemmatu 6.5.5 symetricka a tranzitivni, vyplyva odsud, ze také ||- |1 = |- |2,

coz doklada platnost tvrzeni

6.6 Metrické prostory

Treti ze zakladnich pojmi této kapitoly je pojem metriky, tj. zobecnéni pojmu vzdalenost. Jemu bude vénovana tato
sekce.

6.6.1 Definice

Necht M je libovolna neprazdna mnozina. Zobrazeni o : M x M — R nazveme metrikou, jestlize splhuje tzv. axiomy
metriky:

e nulovost: o(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyz z =y
e symetrie: pro vsechna x,y € M plati o(z,y) = o(y, x)
e trojlhelnikovd nerovnost: pro vsechna z,y, z € M plati o(x, z) < o(x,y) + o(y, 2)

Dvojici {M , g} nazyvame metrickym prostorem.

6.6.2 Poznamka

Povsimnéte si, ze na rozdil od skalarniho soucinu a normy je metrika definovana na obecné mnozing, ne tedy nutné na
prostoru vektorovém. Prvky z M totiz nepotfebujeme v definici 6.6.1 sCitat ani nasobit Cislem.

6.6.3 Priklad

Ukazeme, ze pro libovolné prvky z,y € M z metrického prostoru M s metrikou g plati nerovnost o(z,y) > 0. Polozme
v trojahelnikové nerovnosti z := x. Pak o(z,2) < o(x,y) + o(y,x) a nasledné za pouziti prvniho a druhého axiomu
ziskavame 0 < o(x, y).
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6.6.4 Lemma

Zobrazeni zavedené predpisem
T(z,y) ==

je metrikou na libovolné mnoziné M.

6.6.5 Definice

Metriku zavedenou mnoziné M vztahem (6.27) nazyvame trivialni metrikou.

6.6.6 Veta

Necht p > 1. Pak zobrazeni zavedené predpisem

r 5
op(Z,7) = (Z\wk - yﬂ”)
k=1
je metrikou v R".

Dikaz:

e vlastnosti nulovosti a symetrie jsou splnény trivialné

e trojahelnikova nerovnost je splnéna podle vztahu (6.12), kde klademe a), = =) —

arp + by =z — 21

6.6.7 Definice

Metriku zavedenou na prostoru R" vztahem (6.28) nazyvame p—metrikou.

6.6.8 Veta

Zobrazeni zavedené predpisem

Q

(#,9) := max |w; —yil
AN
je metrikou v R”.

Dikaz:

e vlastnosti nulovosti a symetrie jsou opét splnény trivialné

e trojahelnikova nerovnost vyplyva z nerovnosti |x; — y;| < |x; — 2| + |2 — yi] < o(Z,

—»
3

e jelikoz kazdy rozdil |x; — y;| je mensi nez o (&, 2) + o(Z, 4), plati také, ze maxi<i<r |2 — yi| < o(Z, 2) + 0(Z,9)

coz bylo dokazat

6.6.9 Definice

(6.27)

(6.28)

Yk, b = Yk — 2k, Q tedy

(6.29)

2) +0(2,9)

—»
3

Metriku zavedenou na prostoru R” vztahem (6.29) nazyvame o—metrikou, popf. Cebysevovou metrikou.

6.6.10 Poznamka

Vztah mezi o —metrikou a p—metrikou mize byt vyjadren rovnici o(Z, ) = lim,— o 0p(Z, ¥).
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6.6.11 Poznamka

Specialnimi pripady p—metriky jsou tzv. sitova metrika (p = 1)
T
01(Z,5) =) |vi — il
i=1

a klasicka tzv. euklidovskd metrika (p = 2)

6.6.12 Poznamka
Mezi sitovou, euklidovskou, obecnou p—metrikou a 0 —metrikou plati nasledujici vztah. Necht p > 2. Pro kazdé Z, 4 € R"
plati

— = — — =

o(Z,9) < 0p(Z,7) < 0e(Z, ) < 01(Z, 7).
Navic také

kde tentokrat p > 1.

6.6.13 Veta

Necht oip(x,y) je metrika na R. Pak zobrazeni
r
o(Z,§) = ow(i, i)
i=1
je metrikou na prostoru R".

Diikaz:
e neni obtizné ukazat, ze pokud 7 = ¢, pak o(Z,7) =0
e pokud naopak o(Z, ) = 0, je z definicniho vztahu zfejmé, ze vsechny sCitance o1p(z;, y;) museji byt nulové
e to ale z axiomu nulovosti metriky o1p(z,y) vede na rovnosti z; = y; pro vsechna i € 7, odkud & = ¢
e tim je dokazana ekvivalence axiomu nulovosti
e axiom symetrie je splnén trivialné
e zvolme dale Z, 4, 2 € R" libovolné
e z axiomu trojihelnikové nerovnosti vime, ze pro vsechna i € 7 plati
010(24, 2i) < 010(%4,Yi) + 010 (i, 2:)

e seCtenim vsech r téchto rovnosti dostavame pozadovanou nerovnost o(z, z) < o(z,y) + o(y, 2)

6.6.14 Veta

Zobrazeni zavedené predpisem o(x,y) := |x — y|? pro p € (0,1) je metrikou na prostoru R.

Diikaz:
e axiomy nulovosti a symetrie jsou splnény trivialné
e axiom trojahelnikové nerovnosti je splnén diky platnosti nasledujiciho tvrzeni:

(Va,b € R) (Vp € (0, 1>) 2 a4+ bP < (Ja] +10)P < |af? + |b)P

e polozime-livnéma=x—yab=y— z, dostavame |z — z|? < |z — y|P + |y — 2|, coz bylo dokazat
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6.6.15 Lemma

Zobrazeni zavedené predpisem o(z,y) := [|z — y|| je metrikou na prostoru R.

6.6.16 Veta

Necht p € (0,1). Pak zobrazeni zavedené predpisem
Xp(Z,0) == |ai — yil” (6.30)
i=1

je metrikou na prostoru R".
Diikaz:

e plyne z vét 6.6.13 a 6.6.14

6.6.17 Definice

Metriku zavedenou na prostoru R" vztahem (6.30) nazyvame x,—metrikou.

6.6.18 Veta

Zobrazeni zavedené predpisem
03 (#,7) = 3 _[li = will (6.31)
je metrikou na prostoru R".
Dikaz:

e plyne z lemmatu 6.6.15 a z véty 6.6.13

6.6.19 Definice

Metriku zavedenou na prostoru R" vztahem (6.31) nazyvame skokovou metrikou,.

6.6.20 Definice

Necht {M, o} je metricky prostor s libovolnou metrikou o(z, y). Necht A, B jsou libovolné podmnoziny mnoziny M # ().
Vzdalenosti mnozin A a B rozumime Cislo

dist(A4, B) := inf {o(z,y) : vt € A A y € B}.

Vzdélenost bodu a € M od mnoziny A C M definujeme jako dist(A4, a) := dist(A, {a}).

6.6.21 Lemma

Necht je dan vektorovy prostor V a norma ||.||. Pak zobrazeni ||Z — ¢/|| je metrikou na V.

6.6.22 Definice

Metriku zavedenou na vektorovém prostoru V vztahem ||Z — ¥]|| nazyvame metrikou generovanou normou.

6.6.23 Poznamka

Z definic 6.4.6 a 6.6.22 vyplyva, ze zakladnim stavebnim kamenem (generatorem) zkoumanych prostori je skalarni soucin.
Pomoci ného lze totiz definovat normu a pomoci této normy pak metriku.
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6.6.24 Poznamka

Z poznamky 6.4.3 plyne nasledujici fakt pro metriky p, 0 generované po fadé normami ||.||1 a [|.||2. Plati-li urcité tvrzeni
o metrice o v metrickém prostoru {R”, o}, plati analogické tvrzeni o metrice g v metrickém prostoru {R", 9}.

6.6.25 Definice

Necht jsou ve vektorovém prostoru VV dany dva body @ a b. Pak dseckou s krajnimi body @ a b rozumime mnozinu

ab:={feV: T=a+t(b—a),te (0,1}

6.6.26 Definice

Necht je zadan vektorovy prostor V. Rekneme, ze mnozina M C V je konvexni ve V), jestlize pro kazdé dva body
Z,y € M plati <> 2y C M.

6.6.27 Veta

Necht je dan normovany prostor {V,|.||} a metrika o(Z,7) : V x V — R generovana uvedenou normou. Necht jsou

dany body #, ¢, Z € V tak, ze bod Z lezi na Gsecce « Zy. Pak plati o(Z, %) = o(Z, 2) + 0(Z,7)
Diikaz:
e necht 27 €+ 7y

e pak existuje t € (0,1) tak, ze Z=Z + t(y— 7

~

tudiz o(7, 2) = |7+ ¢(§ — ) — || = [|t(§ = 2)|| = [¢] - |§ — Z[| = [t|e(Z,§) = to(Z,7)

dale o(7,2) = [|[€+ (¢ — &) — gl = It = DG = D = [t = 1] - [|F = Z|| = [t = 1]o(&,7) = (1 = )e(7,

odtud pak o(Z, 2) + o(Z,9) = to(Z,9) + (1 — t)o(Z, ) = o(Z,¥)

&

6.6.28 Poznamka

Upozornujeme, ze predeslé tvrzeni plati pouze pro metriky generované normou. Napf. pro trivialni metriku tvrzeni neplati,
nebot pro body # = (0,0), ¥ = (2,0) a Z = (1,0), jez zjevné lezi na jedné pfimce, plati

T(Z,§) =14 7@, 2)+7(Z,9) =1+1=2.

6.6.29 Veta
Necht je dan normovany prostor {V. .||} a metrika o(Z, %) : V x V — R generovana uvedenou normou, jez byla gene-
rovana skalarnim soucinem. Necht jsou dany body Z, ¢,z € V tak, ze plati rovnost o(Z, %) = o(Z, 2) + o(Z, 7). Pak Z

lezi na GsecCce < Ty.
Dikaz:
e z predpokladi véty plati |2 — || = [|Z — 2] + || — 7|

—

e oznaCme @ :=2 — 4, b:= 2 —

8

e pak tedy Z— § = b+ a a plati ||@|| = ||b]| + ||b+ a|

e podle véty 6.4.11 tedy existuje A € (—1,0) takove, ze b=\

e podotykame, ze véty 6.4.11 bylo mozno uzit také proto, ze pracujeme s normou generovanou skalarnim soucinem
e pakale Z— 7 = \(Z — %)

e polozime-lit = —\, mame Z = ¥+ t(y — &), kde ¢ € (0, 1), coz bylo dokazat
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6.7 Konvergence v metrickych prostorech

Budeme nyni definovat tzv. Hilbertovy prostory, jejichz uziteCnost ocenime jiz v avodnich partiich funkcionalni analyzy,
dale pri feSeni parcialnich diferencialnich rovnic nebo napr. v zakladnim kurzu kvantové mechaniky. Nejprve ale rozsirime
pojem konvergence do obecnych metrickych prostora.

6.7.1 Definice

Necht je dan metricky prostor { M, o} s libovolnou metrikou o. Rekneme, Ze posloupnost (x,,)2, prvkii z M konverguje
k prvku a € M, a pisSeme

lim z, = a,
n—oo

jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje ny € N tak, ze pro vsechna n > ng plati o(x,,a) < e. Je-li splnéna predchozi
vlastnost, fikame, ze posloupnost (x,,)52_; ma limitu rovnou prvku a. Posloupnost, kterd ma, resp. nema limitu nazyvame
konvergentni, resp. divergentni.

6.7.2 Veta

Necht je dan metricky prostor {M, o} s libovolnou metrikou o. Pak kazda posloupnost ()% ; prvkd z M ma nejvyse
jednu limitu.

Dikaz:

predpokladejme pro spor, ze lim,, 00 T, = @, limy,, oo T, =baa #b

e z axiomu nulovosti metriky vyplyva, ze o(a,b) >0

z faktu, ze lim,, o0 ,, = a, plyne (Ve > 0)(3n, € N) : n>ny = o(xn,a)

[ ][)

<
<

z faktu, ze lim,, 00 ©, = b, plyne (Ve > 0)(Ine € N):  n > ng = o(x,,b)

[ S]]

polozime-li ng := max{ni,na}, pak pro jakékoli n > ng plati

3

o(a,b) < o(a,z,) + o(xn,b) < = + g —¢

[\]

tedy o(a,b) < € pro jakékoliv kladné e, tudiz p(a,b) = 0, coz je ale spor s predpokladem, ze a # b

6.7.3 Priklad

Rozhodnéme o limité posloupnosti

(G0

v metrickém prostoru {R?, o.} s euklidovskou metrikou a v metrickém prostoru {R?, 7} s trivialni metrikou. V prvnim
pripadé lze limitu pfimo vypocitat, jde totiz o standardni limitu

11 1 1
lim (—,—) = <lim —, lim —) = (0,0).

Ovérme ovsem vysledek uzitim definice. Vezméme libovolné ¢ > 0. Hledame ng € N tak, aby pro vsechna n. > ng platilo

tedy aby
1 1
F + ) <eg,
tj. n?2 > 2/e2. Za ny tedy staci zvolit
2
ng ‘= \‘iJ + 1,
€
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kde |.] reprezentuje dolni celou Cast. V pripadé trivialni metriky vsak tataz posloupnost limitu neméa. Ukazeme, ze napr.
bod (0,0) onou limitou skuteéné neni. Kdyby byl, pak by napf. pro e = 1/2 muselo existovat ny € N tak, aby pro
vsechna n > ng platilo

tedy aby 1 < ¢, coz zcela jisté mozné neni. Na tomto misté je dobré si uvédomit, ze v {R?, 7} konverguji pouze konstantni
posloupnosti nebo posléze konstantni posloupnosti, tj. posloupnosti, které jsou konstantni az od jistého clenu.

6.7.4 Priklad

V metrickém prostoru {R?, o} naleznéme limitu posloupnosti (7,,)>2 ;, kde

. (1 n+1 4)
Tp = ) sy ] -
n n n

1 1 4
lim &, = <lirn 2otim 2 gim —) =(0,1,0) =: d.

n—00 n—00 N, n—oo n n—oo N

Pravdépodobnou hodnotou limity se zda byt

Ovérme to podle definice. Zvolme libovolné £ > 0. Hleddame ng € N tak, aby pro vSechna n > ng platila nerovnost

1 1 4
o(fn,d'):max{——o,n+ —1,——O}<g7
n n n

{1 1 4} 4
maxg —,—,— p = — <E.
nnmn n

tedy
Za nyq tedy postaci volit

Limitou hledané posloupnosti tedy skutecné je bod (0,1, 0).

6.7.5 Definice

Necht je dana posloupnost (:cn)zo:l prvkii z metrického prostoru {M, o}. Rekneme, ze prvek a € M je hromadnym
bodem posloupnosti (CCn)Zozl, jestlize pro kazdé € > 0 spliuje nerovnost g(x,,,a) < & nekonecné mnoho indexii n € N.

6.7.6 Veta

Je-li prvek a € M limitou posloupnosti (z;,) "

.1 v metrickém prostoru {M, o}, je prvek a také hromadnym bodem
posloupnosti této posloupnosti.

Diikaz:

e plyne ihned z prislusnych definic

6.7.7 Poznamka

Obracené tvrzeni obecné neplati. Napf. Cislo -1 je hromadnym bodem posloupnosti ((—1)")OO

neni.

1 v {R, 0.}, ale limitou

n=

6.7.8 Lemma

Je-li posloupnost (z,)-

1 Omezena v metrickém prostoru {R", 0.}, pak ma alespon jeden hromadny bod.

6.7.9 Poznamka

Existuji metriky generované normou ale takeé ty, jenz zadnou normou generovany byt nemohou. Je-li totiz o(Z, i) vhodna
metrika, definuje vztah n(Z) = p(0,Z) normu. Toto ale nenastava ve vsech pripadech. Doporucujeme Etenari, aby
rozvazil, jaké dodatecné predpoklady musi splnovat metrika, aby zobrazeni n(Z) = (0, Z) naplnilo axiomy normy.
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6.7.10 Definice

Necht je dan normovany prostor {V,||.||}. Rekneme, Ze posloupnost (%)%, vektorii z V konverguje podle normy
k vektoru @ € V, a pisSeme
limnorm ¥, = d, resp. Z, — da,
n—oo

jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pro vsechna n > ng plati ||Z,, — d|| < e.

6.7.11 Poznamka

Klademe-li v predeslé definici V = R" a povazujeme-li normu za standardni, tj. euklidovskou, pojmy konvergence a
konvergence podle normy splyvaji. Situace se ovsem podstatné zméni, budeme-li studovat obecnéjsi vektorové prostory
nez jsou prostory usporadanych r—tic. Podotykame napriklad, ze je-li V vektorovy prostor jistych funkci, pak na ném lIze
dobre definovat (kromé bodové a stejnomérné konvergence) rovnéz konvergenci podle normy. Uved me zde jeden priklad
za viechny. Necht V = C((0,1)) je prehilbertav prostor funkci spojitych na (0,1) a skalarni soucin necht je na ném

zaveden standardnim vztahem .
(flo)i= [ fgo)ar
0

Pak jsou zminéné typy konvergence reprezentovany nasledujicimi ekvivalencemi. Pro bodovou konvergenci posloupnosti

(fn(2))52, plati:
fn()

Pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti (f,,(2))22, plati:

i@ e (we1)(Ve>0)@E0eN): 030 |fule) - fl@)] <e.

fu(2) (0:,1;> fl) & (Ve>0)(Fng eN)(Vz € (0,1)): n=no=|fulz)— f(2)] <e.

Pro konvergenci posloupnosti (f,,(2))52; podle normy plati:

fa(@) = fl2) & (Ve>0)(IngeN): n=ng=|falz)— H_\// | fn(z (x)]?dz < e.

6.7.12 Veta

Necht je dan prehilbertiv a normovany prostor V = C({a, b)) se skalarnim soucinem

b
mm:/fmmwmw

a normou || f(x)| := /{f|[f), kde w( C({a, b)) je prislusna vaha. Pak plati implikace

(a,b)

falz) = flz) = falz) = f(2).
Diikaz:

e jelikoz je vaha w(x) spojitou a nezapornou funkci na kompaktnim intervalu (a,b) (viz definice 6.2.14), existuje
jisté K > 0 tak, ze pro vsechna x € (a,b) plati w(z) <X

zvolme nyni £ > 0 zcela libovolné

z predpokladu véty vidime, ze pro toto € existuje ng € N tak, ze pro vSechny indexy n > ng je

|fn(z) — f(2)]| < NGCED)
e pak plati
)2 — f(2)Pw(z —a < =¢?
(@) — £ /ml PP () dr < (b=a): s {1/a(e) = [P0} < 6= a)g— K =

tim je prokdzano, ze pro jakékoli ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze plati implikace n > ng = || fn(z) — f(z)|| <&
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6.8 Hilbertovy prostory

6.8.1 Definice

Necht je dan metricky prostor {M, o} s libovolnou metrikou o(z,). Rekneme, ze posloupnost (x,,)2%, prvkii z M je
cauchyovska v metrickém prostoru {M, o}, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze pro vsechna m,n > ng plati

o(xp, ) < €.

6.8.2 Veta

Kazda konvergentni posloupnost v metrickém prostoru { M, o} je cauchyovska.
Diikaz:
e uvazme posloupnost (z,)5° ; a predpokladejme, ze lim,,_, o z, = a

e 7 tohoto faktu plyne, ze pro libovolné ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro vsechna n > ng a vSechna m > ng
plati

A o(xm,a) <

DO ™
| ™

o(zpn,a) <

e pak pro jakékoli n > ng plati o(zn,Tm) < 0(Tn,a) + o(a,zn) < 5+ 5 =¢

6.8.3 Poznamka

Obracené tvrzeni k tvrzeni 6.8.2 ale obecné neplati. Mohou tedy existovat posloupnosti, jez jsou cauchyovské, ale presto
nejsou konvergentni. Takovou posloupnosti je napfiklad posloupnost (z,,)5° ;, kde

1 n
xn—<1+—) ,
n

v metrickém prostoru {Q, g.} racionélnich Cisel s euklidovskou metrikou. Snadno se lIze presvédcit, ze se o cauchyovskou
posloupnost skutecné jedna. Zvolme libovolné £ > 0 a zkoumejme rozdil

\" \"
1+=) —(1+=) |.
n m
Ja znamo, plati, ze 2 < (1 + 2)" < (14 L)1 < 4, kde a,, = (1 + 1) ostfe roste a b, = (1 + )" ostre klesa.

Chceme tedy dokazat, ze
(Ve > 0)(3ng) (Vn,m = no) (|an — am| < €).

Snadno ale:

Am @ 4 4
|an — am] < max{b,, — am,bn —an} = max{ﬁm,;n} < Inax{%,ﬁ} <eg,

coz Ize pro volbu ng := | 2] + 1 garantovat. Posloupnost (2,,)52; je zjevné posloupnosti racionalnich &isel, ale limita v
{Q, 0.} neexistuje, nebot e je iracionalni Cislo.

6.8.4 Definice

Metricky prostor { M, o} s libovolnou metrikou o(z, y) nazveme dplnym, jestlize kazda cauchyovska posloupnost je v ném
konvergentni.

6.8.5 Poznamka

Metricky prostor {Q, o.} racionalnich Cisel s euklidovskou metrikou neni podle poznamky 6.8.3 aplny. Zaplnénim prostoru
{Q, 0¢}, tj. pridanim limit vdech cauchyovskych posloupnosti, vznikne pravé prostor {R, g¢}.
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6.8. HILBERTOVY PROSTORY

6.8.6 Poznamka

V predeslych sekcich jsem se seznamili s obecnymi normami a obecnymi metrikami. Pritom nékteré normy byly generovany
skalarnim soucinem a jiné ne. Podobné také nékteré metriky byly generovany normami a jiné ne. My v dalSim textu
prejdeme ke specialnim prostoriim, ve kterych bude zaveden obecny skalarni soucin, dale norma generovana timto
soucinem a metrika generovana predeslou normou. Upozoriujeme ale, ze mohou existovat i prostory jiného typu, v nichz
je napf. zavedena metrika nebo norma jiného typu. Zuzujeme tedy oblast zkoumani na vyse citované prostory, u nichz
navic budeme pozadovat Gplnost. Korektné je zavedeme v dalsi definici.

6.8.7 Definice

Necht je dan vektorovy prostor V se skalarnim soucinem (.|.). Necht |.|| je norma generovana zadanym skalarnim
soucinem a o(z, y) metrika generovana vyse uvedenou normou. Necht navic {V, o} je aplnym metrickym prostorem. Pak
takovy prostor H := {V,(.|.), ||.|l, o} nazyvame Hilbertovym prostorem.

6.8.8 Poznamka

Frekventovanym pripadem Hilbertova prostoru je prostor C" usporadanych r—tic komplexnich Cisel definovany spolecné
se skalarnim soucinem (.|.), jez je zaveden hermitovskou formou, tj. (Z|¢) = qq(Z,¥), normou ||Z|| = \/qq(Z,Z) a
metrikou o(Z,y) = /qq(¥ — ¢, % — ). Podobné také R" s vySe uvedenymi vlastnostmi je Hilbertovym prostorem.

Specialné: je-li matice formy gq(Z, %) jednotkova, vznika tak nejznaméjsi pripad Hilbertova prostoru, prostor Eukleidtiv.

6.8.9 Definice

Euklidovskym r—dimenzionalnim prostorem budem rozumét mnozinu usporadanych r—tic R" spolecné se standardnim
skalarnim soucinem

T
(Z])s = sz%
i=1

normou generovanou timto souCinem, tj.

> (@i — )2

i=1
Tento r—dimenzionalni euklidovsky prostor, tj. ¢tvefici {R", (Z|))s, ||Z]|c, 0c } budeme oznacovat souhrnnym symbolem
E"

6.8.10 Veta

Necht jsou dany Hilbertovy prostoru Hia Ho zkonstruované nad stejnym vektorovym prostorem V), jez je konecnédi-
menzionalni. Pak pro libovolnou posloupnost (i)~ | vektorii z V jsou tvrzeni lim,, o0 & = @ v H1 a limyo0 @ = @
v Ho ekvivalentni.

n=1

Dikaz:

e necht dle predpokladu lim,, ., ), = d v Hy

pak pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze pro vsechna n € N takova, ze n > ng plati ||Z, — dl||1 < e

pritom symbol ||.||; chapeme jako normu na H;

e z tvrzeni véty 6.5.9 plyne, ze norma ||.||2 na Ha je s normou ||.|[; ekvivalentni

existuje tedy (podle definice 6.5.2 ekvivalentnich norem) o € R™ takové, ze pro vechna © € V plati nerovnost
7)1 < ]| 7|2
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e od vyse feCeného ng tedy pro indexy n plati ||Z, —d||2 < of|Z, —d||l1 < ae =: €, coz dokazuje, ze lim,, o0 T, = @
v prostoru Ho

e dokazat druhou ekvivalenci je nyni jiz snadné

6.8.11 Veta

Necht je dan Hilbertiv prostor {H, ||.||} s metrikou o(Z, %) : H x H — R. Necht jsou dany body Z, ¥, 2 € H. Pak

pravé tehdy, kdyz bod 2" lezi na GsecCce s krajnimi body ¥ a .
Diikaz:

e vyplyva z vét 6.6.27 a 6.6.29

6.8.12 Veta — o spojitosti skalarniho soucinu

Skalarni soucin je na kazdém Hilbertové prostoru H spojity, tj. pro kazdou posloupnost (a,, )22 vektoril z H konvergujici
podle normy k @ € H a pro kazdé b € H plati rovnosti

Diikaz:
e predpokladejme, ze 5# 0, nebot pro b= 0 je ditkaz trivialni
e jelikoz @, — d plati, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze pro vsechna n > ng plati

I, ~ €
@, — al|l = v/ {@n — dld, — a) < m

e pro uvedend n > ng odtud ale plati
[(@n|b) — (@lb)| = [(@ — alb)| < l|d@n —al - [|b]] <e,
coz dokazuje tvrzeni

e druhé tvrzeni se dokazuje analogicky

6.9 Kilasifikace mnozin a jejich bodi

V této sekci zavedeme obecny pojem okoli a navazujici topologické pojmy, jako jsou oteviena, uzavrend ¢i kompaktni
mnozina. Dale budeme klasifikovat vlastnosti bodi vzhledem k vybranym mnozindm a vylozime zakladni pojmy teorie
mnozin, jako jsou konecnost, spocCetnost a nespocetnost.

6.9.1 Definice

Necht je dan metricky prostor {E, o} s libovolnou metrikou o a cislo € > 0. Okolim o poloméru & nebo e-okolim bodu
x € E (pfi metrice p) rozumime mnozinu U.(x) := {y € E : o(x,y) < €} . Redukovanym okolim bodu = nazyvame
mnozinu U* () := U.(z) \ {z} . Je-li dulezité zvyraznit, pfi jaké metrice se dané okoli chape, uzivame symboly (924 (x),
resp. (DU*(x).

6.9.2 Lemma

Necht (924, (a) je libovolné okoli v metrickém prostoru { E, o}. Pak pro kazdé =,y € (DU, (a) plati nerovnost o(z,y) < 2e.
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6.9.3 Veta

Vsechna okoli v Hilbertové prostoru jsou konvexnimi mnozinami.
Diikaz:

e oznaCme H Hilbertiv prostor a zvolme libovolné @ € Hae >0

e uvazujme okoli U (@) a dokazme jeho konvexitu

e proto zvolime ve U-(@) libovolné dva riizné body i a Z a dokazeme, ze body Gsecky <> 42 lezi v okoli U, (&)
e necht Z je bodem usecky + 47

o pak existuje t € (0,1) tak, ze T = ¢+ t(Z — ¥)

e odtud [|7—d|| = [|[§—a+i(Z—d—y+a)| = [t(Z—a)+(1—t)(§—a)| < t]|Z=dl+A-t)[|y—dl| < te+(1-t)e =¢,
kde jsme vyuzili faktu, ze ¢ a ' jsou z U.(@)

6.9.4 Priklad

—

Analyzujme podobu okoli v metrickém prostoru R? s trivialni metrikou. Zvolme tedy @ € R? a zkoumejme okoli
MUy o(@), DU (@) a DUy (a@). Z definice trivialni metriky vyplyva, ze okoli (Wi o(@) = (DUt (@) = {a@} jsou jedno-
prvkova, zatimco okolim bodu @ o poloméru € = 2 je cely prostor R2.

6.9.5 Priklad

Zkoumejme tvary okoli v metrickych prostorech R? se sitovou metrikou, euklidovskou metrikou a o—metrikou. Zvolme
napf. @ = (0,0) a zndzornéme U; (&) pfi zminénych metrikach. Pro body sitového okoli podle definice sitové metriky plati
|x — 0|+ |y — 0] < 1. Z davodu symetrie postaci vySetfovat tvar okoli pouze v prvnim kvadrantu, kde plati y < 1 — z, tj.
mnozinou (€)1, (@) je otevieny Ctverec (viz obrazek dole vlevo). Pro body euklidovského okoli musi platit 22 + y2 < 1,
a jedna se tudiz o otevieny kruh. Nakonec pro body o—okoli plati max{|z|, |y|} < 1, tj. mnozinou (?)i/; (@) je otevieny
Ctverec (viz obrazek dole vpravo).

Obrazek 6.35
Sitové okoli, euklidovské okoli a o—okoli bodu (0,0) o poloméru ¢ = 1.

Prejdeme-li k p—metrice, kde p = 4, budou body mnoziny (¢4)1, (@) vyhovovat rovnici z*4y* < 1, tj. v prvnim kvadrantu
ma hranice zkoumaného okoli rovnici y = /1 — 2% (viz obrazek 6.36 vpravo). Pfipomindme, ze definicni vztah (6.28)
neni pro p < 1 metrikou (viz obrazek 6.36 vlevo). Demonstrujme to na prikladé p = 1/2 a & = (0,4), ¥ = (4,0) a
Z = (0,0). Za téchto okolnosti by platilo

o(Z,7) = ((x1 — y1)1/2 + (21 — y1)1/2)2 =(2+2)?2=16

a zaroven o(%,2) 4+ o(y,Z) = 4+ 4 = 8. Tim padem by ale neplatila trojahelnikova nerovnost, nebot o(Z,y) >
o(%,Z) + o(Z,7). To odporuje tretimu axiomu metriky. Tedy mnozina {(z,y) € R? : \/|z| + \/|y| < 1} (viz obrazek
vlevo dole) neni okolim.
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) Obrazek 6.36
Graficka reprezentace xp—okoli bodu (0,0) o poloméru ¢ = 1, kde p = 1/2,
app—okoli bodu (0,0) o poloméru e =1, kde p = 4.
Z poznamky 6.6.12 vyplyva, ze pro jakékolivd € R", € > 0 a p > 2 plati série inkluzi

(e (@) C @Y. (a) C U (a@) C DU(a).

6.9.6 Priklad

Zkonstruujme nyni okoli bodu (0,0) pfi skokové metrice (6.31) zavedené na prostoru R2. Zajimat nas budou okoli
Z/{l/Q(O7 0), Z/{g/g(o, 0)7 Z/{5/2(0, O) a Z/{7/2(0, O)

3 3
2 2

1 1

0 [ ] 0 +

-1 -1

-2 -2

I T I
3 3

2 2

1 1

0 0

-1 -1

-2 -2

I N ) =

. Obrazek 6.37
Graficka reprezentace okoli bodu (0,0) pfi skokové metrice. Jedna se o okoli

Uy /2(0,0), Us/2(0,0), Us /2(0,0) a Uz /2(0,0).

Povsimnéme si, ze zadna z vykreslenych mnozin (az na prvni banalni pripad) neni konvexni mnozinou. To mimo jiné
plyne z faktu, ze skokova metrika neni (a nemuze byt) generovana zadnym skalarnim souinem. Jinak by totiz mohlo
byt uplatnéno znéni véty 6.9.3.

6.9.7 Umluva

V celé sekci predpokladame, ze je dan metricky prostor {E, 0} s obecnou metrikou p.
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6.9.8 Definice

Bod = € M nazveme vnitinim bodem mnoziny M C E, jestlize existuje okoli U.(x) takové, ze U.(x) C M. Mnozinu
vSech vnitfnich bod& M nazyvame vnitrkem mnoziny M a znacCime M°. Bod x € E nazveme hranicnim bodem mnoziny
M, jestlize ke kazdému okoli U. () existuji y, z € U.(x) takové, ze y € M a zaroven z ¢ M. Mnozinu vSech hranicnich
bodti mnoziny M nazyvame hranici mnoziny M a znacime bd(M) nebo M. Mnozinu M := M U bd(M) nazyvame
uzavérem mnoziny M.

6.9.9 Definice
Rekneme, ze mnozina M je oteviens v metrickém prostoru {E, o}, jestlize M = M°. Rekneme, ze mnozina M je
uzavrena v metrickém prostoru {E, o}, jestlize M = M.

6.9.10 Poznamka

Pojmy otevrenosti a uzavrenosti nejsou z matematického hlediska doplhkové. Existuji totiz mnoziny, které jsou zaroven
otevfené i uzavrené. Jde napriklad o mnozinu R v metrickém prostoru {R, g.}. Navic vyznamné zalezi na tom, jakou
metriku uvazujeme. Tak zvany uzavreny interval (a,b) je v prostoru R s euklidovskou metrikou skutecné uzavreny, ale
v prostoru R s trividlni metrikou metrikou je otevieny i uzavieny zaroven.

6.9.11 Veta

Necht je mnozina M oteviend v metrickém prostoru {E, o}. Pak E\ M je v {E, o} uzavienou mnozinou. Necht je
mnozina N uzaviena v metrickém prostoru {F, o}. Pak E\ N je v {E, o} otevienou mnozinou.

Dikaz:
e postaci si uvédomit, ze bd(M) =bd(E \ M) a podobné bd(N) =bd(E \ N)

e jelikoz pro jakoukoli mnozinu X plati rovnost bd(X) N X° = 0, je tvrzeni dokézano

6.9.12 Veta

Necht A a B jsou oteviené mnoziny v metrickém prostoru {E, o}. Pak také AN B a AU B jsou v {F, g} oteviené.
Dikaz:
e Pro prinik:

— necht A= A°a B=B°

—zvolmez € ANB,tedyzr€c AaxeB

— jelikoz A = A°, existuje &1 > 0 tak, ze Ue, () C A
— jelikoz B = B°, existuje e2 > 0 tak, ze U.,(z) C B
— polozme ¢ := min{ey,e2}

pak U.(x) C (AN B)

x je tedy vnitfnim bodem priniku AN B

e Pro sjednoceni:

necht A= A°a B=B°
zvolme x € AU B, tedy z € A nebo z € B

necht tedy napf. x € A

pak existuje ¢ > 0 tak, ze U.(z) C A C (AU B)

— nasli jsme tedy okoli bodu z, které celé lezi ve sjednoceni AU B

tim je dikaz proveden
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6.9.13 Veta

Necht A a B jsou uzavfené mnoziny v metrickém prostoru {F, o}. Pak také AN B a AU B jsou v {E, o} uzaviené.
Diikaz:

e plyne z vét 6.9.11 a 6.9.12

6.9.14 Disledek

Sjednoceni a pranik konecného poctu otevienych mnozin je mnozina oteviena. Sjednoceni a prinik konecného poctu
uzavrenych mnozin je mnozina uzavrena.

6.9.15 Lemma

Sjednoceni spocetného poctu otevienych mnozin je mnozina oteviena. Pranik spocetného poctu uzavienych mnozin je
mnozina uzavrena.

6.9.16 Poznamka

Povsimnéte si napriklad, ze

N (—%M%) oy U <%,1-%> —(0,1).

n=1
6.9.17 Veta
Kazdé okoli je otevienou mnozinou.
Diikaz:

e uvazme bod a a jeho okoli U (a)

zvolme libovolné x € U.(a) a oznacme 1 := p(a, x)

je-li =0, pak pfimo U.(x) je onim hledanym okolim, které celé lezi v U-(a)

je-li u # 0, pak polozme d ;= — >0

tvrdime, ze Us(z) C U-(a) a to dokazeme
e vezméme ¢ € Us(x) a ukazme, ze ¢ € U.(a)

e z axiomu trojahelnikové nerovnosti metriky plati o(a, c¢) < o(a,x) + o(z,¢c) < pu+d =¢

vsechny body ¢ tudiz lezi v U-(a), a tedy skutecné Us(z) C U-(a)

6.9.18 Poznamka

Za povsimnuti stoji fakt, ze v metrickych prostorech s trivialni, popr. skokovou metrikou je hranice kazdé mnoziny
prazdna a kazda mnozina je tudiz zaroven otevrena i uzavrena.

6.9.19 Poznamka

V Hilbertové prostoru H konecné dimenze jsou podle véty 6.5.9 kazdé dvé normy ekvivaletni. Proto také vlastnosti
otevrenosti Ci uzavrenosti zlstavaji pfi zméné vychoziho skalarniho soucinu, ktery generuje normu i metriku na #H, v
platnosti.
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6.9.20 Definice

Bod @ € M nazveme izolovanym bodem mnoziny M, jestlize existuje okoli U. () tak, ze U.(z)NM = {z}. Bod z € M
nazveme hromadnym bodem mnoziny M, neni-li v ni bodem izolovanym. Mnozinu vsech hromadnych bod& mnoziny M
nazyvame derivaci mnoziny M a znaCime der(M).

6.9.21 Priklad

Pro sitovou, euklidovskou a sigma metriku plati vztah der(U.(x)) = U (). Naproti tomu pro kazdou podmnozinu A
metrického prostoru s trivialni nebo skokovou metrikou plati, ze der(A) = (), tj. vSechny body v A jsou izolované.

6.9.22 Definice

Mnozina M C E se nazyvd omezenou v metrickém prostoru {E, o}, jestlize existuje y € F a existuje K € R™ tak, ze
nerovnost o(x,y) < K plati pro vsechna z € M.

6.9.23 Poznamka

Pri zjistovani, zda je mnozina M omezend, je opét zcela zasadni, pri jaké metrice tuto vlastnost vySetfujeme. Napriklad
interval (0, 00) zcela jisté neomezeny v {R, .}, je v prostoru R s trivialni metrikou omezeny, nebot napriklad pro y = 0
a K = 2 je nerovnost o(z,y) < K spInéna pro viechna z € (0, c0).

6.9.24 Definice

Rekneme, ze mnozina M je kompaktni v metrickém prostoru { E, o}, jestlize z kazdé posloupnosti (:zrn)zozl prvkd z, € M
Ize vybrat konvergentni posloupnost, jejiz limita lezi v M.

6.9.25 Priklad

Mnozina (0,2) neni kompaktni v euklidovském prostoru E!, nebot z posloupnosti (1/n) _, nelze vybrat zadnou jinou
konvergentni posloupnost nez takovou, jejiz limitou v {E!, .} je nula. Nula ale do mnoziny (0,2) nepatfi, tudiz (0,2)
neni v {E', 0.} kompaktni.

6.9.26 Veta

Necht M je kompaktni mnozina v metrickém prostoru {E, po}. Pak M je omezend a uzaviend v {E, o}.

Diikaz:
e necht tedy M je kompaktni v {E, o}
e dokazeme nejprve omezenost M :

— zvolme y € F libovolné

— predpokladejme pro spor, ze M neni omezena

— pak pro kazdé K > 0 existuje jisté = € M tak, ze o(x,y) > K

— vyberme touto procedurou pro kazdé K rovné po radé hodnotam 1,2,3,... takova =1, x2, z3,...

— pak jisté lim,,_, o, x,, neexistuje a nelze z ni ani vybrat zddnou nekonecnou podposloupnost (Ink):il takovou,
aby pro néjaké a € F od jistého indexu platilo o(2y,,a) < e

— to je ale spor

o dokazeme dale uzavrenost M :

— predpokladejme pro spor, ze M neni uzavrena

— pak ale jisté existuje né&jaké a € bd(M) takove, ze a ¢ M

— a je tedy v M hranicnim bodem, a tudiz v kazdém jeho okoli Ize nalézt néjaky bod z M

— necht tedy z; je libovolny bod lezici v U.(a) N M, kde e = ¢~ pro £ =1,2,3,...

— posloupnost (Ig)jil je zjevné konvergentni a plati limy o, 2/ = a, ale a ¢ M

— z posloupnosti (Ig);il jiz nelze vybrat zadnou podposloupnost, jez by méla jinou limitu nez a
— to je oCekavany spor
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6.9.27 Poznamka

Obracené tvrzeni k predeslému neplati. Existuje tedy mnozina, jez je omezenad a uzaviend v {FE, o}, ale presto neni
kompaktni. Uvazme napriklad M = (0, 1) v prostoru R s trividlni metrikou. M je zcela jisté omezen4 a uzaviena, nebot

vSechny mnoziny z {R, 7} tyto dvé vlastnosti spliuji. Z posloupnosti (1/71)2021 vsak nelze v {R, 7} vybrat konvergentni.

Za urcitych okolnosti vsak obracené tvrzeni k predeslému plati, jak uvidime v nasledujici vété.

6.9.28 Veta

Mnozina M je kompaktni v Hilbertové prostoru R" pravé tehdy, kdyz je omezena a uzavrena.
Diikaz:

e diky ekvivalentnosti vsech norem v Hilbertové prostoru postaci dokazat, ze dané tvrzeni plati v euklidovském
prostoru {R", 0.}

e implikace zprava doleva je univerzalni a byla jiz dokazana ve vété 6.9.26

e predpokladejme tedy, ze M je omezend a uzaviend v {R", o.}

e vyberme libovolné posloupnost (ZCn)Zozl prvkt z,, € M

o je-li (:cn)zo:l konvergentni, oznacme a := lim,, o0 2,

e ukazeme, ze a € M

e kdyby a ¢ M, pak by jisté existovalo okoli U (a) takové, ze U.(a) N M =)
e pak by ale a jisté nemohlo byt limitou posloupnosti (:cn)zo:l
e proto a € M, a protoze M = M, jea € M

o je-li (2,)  divergentni, oznacme a libovolny hromadny bod posloupnosti () -,

e jelikoz M je omezena, je také posloupnost (xn)oo omezena, a tudiz podle véty 6.7.8 ma jisté hromadny bod,

ktery lezi v R" "
e dale analogicky
e kdyby a ¢ M, pak by jisté existovalo okoli U.(a) takové, ze U-(a) N M = ()
e pak by ale a jisté nemohlo byt hromadnym bodem (z,,)

e protoa € M, a protoze M = M, jea € M

e tim je ditkaz dokoncen

6.9.29 Veta — Cantorova

Necht je dana posloupnost neprazdnych kompaktnich mnozin A,,, pro které plati série inkluzi
Apt1 C A, (neN).

Bez diikazu.

6.9.30 Poznamka

Predpoklad kompaktnosti je v predeslé vété velice dilezity, jak lze potvrdit na nasledujicim prikladé. Uvazme sadu

podmnozin tvaru (0,1) D (0,1) 5 (0,1) > .... Pro tu ale plati, ze (/>(0, 1) = 0.
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6.9.31 Definice

Necht jsou dany dvé mnoziny M; a My v metrickém prostoru {E, o}. Rekneme, ze mnoziny M, Ms jsou disjunktni
v {E, o}, jestlize My N My = (). Rekneme, ze mnoziny M, M, jsou oddélené v {E, o}, jestlize

MiNnMy=0 A MyNM,=0.

6.9.32 Poznamka

Je treba si uvédomit, ze pojem oddélené mnoziny je silnéjsim pojmem nez pojem disjunktni mnoziny. Tedy kazdé dvé
oddélené mnoziny jsou nutné disjunktni, ale ne kazdé dvé disjunktni mnoziny jsou nutné oddélené. Navic také zalezi na
tom, pri jaké metrice vlastnost oddélenosti zkoumame.

6.9.33 Definice

Rekneme, ze mnozina M je souvisld v metrickém prostoru {E, o}, jestlize neexistuji zadné dvé neprazdné oddélené
mnoziny My, Ms C E takové, ze My U My = M.

6.9.34 Priklad

Uvazme mnozinu A = (0, 7) a pokusme se rozhodnout, je-li souvisla v metrickém prostoru {R,, ;} se skokovou metrikou.
Dopredu podotykame, ze A je zjevné souvisla v {R, o.}. Polozme M; = (0,4) a M; = (4,7). Obé jsou neprazdné a
M1 UMQ = A. Jelikoz bd(Ml) = bd(MQ) = @, je M1 = Ml, M2 = MQ, M2 ﬁﬁl = @ a M1 QMQ = @ Mnozina A
tedy v {R, o;} souvisla neni.

6.9.35 Definice

Rekneme, ze mnozina M C R’ je oblasti v metrickém prostoru {E, o}, je-li v { E, o} oteviena a souvisla. Uzavér oblasti
pak nazyvame uzavrenou oblasti.

6.9.36 Definice

Rekneme, ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni a oznacime symbolem A ~ B, existuje-li mezi nimi bijektivni zobrazeni.

6.9.37 Poznamka

Napf. mnozina (0,7/2) je ekvivalentni mnoziné (0, c0), nebot bijektivni zobrazeni f(x) = arctg(z) zobrazuje interval
(0,7/2) na (0, 0).

6.9.38 Definice

Mnozinu A nazveme konecnou, je-li bud prazdna nebo existuje-li n € N tak, ze A ~ 7. Mnozinu, jez neni kone¢na,
nazveme nekonec¢nou. Mnozinu A nazveme spocetnou, je-li bud prazdna nebo existuje-li mnozina M C N, takova, ze
A ~ M. Mnozinu, jez neni spocCetna, nazveme nespocetnou.

6.9.39 Veta

Kazda konecnd mnozina je spocCetnd. Kazda podmnozina konecné mnoziny je konecna. Kazda podmnozina spocetné
mnoziny je spocetna.

Diikaz:
e plyne pfimo z definice

6.9.40 Priklad

Mnozina A = {&, ), 0, &} je konecna, a tedy spocetna. Naproti tomu mnozina Q je sice rovnéz spocetna (viz véta
6.9.41), nebot Q ~ N, ale neni konecna. Mnozina R, a tudiz i C, je nespocetnd a tedy nekonecna.
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6.9.41 Veta
Mnozina Q racionalnich Cisel je spoCetna.
Diikaz:
e ukazeme nejprve, ze mnozina P vSech usporadanych dvojic (m,n) € N x N je spocetna
m

e usporadané dvojice (m,n) budeme z pochopitelnych diivodii ztotoznovat se zlomky tvaru 2

e to lze nahlédnout z nasledujici tabulky

[ lil2]3]4]s[. ]
IR EEE
1 1 1 1 1
s 1224z
2 | 2 ] 2 2 | 2
31224z
3 1 3 13 3 1 3
sl 222323
4 | 4 [ 4 | 4| 4

e zaCneme-li jednotlivym bunkam prifazovat pfirozena Cisla v poradi %, %

zobrazeni mezi mnozinou P a mnozinou N

, %, % atd., vytvorime tim bijektivni

tedy P je spocetna

e nyni si pouze uvédomime, ze mnozina kladnych racionalnich Cisel je ekvivalentni s jistou podmnozinou R mnoziny
P

jelikoz ale R je také spocetna (podle véty 6.9.39), je zfejmé i mnozina QT spocetna

navic Q = Q~ U {0} U Q™, a podle vysledku cviceni 6.39 tedy i sama mnozina Q je spocetné

6.9.42 Veta

Mnozina R realnych Cisel je nespocetna.
Diikaz:
e ditkaz pomoci Cantorovy véty 6.9.29:

— predpokladejme pro spor, ze existuje oCislovani vsech realnych Cisel Cisly pfirozenymi a vsechna realna Cisla

jsou sefazena do posloupnosti ()2 ;

— vybirejme postupné uzavrené intervaly I,, tak, aby 1,11 C I, a =, ¢ I,

— pak (2, I, je priinikem uzavrenych do sebe vnorenych intervalii, tedy je podle Cantorovy véty neprazdny

— zaroven vsak nemiize obsahovat zadné realné Cislo, nebot kazdé takové Cislo je néjaké x,,, coz neni jiz v I,
a tedy ani v priniku

e dikaz pomoci diagonalni metody

— jisté postaci dokazat, ze (0, 1) neni spocetna

predpokladejme pro spor, ze existuje oCislovani viech realnych Cisel z (0, 1) Cisly pfirozenymi a vsechna realna

Cisla jsou sefazena do posloupnosti ()52 4

vypisme pod sebe desitkové zapisy x,, (zakazeme-li sufix 99999 ..., pak jsou jednoznacné)
tedy napr. 1 = 0.145627 ..., xo = 0.3415998 ... atd.

definujme Cislo z tak, ze jeho j-ta cifra (zy;) je rovna zy; = 5, pokud j-ta cifra Cisla x; neni rovna péti, jinak
Zh = 7

tak ziskame nové realné Cislo, které neni v posloupnosti (x,,)% 1, ¢imz jsme obdrzeli hledany spor
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6.10 Ortogonalni polynomy

V nadchazejicim oddilu zavedeme nejznaméjsi zastupce tridy tzv. ortogonalnich polynomi generovanych na vektorovych
prostorech spojitych funkci.

6.10.1 Priklad

Pokusme se na obecném uzavieném omezeném intervalu (a, 8) zkonstruovat z linearné nezavislého souboru
2 3
{1,:c,x , X ,}

ortonormalni bazi. Pro normalizaci volime standardni Grammovu-Schmidtovu proceduru (6.4.14) provadénou pfi stan-
dardnim funkénim skalarnim soucinu (6.20). Cely vypocet provedeme bez jmy na obecnosti pro specialni volbu oo = —1
a 8 = 1, tj. proces normalizace provadime na prostoru C'((—1,1)). Za prvni funkci v nové vznikajicim ortogonalnim
souboru klademe wy = 1 a druhou podle Grammova-Schmidtova schématu hledame ve tvaru wy(x) = = + a. Podminka
ortogonality pak vede na rovnost

{wolwy ) = / (x4+a)dx =2a=0.

-1

Proto wy(x) = x. Déle uvazujeme wo(z) = 22 + bx + c. Dvé podminky ortogonality tentokrate vedou na dvé rovnosti

1

2

{wolws) :/ (% + b+ c)dr = 3 +2c=0.
-1

1
2
(wilws) :/ z(2® + br + ¢)dr = gb = 0.

—1

Odtud b =0 a ¢ = —%. Proto wy(x) = #* — £. Analogickym postupem bychom ze systému funkci ws(z) = 2® + da? +
ex + f vybrali diky tfem podminkam ortogonality

<w0|w3> = <w1|w3> = <LLJ2|LLJ3> = O
funkci ws(z) = 2® — £x. Naznaceny postup tudiz vede k pfimé konstrukci ortogonalni baze v prostoru C'((—1,1)). Jeji
normalizaci provedeme snadno. Jelikoz

1
ol = [ wida) ez =2
L

je prvnim normovanym vektorem hledané ortonormalni baze funkce Lo(z) = 75 Stejnou metodou snadno zjistujeme,
ze dalsi polynomy ortonormalni baze jsou tvaru

Li(x) = gx, Lo(x) = \/25(3502 —1), Ls(x)= \/2%(51:3 — 3x),

Ackoliv je tato metoda Gplna a vede postupné k nalezeni celé ortonormalni baze v prostoru C({(—1,1)), je jeji praktickeé
provedeni ponékud zdlouhavé. Nabidneme proto schiidnéjsi variantu, jak takovou bazi sestrojit.

6.10.2 Priklad — Legendreovy polynomy

Zachovejme znaceni z predeslého prikladu a uvazme, ze kazda z funkci w,(z) pro n € N je polynomem fadu n. Ma
proto smys| predpokladat, ze existuje polynom Y(x) stupné deg(Y) = 2n tak, ze
wn(z) = d—nY(:C) =YM") (x).
dax™
Oznacme p(z) libovolny polynom stupné deg(p) = m < n mensiho nez n. Pak po nasobné aplikaci metody per partes
plati

nlo) = [ a@pwar= [ 10wt ar = [oere @] - [ g -

-1 -1 -1

1

= [ V@)~ @ D]+ [ @)= -
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1
= [p@Y" (@) = @ @YD (@) + .+ ()" D @)Y )]

“1
Ma-li ziskany vyraz byt nulovy, coz je pozadovano z diivodii ortogonality (wy|wm) = 0 pro viechna m < n, je treba
docilit nulovosti vyrazu

1
[p@Y" (@) = @YD (@) + .+ () D @)Y ()] =0
vhodnou volnou polynomu Y(z). Pro nulovost vyse uvedeného vyrazu postadi, aby Cislaz = —1i 2 = 1 byla n—néasobnym
kofenem polynomu Y(z). Proto tedy polozme Y(z) = (z — 1)"(z + 1)™. Odtud

wnp(x) = 4 (2> =1)").

© dan

Nyni zbyva tyto polynomy normalizovat. Snadno

lon (@)||* = / Y (@) (1) g = Y @)y )] 1,1 N / Y D (0) ar =

1 —1
- [Y(")(:C)Y(”_l)(x) YD ()Y D () — 4 (—1)"+1Y(2"_1)(:C)Y(:1:)}1 + (=) / 1 Y (2)Y(z) dz =
— (_1\" ' (2n)x 2dr = (=1)"(2n 11'2— "4 — (2n ! —.I'znl': I:Sin(t) _
V[ @@ e = e [ @@ - rar = e [ 1-at)a o

@n)! 2
2n+ DI 2n+1

2

[(2n)!]".

=2(2n)! /077/2 cos?™ T (x) dx = 2(2n)!

Normalizovany tvar zkoumanych polynom@ ma tedy podobu

/2 1 1 "
6.10.3 Definice

Polynomy L,,(z) z rovnice (6.32) nazyvame Legendreovymi polynomy a rovnici (6.32) Rodriguesovou formuli pro Le-
gendreovy polynomy.

6.10.4 Priklad — Legendreova diferencialni rovnice

Pokusme se nyni odvodit diferencialni rovnici, jiz fesi vyse zavedené Legendreovy polynomy. Vychazejme piitom z rovnosti
Y(z) = (¢ — 1)"(x + 1)" a derivujme ji podle proménné x. Po drobné apravé obdrzime rovnici

Y (2? — 1) = 2nay.
Derivujme ji dale (n + 1)krate podle z. Dostavame
n+1 n+1

Z n+1 Y(n+2+i)(x2 _ 1)(1') _ 2"2
i=0

i=0 ?

ntl) yma-g

i
a po dalSich apravach
Y2 L 2(n + 1)2Y" D) +n(n + 1)Y™) = 2n (;CY“‘“) +(n+ 1)Y<">) ,
cili
(22 — 1Y) 4 227D = (4 1)y

Ze vztahu (6.32) pak odtud ziskavame hledanou diferencialni rovnici

(2 — 1)L (z) + 221/ (z) = n(n + 1)L(z).
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6.10.5 Definice

Diferencialni rovnici
(2 = 1)y" + 22y —n(n+1)y=0 (6.33)

nazyvame Legendreovou diferencidlni rovnici.

6.10.6 Poznamka

Rovnici (6.33) Ize také prepsat do tvaru ((22 — 1)y’)/ —n(n+1)y = 0. Legendreovy polynomy jsou tedy jejimi resenimi.

6.10.7 Poznamka

Dalsi z bazi, ktera mize byt standardnim ortonormalizacnim procesem prevedena na bazi ortonormalni, je baze

Tentokrat ale klademe za analyzovany vektorovy prostor C({0, o)), Skalarni souciny mezi funkcemi tvaru 2™e~% budou
. o0 — . , . , - . P .

mit podobu [;~ #""™e " dx. Proto je uloha normalizovat vyse uvedenou mnozinu ekvivalentni dloze normalizovat

mnozinu {1,z,22,2%, ..., } vzhledem k Laguerreovu skalarnimu soucinu

(Flghe» = / " f@)g(z)e az. (6.34)

Polynomy ortogonalni vzhledem k tomuto skaldrnimu soucinu budeme nazyvat Laguerreovymi polynomy.

6.10.8 Priklad — Laguerreovy polynomy
Zpasobii, jak zavést Laguerreovy polynomy, je vice. Zfejmé nejobvyklejsim je zavedeni pomoci diferencialniho vyrazu

N 4qn

Ly(z)e™" = e (z"e ), n=0,1,2,.... (6.35)

nazyvaného (podobné jako u Legendreovych plynomit) Rodriguesovou formuli. Pomoci Leibnizovy formule pro derivovéni
soucinu dostaneme explicitni vyraz Laguerreovych polynoma ve tvaru

Lu(z)e ™ = Zn: (Z) 2 (e72) (k) = =2 Zn: (Z) ()" Fn(n—1)...(n— k+1)z"F,

k=0

a tedy

Do) = 31 oD kP D) e,

coz reprezentuje zjevné polynom stupné n. Snadno ukazeme, ze se jedna o ortogonalni polynomy pfi skalarnim soucinu
s vahou e~ ", nebot plati, ze
<:Ck|Ln(:v)>e,I =0 (k<mn).

To prokazeme nasledujicim vypoctem. Zjevné

4

. oo . o0
<xk|Ln(ar)>e7m :/ e “z*L,(z)dz = / @ —(2"e™")dx
0 0 z

a nasobnym pouzitim integrace per partes pak

o dn71 0 o dn71
<xk|Ln(x)>e,, = [wk ] —k/ okt (2"e ™) dx =...=
0 0

dIn71 dIn71
=0
oo gn—k n—k—1 o0
—( 1)%/ T e )z = (1)K |2 (@) —0. (6.36)
0 drn—k drn—Fk—1 o
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Posledni rovnost je skutecné zarucena pravé pro vsechna k < n, nebot vzdy po provedeni (n — k — 1) derivaci bude
stupen polynomu pred e ™" vétsi nebo roven jedné. Tedy Laguerreovy polynomy jsou skutecné ortogonalni. Zbyva spocist
normu. Analogickymi Gpravami dostavame

||f,:(:1c)||2 = /000 e_wf.;2(gc) dr = /000 e Ly, (z)(—1)"z"dz = (—1)*"n! /000 "e %dzx = (n!)%

Normalizovany tvar vySetfovanych polynomu je tedy
1 ~ e’ q"

= —L,(2) = ———(2"e™ ™). 6.3
@ = e @) (6:37)

Ln(x)

6.10.9 Definice

Polynomy L,,(z) z rovnice (6.37) nazyvame Laguerreovymi polynomy a rovnici (6.37) Rodriguesovou formuli pro La-
guerreovy polynomy.

6.10.10 Priklad — Laguerreova diferencialni rovnice

Jiny mozny zpiisob zavedeni ortogonalnich polynomi je za pomoci rekurentniho vztahu. Pro Laguerreovy polynomy ma
tento rekurentni vztah podle [11] podobu

Lot1(z) — (2n+ 1 —2)L,(x) + n’L,_1(2) =0, n=1,2,.... (6.38)

Ekvivalence zavedeni Laguerreovych polynom@ pomoci Rodriguesovy formule ¢i pomoci tohoto rekurentniho vztahu je
provérena také v [11]. Dilezity vztah obdrzime také derivovanim rovnice (6.35), a sice

d’n,Jr 1 dnJrl dn d

Lpt1(z)e™ = ey (z" e ™) =g (z"e ™)+ (n+ 1)dx—n(x”e7””) = xE(Ln(:v)efx) + (n+ 1)L, (x)e™ ",

dznt!
coz prenasobenim rovnice funkci e® prevedeme na
L (2) = (L (2) ~ Lu(2)) + (0 + DL (2).
Nyni kombinovanim posledniho vztahu s rekurentnim vzorcem (6.38) obdrzime rovnici
oLl (2) = nLp(z) — n’L,_1(z). (6.39)
Secteme-li dale rovnice (6.39) vyjadrené pro n a n + 1, ziskdme
z(L) 4 (2) = (n+ 1L (2)) = (n+ 1) (Lpg1(z) — 2n+ 1)Ly (2) + n’Ly—1(z))
a po dosazeni zderivovaného rekurentniho vztahu (6.38) odtud plyne
L (2) = nLl,_, (x) — nLo_1 ().
Jesté si prepiseme tuto rovnici pron+1: L], (z) = (n + 1)L} (x) — (n + 1)L, (). Zbyva zderivovat vztah (6.39)
nLy, () — oLy (2) — L7, (2) = n°L],_,(2)
a secteni poslednich dvou uvedenych rovnic spolu se zderivovanym rekurentnim vztahem
L, 1(z) — (2n+1—2)L) (z) + Ly(z) + n’Ll,_,(z) =0
vede na diferencialni rovnici
2L’ (z) + (1 — z)L] (z) + nL,(z) =0, n=1,2,...,

jejimz feSenim jsou pravé Laguerreovy polynomy.

6.10.11 Definice

Diferencialni rovnici
oy + (1 —2)y +ny=0 (6.40)

nazyvame Laguerreovou diferencialni rovnici.
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6.10.12 Poznamka

Rovnici (6.40) Ize také prepsat do tvaru xy” + (1 — x)y’ = Ay, coz je Gloha na hledani vlastnich hodnot diferencialniho
operatoru
~ d? d
L=z— 1—z)—.
T4z +(-2) dz

6.10.13 Poznamka

Béazi v prostoru C'(R) vsech spojitych funkci na R, kterd miize byt podobné jako v predeslych pripadech ortonormalizo-

vana, je baze
2 z _a2 _2
(e_T,xe_T,xze 2 ,x3e 2 ,)

M

P L. . . . _ﬁ . [e'e] _»2
Tentokrat je voleno G = R.. Skalarni souciny mezi funkcemi tvaru z"e~ = budou mit podobu fo 2" T Me =" dx. Proto
je aloha normalizovat vyse uvedenou mnozinu ekvivalentni Gloze normalizovat mnozinu {1,:6,:62,:53,...,} vzhledem
k nové zavedenému skalarnimu soucinu

(flg)y-e = /R f(@)g(x)e" ar. (6.41)

Polynomy ortogonalni vzhledem k tomuto skalarnimu soucinu budeme nazyvat Hermiteovymi polynomy.

6.10.14 Priklad — Hermiteovy polynomy

Ziejmé nejsnadnéjsi zavedeni Hermiteovych polynomii je pomoci diferencialniho vyrazu

d" —z2\ _ n_—x%%
@(e )_(_1) e " H,(z), n€ Ny, (6.42)

jez se opét nazyva Rodriguesovou formuli. Ctenai sam se snadno presvédci, ze se jedna skuteéné o polynom n—tého
stupné s nejvyssim koeficientem rovnym 2". K tomu lze uzit derivaci predchoziho vztahu pro n + 1

(~1)" e Hop (@) = (~1)"e ™" (= 2aHa(2) + H, (). (6.43)

Polynomy H,(z) se nazyvaji Hermiteovy polynomy. Snadno napriklad spocitame Ho(z) = 1, Hi(z) = 2z a Hy(z) =
412 — 2. Z rekurentniho vztahu (6.46) indukci vyplyva, ze H, (z) je sudou, resp. lichou funkci, a to podle toho, zda n je
sudé Ci liché.

Pred samotnym vysetienim ortogonality polynomi H,, si nejprve uvédomime, ze pro libovolny polynom p(x) ma vyraz

o) (9‘12)

dz™

pro  — 0o nulovou limitu pro vSechna n. Proto pro 0 < m < n dostavame s vyuzitim integrace per partes a vztahi
(6.42) a (6.47) sadu rovnosti

. . oo . . oo . dn —x
<Hm(:c)|Hn( )> 2 :/ Hm(x)Hn(:zr)efxzd:r = (—1)"/ H,, () de dr = ‘per—partes& (6.47)‘ =
e o xn
n 12 / dn ! 71 ¢ ey ( 1)n7m2m |/OO ’I:I' ( )dnimeixzd
= m H,,_ r=...=(— m! r)————dz =
1 dxn— T gm—1 o 0 dxn—m

. O gqn—mg—w

Tedy pro n > m dostavame, ze

—0, (6.44)
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odkud plyne ortogonalita polynomii H, (). A pro n = m spocitame normu H,(z)

2
. _ _ - X gn—mg—x
(o) B (@), 2 = (o) 0)), 2], = (-1 "2l [ S 2] =
= 2"n'/ e " dr = 2" nly/7.
Normalizovany tvar vySetfovanych polynomi je tedy
Ba(r) = T B (1) = 5 B (2) (6.45)
n(r) = ——H,(v) = ————=H,(2). .
HHn(x)H 2nnly/7

6.10.15 Definice

Polynomy H,,(x) z rovnice (6.45) nazyvame Hermiteovymi polynomy a rovnici (6.42) Rodriguesovou formuli pro Hermi-
teovy polynomy.

6.10.16 Priklad — Hermiteova diferencialni rovnice

Hermiteovy polynomy je mozno ziskat také metodou tzv. vytvorujici funkce. Tak byl ziskan i nasledujici rekurentni vztah
(viz [11])
Hyy1(z) — 22H, (2) + 2nH,, 1 (x) = 0. (6.46)

Z rovnice (6.43) plyne, ze H, ;1 — 22H, +H, = 0. Zkombinovanim tohoto vztahu a rekurentni formule (6.46) dostavame,
ze pro n € N plati
ﬁ/

n

(z) = 2nH,_1(z). (6.47)

A konecné, dosadime-li tento vztah do rekurentniho vztahu pro Hermiteovy polynomy, ziskame diferencialni rovnici,
jejimz resenim jsou Hermiteovy polynomy. Jedna se o rovnici
ﬁ//

n

(z) — 22H,,(z) + 2nH,(z) =0, n=0,1,2,... (6.48)

6.10.17 Definice
Diferencialni rovnici
y" —2xy’ +2ny =0 (6.49)

nazyvame Hermiteovou diferencialni rovnici.

6.10.18 Poznamka

Rovnici (6.49) Ize také prepsat do tvaru —3y” + zy’ = Ay, coz predstavuje Glohu na hledéni vlastnich hodnot diferen-
cialniho operatoru

1 d? d
2 dz? * Ty

I=
6.11 Cviceni

Cviceni 6.1
Dokazte lemma 6.1.2. Uzijte k tomu matematickou indukci.

Cviceni 6.2
Dokazte lemma 6.1.4.

Cviceni 6.3
Dokazte lemma 6.1.6.

Cviceni 6.4
Dokazte lemma 6.1.8.
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Cviceni 6.5
Dokazte lemma 6.2.2.

Cviceni 6.6
Dokazte vétu 6.6.21.

Cviceni 6.7
Rozhodnéte, zda zobrazeni ||.|| : R? — R, definované pro Z = (x1,z2) rovnosti ||Z|| := max{|z1], |z2|}, zadava na R? normu.

Cviceni 6.8
Dokazte lemmata 6.6.4 a 6.6.15.

Cviceni 6.9 B
Necht jsou v mnoziné R? pevné zvoleny body ¢ = (—¢,0)T a d = (¢,0)T. Rozhodnéte, jaky atvar predstavuje mnozina bod

-

Q={7€R”: o(Z30) + o(&,d) = 2a},
je-li o a) euklidovska metrika, nebo b) sitova metrika. Cisla @ > e > 0 necht jsou parametry. Nacrtnéte obrazky pro volbu a = 5
ae=3.
Cviceni 6.10
Na mnoziné R? je zadan skalarni souéin pfedpisem
(@) = 3x1y1 + 2x2y2 + 3x3ys — 2x1y2 — 2w2y1 — 221Y3 — 223y1 + 2w2Yy3 + 2x3Y0.
Necht ||.|| je norma generovana zadanym skalarnim soucinem a o metrika generovana touto normou. V metrickém prostoru {R?, o}

detailné popiste mnozinu Uy (0).

Cviceni 6.11

Naleznéte viechny hodnoty realného parametru A, pro néz funkce
5 = x1y1 + 4xayz + 2523y3 + AT1y2 + Azays + 3z1ys + 3z3yr + (3X — 8 + 207 ways + (3N — 8 4+ 20 z3y2
definuje na mnozing R? skalarni soucin.
Cviceni 6.12
Necht jsou v mnoziné R? dany dva body Z = (2,1)T a i = (4,3)7. Naleznéte bod Z z metrického prostoru {R?, o} se o—metrikou

tak, aby Us (%) NUs () = Ui (Z). Rozhodnéte, zda jsou mnoziny Us (%) a Uz (%) oddélené v metrickém prostoru {R?, o1} se sitovou
metrikou.

Cviceni 6.13
Dokazte lemma 6.9.15.

Cviceni 6.14
Na mnoziné R? je zadana funkce f(&) = f(x1,z2) pfedpisem f(x1,22) = &1 + 2. Rozhodnéte, zda funkce

o(@,§) = |£(&) - £

zadava na R? metriku.

Cviceni 6.15

Dokazte, ze mnozina Q je spocetna.

Cviceni 6.16

Ukazte, ze jakykoli bod mnoziny R je hranicnim bodem mnoziny Q a dale ze Q = R.

Cviceni 6.17

Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht o(Z, ) je metrika na C” vyhovujici pro kazdé k € C podminkam
o o(kZ, ky) = |k| o(Z,9),
o o(&+4,%) = o(&,0).

Pak zobrazeni o(Z,0) je normou na vektorovém prostoru C” nad télesem C.
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Cviceni 6.18

Ukazte, Ze posloupnost (s»)a=1, kde

B E i1 (20— 1)
Sn = 1+Z(—1) W7
i=1

je cauchyovska v prostoru {Q, o} racionalnich Cisel s euklidovskou metrikou, ale neni ve {Q, g} konvergentni.

Cviceni 6.19

Rozhodnéte, je-li zobrazeni o(z,y) = arctg|z — y| metrikou na mnoziné realnych Cisel.

Cviceni 6.20
Dokazte lemma 6.9.2.

Cviceni 6.21
Vyslovte tvrzeni o kompaktnosti mnoziny A = (0,2) x (0,2) \ {(1,1)} v prostoru {R?, 0.} s euklidovskou metrikou.

Cviceni 6.22

Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni o bodu @ = (1,1)T a mnoziné A z ulohy 6.21.

e Bod @ je izolovanym bodem mnoziny A.

e Bod @ je hromadnym bodem mnoziny A.

Bod @ je vnitfnim bodem mnoziny A.

Bod @ je hranicnim bodem mnoziny A.

Bod @ je bodem mnoziny A.

Cviceni 6.23

Pro mnoziny

A=(0,1) x (0,1) [ J(1,2) x (1,2)

B=A\{(1,1)}
C=(0,2) x {1}

z metrického prostoru {R?, 0.} s euklidovskou metrikou vypliite nasledujici tabulku.

A B C

souvisla

kompaktni

omezena

otevrena

uzavrena

oblast

Jak se zméni vysledek, zméni-li se metrika na sitovou, o—metriku Ci trivialni metriku?

Cviceni 6.24
Necht .|| : V — R je libovolna norma zavedena na vektorovém prostoru V. Ukazte, ze zobrazeni r(Z, %) : V x V — R definované

predpisem 7(Z, i) := 2 ||y — || splhuje viechny axiomy metriky.

Cviceni 6.25
Necht jsou v metrickém prostoru {R, gc} s euklidovskou metrikou dany mnoziny A = (0,5), B = (5,8) a C = {9, 10}. Rozhodnéte
(a oznatte v tabulce), ktera z mnozin A, B, C, AUB, AUC, BUC a AUBUC je:
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| 2 | B | ¢ |auB]|auvc]| Buc|auBuc

spocetna

uzavrena

omezena

oblast

konec€na

otevrena

kompaktni

souvisla

Jak se zméni vysledek, zméni-li se metrika na sitovou, o—metriku Ci trivialni metriku?

Cviceni 6.26

Rozhodnéte, zda zobrazeni
1
(fla)i= [ 1f@)g(o)as
0

predstavuje skalarni soucin na prostoru vsech spojitych funkci. Je-li o metrika generovana timto skalarnim souinem, vypoctéte
2
o(z,z%).

Cviceni 6.27
V roviné R? jsou dany body @ = (0,1)T a pfimka P = {(z,y) € R* : y = —1}. Popiste a graficky znazornéte mnozinu viech
bodi v roving, které maji od bodu @ a pfimky P stejnou vzdalenost pfi

o cukleidovské metrice,

e sitové metrice,

e o—metrice,

e trivialni metrice.

Cviceni 6.28

Rozhodnéte, zda je zobrazeni

SN 1 2 -|— i y1
S(I7y) = (CC17I2)
2—1i 13 Y2
skalarnim soucinem na vektorovém prostoru C2. V kladném pfipadé oznacte symbolem || - || normu generovanou timto skalarnim

soucinem a vypoctéte ||[(2,1)||. Necht o(Z,#) je metrika generovana touto normou. Analyzujte tvar okoli (94 (0) a jeho tvar
nacrtnéte do vhodného obrazku.

Cviceni 6.29

Necht je v metrickém prostoru R? se sitovou metrikou dana mnozina A = (1,6) x (2,4)\ {(5, 3)}. Podle definice rozhodnéte, je-Ii
bod (2, 3) vnitfnim bodem mnoziny A. Podle definice dale rozhodnéte, je-li bod (5,3) hranicnim bodem mnoziny A. Vypoctéte
dale sitovou vzdalenost bodu @ = (8,5)T od mnoziny A.

Cviceni 6.30

Rozhodnéte o limité posloupnosti (Z,)5%, vektorti z R?, kde

. (4 n+1)
Tn=|—,
nn

e a) v metrickém prostoru {R?, 01} se sitovou metrikou

e b) v metrickém prostoru {R? 7} se trivialni metrikou.

Cviceni 6.31
Necht je zadan metricky prostor R" se sitovou metrikou. Dokazte, ze tvrzeni lim, o & = @ pro posloupnost (Z)n=; vektorl z
R" je ekvivalentni tvrzeni Vk € 7 : limy, o0 ©n, = ai. Pfitom symbol z,, reprezentuje k—tou soufadnici vektoru @,.
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Cviceni 6.32

Rozhodnéte o limité posloupnosti (£,)32; vektorl z R?, kde

. ( 2n+5 4)
Ty = |1, y—
n n?2

v metrickém prostoru {R?, o} se o—metrikou.

Cviceni 6.33

Rozhodnéte o limité posloupnosti ()52, vektorti z R?, kde

. ( 2n+5 4)
Tn = 17 » o
n n

v metrickém prostoru {R>, 04} s p—metrikou, kde p = 4.

Cviceni 6.34
Necht je predpisem

1 0 3 0 1
0 1 1 -1 0
7 31 11 -1 1 )
0 -1 -1 2 0
1 0 1 0 6
zadan na mnoziné R” skalarni soucin. Necht || -|| je norma generovana timto skalarnim soucinem. Naleznéte vechny vektory, které

jsou kolmé ke viem vektoram @] = (1,0,0,0,0), @3 = (0,1,0,0,0), u§ = (-3,-1,1,0,0) a @} = (0,1,0,1,0) a jsou normovany,
tj. jejich norma je jednotkova.

Cviceni 6.35
Necht (.|.) je skalarni soucin na vektorovém prostoru V. Necht je pevné zvolen vektor @ € V. Ukazte, ze mnozina vsech vektori
Z € V, pro néz je splnéna rovnost (Z|w) = 0, tvori vektorovy prostor.

Cviceni 6.36

Rozhodnéte, je-li posloupnost

n n=1
e cauchyovska v metrickém prostoru {R, 7} s trivialni metrikou

e cauchyovska v metrickém prostoru {R, o} se sitovou metrikou.

Cviceni 6.37
Co nejpresnéji nacrtnéte okoli (#9141 (2,3) v metrickém prostoru R? s p—metrikou, kde p = 4. Studujte uzavienost, otevfenost,
konvexitu této mnoziny a podobné. Pro srovnani do stejného obrazku vykreslete také “’8)1/11(2, 3).

Cviceni 6.38
Necht je dan metricky prostor {E?, o} s euklidovskou metrikou o. Rozhodnéte, ktera z mnozin splauje citované vlastnosti. Oznacte
symbolem + pozitivni odpovéd.

souvislda | omezend | kompaktni | uzaviend | otevrena oblast

{(@,9,2) €E :a+y+3: =1}

0

{(z,y,2) EB3 122 + 2+ 22 =1}

{(z,y,2) € B3 : 22 + 4% + 22 < 1}

E3

Cviceni 6.39

Dokazte, ze sjednoceni dvou spoCetnych (resp. kone€nych) mnozin je mnozina spoCetna (resp. koneéna).
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Cviceni 6.40

Ovérte rovnost ze poznamky 6.6.10.

Cviceni 6.41

Dokazte lemmata z této kapitoly.

Cviceni 6.42
Rozhodnéte, je-li mnozina A = (2,7) v prostoru {R, .} s euklidovskou metrikou uzavfena, oteviena, souvisla, kompaktni, oblast.
Sva rozhodnuti podrobné odavodnéte.

Cviceni 6.43
Rozhodnéte, je-li mnozina A = (2,7) v prostoru {R, 0;} se skokovou metrikou uzaviena, otevfena, souvisla, kompaktni, oblast.
Sva rozhodnuti podrobné odavodnéte.

Cviceni 6.44
Rozhodnéte, je-li mnozina A = (2,7) v prostoru {R, o} se sigma-metrikou uzaviena, otevfena, souvisla, kompaktni, oblast.
Sva rozhodnuti podrobné odavodnéte.

Cviceni 6.45
Rozhodnéte, je-li mnozina A = (2,7) v prostoru {R, 7} s trivialni metrikou uzaviena, oteviena, souvisla, kompaktni, oblast.
Sva rozhodnuti podrobné odavodnéte.

Cviceni 6.46
Dokazte, ze predpis ff f(x)g(x)dz nedefinuje na C'({0,2)) skalarni soucin.
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Kapitola 7

Fourierovy rady v Hilbertovych
prostorech

Stejné jako matematikiim pocatku devatenactého stoleti nabizi se i ndm zcela prirozena otazka, zda nelze v analogii
s taylorovskymi rozvoji funkci do mocninnych rad provadét také rozvoje do rad obecnéjsich. V zavérecné kapitole téchto
skript si ukazeme, ze rady typu

> argi() (7.1)
k=0

nemuseji byt nutné analyzovany pouze tehdy, jeli gi(x) monomem (z — ¢)* (jak jsme poznali ve treti kapitole), ale
mohou byt konstruovany i pro dalsi typy funkci g (z). PresvédCime se také, ze takové netaylorovské rozvoje mohou byt
velice uzitecné pro feSeni pestré skaly aloh.

7.1 Separabilni Hilbertovy prostory

Nejprve se seznamime s vyhodnymi vlastnostmi funkci go(z), g1(x), . . . z predpisu (7.1). Pripomnéli jsme si jiz, ze prvotni
volbou (pro teorii Taylorovych fad) byly centrované monomy gx(z) = (z — ¢)*. Budeme nyni rozmyslet, jaky pozadavek
klast na tyto funkce, aby vysledny format rad (7.1) byl pokud mozno co nejkompaktnéjsi a také snadno vycislitelny. Na
to je bez pochyby treba brat zretel, protoze jednou ze zasadnich Gloh této teorie je otazka, jak hledat koeficienty ay
v predpisu (7.1) tak, aby pro vhodnou funkci f(x) platila rovnost

flx) = argu(z).
k=0

V pripadé, kdy byly funkce gy () voleny jako monomické g (z) = (z — c)*, byla uvedena Gloha pomérné snadna. Platilo
totiz, ze ap = f¥)(c)/k! PFi jinych volbach g (z) to ale jisté nemusi byt takto snadné, jak se zahy presvédcime.

7.1.1 Poznamka

Cela teorie fourierovskych rozvoja je v matematické analyze primarné vytvorena pro hledani rozvoji funkci. Tedy elementy
prostorii, které se chystdme zkoumat, budou reprezentovany zejména funkcemi. Ovsem (také s ohledem na skutecnost,
ze se budeme pohybovat po vektorovych prostorech funkci) na kazdou funkci libovolného funkcionélniho vektorového
prostoru lze nahlizet jako na vektor, tj. prvek vektorového prostoru. Z tohoto diivodu (a také kvali lepsi Citelnosti textu)
budeme v nasledujicich partiich pracovat ve formalizmu vektord.

Vychodiskem celé teorie navic nebude obycejny vektorovy prostor, ale prostor Hilbertiiv, se kterym se Ctenar podrobné
seznamil v oddile 6.8.

7.1.2 Definice

Necht je dan Hilbertav prostor H := {V, (.|.),[|.|l,0}. O mnoziné @ C H (tj. Q C V) prohlasime, ze je hustd v H,
jestlize je jeji uzaver roven celému H, tj. jsou-li do mnoziny () dodany vSechny jeji hranicni body, obsahuje jiz vSechny
prvky z H. Tuto vlastnost Ize také vyjadrit formalnéji zapisem @ = H.
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7.1.3 Veta — o husté mnozine

Necht je dan Hilbertav prostor H# := {V,(.|.),|.l, e}. Mnozina @ C V je husta v H pravé tehdy, kdyz ke kazdému
T € M existuje posloupnost (Z, € Q)22 tak, ze limnorm,, o Zp = @, tj. lim,_,~ ||, — Z|| = 0.

Dikaz:

e tvrzeni véty je ekvivalentni nasledujicimu tvrzeni: Mnozina Q C V je husta v H pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € H
existuje posloupnost (#,)52; prvkd mnoziny @ takova, ze limnorm,, .o T, = ¥, tj. pro kazdé ¢ > 0 existuje
ng € N tak, ze plati implikace

n>ny = 0T, 7) <e. (7.2)

e odtud pak plyne, ze pro n > ng je ||Z, — ¢|| < &, coz lze pfepsat do tvaru lim,, .« ||Z, — Z|| =0
e nejprve dokazeme prvni implikaci tohoto ekvivalentniho tvrzeni

e piedpokladejme tedy, Ze f€e Ha Q =H

e jelikoz 4 € Q, pak bud 7 € Q° nebo 7 € bd(Q)

e v kazdém pripadé ale existuje, jak vime z definic vnitiniho a hraniéniho bodu, v libovolném okoli 4. (%), kde ¢ = L

n
pro n € N, néjaky bod ¥, € Q
e tvrdime, ze takto vytvorena posloupnost prvkil (Z,)52 ; konverguje k
e vezméme proto ¢ > 0

e k nému ale vzdy existuje ng € IN takové, ze plati implikace n > ny = o(Z,, %) < 9, jak vyplyva z konstrukce
posloupnosti (Z,,)2°;, ¢imz je prokazano, ze limnorm,, ,~ &, = &, potazmo lim,, . ||Z, — Z|| =0

e dokazme druhou implikaci

e pro spor predpokladejme, ze existuje 7 € H \ Q

e necht tedy existuje posloupnost (Z,,)52 ; prvkd mnoziny @ takova, ze lim, oo T, = ¢
e tudiz pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze plati implikace (7.2)

e to ale znaci, ze v kazdém okoli U (%) lezi bod z mnoziny @

e proto % je hranicnim nebo vnitfnim bodem mnoziny @, coz je oCekavany spor

7.1.4 Definice

O Hilbertové prostoru H := {V,(.|.), .||, 0} prohlasime, Ze je separabilni, jestlize v ném existuje spocetna mnozina,
ktera je v ‘H husta.

7.1.5 Priklad

Separabilnim Hilbertovym prostorem je napf. ctvefice {R, (.|.)s, [|-|le, @ }, tj. mnozina realnych Cisel osazena standardnim
skalarnim soucinem, euklidovskou normou a euklidovskou metrikou, kterézto jsou vlastné normou a metrikou generova-
nymi standardnim skalarnim soucinem. Protoze Q = R a Q ~ N, je mnozina Q racionalnich ¢isel onou spocetnou a
hustou mnozinou v R, jez je vyzadovana v predchozi definici. Proto je Euklidovsky prostor {R, (.|.)s, ||-]lc, 0c } prostorem
separabilnim.

7.2 Hilbertovy prostory kvadraticky integrabilnich funkci

V této sekci se pokusime zkonstruovat nejbéznéjsi zastupce separabilnich Hilbertovych prostora, jejimiz prvky jsou vybrané
funkce jedné realné proménné.

7.2.1 Definice

Necht G C R a G # (). Tridou (lebesgueovsky) kvadraticky integrabilnich funkci .£5(G) rozumime mnozinu vSech funkci
g(x) : G — R, pro které integral [, |g(x)|* dz konverguje.
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7.2.2 Poznamka

V predchozi definici se vlastné jednd o tzv. Lebesgueiv integral (viz skripta [17]), ktery predstavuje nastavbu nad
klasictéjsimi typy integrala (Newtonovym, resp. Riemannovym). V nadchazejicim textu ale povétsinou vystacime s faktem,
Ze hodnoty Riemannova a Lebesgueova integralu ze stejné funkce (pokud oba existuji) jsou v drtivé vétsSiné totozné.
Presnéji to vystihuje véta o vztahu Riemannova a Lebesgueova integralu, ktera rika, ze je-li J kompaktni interval v R
a existuje-li (%) [, g(x) dx, pak existuje také () [, g(x) dx a oba integraly maji tutéz hodnotu. Protoze je ale teorie
Fourierovych rad bézné budovana nad Lebesgueovym integralem (coz ma pochopitelné své diivody), také my se tohoto
pristupu pridrzime.
Z teorie Lebesgueova integralu nyni vybirame nékolik symbolii a tvrzeni zasadnich pro tuto kapitolu.

1. Tridou (lebesgueovsky) integrabilnich funkci £ (G) rozumime mnozinu vsech funkci g(z) : G — C, pro které
integral [,, g(x) dz konverguje.

2. Tridou (lebesgueovsky) absolutné integrabilnich funkci 1 (G) rozumime mnozinu vsech funkci g(z) : G — C,
pro které integral [, |g(z)| dz konverguje.

3. Srovnavaci kritérium: Plati-li pro dvé funkce |f(z)| < g(x) na G a je-li g(x) € Z(G), pak také jisté plati, ze

f(@),[f ()] € Z(G).
4, Dasledek: g(z) € Z1(G) = g(x) € Z(Q).

5. Trida Z(G) je vektorovym prostorem nad télesem C, resp. R.

7.2.3 Veta

Necht f(z),g(x) € Z(G). Pak f(x)g*(x) € Z(G) a funkcionalni operace [, f(x)g*(x)dx pifazujici dvojici funkci
f(x),9(x) € Z(G) komplexni &islo spliuje axiomy skalarniho soucinu.

Dikaz:
e pro libovolna ¢isla a,b € C jisté plati nerovnost 2|ab| < |a|? + |b]?
e proto pro libovolné komplexni funkce g(z), f(z) € Z(G) plati, ze

1

F@)g* @) < 512+ 5lo)P

o jelikoz | f(z)|%, |g(x)|? € Z(G), plyze ze srovnavaciho kritétia, ze |f(z)g*(z)| € L(G) a f(z)g*(z) € Z(G)
o integral [, f(x)g*(x)dz tedy za viech okolnosti vraci komplexni Cislo (tedy konverguje v C)
e leva linearita a hermiticita jsou tudiz splnény trivialné

e naplnéni axiomu pozitivni definitnosti je disledkem zobecnéni pojmu funkce na tzv. funkce faktorové, kdy se za
nulovou funkci pokladaji vsechny funkce lisici se od nulové funkce na mnoziné nulové miry (délky)

e pro detailnéjsi pochopeni pojmu faktorové funkce odkazujeme Ctenare na skripta [17]

7.2.4 \Veta

Trida kvadraticky integrabilnich funkci Z5(G) je vektorovym prostorem na C, resp. R a spolecné s operaci [, f(z)g*(z) d
také prostorem prehilbertovskym.

Diikaz:

e homogenita, tj. vlastnost a € C, g(x) € £A(G) = ag(z) € Z(G), je splnéna trividlné
e nyni prokdzeme uzavrenost %% (G) na scitani

e snadno nahlédneme, Ze |f(z) + g(2)|? = |f(2)|> + |g(x)]? + f(x)g* (x) + g(x) f*(z)

e protoze ale viechny Ctyfi funkce na pravé stané patii do Z(G), jak bylo prokazano v predchazejici vété, musi také
soucet | f(z) + g(z)|? v Z(Q) lezet

225



KAPITOLA 7. FOURIEROVY RADY V HILBERTOVYCH PROSTORECH

e proto f(z) + g(x) € Z£(G) pro libovolné dvé funkce f(x), g(z) € £ (GQ)
e podle véty 7.2.3 splnuje navic operace [, f(z)g*(z)dz na .Z5(G) axiomy skalarniho soucinu

e protoze .%5(G) je prostorem vektorovym, jak bylo pravé provéreno, je dvojice { % (G); [ f( x)dx} prehil-
bertovskym prostorem

7.2.5 Veta

Trida kvadraticky integrabilnich funkci .%5(G) spolecné se standardnim skalarnim soucinem zavedenym vztahem [, f(x)g*(2) dz
je separabilnim Hilbertovym prostorem.

Diikaz:

e viz véta 7.2.12 o Gplnosti faktorového prostoru kvadraticky integrabilnich funkci ze skript [17]

7.2.6 Dasledek

Necht G = (a,b) je otevieny interval v R a w(z) € C(G) je kladna funkce na G (tzv. vaha skalarniho soucinu).
Vektorovy prostor

Lo w(G) = / lg(x)|?w(x)de < +oo}

spolecné se skalarnim soucinem zavedenym vztahem fG x)g*(x)w(z) dx je separabilnim Hilbertovym prostorem.

7.3 Ortonormalni systémy prvkt Hilbertova prostoru

Matematici zabyvajici se teorii fourierovskych rozvoji dospéli pomérné brzy k presvédceni, ze vyranou vyhodou funkci
g1(x), g2(x), ..., podle nichz budeme rozvijet prvky Hilbertovych prostorti do fad tvaru Y .-, argr(z), bude jejich
ortogonalita. Tou se budeme také my nyni zaobirat.

7.3.1 Definice

Systém {Z, : n € N} nenulovych prvkd Hilbertova prostoru H nazveme ortogondlni, pokud pro viechna i,k € N
(i # k) plati rovnosti (Z;|%)) = 0. Splauje-li navic tento soubor vlastnost (Z;|Zx) = d; pro vsechna i,k € N, budeme
ho nazyvat systémem ortonormainim.

7.3.2 Lemma

Je-li {#, : n € N} ortogonalni systém prvki v Hilbertové prostoru H a jsou-li prvky ¥, vypocteny z jednoduchych
rovnosti ¥, = Z,/||Zn|, pak je mnozina {#, : n € N} ortonormalnim systémem prvki v H.

7.3.3 Priklad

Necht jsou Cisla a € R a £ > 0 zvolena pevné. Systém funkci
2 2
1, cos (%nx) , sin (%nx) , neN (7.3)
je ortogonalnim systémem v Hilbertové prostoru { % (a,a + £), faM f(x)g(x)dx}. Systém

i\/gcos 2—7T \/gs' 2—7T eN
iV én:z: A7 in én:z: , n

je pak v {%(a,a + ¢), faH f(z)g(x)dx} systémem ortonormalnim. Podobné reprezentuje také mnozina

{eizTﬂm, ne Z}

ortogonalni systém prvka v Hilbertové prostoru{.%(a,a + ¢), faH f(x)g*(z)dx} komplexnich funkci g(z) : R — C.

226



7.4. FOURIEROVA RADA A JEJI VLASTNOSTI

7.3.4 Definice

Necht je dana posloupnost (Z,,)5%; prvka Hilbertova prostoru . Rekneme, Ze fada Zf;l Xy, konverguje podle normy,
k prvku @ € H, pokud posloupnost castecnych soucti §,, := > ,_, & konverguje k @ podle normy, tj.

limnorm §,, = d.
n—-+o0o

7.3.5 Veta — o jednoznacnosti

Necht {Z, : n € N} je ortogonalni systém prvkil v Hilbertové prostoru H. Jestlize fada Y °~ | a,Z), konverguje k prvku

Z (ve smyslu predchozi definice), pak jsou Cisla a,, urena vztahy

n=1

(#]Zn) _ (F|Tn)
(TnlZn) 1 Zn]?

n =

Dikaz:

oznaéme §,, := >}, apTy

ze spojitosti skalarniho soucinu (viz véta 6.8.12) plyne pro kazdé j € N rovnost

(@Z;) = (h}glfrm Sn|Z5) = nhm (8n)Z5)

e pron > j navic (3,|7;) = Yop_) an(Tk|T)) = a;(%|75) = a;]|]|?

tedy (Z|7;) = limy, 00 (3,|%;) = a;(%;]7;) = a;||7;|%, odkud jiz plyne dokazovany fakt, ze

7.3.6 Disledek
Maji-li dvé fady Y07 | anZn, > ono, bu@y stejny soucet § € H, pak je a, = b, pro kazdé n € N.

7.4 Fourierova rada a jeji vlastnosti

V této sekci zavedeme obecny pojem Fourierovy fady a budeme zkoumat jeji vlastnosti. Planujeme v ni (a také v dalSich
sekcich) postupné vyjasnit nasledujici otazky:

1. Konverguje v H Fourierova rada kazdého prvku z H?
2. Kdy konverguje Fourierova rada prvku & € ‘H pravé k tomuto prvku?
3. Kdy pro vsechny prvky & € H konverguje prislusnd Fourierova rada k tomuto prvku?

4. Jaka museji byt €isla a,,, aby fada > 7 | a,@, byla konvergentni v H?

7.4.1 Definice

Necht {Z,, : n € N} je ortogonalni systém prvkii v Hilbertové prostoru . Pak pro Z € H nazyvame Cislo

n-tym Fourierovym koeficientem prvku Z € H podle zadaného ortogonalniho systému. Radu

o0 —
Z d:
Z i

nazyvame Fourierovou fadou prvku & € H podle zadaného ortogonalniho systému.
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7.4.2 Poznamka

Pro ortonormalni systém prvki se predeslé vzorce zjednodusi do tvaru

o0
Cn = (E|Tn), Y (E|Tn)En

n=1

7.4.3 Poznamka

Radgji ale explicitné upozoriujeme na skuteCnost, ze jsme dosud zadnym zplisobem nedokazali, ze Fourierova rada
vybraného prvku & € H skutecné k prvku & konverguje. To ani neni obecné pravda (viz nasledujici priklad). Pokud ale
fada Y7 | a, @, k néjakému prvku konverguje, musi to nutné byt jeho Fourierova fada.

7.4.4 Priklad

Systém {sin(nx) : n € N} je ortogonalni v H = %(0, 27). Protoze

2m
(sin(nx)| cos(x)) = /0 sin(nx) cos(z) dz = 0

pro libovolné n € N, jsou Fourierovy koeficienty prvku g(x) = cos(z) nulové. Fourierova fada tohoto prvku je tudiz
fadou samych nul, a tedy ke g(z) nekonverguje.

7.4.5 Veta — zakladni

Necht {Z, : n € N} je ortogonalni systém prvké v Hilbertové prostoru H, 7 € H, k € N, ap, € Ca T, =Y ,_, arTs.
Necht ¢ jsou Fourierovy koeficienty prvku Z € H podle zadaného ortogonalniho systému. Potom plati:

n n
17 = Tl = 121° = D lex P12l + D lew — arl*| 2] (7.4)
k=1 k=1
Pro m,p € N je
m-+p 2 m-+p
Z apT| = Z |ak )|
k=m+1 k=m+1

Dikaz:

n n n n n
|17 = Tol® = (F = andil@ =Y andi) = 172 =D al(7]7;) — Z (@l @) + )0 " aral (@) =
k=1 k=1 j=1

k=1 j=1k=1

n n n
= 1217 =D ar@T) — > arl@lE) + Y larl?|1E]* =
k=1

k=1 P
n n n

= 1217 = Y arerl@l® = D ancillZl® + ) lanl* @]
k=1 k=1 k=1

Pricteme-li a odecteme-li na pravé strané vyraz > _, |cx|?||Zx||?, dostaneme pozadované tvrzeni, nebot pro a,b € C
plati
la —b*> = (a —b)(a — b)* = |a|* — ab* — a*b + |b]°.

Druhé tvrzeni plyne, !'ak Ize nahléc.lnou z vypo(:tu.niie;z primé z aplikace definice normy na vyraz || ZZST’ZH arTr]|?,
v némz je nasledné vyuzito ortogonality prvki mnoziny{Z,, : n € N}.

m+p 2 m+p m+p m+p  m+p

S w3 w3 wn)- TS i) -
k=m+1 k=m+1 Jj=m+1 k=m+1 j=m+1

m+p  m+p m+p  m+p m+p

= > D wal@lE) = Y Y adidil @l = Y lalllz]?
k=m+41j=m+1 k=m+41 j=m+1 k=m+1
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7.4.6 Poznamka

Druhé tvrzeni zakladni véty vlastné fika, ze posloupnost €astecnych souctd fady > -, a, T, je cauchyovska v H tehdy
a jen tehdy, je-li cauchyovska posloupnost castecnych soucti Ciselné fady >0, |an |2 7,2

7.4.7 Dasledek

Je-li 3, soucet prvnich n ¢lenti Fourierovy fady prvku & € H podle ortogonalniho systému {Z, : n € N}, tedy
8 = D _p_q CkTk, pak je

n
150 — 21> = 1217 =D lewl* @l (7.5)
k=1

7.4.8 Poznamka

Predchozi dusledek kvantifikuje blizkost ), k prvku & pomoci blizkosti cisel ||Z]|2 a -7, |ek|?(|Zk]|?.

7.4.9 Veta
Pro libovolné T,, = Zzzl apTk a pro 8, definované v disledku 7.4.7 plati
”gn - CZ"'” < HTn - :Z"'H,
pricemz rovnost nastava pravé pro T,, = §,,.
Diikaz:

e plyne z rovnosti (7.4) a (7.5)

7.4.10 Poznamka

Tato véta vyjadfuje skuteCnost, ze n—ty CasteCny soucet §,, Fourierovy fady prvku Z € H aproximuje tento prvek nejlépe
ze vsech linearnich kombinaci prvnich n prvka systému {Z,, : n € N}.

7.4.11 \Veta — o Besselove nerovnosti

Necht {Z,, : n € N} je ortogonalni systém prvki v Hilbertové prostoru H a Z € H. Necht ¢,, (n € N) jsou Fourierovy
koeficienty prvku & € H podle zadaného ortogonalniho systému. Pak plati:

1. Besselova nerovnost: ||Z||? = Y07, |en || Zn
2. Rada Y07 | [en|?[|%,]|? konverguje a lim, o [|cn@ynl| = 0.
3. Rada 3°°° | ¢, %, konverguje (podle normy) v H.

Dikaz:

e protoze je leva strana v rovnosti (7.5) nezaporna, dostavame pro n € N nerovnost > ,_, |c|?||Zx]|? < |72, v
niz nyni postaci prejit k limité n — 400

e tim je prokdzana platnost Besselovy nerovnosti

e druha dokazovana vlastnost (vCetné nulovosti limity lim,, o |[c,@y|) je bezprostiednim dasledkem Besselovy
nerovnosti

e zde si pouze staci uvédomit, ze |c,, ||| ||? = ||cadn||? z axiomi normy

e protoze je Ciselna fada > "7, |¢,|?|| %, ||* Fadou s nezapornymi Eleny a protoze jeji posloupnost astecnych soucti
omezena cislem || Z||?, musi by nutné uveden4 Ciselna fada konvergentni

e z bodu 2 plyne cauchyovskost posloupnosti ¢astecnych soucti fady >~ ; ¢, v H

e diisledkem aplnosti prostoru H je proto konvergence této rady podle normy (tj. v H)
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7.4.12 \Veta — o Parsevalove rovnosti

Necht {Z,, : n € N} je ortogonalni systém prvkii v Hilbertové prostoru H a & € H. Necht ¢,, (n € N) jsou Fourierovy
koeficienty prvku @ € H podle zadaného ortogonalniho systému. Fourierova fada prvku & konverguje k tomuto prvku
pravé tehdy, kdyz plati tzv. Parsevalova rovnost

1% = Z Jenl? 120 1%

Diikaz:

e jedna se o bezprostredni disledek véty 7.4.11

7.4.13 \Veta — Rieszova-Fischerova

Necht {Z, : n € N} je ortogonalni systém prvki v Hilbertové prostoru H. Nutnou a postacujici podminkou pro to,
aby fada Zoo_l anTp konvergovala v H je konvergence fady > | |an|?||Z.]|?. Je-li tato podminka splnéna, je fada
> | a,@, Fourierovou radou svého souctu.

Diikaz:

e zikladni véta 7.4.5 ik, ze posloupnost Castecnych souctd fady Y | a, &, je cauchyovska v H tehdy a jen tehdy,
je-li cauchyovska posloupnost Eastecnych souctt Ciselné fady > oo [an|?||Z ||?

e tvrzeni véty pak plyne z Gplnosti prostorii H a C, (resp. R)

7.5 Uplnost ortogonalniho systému

Jednim ze zasadnich problémi celé teorie je otazka, za jakych podminek konverguje Fourierova fada vsech prvki @ € H
pravé k tomuto prvku. Jak uvidime, odpovéd souvisi s "bohatosti"ortogonalniho systému {Z, : n € N}.

7.5.1 Definice

Ortogonélni systém prvkdi {Z, : n € N} v Hilbertové prostoru H nazveme dplnym, pokud z faktu, ze & € H a (7]Zn) = 0
pro viechna n € N jednoznacné vyplyva, ze Z = 0. Uplny systém ortogonalnich prvki se nazyva bazi Hilbertova prostoru
H. Je-li systém {Z,, : n € N} navic ortonormalni, nazyvame ho také ortonormalni bazi. Mohutnost baze (tedy kardinalni
Cislo, tj. zobecnény pocet prvkil) nazyvame dimenzi prostoru H.

7.5.2 Poznamka

Uvedena definice vyjadruje skutecnost, ze jedinym prvkem z H, ktery je ortogonalni ke vsem prvkiim systému je nulovy
prvek.

7.5.3 Veta

Necht je dan Hilbertiiv prostor H. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
1. Ortogonalni systém prvkd {Z, : n € N} je aplny.
2. Pro kazdé & € H plati Parsevalova rovnost.

3. Pro kazdé & € H konverguje prislusna Fourieorova fada (konstruovana podle systému {Z, : n € N}) pravé k
prvku Z

4. Mnozina vsech linearnich kombinaci konecné mnoha prvkid ze systému {Z, : n € N} je hustd v H.
Dikaz:
e ckvivalence druhého a tretiho tvrzeni plyne ihned z disledku 7.4.7

e dokazme implikaci 3 = 1
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zvolme 7 € H tak, ze (Z|Z,) = 0 pro vsechna n € N

z rovnosti (Z|#,) = 0 plyne, ze 5, = 0 pro kazdé n € N, a tedy 5, — 0
podle bodu 3 ale 5, — 7, tudiz & = 0

jedinym vektorem kolmym ke vsem Z,, je tudiz nulovy vektor

dokazme implikaci 1 = 3

podle tretiho tvrzeni véty 7.4.11 plati, ze s,, — ¥, kde ¥/ je néjaky prvek z H

podle poznamky 7.4.3 musi byt Fourierova fada prvku & také Fourierovou fadou prvku ¥, tj. (Z|Z,) = (¢|Z,) pro
vSechna n € N

tedy (Z — ¢|#,) = 0 pro véechna n € N a podle bodu jedna pak nutné Z — 7 = 0, coz zavruje diikaz tvrzeni ¢. 3

plati-li tvrzeni ¢. 3, pak posloupnost (5,,)52 ; Castecnych souctd (coz je de facto linearni kombinace konecné mnoha
prvkil ze systému {Z, : n € N}) konverguje k Z, a tedy plati Ctvrté tvrzeni

naopak, jestlize posloupnost ()52 linedrnich kombinaci konecné mnoha prvkd ze systému {Z, : n € N}
konverguje k &, které je ortogonalni ke kazdému @, pak je (Z|Z) = lim,—, o0 (ZF|W,,) = lim,,_,oc 0 = 0, a tedy plati
bod 1

754 Veta

V kazdém nekonecné-dimenzionalnim separabilnim Hilbertové prostoru existuje ortonormalni baze.

Dikaz:

necht Q = {¢, : n € N} je spocetna husta podmnozina v H

nejdfive z ni vybereme podmnozinu P obsahujici pouze linedrné nezavislé funkce, pro niz [P]y = Q

je-li 71 = 0, pak tento vektor vyskrtneme

v opacném pripadé ho zaradime do P

dale predstavime rekurentni vybérovou proceduru, kterd bude do P dodavat dalsi a dalsi prvky
predpokladejme, ze jsme jiz prozkoumali n prvkil 41, 4>, ..., 4, z @ a rozhodli, zda patfi nebo nepatii do P
vyberme dalsi prvek (tedy ,,4+1) z mnoziny @

je-li ¢+1 linedrni kombinaci prvkd aktualné zarazenych v @, pak ho jiz do ) nezaradime

v opacném pripadé ho do P zaradime

vysledkem tohoto rekurentniho procesu (pro prozkoumani vsech prvkd v Q) je mnozina P = {2} : k € N}

mnozina P mé tyto vlastnosti: 1) libovolnych koneéné mnoho jejich clend je linedrné nezavislych; 2) kazdé 4, € @
je linearni kombinaci konecného poctu prvkd mnoziny P

polozme Z1 := 21 /||Z1]| a definujme dalsi rekurentni proceduru, a to proceduru vedouci k vytvoreni mnoziny O

jestlize jsme jiz prvky @y, Zo, ... &, € O urcili, urCime nejprve prvek

n

W1 i= Zny1 + E (Zn1|Tr) T,
k=1
ktery je nenulovy a ortogonalni k linearnimu obalu [#1, Za, ..., Zp]x
nakonec polozime Zy,4+1 := Wy41/||Wn41]]

potom je ziejmé O = {&), : k € N} ortonormalni systém, ktery je Gplny, nebot spliuje podminku ¢. 4 z véty 7.5.3
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7.5.5 Poznamka

Prikladem aplného ortogonalniho systému (tedy baze) jsou trigonometrické systémy z prikladu 7.3.3 (tzv. trigonometricka
béaze) nebo Legendreovy polynomy diskutované v prikladech 6.4.15, 6.10.2 a vykreslené na obrazku 6.25. Pokud na
prostorech %, (@) volime nestandardni skalarni souciny (tedy skalarni souciny s vahou), jsou prikladem ortogonalni baze
také Laguerreovy polynomy (viz 6.10.8) nebo Hermiteovy polynomy (viz 6.10.14).

7.5.6 Priklad

Rozlozme funkci g(x) = x chapanou jakou element Hilbertova prostoru {-Z(0, 27); [ f(x)g*(x)dz} do Fourierovy rady
podle trigonometrické baze (7.3). Podle teorie jsou prislusné Fourieovy koeficienty rovny cisliim

27
0y — (x[1) fo rdr
- P -
P~ T ras

ap — (x| cos(kx)) _ fOQﬂxcos(k:c) do 0
|| cos(ka)||? fo% cos?(kx) dx

(x|sin(kx)) f;ﬂxsin(kx) de 2

b =

 Isin(ka)[> fozw sin?(kx) dz k

Z tohoto mezivypoctu tedy vyplyva, ze hledanou Fourierovou radou je fada na pravé strané nize uvedené rovnice a
ze mezi funkci g(x) = x a jeji Fourierovou radou plati na (0, 27) rovnost

> sin(kx)
rT=m—2 .
2=

Napiseme-li pro tuto funkci Parsevalovu rovnost, dostaneme

27 2 o0 2
4
2 2 .2
xde =7 / xdr + g —/ sin” (kx) dz,
/0 o 22 Jy
odkud dostavame vztah

873 = 4
- =97 —.
3 " +;1 k2

~ -~ Z - - 2
Ten vede k pomérné slavnému vysledku, a sice Y77, 7 = .
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Vysledky cviceni

f@) = e, 0= R f(x) =, O =R f(@) =0, 0 =R\ (-1,1) fz) =
O =R O =R, f(x)=0pro|z|] <1, f(x) =1/2pro|z| =1a f(z) =1 pro |z| > 1 - posloupnost
nekonverguje na O stejnomérné f(z)=0, O=R" O=R, f(x)=1proz e (-1,1), f(z) =0 pro
x=—1a f(z) =z pro |z] > 1 — posloupnost nekonverguje na O stejnomérné flx)=lz|, O=R
na O = R konverguje stejnomérné k limitni funkci f(z) =1proxz >0a f(x) =e * proz <0 1.12 stejnomérné
1.13]a) ano, b) ne‘ 1.14 ano‘ 115‘ ne‘ 1.16]a) ano, b) ne‘ 1.17‘ano‘ 1.18]a) ne, b)ano
1.19ano| 1.20]ano| 1.21]a) ano, b) ne| 1.22] ano (piiklad je obtizngjsi) | 1.23] ano| 1.26]
ne| 1.27 | ne| 1.28]plati| 1.29]4) ne, b) ano | 1.30] ano | 1.31 ] ano, nebot rada 33, Zntlt o
stejnomérné konverguje na (—1,1) ‘ 1.32 ‘ ano ‘ 1.33 ‘ ano ‘ 134‘ ne ‘ 135‘ ano ‘ 1.36 ‘ ano ‘ 137‘
ano| 1.38]18| 1.39]ano

stejnomérné na R 2.5 stejnomérné na R ’Tﬁ stejnomérné na R stejnomérné na (—oo, ¢) pro
c<0,ale 0= (-o0,0)| 2.10 ‘ O =R\ {-1,1} | 2.11 | stejnomémé na R* podle Abelova kritéria
stejnomérné na R 2.13 stejnomérnéstejnomérné 2.15 konverguje stejnomérné podle Abelova kritéria
nekonverguje stejnomérné na O = R a s(z) = 2* + 322+ 2 prox # 0a s5(0) =0 stejnomérné
na O = R podle Dirichletova kritéria stejnomérné na0O=R|2.19 stejnomérné na O = R 2.20
stejnomérné na O = R ox) =3, n4+12 a Dom(¢) = R| 2.22 | stejnomémé na © =R | 2.23
stejnomérné 2.24 nekonverguje stejnomerne na (0, 1) plati na R‘ 2.26|ano| 2.28 | tvrzeni neplati
%111(2) T uzijte Dirichletova kritéria 2.34 prop>1je O=(-1,1),
prope(0,1>je(’)—<—1,1)aprop 0je O = (-1 (’)— (—4,4) 2.36‘(’):(—1,1) 2.37
proa € (0,1) je O =R, proa=1j O = (- 11)aproa> ljeo ={0}|2.38]0=(-1,1)| 2.39
O =(—ele™ ) prob<ajeO=(—ataaproa<bjeO=(-b"1b1
proﬂé(O,l)jeO:<—1,1)apro[3>lje(’):(— ,6)proa>bje(’):( a,a) aprob>a je
o=(bn[2.44l0=(11)]2.45|0= 2,4 0=(=s2|247]0o=(11[2.48

derivovat ¢len po clenu ‘ 250 ‘ /4 2.51 ‘ konverguje stejnomérné 2.52 nekonverguje stejnomérné 2.53 ‘
konvergUJe stejnomérné na (—1,1) ‘ 2.54 konverguje stejnomérné 2.55 konverguje stejnomérné 2.560|0=

—2,2) mzn ) 1(n21(31) T 2.58|0=(-1,1)2.59 525 In(2 ) konverguje stejnomérné na
M| 2.610= (1/2,3/2) navod: uzijte vétu o zdméné sumy a limity konverguje stejnomérné na

M| 2.64 | konverguje stejnomérné na M konverguje stejnomérné na R

ze
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3.1 jeanaicks 3.3] -5 -5 -5 3.4]o 5[ 3.5] 5 (- ““”2"36——&1 1)+

Y (2" a O = (-1,3) 3.7 pro x € (—1,1) : s(x) ——ln( ) proxe( 1,1) : s(z) =

1I)Sprogce (-1,1) : ()zuimfﬁ?proxe(ll) ()—1I)32arctg(%)
13.14]1[3.15)5 < * tg(e) ~ o+ L% + 245 + 2107 | 3.17| ~ 024489, zbytek: Ry <
o [ 3.18] 1 3.19| m(5) = 1.606 + 0.006 3.20 ~0.921 +£0.008 | 3.21 | s(z) = (1 + 222)e”” pro
reR[3.22]e (145 +2 ) oz € R| 3.23] 1/2] 3.24\ 2 1| 3.25] s(a) = ~35%; pro

L2 YT () gt o 0 = (—1,1) | 3.27 | 12
= (- 1>n<§;§2na0 -1,y 3.30]1[3.31]1[3.32] 21 - 5[ 3.33) -
M1zn (o ) wna = (-1, mg+___m2m \337\6\ 3.38]
1.057250873+2-10~ 9(9: (—1.1) a soucet: s(x) = (1+32)°/5— 1| 3.40]10] 3.41\5—Z
3 5.143 72 + 0.000 04 plati, ackoliv fada ) fn(x) nekonverguje na intervalu (0, 1) stejnomérné
[3.47]s@) = —m(1 — o) [ 3.49] s(x) = o7 (a* + 72® + 1022 —|—2a:) 0 =R| 3.50]s(x) = L(sinh(z) -
sin(z)), O—R‘ 3. 51‘ V3| 3.52]s —xln(1+m+z) Dom(s) = (—2,1) ‘ 3.53| 202 354‘5(:6):
Z(2+x)e”?, Dom(s) = R 3.55 sz )—2:10 2In(1+2)— :Cln(l—i-x),Dom( )=(-1,1)| 3.56|>> L(z—5)"
(-

nln 3n
[3.57]f0) = 1-5 -2, & 0 =

57 4,4) Fla) = 2+ Y0 (—16)r 2l s o
(—1/2,1/2)

(r—2y+1)2+(y+1)? = 1 —elipsa se stredem v bodé (—3, —1) y1,2(x) = £4/C1 + 22 +Cy s definicnim
oborem I =R pro C; >0 a I = (/—Cy,00) nebo I = (—00, —/—Cy) pro C; < 0, pro C; = 0 je y1 2(x) = £ + Cq

3 y(z) = (;—1 + CQ§ + C3e3% + 1 s definiénim oborem I = R* nebo I = R~ pro C; # 0 nebo Cy # 0, pro
C1:C2:0jeI:Ry(x)z?x,I:Ry(x)z(x-i-l LI =(— )-y ) = tg(dx)—4z—1,
— (x| 4.7 y@) =cirt eV 1, 1= (1,00) | 4.8] (@K +(y K)2_2K2 kruznice o poloméru
2K se stredem v bodé (K, K) y" =5y + 7y + 13y = 327 | 4.10| y(2) = 2(z + 1)e*sinz, I = R
4,12 243 + 5ay® + 222y + 422 — dzy — 22 = C a pro C = 0 jde o elipsu | 4.13| y(z) = e*(1 + %) sin(2x),
I=R|4.14 | (x — y)? + 2% = C - elipsa y(x) = 4z — 2zIn(—z) + 4y/—x, I = R~ y(x) =
C1e?® + Coe 2 + Czcos(z) + Cysin(z) + xe®*, I = R y12(z) = £3(2? +C1)%2 +Co, =R proC; > 0
al = (y/—Ci,00) pro C; < Oy(x) =z+5 [ =R 41n(2y—6x—3)+y—4x+7: 0
4.20| y(z) = —22 -6, I = Ry: VT, I:R+y( ) = C1e® + Caze® + Cze®® — 8z%e?,
I=R| 4. 23‘173 "4 32y — 6y — 6y =0 y(z) = C1a3e?® 4 Coz~"e?® + C3e?” + 2%e?*, [ = R*
4.25 |y 5(z) =2 — 3+ Vd—10z, I = (—o0, 10) pouze pro d > 0 — jde o systém parabol vzeslych z formalniho
Feéeniy2—2xy—|—a:2+4x+6yzcy( ) = Cy cos(x) + Ca sin(x) + cos(z) In | cos(z)| + zsin(x), I = (=5, %)
4.27 | elipsa: 2 +4x1/+8a: = Cz y(z) = Bem®/2 —e=®/2 | = R* 4.28 b|y(z) = 4e—/2,
I=R|4.29]y@) = 1+ 3%, I=(47T,57r)y =e"(In(z) +C), I = Rt | 4.31| y(z) =
Ce”’ — g2 —1,I—Ry (z) = Ce™s@ 4 sin(z) — 1, I—Ry (Ce™™ +1)2, 1 =R
My = ”)ﬁ‘;‘cf;l),l_(—ﬁ,w)yu )=+,/£—=1,1=(0,C)proC>0al=(CO0)pro
C<ny:x2e’z—%e7I,I:R+y( y=2%"% 1= RI = ;)1/2+C';7
I:RJF1/12(50)::':1/2111(0(14-61)) I=RproC>1lal=(n(}—1),00) proC e (0
ya(x) = £,/CH5 —1, pouze pro C > 1 : I = (\/_1,00) nebo I = (—oo,—\/%) y(z) = —el*l™’
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=R y(@) = —y/mE=2cos@), I = (§r, Lr) v(y) = /3By L+ 23 T = R*
a:(y):ey(C+y2),I:Rarctg(%)—ln\/mzcy(z)z%—l—(x—l—%)ln @,
1= (4.0) ya)—o+1I-R ye) =20, 1-R y(x) = ~2In(In(clz),
I = (ct o0) y(z) = ze!t = R nebo I = R~ | 4.49| y(2) = Cl%@) + CQSinT(w), I =RT
y(z) = CiIn(z) + Coz, I=RT| 4.D1| R \{e}| 4.53|y(x) =Cire* +Coz—22 -1, 1=R| 4.54

y(z) = Cre” +Coz—22—1, T = R| 4.55 |y(z) = ¢; sin(z) +C5 cos(z) +cos(z) In | =52 | 7 — (-3, %) 4.56

cos(x)

y(z) = Cre® +Come? +23e2* I = R| 4.B7 |y(z) = Cle " +Cre 2+ (e *+e2%) In(1+e?), I = R
y(z) = Cre " +Cre 22, T=R| 4.58 b y(z) = Cy cos(z)+Cy sin(z) 4 C3 cos(2z) +Cysin(2z), I = R| 4.58 ¢
y(z) = C1e?® + Coze®*, [ = R Fg = {1,96,eﬂv,e_m/Qcos(@gc),e_””/2 sin(‘/Tgx)} 459 b Fg =
{eV3% cos(z), eV3 sin(z), e V37 cos(z), e~ V37 sin(z), cos(2x), sin(2z) } y(r) = Cie™™ + Coe” — 2% — 6u,
I=R y(z) =C1 +Coe *+Czze *+2e%* [ =R m y(x) = Cre™ " 4 Cye” — 2 cos(2x) — £ sin(2z),
I=R y(z) = Cre” cos(3x) + Cae”sin(3x) + 3= cos(3z) + 3= sin(3z) + ge*, I =R y(z) =
C1e” cos(3x) + Cze”sin(3z) — tze” cos(3z), I = R y(z) = C1e” + Coe 2% + Cze” cos(2x) + Ce” sin(2z),
I=R y P 42y +y =0 nems feseni| 4.00 | y(z) = 1 cos(In |z|) + Co sin(In |z]) + z/2,
I =Rt nebol =R | 4.07|yx) = > — s’ +y—z, I = R™ 4.68| 2y + 2 +y = C - hyperbola se
sttedem v bodé (—1,—1) | 4.09| y(2) = (1 + 22 + 23)e?®, I = R‘ 4.70] 23 — 622 — 62 + ay? + 22y = C,
pro specilni volbu C = 0 : (z — 3)2 + (y + 1)2 = 42, coz je kruznice | 4.71 | pro w = \/% ad=,<:

x(t) = Cycos(wt) + Cosin(wt) + MQAfQQQ cos(QUt) = xpy, sin(wt + 0) + A—292 cos(Qt) a I = RT, kde jsme polozili

C1 = Zmsin(d) a Co = a, cos(d) z(t) = zpsin(wt + §) + %tcos(ﬂt) al =R*|4.73| yx) =
Cie” + Coe 2% 4 Cysin(3z) + C4cos(3z) + 117 sin(z) + 39 cos(z) — 12z sin(3z) — 44z cos(3z), kde I = R | 4. 74
2?(In(x) —1)y" —xy'+y = q(x), kde () je libovolna funkce y(z) = Cra+ S +Csa* + 4 +2zIn(x), I = RT
4.77 | y(x) =i (xIn(z)+1)+Cox+a2, I = R y(x) = Cre~*+Cycos(x) + Cysin(z) + z?e " + 2ze ™",
I=R[4.79] y(x) = 1ot + 20,2 In(x) + Co(l + ) + 25(6 — 8z + 342,) I = (0,1) y(z) =
Ciz® +Cyln(x) +C5, I =RT y(z) = Cre” + Coe ® —ze® — 1+ (e* —e *)Inle* —1|, I =R+ | 4.82
y(z) = Cre” cos(z) + Coe®sin(z) + 2ze”sin(z), I = R | 4.83 | y® + 4y + 14y + 20y’ + 25y = 0 | 4.84
2> — x4 y+xy+ 3y* = C—pro C > —0.5 jde o elipsy 4.85 | y(z) = Cre” + Cowe” + Cze 2 + 1ade” — Lae”,
I=R y(x) = Cra® +Coa? + 2, 1 =R+ | 4.87 |y(x) = Cre+ Coxln(—z) + zn*(-z), =R~ | 4.88
y(z) = (e’ +4e /12 I =R y(x) = (261 "D 1)~ /1 T = (=00, In(1+1n2/1)) | 4.90]y(z) =
Ci+Cox+C322 +Che™ +Cse 3 +62%, I =R y(z) = @x\/sin(%—iln(x)), I = (e_5”/6,e”/6) 4.92
y(z) = Cy cos(x) +Cy sin(z) + 5 cos(z) In (H%Sn?m)) + 3 sin(z) In (tg(%)), I = (0,7/2) y?—2zy+22% =C-
elipsa y(x) = Cre®’ +Cotate” I =R y(z) = C1+Coe ¥ +Cze” +Cre ** +4z, I = R 4.96
y(z) :Cl+éln(1+02x2), kde I=RproCo>0,I=0proCo=0al= (—\/Ej:,\/g::) pro Co <0 4.97 a
y(z) = (224327 2)e” , I = RF y(a:) = 22" [ = R y(z) = —Sii&)—|—2x—|—(2—a:2)cotg(:c), I=
@2m,3m)| 4.99 |y(z) = ¢, +C, (z—arctg(z))+z, I =R 4.100|y(z) = ¢y arcsin(z)+Co+3x—a3, I = (—1,1)
‘ 4.101 |y(z) = 1+(22+1)In |22+1|, I = (=00, —0.5)| 4.102 |y(z) = Cre 2 +Come 20 +C3e37 4322622, [ =
R| 4.103]y(2) = ¢, sin(a)+Co — 2 cos(e) + b, I = (—m/2,7/2) y(z) = Crz+ S +Cya? + wn(z),
I=RT" y(z) = 2z + (v + 1) arcsin(C(x + 1)), kde I = (=C~' = 1,7t = 1) pro C > 0, I = (—1,00) pro
C=0al=(C*t-1,-c!t—=1)proC <O, y(xr) = Cre"*cos(2x) + Coe™ “sin(2x) + we™* cos(2x) +
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o sin(2z) In(cos(x)), I = (—m/2,7/2) yi(x) = 2 kde T = (C,00) pro C # 0, yo(x) = o, kde T = R
proC = 0ays(z) =0, kde I = Ry(a:) = Crze® +Cox+4a2e®, [ = Ry”—4y =0/ 4.110
y(z) = C1e "+ Coze ® +C3e? —a2e "+ 2%, I =R y) = 52 4+Co(2—2)* — 2+ 252, [ = (—00,2
y(z) = Cy cos(x) + Cg sin(x) 4 C3 cos(2z) + Cy sin(2z) — Lz cos(x), I = R 4.113|y2) = z+/21n(Cx),

= (1/C,00) pouze pro C >0 y@) =z @248 2 1=R| 4.115]|y(x) =c, + ¢, (5 —-2)+a,

I
I=(1,00)| 4.1106|y(z) = c12® + € 4 12®|z|+n|z|), =R~ 4.117 | y(z) = ¢, (1 + atg(z)) + Catg(),
I
I

~

=(-%.%) 4.118 y(xr) = Cre 2% + Cozde 2" + Cyate 2% + 22%e 2% [ = RT 4.119 y(x) = S;E:((;E)),
= (52,7 4.120y(z) = **sin(x) +2ze”, I = R| 4.121 |y(2) = Cicotg(x) +C2 (12 cotg(x)), I = (0,7)

_ Z1/2
4.122 y(z) = Crz%e® + Cax?e ™ + Caz? + 22%e?*, [ = R 4.123 y(x) = (x2 + 1+ 362(12,1)) ,I=R
4.124 y@®) — 4y 4+ 24y" — 40y’ + 100y = 0 4.125 y'e? —2yx+y(2—22) =0 4.126 y(zr) =C1 +

Coln(z) + C32® + 223 In(z), I = RT y(x) = x%, I=(m3n) y(z) = =5, [ = (1,00
yz) =z | 4.130] y(z) = ze/2 y(r) = %(z) 4.132] y(z) = ze* | 4.13

Fs = {12, 25| 4.135]yi(2) = 4o+1, yo(2) = 1—2, y—da—1 = C(y+2—1)"| 4.130 |y —3y"+4y = 4z
y(:v) = (az+b)e " y(x) = (az+b)z| 4.137 C|y(z) = (ax+b)ze®

y(z) = (ax + b)ze " cos(2z) + (cx + d)ze 5 sin(2z) | 4.137 €|y(x) = (az + b) cos(2z) + (cz + d) sin(2x)

~—

!

&(q) = (3,-2,-3,—6) aq(z,y, z,w)<>0.| 5.2 |y2413+y2, Bp = {(1,0,0), (—1//3,1/1/3,0),(0,0,1//3)}
viz napr. vysledek cviceni 5.2 ‘ 5.4 a ‘ (2, 00) 540D ‘ 0| 5.5 ‘ sg(q) = (3,0,0) — elipticky typ, regularni

s normalnim tvarem y? + y2 + y3, Bp = {(1,0,0)7,(0,0,1)T,(—1,1,—1)T}, transformace: 1 = y1 — y3, T2 = y3 a
vs = 2~ s [ 5.6] Br = (0. ~v8/3,0), (vE/2.0,v3/2), (/372 ~2/372/3,/372)} [ 5.7] x € (-4/5.0)
T1 =y1 —3y2 — 6ys3, x2 = Y2 +3yz a v3 = y3 Bp ={(—v2/2,0,0),(-2,1,0),(-1,1,1)}
elipsa: 22+ 22 —1=0,kde 71 = 21 — 22/3+2/3 amy = 22,/3—-1/3 5.11 | imaginarni roiznobézky: 22+ 22 =0,
(—1,1) hyperbolicky paraboloid 22 — 22 — 223 = 0| 5.13 b | elipticka kuzelova plocha
2423 —22=0 elipsoid 22+ 22+ 22— 1=0| 5.13 d |jednodilny hyperboloid 22 + 22— 22—1 =0
hyperbolicky valec 22—22—1=0| 5.13 f |jednodilny hyperboloid 22423 —22—1=0| 5.13 g
dvoudilny hyperboloid 22 + 22 — 22 +1=0| 5.13 h |jednodilny hyperboloid 22 + 22 — 22 —1=0| 5.13 i
imaginarni kuzelova plocha 22 + 22 + 22 = 0| 5.13 J parabolicky vélec 22 — 22, = 0| 5.13 k | kuzelova
plocha 27 + 23 — 22 = 0 m valec 22 + 25 -1 =0 regularni dvoudilny hyperboloid:
22422-22+1=0| 5.17 |sg(q) = (5,0,0), @5 = (—7,—2,2,0,1)T nebo @5 = (7,2, -2,0,—1)T| 5.18 | hyperbo-
licky paraboloid 22— 22— 223 = 0, ktery je regularni a ma signatury sg(@) = (1,1,1)a SG(Q) = (2,2,0)| 5.19|x =3
5.20 | hyperbolicka forma 32 — 42 + 32, sg(q) = (2,1,0) a Bp = {(—1,0,0)T,(1,—1,0)T, (v/3/3,—/3/3,1/3/3)T}
5.21|8r = {(-1,2,1)7,(0,1,0)T,(=2,5,1)T} a @1 = —y1 — 23, T2 = 2y1 + Y2 + 5yz a T3 = Y1 + y3, pak
Q) = -y +v3 +vi a € (2,4) hyperbolicky valec z? — 22 = 1 s hlavni signaturou (1,2,1)
a vedlejsi signaturou (1,1,1), polarni bazi je napf. mnozina {(1/2,0,0)7,(1/4,1/2,0)T,(-2,-3,1)T} ku-
zelova plocha 27 + 25 — 22 = 0 y? + y32 + y3 — pozitivné semidefinitni, sg(q) = (3,0, 1), parabolicky typ
5.26 iy, = £(12,-4,—1,1)T vede na normalni tvar y2 — y2 — 42 + 2 se sg(q) = (2,2,0) pouze a)
ac) 5.28|a € (—3,0) neplati 5.31 B € (3,4+) 1 > 0 jednodilny hyperboloid, © = 0
kuzelova plocha, i < 0 dvoudilny hyperboloid 5.34 hyperbolicky paraboloid s polarni bazi obsahujici napt. vek-

tory (1,0,0)T (—5,1,0)T a (—13,3,1)7, jde o necentralni kvadriku (a,b,¢) = (—20,4, —56) bud
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(=7,-2,1,—5)T nebo (7,2, —1,5)T, signatura: (3,1,0) 8 =-12 x=2r+3s/2ay=s/2, kano-

nicky tvar: q(r,s) = 4r? — 252 (= —1, vztahy: 1 = y1 — Tys — 28ys, o = yo + 9y3 a 3 = Y3 5.40

1 = Y1 — 2y2 + 14ys — 8ya, x2 = Y2 — 3y3 + 2y4, T3 = Y3 @ Ty = Ya €= -1 (8,1,5)| 5.43
e (-1,1)

k diikazu uzijte matematickou indukci dokazuje se analogicky jako véta 6.1.3 6.3 dokazuje se

analogicky jako véta 6.1.5| 0.4 dokazuje se analogicky jako véta 6.1.7 ‘ 67‘ ano ‘ 6.9 a elipsa o poloosach
a,b a stredu ( 6.9 b | zestiahelnik s vrcholy (=5,0), (-3, 2) (3 2) (5,0), (3,-2), (-3,-2) 6.10 | rotacni

elipsoid: x1+x3+2(x1—:v2—x3)2 <16 0.11]x € (-2,0 z=(3,2)7| 6.12 b|jsou

oddelene| 0.14 nejde o metriku‘ 6.18 | navod: naleznéte limitu uvedené posloupnosti a dokazte, ze neni racionalni

6.19|an0| 6.21 ‘ neni kompaktni 6.22 |neni izolovany, neni hromadny, neni vnitini, je hranicni a neni bodem A

6.20 | je skalarnim soucinem, o(z, 22) = \/% 6.28 | je skalarnim soucinem, hodnota normy: 5, okolim je oteviena

elipsa s osami, jez nejsou rovnobézné se souradnymi osami (2, 3) je vnitinim bodem, (5, 3) je hraniénim bodem,
dist(A,{a}) =3 limitou je bod (0,1), ng = [5/¢], v prostoru {R, 7} posloupnost limitu nema
konverguje k (1,2,0) konverguje k (1,2,0)| 0.34 | bud (=7,-2,2,0,1)T nebo (7,2, 2,0, —1)T

v {R, 7} neni cauchyovska, v {R, g} je cauchyovska 6.37 | konvexni oval se stredem v bodé (2,3), okoli 9e>u1(2, 3)
je jeho podmnozinou
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Rejstrik

{-nasobny faktorial, 72 Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci, 50
e-okoli, 202 disjunktni mnoziny, 209
Xp—metrika, 195 divergence Ciselné posloupnosti, 9
A —skalarni souéin, 179 divergentni posloupnost bod& z mnoziny, 197
o—metrika, 193 dvoudilny hyperboloid, 164
q—ortogonalni vektory, 151 ekvivalentni mnoziny, 209
Abelova parcialni sumace, 49 ekvivalentni normy, 190
Abelova véta, 59 elipsa, 155
Abelovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci, 50 elipsoid, 164
Abelovo lemma, 55 eliptickd kvadraticka forma, 151
absolutné integrabilni funkce, 225 eliptickad kuzelova plocha, 167
absolutni ¢len kvadratické funkce, 155 elipticky paraboloid, 165
absolutni ¢len kvadriky, 155 elipticky valec, 166
absolutni konvergence, 36 error function, 85
analyticka funkce, 71 euklidovskd metrika, 194
asymptoty hyperboly, 156 euklidovska norma, 184
axiomy metriky, 192 euklidovsky prostor, 201
axiomy normy, 184 Eulerova diferencialni rovnice, 131
axiomy skalarniho soucinu, 178 Eulertiv vzorec, 119
Babylénska redukce — Lagrangeiv algoritmus, 152 exaktni diferencialni rovnice, 101
baze Hilbertova prostoru, 230 excentricita elipsy, 155
Bernoulliho diferencialni rovnice., 99 excentricita hyperboly, 155
Besselova nerovnost, 229 existenéni véta teorie diferencialnich rovnic, 116
bodova konvergence posloupnosti funkci, 9 explicitni tvar feseni, 100
bodova konvergence fady funkci, 31 exponecialné-goniometrické rovnosti, 129
Bolzanova-Cauchyova podminka pro bodovou konvergenci po- exponencialni spirdla, 106
sloupnosti funkci, 10 faktorové funkce, 225
Bolzanova-Cauchyova podminka pro bodovou konvergenci fady formalni feseni diferencialni rovnice, 100
funkci, 32 Fourierova fada, 227
Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci  Fouriertv koeficient, 227
posloupnosti funkci, 17 fundamentalni systém FeSeni diferencialni rovnice, 118
Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci funkce Erf(z), 85
fady funkci, 45 funkcionalni skalarni souéin s vahou, 180
Bunjakovského nerovnost, 178 funkéni koeficienty operatoru, 94
Cantorova véta, 208 funkcni rada s nezapornymi cleny, 35
Cauchyova uloha pro diferencialni rovnici, 113 geometricka fada, 32
cauchyovska posloupnost, 200 goniometricko-exponecialni rovnosti, 129
Cauchyovy pocatecni podminky, 113 Grammv-Schmidtiiv ortonormalizaéni proces, 188
centralnost a necentralnost kvadriky, 158 Hermiteova diferencialni rovnice, 216
centrovany monom stupné n, 69 Hermiteova vaha, 182
Castecny soucet fady funkci, 31 Hermiteovy polynomy, 216
Ceby§evova metrika, 193 hermiticita skalarniho souéinu, 178
Cebyéevova vaha, 182 hermitovskd matice, 144
dédicnost stejnomérné konvergence, 14 hermitovska sesquilinearni forma, 144
derivace mnoziny, 207 Hilbertiv prostor, 201
derivace rady €len po €lenu, 49 hlavni minor matice, 143
diagonalni tvar bilinearni formy, 143 hlavni poloosa elipsy, 155
diagonalni tvar kvadratické formy, 144 hlavni poloosa hyperboly, 155
diferencialni operator, 94 hlavni signatura kvadriky, 157
diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi, 100 hodnost bilinearni formy, 143
diferencialni rovnice ve tvaru totalniho diferencialu, 102 hodnost kvadratické formy, 144
dimenze Hilbertova prostoru, 230 Holderova nerovnost, 176
direktrix paraboly, 156 homogenita normy, 184
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homogenni diferencialni rovnice, 104 limitni funkce, 10

homogenni funkce, 104 linearni ¢len kvadratické funkce, 155
hranice mnoziny, 205 linearni diferencialni rovnice bez pravé strany, 94
hraniéni bod mnoziny, 205 linearni diferencialni rovnice s nulovou pravou stranou, 94
hromadny bod mnoziny, 207 linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty, 123
hromadny bod posloupnosti, 198 linearni diferencialni rovnice, 93

hustd mnozina, 223 linedrni zobrazeni, 144

hyperbola, 155 Maclaurinova fada funkce, 71

hyperbolickd kvadraticka forma, 151 Maclaurintiv polynom, 70

hyperbolicky paraboloid, 165 Maclaurinéiv vzorec funkce, 70

hyperbolicky valec, 166 majorantni fada funkci, 36

charakteristicka rovnice diferencialni rovnice, 123 matice kvadratické formy, 143
charakteristicky polynom diferenciélni rovnice, 123 matice bilinearni formy, 144

chybovéa funkce, 85 matice kvadratické funkce, 155

implicitni funkce, 99 matice kvadriky, 155

indefinitnost kvadratické formy, 147 matice linearniho zobrazeni, 144

index posloupnosti funkci, 9 maximalni reseni diferencialni rovnice, 93
index setrvacnosti kvadratické formy, 147 metoda postupnych aproximaci, 116
integrabilni funkce, 225 metoda variace konstant, 120

integrace rady clen po clenu, 49 metricky prostor, 192

integracni faktor druhého druhu, 103 metrika generovana normou, 195
integracnim faktor, 97 metrika, 192

integralni kritérium, 37 Minkovského nerovnost, 177, 184

interval konvergence mocninné rady, 56 mnozina konecné, 209

interval reseni diferencialni rovnice, 93 mnozina nekonecné, 209

izolovany bod mnoziny, 207 mnozina nespocetna, 209

jednodilny hyperboloid, 165 mnozina souvisla, 209

kanonicka matice, 146 mnozina spocetna, 209

kanonicky tvar kvadratické formy, 147 mocninna fada, 55

kanonicky tvar kvadriky, 161 monom stupné n, 69

klesajici posloupnost, 13 monoténni posloupnost, 13

koeficienty diferencialni rovnice, 94 neabsolutni konvergence, 36

kompaktni mnozina, 207 negativni definitnost kvadratické formy, 147
konvergence Ciselné posloupnosti, 9 negativni semidefinitnost kvadratické formy, 147
konvergence podle normy, 199 neklesajici posloupnost, 13

konvergence prvkd v mnozing, 197 nelinearni diferencialni rovnice, 93
konvergence rady podle normy, 227 nerostouci posloupnost, 13

konvergentni posloupnost bodd z mnoziny, 197 norma generovana skalarnim soucinem, 185
konvexni mnozina, 196 norma, 184

kritérium analytinosti, 78 norméalni matice, 143

kuzelosecka, 155 normalni tvar kvadratické formy, 147
kvadraticka forma prislusna ke kvadratické funkci, 155 normalni tvar kvadriky, 161

kvadraticka forma prislusna ke kvadrice, 155 normovany prostor, 184

kvadraticka forma, 144 nulovost metriky, 192

kvadraticka funkce, 155 nulovost normy, 184

kvadraticka plocha, 155 nutnd podminka bodové konvergence, 34
kvadraticky integrabilni funkce, 224 nutna podminka stejnomérné konvergence, 46
kvadrika, 155 oblast, 209

kvocient geometrické rady, 32 obor konvergence posloupnosti funkci, 10
Lagrangeova véta o prirtstku, 24 obor konvergence fady funkci, 31
Lagrangeiv algoritmus, 152 obycejna diferencialni rovnice - obecny pojem, 93
Lagrangeviiv tvar zbytku, 70 oddélené mnoziny, 209

Laguerreova diferencialni rovnice, 214 odmocninové kritérium, 37

Laguerreova vaha, 182 ohnisko elipsy, 155

Laguerreovy polynomy, 214 ohnisko hyperboly, 155

Legendreova diferencialni rovnice, 213 omezena mnozina, 207

Legendreovy polynomy, 189, 212 operator s konstantnimi koeficienty, 94
Leibnizovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci fad, 51 ortogonalni mnozina, 179

Leibnizovo kritérium, 40 ortogonalni systém prvki, 226

lemma o superpozici, 123 ortogonalni vektory, 179

leva linearita skalarniho souéinu, 178 ortonormalita linearniho zobrazeni, 144
limita posloupnosti bod&i z mnoziny, 197 ortonorméalni mnozina, 188

limita posloupnosti funkci, 10 ortonormalni systém prvkd, 226
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otevrena mnozina, 205

parabola, 156

parabolickd kvadratickd forma, 151

parabolicky valec, 166

Parsevalova rovnost, 230

partikularni feseni, 96

p-metrika, 193

podilové kritérium, 36

polarni baze kvadratické formy, 151

polomér konvergence mocninné fady, 56

poloosy kvadrik, 164

posléze konstantni posloupnost, 198

posloupnost ¢astecnych souctd, 31

posloupnost funkci, 9

pozitivni definitnost kvadratické formy, 147

pozitivni definitnost skalarniho soucinu, 178

pozitivni semidefinitnost kvadratické formy, 147
prehilbertovsky prostor, 178

prodlouzeni reseni diferencialni rovnice, 93
pridruzenost kvadratické a bilinearni formy, 144
Pythagorova véta, 186

Raabeovo alternativni kritérium, 41

Raabeovo kritérium, 39

redukované okoli bodu, 202

regularita bilinearni formy, 143

regularita kvadratické formy, 144

regularita linearniho zobrazeni, 144

regularni konvergence fady funkci, 45

regularni kvadrika, 157

relativni konvergence, 36

Rieszova-Fischerova véta, 230

Rodriguesova formule pro Hermiteovy polynomy, 216
Rodriguesova formule pro Laguerreovy polynomy, 214
Rodriguesova formule pro Legendreovy polynomy, 212
rostouci posloupnost, 13

rovnice bez pravé strany prislusna k diferencialni rovnici, 94
rovnobéznikova rovnost, 185

rozsifena kvadraticka forma prislusna ke kvadratické funkci, 157
rozsirena kvadraticka forma prislusna ke kvadrice, 157
fada funkci, 31

feseni diferencialni rovnice v implicitnim tvaru, 100
reseni diferencialni rovnice, 93

fidici primka paraboly, 156

separabilni Hilbertdv prostor, 224
Schwarzova-Cauchyova-Bunjakovského nerovnost, 178
signatura kvadratické formy, 147

silngjsi norma, 190

singularita bilinearni formy, 143

singularita kvadratické formy, 144

singularita linedrniho zobrazeni, 144

singularni kvadrika, 157

sitova metrika, 194

skalarni soucin, 178

skokova metrika, 195

soucet rady funkci, 31

soucinova rada, 42

srovnavaci kritérium bodové konvergence, 36
srovnavaci kritérium pro stejnomérnou konvergenci, 46
standardni (Legendreova) vaha, 182

stejnomérna konvergence posloupnosti funkci, 13
stejnomérna konvergence fady funkci, 44

stejnomérnd omezenost, 50

stred kvadriky, 158

stupei diferencialni rovnice, 93

supremalni kritérium, 15

Sylvesterovo kritérium, 149

symetricka bilinearni forma, 143

symetrickd matice, 143

symetrie metriky, 192

Taylorova rada funkce, 71

Taylorova véta, 71

Taylorovy koeficienty, 71

Taylortiv polynom, 70

Taylortiv vzorec funkce, 70

Thaletova elipsa, 187

Thaletova kruznice, 187

trigonometrickd baze, 232

trividlni metrika, 193

trivialni snizeni radu, 110

trojuhelnikova nerovnost metriky, 192

typy definitnosti kvadratickych forem, 147
typy excentricity kvadratickych forem, 151
thel mezi vektory, 180

unitarni matice, 143

iplnost ortogonalniho systému, 230

Gplny metricky prostor, 200

Osecka, 196

uzavér mnoziny, 205

uzaviena mnozina, 205

uzavfena oblast, 209

vaha skalarniho souéinu, 182

vedlejsi poloosa elipsy, 155

vedlejsi poloosa hyperboly, 155

vedlejsi signatura kvadriky, 157

vektor kvadratické funkce, 155

vektor kvadriky, 155

vektorové spektrum, 145

véta o derivovani mocninné fady ¢len po clenu, 60
véta o integrovani mocninné rady clen po ¢Elenu, 59
véta o jednoznacnosti feSeni Cauchyovy alohy, 118
véta o normalizovatelnosti kvadratickych forem, 146
véta o normalizovatelnosti kvadratickych ploch, 159
véta o snizeni radu diferencialni rovnice, 110
véta o spojitosti skalarniho soucinu, 202
véta o superpozici, 123

vlastni éislo matice, 145

vlastni vektor matice, 145

vnitfek mnoziny, 205

vnitfni bod mnoziny, 205

vzdalenost bodu od mnoziny, 195
vzdalenost mnozin, 195

Weierstrassovo kritérium, 47

Wronského determinant (wronskian), 115
Wronského matice, 115

zakladni véta teorie mocninnych rad, 58
zakon setrvacnosti kvadratickych forem, 146
zakon setrvacnosti kvadratickych ploch, 159
zobecnéna binomicka véta, 83

zobecnéné kombinacni ¢islo, 72

z(zZeni redeni diferencialni rovnice, 93
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