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Definice(Zakladni pojmy). Dejinujme nékolik zakladnich pojma.

e Elementarni jev w je jev, jehoz vnitfni strukturu uz dale nerozlisujeme. Napf. pfi hodu kostkou mohou nastat
elemetnarni jevy "padne 1", "padne 2", atd.

e Zakladni mnozinu, vyberovy prostor, tj. mnozinu vSech elementarnich jevi w, oznacme (2.

e Jev A je pfimo elemetarni jev, nebo je libovolnou podmnozinou mnoziny vsech elementarnich jevi, tj. A C Q.
e Necht A = (). Pak A nazveme jevem nemoznym.

e Necht A = Q. Pak A nazveme jevem jistym.

e Rekneme, Ze jev A nastal, pokud nastal elemetrarni jev w € Q a navic w € A.

Definice(Operace s jevy). Necht A, B C Q jsou libovolné jevy.

e Komplementarni (opacny) jev A k jevu A definujeme jako

weA® s wd A,
tj. jev A® nastane pravé tehdy, kdyz nenastane jev A.

e Inkluzi A C B definujeme nasledovné:

w€EA=wEe B,

tj. nastane-li jev A, pak nastane i jev B.

e Rekneme, ze jevy A, B jsou totozné, pravé kdyz plati:

ACBABCA,
neboli jev A nastane pravé tehdy, kdyz nastane jev B.
e Priinikem jevi AN B myslime jev, pfi némz nastava jev A a zaroven jev B, tj.
(weANB)& (we AANw € B).
Je-li AN B =10, pak jsou A, B disjunktni (neslucitelné).

e Rozdilem jevii A a B rozumime
A-B=AnBC.

e Sjednoceni jevil AU B je definovano jako:

we(AUB) e we AVw € B,

tj. jev AU B nastane, nastane-li jev A nebo B. Jsou-li navic A, B disjunktni, nazveme jejich sjednoceni direktnim
soucinem jevi A, B a znaCime A + B. Sjednoceni, resp. direktni soucet vice jevil budeme zapisovat nasledovné:

+oo +oo
U Aj, resp.ZAj.
j=1 Jj=1

Definice(o-algebra). Bud € zakladni mnozina a méjme systém podmnozin A C P(Q), ktery spliuje nasledujici
axiomy:

e e A,
o (VA € A)(AC € A),
o (VEN)(A; € A) = T4€4




0.1. KLASIFIKACE NAHODNYCH VELICIN

Pak A nazyvame o-algebrou jevii (mnozin) na mnoziné ). Symbolem P(2) znacime potencni mnozinu mnoziny {2, tedy
mnozinu
2 = {B:BcCQ}
Definice(Axiomaticka definice pravdépodobnosti). Mé&me neprazdnou zakladni mnozinu  a na ni o-algebru A. Pak
libovolnou funkci & : A — R splaujici tfi Kolmogorovy axiomy

o Z(Q) =1,
o (VA€ A)(Z2(A)20),

o (V(A;)/=5 € A, kde A; jsou navzajem disjunktni) (@ ( ;;O(f Aj) = ;;O(f QZ(AJ-)) :
nazveme pravdepodobnostni mirou. Pravdépodobnost je tedy mnozinova funkce, jeji definicni obor je soustava mnozin
(mnozina mnozin) a jeji obor hodnot je interval (0, 1).

Rozlisujeme tzv. deterministické systémy, systémy, které ze stejnych pocatecnich podminek dospéji do stale stej-
ného stavu, napr. klasickd mechanika. Témito systémy se zabyvat nebudeme. Budeme se zabyvat tzv. stochastickymi
systémy.

0.1 Klasifikace nahodnych velicin

Nahodné veliCiny mizeme rozlisit na kvantitantivni, tedy numerické, a kvalitativni, tedy slovni. Dale se rozlisuji podle
pocCtu prvki soustavy A na diskrétni a spojité.

0.1.1 Diskrétni ndhodné veliciny

Pravdépodobnost je zde funkce & : A C 2% — (0, 1), kde card(A) € N. Mame tedy koneény pocet vysledka (realizaci)
nahodné veliciny X.

Znaceni: Symbolem X budeme dale znacit vybranou nadhodnou velicinu (stochastickou i diskrétni). Nahodna velicina
neni ndhodné a neni to velicina. Jde o A-méritelnou funkci, viz definice z MAB4. Korektni definice zazni na prednaskach z
MIPu, my se ji ted budeme snazit pro lepsi pochopeni vyhnout. Prikladem nahodné veliGiny je hod kostkou, tlak pacienta,
mzda zaméstnance a dalSi. Symbolem x budeme znaCit realizaci (jednu) dané nahodné veliCiny, tj. vysledek nahodného
jevu. Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢éina X nabude hodnoty pravé = budeme znacit symbolem & [X = z].

Pravdépodobnostni dotazy mohou byt réizného typu. Mazeme se ptat na pravdépodobnosti elementafnich jevi, tedy
napf. Z [ X = 3| =7, Z[Y =28 K¢| =7, Z [Z = 13 min] =?7. Mazeme ale mit i slozitéjsi dotaz, typu & [X € {1,5,6}] =7,
nebo dokonce & [Y € (4500, 5500)] =?. Zakladni pravdépodobnostni dotaz tedy bude

P[XeB]=?kde Bec Ac2% tj. BCQ

Navic dodejme, ze pokud card(f2) € N = card(B) € N. V diskrétnich ptipadech navic témér vzdy plati A = 2%, Dale
budeme Casto vyuzivat nasledujici zkraceny zapis, ktery nam bude vic pripominat praci s mirou:

P[XeA =P[A], kde A € A.
Zakladni pravdépodobnostni popis probihd pomoci:

e pravdepodobnostni funkce, v diskrétnim pripadé jde o nasledujici tabulku (bereme v potaz hod kostkou).

x| Z[X =z
1 g
2 g
3 g
4 g
5 g
6 g
Potom napr.:
1 1 1 1
3”[Xe{2,4,6}]:6 6+6:§'




e distribucni funkce F'(z) = & [X < z|, kterd miize byt vycislena Va € R. Pokud uvazime priklad s kostkou, pak
napr.:
F(-3)=2[X <-3]=0

FB)=2[X<3]|=2[X €{1,2}] =
FBR)=2[X <8=1

| =
=
Wl =

Deskriptivni charakteristiky diskrétni nahodné veliciny X
e Stredni hodnota, znaéime ji E(X), vyjadfuje pravdépodobnostni tézisté, anglicky expected value.
E(X)=> - Z[X =2
e

Pro priklad s kostkou je tedy

1 1 1 1
E(X) = X=a]=1-42=+3-+ - +6==3.
(X)=) 22[X =14] s T2 30+ + 0L =35

e Rozptyl vyjadfuje miru rozptyleni hodnot kolem stfedni hodnoty, znac¢ime D(X ), nebo VAR(X), anglicky variance.
Pokud D(X) = 0, potom X je deterministicky jev.

D(X)=E(X -E(X))’=> (z-E(X))* Z[X =1
zEQ

Oznacme A = E(X) € R a zjednoduSme vztah pro rozptyl.

D(X)=>) (2 =220+ X)) - Z[X =2] =) 2*P[X =2]-20> aP[X =a|+ NP [X =a] =

=) z€Q weQ (0.1)
=) PP [X=a] -2+ N =) 2* P[X =a] - B*(X) = B(X?) - E*(X)

TEQ z€eQ
Dale bychom mohli definovat smerodatnou odchylku, anglicky standard deviation jako
SD(X) = v/D(X)
e K-ty moment definujeme pro k& € Ny jako
BE(XF) =Y "a" 2[X =a].
zeQ

Je ziejmé, ze E(X) = E(1) = 1, coz plati diky prvnimu axiomu z definice pravdépodobnostni miry. Dale E(X!) =
E(X). Druhy moment E(X?) =" o #*2[X = z] jsme jiz pouzili pfi Gpravé vzorce pro rozptyl.

Rozdeleni disktrérnich nahodnych velicin

e Uniformni (rovnomerné) rozdeleni je jednoparametrické rozdéleni Uni(n), kde parametr n vyjadfuje pocet
elementéarnich jeva, tedy n = card(E). Pravdépodobnostni funkce vyjadrena tabulkou vypadana nasledovné:

el. jevy | Z[X =z
1 1
2 T
. -
4 1
n :

lhned vidime, ze
Y Z[X=a]=1
=1

Skutecnost, ze nahodna velicina ma uniformni rozdéleni s parametrem n zapisujeme jako X ~ Uni(n).
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0.1. KLASIFIKACE NAHODNYCH VELICIN

Alternativni (binomické) rozdeleni s parametrem p € (0,1), znacime AB(p). Jiny nazev je také Bernoulliho
rozdéleni. Pravdépodobnostni tabulka je

el. jevy | Z[X =z
1 P
0 1-p

Opét plati, ze Y7 .o Z [X = x] = 1, kde Q = {0,1}. Vypocteme stredni hodnotu:

E(X)=Y 22[X=2]=0-(1-p)+1p=p,
=0

dale rozptyl:

E(X?) = szf@[X =z|=p

D(X)=p—p°>=p(l-p)

Binomické rozdeleni Bi(n,p) vyjadfuje pocet Gspéchii v n opakovanych pokusech. Parametr p zde vyjadfuje
pravdépodobnost uspéchu v kazdém jednotlivém pokusu. Pravdépodobnostni funkce ma nasledujici predpis:

pix=d = (T)ra-p,

kde z vyjadfuje pocet Gspécht, n — x pocet neGspéchii v n pokusech a 1 — p je prst nelspéchu. Vybérovy prostor
jezde @ ={0,1,2,...,n}. VypoCteme opét stfedni hodnotu:

_ S T - n T o\ T . - n T o\ T . TL(TL B 1)' T o\ T
E(X) —; (x)p (1-p) ; (w)p (1-p) ;—(gc_l)!(n_x)!p (1-p) o
- n—1) T n—1—(z— |
:”z_:l(x_1)![;_1z(x_1)]!p A—py e,

nyni pouzijeme substituci y = x— 1, tim se také zméni meze sumy a vytkneme jedno n pred celou sumu. Dostavame
tak

-n S (n_l)' T(1 n—l—(m—l):n = n—1 Y(1 _ p\— 1y —
EX)=n) eorm- e P pyz_;)( ) )p (1-p)

(0.3)

r=1

n—1

np(p+(1—p)" " =np

Analogickym zpiisobem Ctenar jisté snadno ovéri, ze je v poradku normalizaéni podminka >/ Z[X =z]=1a
zaroven, ze
D(X) = np(1 - p).

Vidime tedy, ze alternativni binomické rozdéleni je specialnim pripadem binomického, pro n = 1.
Poissonovo rozdeleni Po()\), kde A > 0, popisuje fidké jevy, nebo jevy, které se zadnym zpisobem neovliviuji.

Vybérovy prostor ma nyni spocetné mnoho prvki, = Ng = {0,1,2,3,...}. Pfedpis pravdépodobnostni funkce
vypada nasledovné:

AI
PIX=x]="—e?
x!
Normovaci podminka je trivialné spInéna, nebot
i@[sz] :iﬁe_’\:e_’\e’\zl
x! ’
=0 x=0
kde byl vyuzit Maclaurintiv rozvoj funkce e¥. Analogicky spoc¢téme prvni a druhy moment ndhodné veliciny X:
_OO/\w A _ e AN _—,\OO)‘erl_ —,\OO)‘y_ AN
E(X)—;g:ve =e ;m—e P y' = )de yzzoy—'—Ae e —)\, (04)
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A7 AT — AV — N NV
EX2 _ _2—)\: - _ - 1) = —>\)\ _)\A AN
(X?) ;I!xe e zzdr_l)!x e ygo—y! (y+1)=e ;r-l)!—’—e ygoy!
& /\z+1 & \?
oy Ay ad y2.—A 2
= de Z)TH Aet = AZe Z)EJFA_A + A
(0.5)
Nyni snadno spocteme rozptyl:

D(z) =E(X?) —E*(X) =M+ A=A =\

Pokud dale zadejifujeme Index disperze jako

~—

potom vidime, ze YPo(\), plati:
Id(X)=1, VYAeR.

Nyni uvedeme priklad na diskrétni ndhodnou veliCinu. Predstavme si, ze jedeme tramvaji v dnesni dobé covidu.
Pravdépodobnost, ze s nami jede nakazeny clovék, je p = 2%. Pocet osob v tramvaji je n € N. Jaka je pravdépodobnost,
Ze nejedeme s nakazenym clovékem?

Oznacime si tedy jako nadhodnou veliinu X setkani s k£ nakazenymi osobami. Potom

X ~ Bi(20,0.02).
Chceme tedy &2 [X = 0], aplikujme tedy vzorec pro binomické rozdéleni.

20

gzp(:o]:(o

>p0(1 —p)"% =0.98%,

zobrazeni
fi{a,b) = R,

tzn. vyberu jedno x € {a,b) a vycislim hodnotu g(z). Pravdépodobnost je zobrazeni
P AC2? - (0,1).
Vybereme tedy jednu mnozinu A € A a vycislime hodnotu pravdépodobnosti P [A]. Pravdépodonost je tedy mnozinova
funkce, tj. jeji definiéni obor je Dom(Z) = A.
0.1.2 Spojité nahodné veliciny
V diskrétni pravdépodobnosti jsme pracovali s vybérovym prostorem €2, kde
card(€) < No.

Slo tedy o konecné nebo spocetné mnoho elementarnich jevii. Totiz obecné pocet prvkii mnoziny piirozenych Cisel N
znacime
card(N) = Ry.

Dale také plati, ze cardZ = card(N) = Xy, tedy Z ~ N. Pro reélna cisla ale plati

card(R) > card(N)

a oznacujeme
card(R) = N;.

Jiné oznaceni pro card(R) mize byt také ¢ jako kontinuum.
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0.1. KLASIFIKACE NAHODNYCH VELICIN

O spojité pravdépodobnosti tedy mluvime, pokud card(€2) = ¢. Potom také card(A) > c¢. Priklad spojité ndhodné
veliCiny X miize byt mzda zaméstnance. Potom

Py AC2% = (0,1),
kde Q = (0, 4+00) a tedy card(Q2) = ¢. o-algebra A maze vypadat nasledovné:
A={0,(a,b),{a} U (b, c), (10,6500) N N,...}.

Zakladni pravdépodobnostni dotaz tedy bude opét & [X € A] =7, pro diskrétni veliCiny bude card(A) < Yo, pro spojité
potom card(A) = c.
Zakladni charakteristiky spojité nahodné veliciny X

e Distribucni funkci jsme definovali jiz drive pro diskrétni veliCiny, zde tedy analogicky:
Flz)=2Z[X<z]=Z[X € (—o0,2)] VzeR

e Hustota pravdepodobnosti je zobrazeni f(x) : R — R.. Je to spojita alternativa pravdépodobnostni funkce pro
diskrétni nahodné veliciny a Vz € R je definovana nasledovné:

Fla)= P (X <a] = / £(4) ay.

Nové tedy budeme skutecnost, ze nahodna velicina X ma hustotu pravdépodobnosti g(z), neboli X je rozdélena
podle g(x), neboli ma distribuci g(z), znacit symbolem

X ~g(x).
Nyni uvedeme vlastnosti hustoty pravdépodobnosti:

— f(z) >0 vsude v R.

— f(x) je integrabilni na R, tj. f(z) € R(R), kde R(M) je mnozina vSech riemannovsky integrabilnich funkci
na mnoziné M, tj. g(z) € R({0,1)) & fol g(z) dz € R.

- Jx fly) dy £ 1, nebot jsme pozadovali, aby &2 [X € (o0, +00)] = 1.

— f(z) € PC(R), tzn. hustota pravdépodobnosti ma jen konecné mnoho bod nespojitosti. Symbol PC znamena
v anglictiné piecewise continuous.

Prikladem hustoty pravdépodobnosti miize byt funkce

r) = xie_%
9(x) @()Cﬁ :

kde ©(x) je Heavisideova funkce a C' je normovaci konstanta takova, aby byla splnéna podminka [ g(z) dz = 1.

Podobné zkoumejme vlastnosti distribucni funkce:

— F(x) je nezaporna.
- F(z) < 1.

— F(x) je neklesajici. Tato vlastnost vyplyva z Kolmogorovych axiomi pravdépodobnosti, nebot:
1 <x9=> F(a1)=LP[X € (—00,21)] < P[X € (—00,22)] = F(x2)
— limg_s 400 F'(z) = 1, protoze plati normovaci podminka &7 [X € R] =1 a tedy

lim F(z)= lim Z[X € (-o0,2)]=Z[XeR]=1

r— 400 Tr—+0o0

Jelikoz opét plati, ze 22 [X € ()] = 0, pak analogicky predchozimu bodu dospéjeme k tomu, ze

lim F(z)=0

Tr—r—00

- F(z) € PC(R).




— Zakladni vztah mezi hustotou pravdépodobnosti a distribucni funkci je

Tento vztah snadno dokazeme. Vyjdeme z defini¢niho vztahu

F) = [ ") ay

a tuto rovnost zderivujeme vSude, kde to Ize. Oznacme navic % = f(y). Dostavame

P =< [Fw)]

/() = — [F() - F(-o0)]

dz

pokud nyni vyuzijeme vlastnost distribuéni funkce F'(—oco) = 0, obdrzime vztah

F'(z) = F'(x),

dostali jsme opravdu F'(z) = f(x). Tuto vlastnost miizeme uzaviit tak, ze pokud je F(z) € C'(R), potom
vztah F'(z) = f(x) plati vSude na R.

Typicky dotaz, ktery si budeme Casto pokladat, bude
Z X € (a,B)].

Podivejme se tedy, jak tento dotaz obecné miizeme zodpovédét.

B a B
PX e =2 X<f-2X<d=FO)-Fa)= [ 1wa-[ foa=[ jwa

S jistotou mizeme fici, ze
VAe A P[X e Al :/ F(y) dy.
A
Deskriptivni charakteristiky spojitych nahodnych velicin

e Stredni hodnotu ndhodné veliciny X ~ g(x) definujeme jako

B(X) = /R zg(x) da,

za predpokladu, ze zg(x) € R(R). (Uvazujeme-li Lebesgueilv integral, potom predpokladame zg(x) € L(R).)

Jako priklad uved me nahodnou velicinu X, ktera predstavuje pravidelnou kostku a necht = (0, 8). Jde tedy o
rovnomérné rozdélenou nahodnou veliCinu, tedy g(x) = A, kde A € R. Z podminky normalizace snadno zjistime

hodnotu A: .
/g(a:)dx:/Ad:c£1:>A:1
Q 0 8

Hustota pravdépodobnosti musi mit vzdy definicni obor celé R, takze jeji spravny predpis je

B L proz € (0,8)
9(5”)—{ S s d (0.8

To také znamena, ze supp(g) = (0, 8). Spocteme stfedni hodnotu takovéto nahodné veliciny:

E(X)z/ogxg(x) dx:/ogxé dxzé [96—22}8:4




0.1. KLASIFIKACE NAHODNYCH VELICIN

e Rozptyl ndhodné veliciny X definujeme jako
D(X) = E(X — E(X))?,

pokud E(X) £ X € R. Pokud je hodnota D(X) mala, znamena to, ze vétsina realizaci X padne pobliz stredni
hodnoty . Pokud D(X) = 0, potom v3echny realizace X jsou rovny A a X je v tomto pfipadé deterministicka
nahodna veli¢ina. Pro rozptyl spojitych velicin bude platit stejny vztah jako pro rozptyl diskrétnich velicin:

D(X)=E(X - )\)?= /

R

(@~ NPg(e) az = [

R

x?g(x) dx — 2)\/

rg\x i 2 T T =
[gte) ar+ 22 [ g(o)a

" (0.6)
= / 2?g(z) dz — \? = E(X?) — B(X).

R
Pokud tedy existuje E(X?), maze byt i +00, a E(X) € R, potom D(X) existuje, pfipadné je to opét +oo.

e K-ty moment pro k € Ng definujeme jako
E(X") :/ 2¥g(z) az,
R

pokud z¥g(z) € R(R). Vidime, ze E(X°) = 1 z normalizace, dale E(X') = X a pro druhy moment plati
E(X2) = D(X) + A2.

Ucebnicova rozdeleni spojitych nahodnych velicin

e Uniforme rozdelena nahodna velicina X ~ U(a,b), kde —0co < a < b < 400 je takova ndhodna velicina, jejiz
hustota pravdépodobnosti je definovana vztahem

B %a, pro z € (a,b)
9(z) = { 8, pro z & (a,b).

Snadno zjistime i tvar distribu¢ni funkce. Pro x € (a,b) mame

F(w)ZW[X«E]:/m g(y)dyz/wg(y)dy= (x —a),

— 00

pro & € (—00,a), jelikoz g(y) je na tomto intervalu nulova,

F<x>=/_a o(y) ay =0

a nakonec pro z € (b, +00) dostavame
x x b T
F(w)Z/ 9(y) dy:/ 9(y) dy:/ 9(y) dy+/b 9(y) dy = 1,

kde jsme v predposledni rovnosti vyuzili v prvnim Elenu axiom normalizace, v druhém clenu skutecnost, ze g(y) je
mimo integral (a,b) nulova. Pro VA C A, kde A C 2%, ndm bude platit, ze

W[Xefu:/Ag(y) ay.

Pokud ale A = 2, potom VA C Q plati 2 [X € A] = [, g(y) dy. Vezméme si mnozinu B = (0,1) N Q. Potom

dz

9[X6<0,1)QQ]:/ bl

BbU—a
riemannovsky neexistuje! To je ale pravé obtiz riemannova integélu. Jisté bychom chtéli znat pravdépodobnost, ze
nahodna veli¢ina padne pravé do mnoziny B, nebot se to zda jako smysluplny dotaz. Abychom tento problém
odstranili, zavadime na prednaskach MAB4 pravé jiz zminovany Lebesguetv integral. Mnozina B totiz bude

lebesgueovsky méritelna a bude platit, ze
Z[X e B]=0.
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e Exponencialne rozdelena nahodna velicina X ~ Exp()A), A > 0, ma hustotu pravdépodobnosti definovanou
predpisem
9(x) = O()re ™, (0.7)

kde ©(z) je Heavisideova funkce. Poznamenejme, ze soucin O(z)h(z) se klade za nulovy, i pokud h(z) neni na
(=00, 0) definovana. Tedy napr.

1 L prox>0
6 _— = \/5,
(z) { 0, pro x < 0

Hustota pravdépodobsnoti zadana vztahem (0.7) je jiz spravné normovana, nebot

/Rg(x) dz = /R/\G(x)efm = /0+°° e M = [—efm} ;_OO =0.

Nyni odvodime predpis pro distribucni funkci. Na intervalu (—oo,0) bude nulova. Pro z > 0 pocitejme:

F(z) = / O(x)Ae ™™ dy = / e M dy = [—e_’\ym =1-e
—o0 0

Opravdu tedy lim, 4o F(z) =1 lim,, o F(x) = 0. Stfedni hodnota bude

+oo +oo +oo 1 +oo 1
E(X) = /Rxg(x) dx :/0 zhe M dx = [—:Cef)‘ﬂo —l—/o e M dr = [—Xem] =3
0

Analogickym zpiisobem, opét za pouziti metody per partes, spocteme, ze E(X?) = % aDX(X)= %

e Erlangovsky rozdelena nihodna velicina X ~ Erl(n, \), kde pro parametry plati A > 0 a n € N. Toto rozdéleni
popisuje Casovy interval mezi prichody n + 1 udalosti, napf. prichod zdkaznika. Hustota pravdépodobnosti je

g(x) = Az"e ",

Vypocitejme normalizacni konstantu A. Chceme, aby ng(:c) dr = 1;

e n_—A\xr n! !
/Rg(x)dsz/o x"e dx:AW:L

- n+1 IO L L,
takze A = /\T Vyuzili jsme zndmy vzorec

—+oo
xnef)\x o TL'
o - )\n-i-l ’

jehoz platnost jisté Ctenar sam snadno ovéri. Hustota pravdépodobnosti ma po znormovani tvar
An+1

Ine—)\m

g9(x) = O(x)

n!
Vypocteme nyni stredni hodnotu:

D A (n+ 1) n+1
E(X):/Rxg(x)dxz " /0 2" Tle™ qp = e

O skalované nahodné veliciné mluvime pravé tehdy, kdyz

E(X) =1,
pro ndhodnou veli¢éinu X ~ Erl(n, \) musi platit A S 1, skalovana hustota pak bude mit predpis
1 n+1
g(z) = 0() T =it
n!

Analogicky vypocitame rozptyl:

n oo 2 n
DY) = B(X?) — B2(X) = 2 /+ 22N gy (”“) _ (A (1)
0

1 n+1
Ve skalované varianté D(X) = % = 7. Rozptyl klesa s n, maximalni rozptyl tim padem bude pro n = 1:

D(X) = L.

10



0.1. KLASIFIKACE NAHODNYCH VELICIN

e Gamma rozdeleni nihodné veliciny X ~ I'(a, \), s parametry a > —1 a A > 0, ma hustotu pravdépodobnosti

tvaru
g(z) = O(x)Az~e ",

Ihned vidime, ze pokud oo € N, pak I'(cv, A) = Erl(a, ), proa = 0 je I'(ar, A) = Exp(\). Pokud a0 € (0, +00)\ Ny,
jde o tzv. ryzi Gamma rozdéleni. Gamma funkce je definovéna jako

+oo
I(x) = / y*le™Y dy, pro x € (0, +00),
0
tzn. Dom(T") = R™. Pripomenme si nyni nékteré vlastnosti Gamma funkce. Trivialné plati:

+oo
)= / e YVdy=1
0

Dale, jelikoz pro n € N plati vzorec

potom vidime, ze pokud vezmeme A = 1, tak Gamma funkce je jakési spojité rozsiteni faktorialu, nebot

+oo
I(n) = /0 y" eV dy = (n — 1)l

Pokud budeme uvazovat x € R*, potom upravujme:

+o00 I +oo +oo
M(z+1) = / y'e ¥ dx = [—yxefz]o s x/ Yy eV ay = a:/ y* eV dy = x-T'(x),
0 0 0
Pro = n € N vime, ze plati I'(n 4+ 1) = n!, dostaneme za pomoci prace s faktorialy tentyz vztah:
F(n+1) =n!=n(n—1)! =nl(n).
Vezméme nyni hustotu Gamma rozdéleni
g(x) = AO(z)z"e "

a urCeme normovaci konstantu A:

+oo —+oo —+oo
_ a =z _ AN —(1 _ A o —1 _ A !
/Rg(x)d:r—A/o x%e dx—A/O (X) eyxdy—w/o ye”dy—wf(a—kl)—l,

v druhé rovnosti byla pouzita substituce y = Az, pro A > 0. Ziskali jsme konstantu A = F’?:—rl) a jiz spravné
normovana hustota pravdépodobnosti ma tvar
Aa+1
g(x) = m@(z)xo‘e_m, kde o € (—1,+0), A€ R™.
Snadno vypocteme stfedni hodnotu ndhodné veliciny X:
a+1 +00 a+1
AT I BRI BT

pro splnéni Skalovaci podminky musi platit A = o + 1. Vypocet druhého momentu a rozptylu je zcela analogicky,

proto uvedeme pouze vysledek: E(X?) = (&2t 5 p(x) = adl

Podivejme se nyni na distribucni funkci Erlangova a Gamma rozdéleni. Nejprve zadefinujme speciélni funkci, kterou
budeme nazyvat Dolni nedplna Gamma funkce (s, z):

(s, x) :/ Yy le ™V ay. (0.9)
0

Jeji hodnoty jsou tabelovany. Pokusme se ji upravit. Vyuzijeme Maclauriniiv rozvoj funkce f(y) = e ¥:

T T s yn
— s—1_—y du = s—1 Z_(—1)" qu.
(s, ) /0 Yy e v dy /0 'y (1" dy

n=0
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Jelikoz tato rada stejnomérné konverguje na kazdém uzavieném intervalu (0, z), na R+ uz ne, miizeme zaménit
poradi sumy a integralu:

- (_1)77. ‘ n+s—1 - (_1)71 ynJrs ‘ - (_1)77. n+1
W(S,x)zz S A Yy dyzz ol B OZZ A
n=0 n=0 n=0

Pokud m bude velké, mazeme dolni netplnou Gamma funkci aproximovat konecnou fadou:

’Y(S,I) _ Z (_l)nxn-l-l.
n=0

n!

Nyni se konecné podivejme, jak bude vypadat distribucni funkce:

¢ ¢ )\aJrl o —Ay /\aJrl ‘ o, —Ay
Fz)=2[X <z]= g(y) dy = m@(y)ye dy:m oye dy =

Aett A oane 1 1 v Y+ 1, z)
_r(a+1)/0 (3) - XdZ_F(a—l-l)/O s =T a )

V prvni rovnosti na druhém fadku byla vyuzita substituce z = Ay. Opét bude splnéno, ze lim, . F(z) =1 a
lim, 0, F(x) = 0.

(0.10)

Normalne (gaussovsky) rozdelena nahodna velicina X ~ N(u, o), kde 4 € R a o > 0. Hustota pravdépodobn-

nosti je tzv. Gaussova funkce

)2
g(x) = Ao~ T

Gaussovo rozdéleni je symetrické kolem bodu x = p. Déle plati, ze p = argmax ¢(z) a max g(z) = A.
Pripomenme znamy Gaussiv integral, ktery v nasledujicich vypoctech mnohokrat pouzijeme:

/ e~ gy = \/E
R a

z—p)?
A/ o 5 dp = Aﬂa/ eV’ dy = AV20/7 L 1,
R R

Nejprve spocitejme hodnotu konstanty A:

vyuzili jsme substituci y = ===. Hustota pravdépodobnosti ma tedy tvar:
yuzili ] bstit yf/iZHtt dépodobnost tedy t

1 (z—m)?
glo) = et

\/2pic?

Nyni bude nasledovat dilezity vypocet stfedni hodnoty, ktery vede ke zndmému vysledku:

1 _(w—p)? 1 _(z=p)? 1 _(w—p)?
E(X z/:v x)dxr = /:C— +p)e” 207 dx = /:C— e 2027 dx+ /e 202 dx = 0+pu-1,
(X) N g(x) G R( fitp) o R( 1) g 1
v posledni rovnosti jsme vyuzili vlastnosti u-liché funkce
/f(x) dz = 0.
R

Pro gaussovskou nahodnou veli¢inu tedy plati
E(X) = p.

Pro vypocet rozptylu budeme potfebovat znat druhy moment:
2 2 2 _ 2 _ 2 2 )2 2
E(Xz)z/ z°  —leew dx:/ x4 —2wp 4+ pt + 2xp — R d:v:/ (x — p) R ot
R V27O R V2mo R V2mwo

_z—w? _z—w?

x 1
+ 2 /—e 202 do — 2/ ———e 227 dz,
. R V2o K R V2o

(0.11)
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0.1. KLASIFIKACE NAHODNYCH VELICIN

ve druhém clenu rozeznavame stredni hodnotu E(X) = 1 a ve tfetim Clenu vyuzijeme to, ze hustota jiz je spravné
normovana na jednicku. Dostavame tedy

(¢ —p)® w2

1 2 202 2
BE(X? :/ ) e dr 2 — = R4 — / 267V 2022 dy = 2—!——/ Ze7V qy,
(X7) Voo p? = = 7o )Y y=wk e |y y

kde jsme vyuzili substituci y = f/gg Potrebujeme urcit hodnotu Gaussova integralu fR y2e_y2 dy, to provedeme

zaménou integralu a derivace. DoporuCujeme Ctenari, aby si ovéril predpoklady nutné k této zaméné. Vime, ze

/ e~ 4z = \/z.
R a

Tento vztah nyni zderivujme podle parametru a. Dostavame rovnost

1
—/ 22e” " 4r = NZs <——> a2,
R 2
Mutizeme uzavrit vypocet druhého momentu:
E(X?) = 2 \/—/yeydy—u +\/—2\/—20 =’ +0°
Rozptyl gaussovsky rozdélené nahodné veliciny vychazi jako
D(X) =E(X?) - E*(X) = pu*+ 0% — p? = 0>

Pokud je tedy o2 malé, hodnoty nahodné veli¢iny jsou velice malo odchylené od stiedni hodnoty p, pokud je o
velké, potom jsou hodnoty nahodné veliciny rozptylené po realné ose. Vénujme se nyni distribucni funkci F'(x):

o1 w=m?
F(:v)z/ 271_097 =2 dy.

Pokud zadefinujeme tzv. Chybovou funkci erf(x), anglicky Error function, budeme moct distribucni funkci upravit.
Definujme tedy:
erf(z / = 4z,
\/—

Najdéme nyni vhodnou aproximaci chybové funkce. Pouzijeme Maclauriniiv rozvoj fce e

g Y

111V ZAPISCICH JE PODLE ME TATO CAS'[ UDELANA SPATNE, PROTOZE JE TAM POUZITA MACLAU-
RINOVA RADA PRO e~ Z, TAKZE TO NECHAVAM NA TOBE, str. 3, dokument !!!! Pomoci substituce z = 27

upravujme:

v 1 _w=w? \/§<r .2 _ \/_ _ \/_ r— W
F(z) = e 22 e 7 dz = Zdz—i— / ezdz——— —i— ( )
() /_oo 2mo / \/—/ vr V20

. . - S | 2 Lo
V posledni rovnosti je vyuzito skutecnosti, ze [~ _e™* dz = %fj;f e dz = %\/E Celkem dostavame

—22.

Flz) =1+3erf( fa)

Hodnoty chybové funkce jsou tabelovény.
Dalsi deskriptivni charakteristiky

e Nosic hustoty pravdepodobnosti, znacime supp, z anglického support, definujeme jako

supp(g) = {z € R: g(z) # 0} = {zx € R: g(2) > 0}.
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e Hustotu g(z) nazveme s pozitivnim nosicem, pravé tehdy, kdyz

supp(g) C (0, +00),

tj. X nabyva pouze nezapornych hodnot. Uvazujme a < 0. Potom

F@%ZWL¥<a%:/ag@)Mﬁi/ade:Q

— 00 — 00
nebot g(x) je nulova vsude na (—oo,0).
e Levé a pravé pomezi, z anglictiny ambit, definujeme jako

amby, = inf supp(g),

ambp = supsupp(g).
e Rozpeti nosice, anglicky margin, je definovano rozdilem
marg(g) = ambg — amby,.
Nahodna velicina vzdy nabyva hodnot pouze z supp(g), tj. pouze na mnoziné délky marg(g).
e Rekneme, ze hustota pravdépodobnosti je neposunuta, jestlize
amby = 0.
Prikladem takovych hustot, jsou treba hustoty prislusejici Exponencialnimu, Erlangovu, nebo Gamma rozdéleni.

e Modus nahodné veliciny definujeme jako

arg max g(x),

tj. jsou to body (nebo jeden bod), ve kterych g(z) nabyva svého maxima.

e Pro spojitou a rostouci distribuéni funkci F(z), medianem rozumime Cislo Z € R takové, ze 50 % hodnot je pod
medianem a 50 % hodnot je nad nim. Tedy
1
F=F""! (-) :
2

Obecné median je kterékoliv Cislo 7 € R, které splauje

PIX<E >~ A PIX>i|<

N | =
N =

e Hustotu pravdépodobnosti nazyvame unimodalni, pravé tehdy, kdyz

Jdec € R takové, ze f(x) je neklesajici na (—oo, ¢) a zaroven nerostouci na (¢, +00).

e Dale definujeme kvantil, nebo také a-kvantil ¢(a)) € R jako
¢(a) = inf{z € R|F(z) > a}.
Tato podminka jinymi slovy znamena, ze
Z[X<qa)za N Z[X2qa)z21-a

To nam fika, ze X nedosahne hodnoty ¢(«) s pravdépodobsnoti 100 - o % a X presahne hodnotu ¢(«) s pravdé-
podobnosti 100 - (1 — «) %. Z predchozich definic vidime, ze pro v = 1 se jedna o median.
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0.2. PROBLEMY SE ZAVEDENIM PRAVDEPODOBNOSTI

0.2 Problémy se zavedenim pravdepodobnosti

Skutecnost, ze Riemanniv integral je pfi zavadéni pravdépodobnosti nevyhovujici, a proto se buduje na prednaskach z
MAB4 tzv. Lebesguedv integral, jsme naznacili jiz dfive. Nyni se na tento problém podivejme obecnéji. Uvazujme nyni
nahodnou velicinu X ~ U(0, 1) a spoctéme si pravdépodobnosti, ze ndhodna velicina X padne do raznych mnozin.

3”[X<—3]—/_:g(a:)dx—/_:Oda:—O,

EZ[X<%}=/2 g(:zc)dgcz/2 1dx:%,

1 +oo 1 1
@[X>§}—/ g(a:)dx:/ld:z::2,

2 2

W[XeR]_/g(x)dx_/olldx_l,

R

W[Xeﬁ]—/wg(:c)dx_o,

v tomto pripadé vsledek vychazi prfimo z definice f@ f(z) dx 2 0. Dale

9[Xe<o,1)]=/011dx=1,

problém ale nastane v nasledujicim pripadeé:

9[X€<0,1)QQ]:/ ldx—/olD(:c)d:c,

0,)NQ

kde D(x) predstavuje Dirichletovu funkce

[ 1, prozeQ
D(z) = { 0, prozeR\Q. (0.12)

Newtoniiv intergdl mizeme rovnou opustit, protoze D(x) je nespojita. Zkusme spocitat fol D(x) dx riemannovsky.
Uvazujme déleni, nyni ho oznacime A, intervalu (0, 1) na intervaly Iy = (0,z0), I1 = (zo,21), ..., In—1 = (@n_1,1).
V intervalu I; Vj € {0,n — 1} oznacme

v; =inf D(x) a V; = supD(x).
Z predpisu Dirichletovy funkce (0.12) je jasné, ze

vj=0aV;=1 Vje{0,n—1}.

Nyni vypocitame dolni integralni soucet:

n—1
L(A, D(z)) = v (2 — 25—1) =0,
k=0
horni integralni soucet:
n—1
U(A,D(z) = Y Vilwr —ax1) = 1,
k=0

Dolni Riemanniv integral je:

a horni Riemanniiv integral vychazi jako:




Protoze ale

L(D(z)) # U(D()),

tak D(z) ¢ R ({0,1)), tj. D(x) neni riemannovsky integrabilni a fol D(x) dz neexistuje. Pravdépodobnostni dotaz
Z[X € (0,1) N Q] nemiize byt zodpovézen!

Nyni uvazujme ndhodnou veli¢inu X, ktera vyjadfuje nahodné losovani Cisel z intervalu (0, 1) s rovhomérnym rozdé-
lenim. Budeme sledovat, kolik pokusil spadlo do (0,1) N Q a kolik ne. Z teorie vime, ze Q ~ N, tedy Q je spocetna
mnozina. Z toho plyne, ze Cisel v (0,1) N Q je spocetné mnoho. Oproti tomu, Cisel v (0,1) N (Q N R) je nespocetné
mnoho, nebot (0,1) N (Q NR) ~ R. Mazeme tedy prohlasit, ze iracionalnich ¢isel v (0,1) je stejné jako vsech Cisel v
(0, 1), neboli skoro vsechna Cisla v (0, 1) jsou iracionalni. Pokud tedy ptijde pocet pokusd M — +o0o, potom miizeme
rict, ze

Z[X €(0,1)NnQ]=0nebo Z[X € (0,1)N(QUR)] = 1.
| pfes tuto analyzu nadm vyslo, ze dotaz & [X € (0,1) N Q] nemiize byt zodpovézen. Riemanniv integrél je prosté
nedostacujici. V teorii Lebesgueova integralu tento dotaz bude trivialné zodpovézen a dostaneme & [X € (0,1) N Q] =0,
nebot mnozina (0,1) N Q ma nulovou miru.

0.3 Matematické pozadi teorie pravdepodobnosti

Pravdépodobnost je zobrazeni &2 : A — (0, 1), definicni obor je mnozina mnozin Dom(Z?) = A a obor hodnot je
Ran(Z) C (0,1). Pravdépodobnost & je tedy tzv. mnozinova funkce. A m@Gzeme nazvat soustavou udalosti. Dfive
jsme uz diskutovali, ze zakladni pravdépodobnosti dotaz bude

P[X € B]=? kde B€ Ac 29 tj. BC.

Prvky € se nazyvaji elementarni. Pokud card(2) = n € N, jde o diskrétni pravdépodobnost. V tomto pfipadé zpravidla
A={B:BcQ} =2 Pokud card(Q) = Xy = card(N), jde o tzv. spocetné diskrétni pravdépodobnost a také plati
A= {B: B c Q} = 2 Nakonec pro card(2) = ¢ = card(R) mluvime o spojité pravdépodobnosti. V poslednim
pripadé bude A C {B: B C Q} = 2.

Jak uz bylo demonstrovano v minulé kapitole, pro vsechny mnoziny Y € A = 2%, mluvime o pripadé, kdy card(Q) = ¢,
nejde vycislit £ [X € Y]. Napriklad uvazujme nidhodnou velicinu X ~ U(0,1). Pro 0 < a < b < 1 pocitdme

Z[X € (a,b)] =b—a.

Jak bylo dokazano, tak Z[X € QN (0,1)] neslo vycislit. Reseni tohoto problému je, ze do A se zahrnou pouze tzv.
meritelné mnoziny a proto pro spojité ndhodné veliciny bereme A G 2.
Uvedeme nékteré elementarni vlastnosti pravdépodobnosti &2:

1. Qe A AN Ac29,

2. De A,

3.VAe A: Z(A) >0,

4. 7 0] =0,

5. 20 =1,

6. VA, Be A: AC B= Z[A] < Z|[B],

7.VABeA: ANB=0= P[AUB]= 2[A] + 2[B].

Mira je jakési zobecnéni pojmu délka v jedné dimenzi, obsahu ve dvou dimenzich a objemu ve tfech dimenzich. Uvazme
nyni mnozinovou funkci
m(z): A— R*=RU{—o0, +co}.

Aby mnozinova funkce méla vlastnosti miry, tj. délky, obsahu, ..., musi splhovat nasledujici axiomy:
1. axiom nulovosti m(()) = 0,
2. axiom prazdné mnoziny () € A,

3. axiom nezapornosti VA € A: m(A) > 0,
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0.3. MATEMATICKE POZADI TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

4. axiom monotonie VA,B € A: A C B = m(A) < m(B),
5. axiom aditivity VA, Be A: ANB = 0= m(AUB) = m(A) + m(B).
Vidime, ze pokud se podivame zpét na vlastnosti pravdépodobnosti, tak vlastnosti €. 2, 3, 4, 6 a 7 jsou pravé zminéné

axiomy miry. Normalizacni vlastnost 5, &[] = 1, obecnd mira mit nemusi. Pravdépodobnost je tedy konecna a
normalizovana mira.

Rozeberme nyni jaké prijemné vlastnosti bychom chtéli, aby splhovala soustava mnozin A, se kterou pravdépodobnost
pracuje. Existuje-li v.4 mnozina (2 tak, ze

VAe A:ACQ, (0.13)

pak mnozinu € nazveme prezidentem soustavy A. Ne kazda soustava ale prezidenta obsahuje. Napf. pokud A = 2{3:8:11}
potom prezident Q2 = {3,8,11}. Pokud ale uvazime soustavu polouzavfenych intervalt

Hi = {0;{a,8) : —00 < a < 8 < +c0}, (0.14)

potom jedingm kandidatem na prezidenta, ktery splauje vlastnost (0.13), je interval (—oo,400), ktery ale nelezi v
soustavé H;. Rekneme, Ze A je aditivni, pravé tehdy, kdyz

e VA Bec A: AUBe€ A
Soustavu A nazveme okruhem, pravé tehdy, kdyz
e A je aditivni,
e VA Be A: A\Be A
Rekneme, Ze A je algebra, pravé tehdy, kdyz
e A je okruh,
e v A existuje prezident €.
Soustava A je o-algebrou, pravé tehdy, kdyz
o A je algebra,
e A je o-aditivni, tj:
(A € A = DOAi €A
i=1

V korektni definici Kolmogorovy pravdépodobnosti, kterou doktor Kiis zadefinuje na prednaskach z MIP, pozadujeme
pravé, aby A byla o-algebrou. Pro tplnost dodejme, ze soustavu .4 nazveme polookruhem, pravé tehdy, kdyz

e VAL BeA: ANB € A,

e VA, B € A:bud A\ B € A, tedy kazdy okruh je i polookruhem, nebo staéi, ze bude splnéno:

301,02,...,07716./4114\3:@01'.
i=1

Prikladem polookruhu bez prezidenta je pravé soustava Hi, viz (0.14). Tato soustava je zakladni (vychozi) soustava pri
zobecnovani pojmu délka, obsah a objem.

Z vlastnosti o-algebry A tedy plyne, ze pokud zndm hodnotu P [X € A] i hodnotu P [X € B], potom musime
byt schopni urcit i hodnotu P [X € AU BJ, stejné tak i P[X € A\ BJ. Jelikoz P je ve skutecnost jisty jev, potom
P[X € P] =1 a pokud zname posloupnost hodnot P [X € A;], P[X € Ay, P[X € A3], ..., musime byt schopni

urcit take P [X € U Al
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0.4 Lebesgueiiv integral v teorii pravdepodobnosti

Uvazujeme opét pravdépodobnostni funkci
P A—(0,400),

ktera splhuje axiomy miry a pro prezidenta soustavy P plati & = 1. Pripomenme si problém, ktery vznikal pfi zavedeni
pravdépodobnosti. Pro ndhodnou veli¢inu X ~ U(0,1). Ukazali jsme, ze

2 [{a,b)] =b— a.

Chtéli bychom, abychom mohli pro VA € A pocitat:

PIX € A= P[A] = /Ag(a:) dz, (0.15)

kde g(x) je hustota pravdépodobnosti nahodné veliciny X. Problém jsme nasli v pripade, ze A = (%, 12) N Q. Pro nasi
uniformné rozdélenou nadhodnou velicinu X ale integral (0.15) neexistuje, nebot

9{X6<%,12)QQ]—/Ag(:zr)dx—/Ald:r—/;D(x)dx

a posledni integral z Dirichletovy funkce nelze riemannovsky vycislit. Nelze ale fict, ze pravdépodobnost, ze ndhodna
velicina padne do mnoziny A = <%, 12)NQ neexistuje, protoze kdyz budu losovat Cisla z integralu (0, 1), budu si zapisovat
vysledky, tak velmi rychle uvidim, ze ¢im vic Cisel taham, tim je méné pravdépodobné, ze si vytdhnu racionalni Cislo.
Tedy z vlastni zkuSenosti vime, ze 2 [X € (%, 12) N Q] existuje. To tedy znamena, ze nékde na té cesté, kterou jsme
se vydali, byla chyba v Gvaze. Vse funguje spravné, dokud nepouzijeme Riemanniv integral. Jiz dfive jsme si rozmysleli,
ze v intervalu (0, 1) jsou skoro viechna Cisla iracionalni. Tedy v feci miry potom:

p((0,1)NQ) =0,

a tedy mame jasnou intuici, ze & [X € (0,1 N Q] = 0. Konstrukci Lebesgueova integralu pan prodékan podrobné projde
na prednaskach z MAB4, proto jen rychle zrekapitulujeme hlavni kroky konstrukce. V prvni fazi konstruujeme integral
pro funkce ze Zakladniho systému Z,,, tedy pro tzv. schodovité funkce. Schodovitost funkce spociva v tom, ze

e Dom(f) = E, kde E je prezidentem v A,
e Ran(f) C (0,+0),

e Ran(f) ={dy,ds,...,d}, tedy jde o konecnou mnozinu,

f(z) musi byt finitni funkce, tedy p(supp(f)) < +oo,

funkce f(x) musi byt p-méritelna (tuto vlastnost budeme diskutovat na MAB4, zde predpokladejme, ze vsechny
funkce jsou p-méritelné).

Lebesgueiiv integral pro funkce ze Zakladniho systému definujeme jako
(©) [ re) ar =30 d 4
i=1

kde A; = f~1(d;). Tento postup snadno aplikujeme na vycisleni (L) fol D(z) dx. Totiz Dirichletova funkce D(z) je
pravé jedna ze schodovitych funkci, nebot:

e Dom(D) = (0, 1), kde interval {(0,1) je prezidentem soustavy A,

Ran(D) C R,

Ran(D) = {0,1},

funkce D je p-meéritelna,

podminka finitnosti: supp(D) = QU (0,1) a u(supp(D)) = 0.
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0.4. LEBESGUEUV INTEGRAL V TEORII PRAVDEPODOBNOSTI

Proto ,
(c) / D) dr = 3 (49)

kde d; =0,d2 =1, A1 = (R\Q)N{0,1) a A5 =QnN{0,1). Vysledkem je

1 2
(z)/o D(x) dx:Zdi-u(Ai) =dy-p(Ay)=1-0=0.

Miizeme tedy tuto diskuzi uzavrit tim, ze
(L)/ D(z) dx = 0,
U

kde U =W NQ a W je libovolnd mnozina W C R, nebot u(U) = 0.

Nyni jsme uvazovali, ze A byla o-algebra. Pri konstrukci Legesgueova integralu bereme specialné A = M, kde M
je tzv. Lebesgueova o-algebra. V teorii pravdépodobnosti se pouziva vyhradné soustava borelovskych mnozin, neboli
Borelova o-algebra D, kde D je nejmensi o-okruh obsahujici soustavu D = {B C R : B = B°}. Na MAB4 bude tato
problematika dtikladné studovana, zminme zde tedy pouze, ze

DcC M.
Na cvicenich bude dokazano, ze do soustavy D patfi vsechny oteviené mnoziny, uzaviené mnoziny, jednoprvkové mnoziny,

konecCné i spoCetné prvkové mnoziny, polouzavrené intervaly, priiniky vsech zminénych mnozin s Q, atd.
Relevantni pravdépodobnosntni dotaz tedy bude pouze dotaz typu:

PIX A= (c)/ o) da,
A
kde A € D, mnozina A musi byt borelovska. Chtéli bychom ale mit jistotu, ze (L) J49(x) dz vzdy existuje! Pro
schodovité funkce (i ve vice dimenzich) je ale existence zfejma.

Lebesguetiv integral nyni mame zavedeny pouze pro schodovité funkce. Ve druhé fazi budeme Lebesgueiiv integral
konstruovat pro libovolné nezéporné funkce, které jsou méritelné, g(x) : E — R. Ke kazdé takovéto g(x) existuje
posloupnost funkci

fn(x) S Zu : fn(x) / g(:v),
symbolem f,(z)  g(x) fikdme, ze funkéni posloupnost f,(x) konverguje zdola k funkci g(x), tedy Vo € E :
limy, yoo fn(z) = g(x), ale zaroven plati, ze f,(c) je neklesajici pro vsechny ¢ € E. Diky tomu, ze f,(z) € Z,,
pak integral zkonstruovany v prvni fazi (L) [}, f(x) dx jisté existuje, proto nasledujici definice dava dobry smysl:

(E)/Eg(:v) dr = lim (E)/Efn(x) dz.

n—-+oo

Vsechny nezaporné funkce tedy maji Lebesguetv integral, protoze jelikoz f,(z) / g(z), potom urcité plati
[ f@ ar< [ funie) as
E E

nebot fn(z) < fus1(z). Mam tedy &iselnou posloupnost integralu ((£) [ fu(z) dx);rz ktera je rostouci a limita
rostouci posloupnosti vzdy existuje!

Ve treti fazi definujeme Legesgueiiv integral pro libovolné funkce. Tento krok ale v pravdépodobnosti délat viibec
nemusime, protoze cilem bylo zodpovédét pravdépodobnostni dotaz

PX € A= (L) /A o(z) az,

kde A € D, tedy integruji hustoty pravdépodobnosti, ale to jsou vzdy kladné funkce. Dokazali jsme tedy, ze (£) J49(x) dz

existuje pro vsechny mnoziny A € D C M C 2F, kde E je prezident, a pro aplné vSechny funkce (hustoty) g(z). Navic
pro pravdépodobnost z monotonie plati

© [ o) ez < ©) [ gla) as

E
a zaroven, jelikoz E je prezident, musi platit axiom normalizace & [E] = (L) [, g(x) dz = 1, pak vsechny integraly
(L) [, 9(x) dz jsou dokonce konecné. Lebesgueiiv integral je tedy idealni nastroj pro zodpovidani drtivé vétsiny pravdépo-
dobnostnich dotazil, protoze vSechny integraly z hustot pravdépodobnosti existuji a jsou konecné. Jediné, co pozadujeme
je, aby ten pravdépodobnostni dotaz obsahovat mnozinu, ktera lezi v mnoziné lebegueovsky méritelnych mnozin (tedy v
M) a nebo zjednodusené to lze udélat tak, ze to A se bere ze soustavy borelovskych mnozin D, ktera je podsoustavou
M a je néjak snazeji uchopitelna. Teorie pravdépodobnosti je vystavéna nad borelovskymi mnozinami.
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