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De�nie(Základní pojmy). Dejinujme n¥kolik základníh pojm·.

• Elementární jev ω je jev, jehoº vnit°ní strukturu uº dále nerozli²ujeme. Nap°. p°i hodu kostkou mohou nastat

elemetnární jevy "padne 1", "padne 2", atd.

• Základní mnoºinu, výb¥rový prostor, tj. mnoºinu v²eh elementárníh jev· ω, ozna£me Ω.

• Jev A je p°ímo elemetární jev, nebo je libovolnou podmnoºinou mnoºiny v²eh elementárníh jev·, tj. A ⊂ Ω.

• Neh´ A = ∅. Pak A nazveme jevem nemoºným.

• Neh´ A = Ω. Pak A nazveme jevem jistým.

• �ekneme, ºe jev A nastal, pokud nastal elemetrární jev ω ∈ Ω a naví ω ∈ A.

De�nie(Operae s jevy). Neh´ A,B ⊂ Ω jsou libovolné jevy.

• Komplementární (opa£ný) jev AC
k jevu A de�nujeme jako

ω ∈ AC ⇔ ω /∈ A,

tj. jev AC
nastane práv¥ tehdy, kdyº nenastane jev A.

• Inkluzi A ⊂ B de�nujeme následovn¥:

ω ∈ A ⇒ ω ∈ B,

tj. nastane-li jev A, pak nastane i jev B.

• �ekneme, ºe jevy A,B jsou totoºné, práv¥ kdyº platí:

A ⊂ B ∧B ⊂ A,

neboli jev A nastane práv¥ tehdy, kdyº nastane jev B.

• Pr·nikem jev· A ∩B myslíme jev, p°i n¥mº nastává jev A a zárove¬ jev B, tj.

(ω ∈ A ∩B) ⇔ (ω ∈ A ∧ ω ∈ B).

Je-li A ∩B = ∅, pak jsou A,B disjunktní (neslu£itelné).

• Rozdílem jev· A a B rozumíme

A−B = A ∩BC .

• Sjednoení jev· A ∪B je de�nováno jako:

ω ∈ (A ∪B) ⇔ ω ∈ A ∨ ω ∈ B,

tj. jev A∪B nastane, nastane-li jev A nebo B. Jsou-li naví A,B disjunktní, nazveme jejih sjednoení direktním

sou£inem jev· A,B a zna£íme A+B. Sjednoení, resp. direktní sou£et víe jev· budeme zapisovat následovn¥:

+∞
⋃

j=1

Aj , resp.

+∞
∑

j=1

Aj .

De�nie(σ-algebra). Bu¤ Ω základní mnoºina a m¥jme systém podmnoºin A ⊂ P(Ω), který spl¬uje následujíí

axiomy:

• Ω ∈ A,

• (∀A ∈ A)(AC ∈ A),

• (∀j ∈ N)(Aj ∈ A) ⇒ ⋃+∞
j=1 Aj ∈ A
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0.1. KLASIFIKACE NÁHODNÝCH VELI�IN

Pak A nazýváme σ-algebrou jev· (mnoºin) na mnoºin¥ Ω. Symbolem P(Ω) zna£íme poten£ní mnoºinu mnoºiny Ω, tedy
mnoºinu

2Ω = {B : B ⊂ Ω}
De�nie(Axiomatiká de�nie pravd¥podobnosti). M¥jme neprázdnou základní mnoºinu Ω a na ní σ-algebru A. Pak

libovolnou funki P : A → R spl¬ujíí t°i Kolmogorovy axiomy

• P(Ω) = 1,

• (∀A ∈ A)(P(A) > 0),

• (∀(Aj)
+∞
j=1 ∈ A, kde Aj jsou navzájem disjunktní)

(

P

(

∑+∞
j=1 Aj

)

=
∑+∞

j=1 P(Aj)
)

,

nazveme pravd¥podobnostní mírou. Pravd¥podobnost je tedy mnoºinová funke, její de�ni£ní obor je soustava mnoºin

(mnoºina mnoºin) a její obor hodnot je interval 〈0, 1〉.
Rozli²ujeme tzv. deterministiké systémy, systémy, které ze stejnýh po£áte£níh podmínek dosp¥jí do stále stej-

ného stavu, nap°. klasiká mehanika. T¥mito systémy se zabývat nebudeme. Budeme se zabývat tzv. stohastikými

systémy.

0.1 Klasi�kae náhodnýh veli£in

Náhodné veli£iny m·ºeme rozli²it na kvantitantivní, tedy numeriké, a kvalitativní, tedy slovní. Dále se rozli²ují podle

po£tu prvk· soustavy A na diskrétní a spojité.

0.1.1 Diskrétní náhodné veli£iny

Pravd¥podobnost je zde funke P : A ⊂ 2Ω → 〈0, 1〉, kde card(A) ∈ N. Máme tedy kone£ný po£et výsledk· (realizaí)

náhodné veli£iny X .

Zna£ení: Symbolem X budeme dále zna£it vybranou náhodnou veli£inu (stohastikou i diskrétní). Náhodná veli£ina

není náhodná a není to veli£ina. Jde o A-m¥°itelnou funki, viz de�nie z MAB4. Korektní de�nie zazní na p°edná²káh z

MIPu, my se jí te¤ budeme snaºit pro lep²í pohopení vyhnout. P°íkladem náhodné veli£iny je hod kostkou, tlak paienta,

mzda zam¥stnane a dal²í. Symbolem x budeme zna£it realizai (jednu) dané náhodné veli£iny, tj. výsledek náhodného

jevu. Pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina X nabude hodnoty práv¥ x budeme zna£it symbolem P [X = x].
Pravd¥podobnostní dotazy mohou být r·zného typu. M·ºeme se ptát na pravd¥podobnosti elementa¯níh jev·, tedy

nap°. P [X = 3] =?, P [Y = 28 K£] =?, P [Z = 13 min] =?. M·ºeme ale mít i sloºit¥j²í dotaz, typu P [X ∈ {1, 5, 6}] = ?,
nebo dokone P [Y ∈ 〈4500, 5500〉] =?. Základní pravd¥podobnostní dotaz tedy bude

P [X ∈ B] =?, kde B ∈ A ⊂ 2Ω, tj. B ⊂ Ω

Naví dodejme, ºe pokud card(Ω) ∈ N ⇒ card(B) ∈ N. V diskrétníh p°ípadeh naví tém¥° vºdy platí A = 2Ω. Dále
budeme £asto vyuºívat následujíí zkráený zápis, který nám bude ví p°ipomínat prái s mírou:

P [X ∈ A] = P [A] , kde A ∈ A.

Základní pravd¥podobnostní popis probíhá pomoí:

• pravd¥podobnostní funke, v diskrétním p°ípad¥ jde o následujíí tabulku (bereme v potaz hod kostkou).

x P [X = x]
1

1
6

2

1
6

3

1
6

4

1
6

5

1
6

6

1
6

Potom nap°.:

P [X ∈ {2, 4, 6}] = 1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
.
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• distribu£ní funke F (x) = P [X < x], která m·ºe být vy£íslena ∀x ∈ R. Pokud uváºíme p°íklad s kostkou, pak

nap°.:

F (−3) = P [X < −3] = 0

F (3) = P [X < 3] = P [X ∈ {1, 2}] = 1

6
+

1

6
=

1

3

F (8) = P [X < 8] = 1

Deskriptivní harakteristiky diskrétní náhodné veli£iny X

• St°ední hodnota, zna£íme ji E(X), vyjad°uje pravd¥podobnostní t¥ºi²t¥, angliky expeted value.

E(X) =
∑

x∈Ω

x · P [X = x]

Pro p°íklad s kostkou je tedy

E(X) =

6
∑

x=1

xP [X = x] = 1
1

6
+ 2

1

6
+ 3

1

6
+ · · ·+ 6

1

6
= 3.5

• Rozptyl vyjad°uje míru rozptýlení hodnot kolem st°ední hodnoty, zna£íme D(X), nebo VAR(X), angliky variane.
Pokud D(X) = 0, potom X je deterministiký jev.

D(X) = E(X − E(X))2 =
∑

x∈Ω

(x− E(X))2 · P [X = x]

Ozna£me λ = E(X) ∈ R a zjednodu²me vztah pro rozptyl.

D(X) =
∑

x∈Ω

(x2 − 2xλ+ λ2) · P [X = x] =
∑

x∈Ω

x2
P [X = x]− 2λ

∑

x∈Ω

xP [X = x] + λ2
P [X = x] =

=
∑

x∈Ω

x2
P [X = x]− 2λ2 + λ2 =

∑

x∈Ω

x2 · P [X = x]− E2(X) = E(X2)− E2(X)
(0.1)

Dále byhom mohli de�novat sm¥rodatnou odhylku, angliky standard deviation jako

SD(X) =
√

D(X)

• K-tý moment de�nujeme pro k ∈ N0 jako

E(Xk) =
∑

x∈Ω

xk · P [X = x] .

Je z°ejmé, ºe E(X0) = E(1) = 1, oº platí díky prvnímu axiomu z de�nie pravd¥podobnostní míry. Dále E(X1) =
E(X). Druhý moment E(X2) =

∑

x∈Ω x2P [X = x] jsme jiº pouºili p°i úprav¥ vzore pro rozptyl.

Rozd¥lení disktrérníh náhodnýh veli£in

• Uniformní (rovnom¥rné) rozd¥lení je jednoparametriké rozd¥lení Uni(n), kde parametr n vyjad°uje po£et

elementárníh jev·, tedy n = card(E). Pravd¥podobnostní funke vyjád°ená tabulkou vypadaná následovn¥:

el. jevy P [X = x]
1

1
n

2

1
n

3

1
n

4

1
n

.

.

.

.

.

.

n

1
n

Ihned vidíme, ºe

n
∑

x=1

P [X = x] = 1.

Skute£nost, ºe náhodná veli£ina má uniformní rozd¥lení s parametrem n zapisujeme jako X ∼ Uni(n).
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0.1. KLASIFIKACE NÁHODNÝCH VELI�IN

• Alternativní (binomiké) rozd¥lení s parametrem p ∈ (0, 1), zna£íme AB(p). Jiný název je také Bernoulliho

rozd¥lení. Pravd¥podobnostní tabulka je

el. jevy P [X = x]
1 p

0 1-p

Op¥t platí, ºe

∑

x∈Ω P [X = x] = 1, kde Ω = {0, 1}. Vypo£teme st°ední hodnotu:

E(X) =

1
∑

x=0

xP [X = x] = 0 · (1− p) + 1p = p,

dále rozptyl:

E(X2) =

1
∑

x=0

x2
P [X = x] = p

D(X) = p− p2 = p(1− p)

• Binomiké rozd¥lení Bi(n, p) vyjad°uje po£et úsp¥h· v n opakovanýh pokuseh. Parametr p zde vyjad°uje

pravd¥podobnost úsp¥hu v kaºdém jednotlivém pokusu. Pravd¥podobnostní funke má následujíí p°edpis:

P [X = x] =

(

n

x

)

px(1− p)n−x,

kde x vyjad°uje po£et úsp¥h·, n− x po£et neúsp¥h· v n pokuseh a 1− p je prst neúsp¥hu. Výb¥rový prostor

je zde Ω = {0, 1, 2, . . . , n}. Vypo£teme op¥t st°ední hodnotu:

E(X) =

n
∑

x=0

x ·
(

n

x

)

px(1− p)n−x =

n
∑

x=1

x ·
(

n

x

)

px(1 − p)n−x =

n
∑

x=1

n(n− 1)!

(x− 1)!(n− x)!
px(1− p)n−x =

= n

n
∑

x=1

(n− 1)!

(x− 1)! [n− 1− (x− 1)]!
px(1− p)n−1−(x−1),

(0.2)

nyní pouºijeme substitui y = x−1, tím se také zm¥ní meze sumy a vytkneme jedno n p°ed elou sumu. Dostáváme

tak

E(X) = n

n
∑

x=1

(n− 1)!

(x − 1)! [n− 1− (x− 1)]!
px(1 − p)n−1−(x−1) = np

n−1
∑

y=0

(

n− 1

y

)

py(1− p)n−1−y =

= np (p+ (1− p))
n−1

= np

(0.3)

Analogikým zp·sobem £tená° jist¥ snadno ov¥°í, ºe je v po°ádku normaliza£ní podmínka

∑n
x=0 P [X = x] = 1 a

zárove¬, ºe

D(X) = np(1− p).

Vidíme tedy, ºe alternativní binomiké rozd¥lení je speiálním p°ipadem binomikého, pro n = 1.

• Poissonovo rozd¥lení Po(λ), kde λ > 0, popisuje °ídké jevy, nebo jevy, které se ºádným zp·sobem neovliv¬ují.

Výb¥rový prostor má nyní spo£etn¥ mnoho prvk·, Ω = N0 = {0, 1, 2, 3, . . .}. P°edpis pravd¥podobnostní funke
vypadá následovn¥:

P [X = x] =
λx

x!
e
−λ

Normovaí podmínka je triviáln¥ spln¥na, nebo´

∞
∑

x=0

P [X = x] =

∞
∑

x=0

λx

x!
e
−λ = e

−λ
e
λ = 1,

kde byl vyuºit Malaurin·v rozvoj funke ey. Analogiky spo£t¥me první a druhý moment náhodné veli£iny X :

E(X) =
∞
∑

x=1

λx

x!
xe−λ = e

−λ

∞
∑

x=1

λx

(x− 1)!
= e

−λ

∞
∑

y=0

λy+1

y!
= λe−λ

∞
∑

y=0

λy

y!
= λe−λ

e
λ = λ, (0.4)
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E(X2) =

∞
∑

x=1

λx

x!
x2
e
−λ = e

−λ

∞
∑

x=1

λx

(x − 1)!
x = e

−λ

∞
∑

y=0

λy+1

y!
(y + 1) = e

−λλ

∞
∑

y=1

λy

(y − 1)!
+ e

−λλ

∞
∑

y=0

λy

y!
=

= λe−λ

∞
∑

z=0

λz+1

z!
+ e

−λλeλ = λ2
e
−λ

∞
∑

z=0

λz

z!
+ λ = λ2 + λ.

(0.5)

Nyní snadno spo£teme rozptyl:

D(x) = E(X2)− E2(X) = λ2 + λ− λ2 = λ.

Pokud dále zadejifujeme Index disperze jako

Id(X) =
D(X)

E(X)
,

potom vidíme, ºe ∀Po(λ), platí:
Id(X) = 1, ∀λ ∈ R.

Nyní uvedeme p°íklad na diskrétní náhodnou veli£inu. P°edstavme si, ºe jedeme tramvají v dne²ní dob¥ ovidu.

Pravd¥podobnost, ºe s námi jede nakaºený £lov¥k, je p = 2%. Po£et osob v tramvaji je n ∈ N. Jaká je pravd¥podobnost,

ºe nejedeme s nakaºeným £lov¥kem?

Ozna£íme si tedy jako náhodnou veli£inu X setkání s k nakaºenými osobami. Potom

X ∼ Bi(20, 0.02).

Cheme tedy P [X = 0], aplikujme tedy vzore pro binomiké rozd¥lení.

P [X = 0] =

(

20

0

)

p0(1− p)n−0 = 0.9820.

Promysleme si je²t¥ jednou estu k abstraktní pravd¥podobnosti. Klasiká funke, se kterou jsme zvyklí praovat, je

zobrazení

f : 〈a, b〉 → R,

tzn. vyberu jedno x ∈ 〈a, b〉 a vy£íslím hodnotu g(x). Pravd¥podobnost je zobrazení

P : A ⊂ 2Ω → 〈0, 1〉.

Vybereme tedy jednu mnoºinu A ∈ A a vy£íslíme hodnotu pravd¥podobnosti P [A]. Pravd¥podonost je tedy mnoºinová

funke, tj. její de�ni£ní obor je Dom(P) = A.

0.1.2 Spojité náhodné veli£iny

V diskrétní pravd¥podobnosti jsme praovali s výb¥rovým prostorem Ω, kde

card(Ω) 6 ℵ0.

�lo tedy o kone£n¥ nebo spo£etn¥ mnoho elementárníh jev·. Totiº oben¥ po£et prvk· mnoºiny p°irozenýh £isel N

zna£íme

card(N) = ℵ0.

Dále také platí, ºe cardZ = card(N) = ℵ0, tedy Z ∼ N. Pro reálná £ísla ale platí

card(R) > card(N)

a ozna£ujeme

card(R) = ℵ1.

Jiné ozna£ení pro card(R) m·ºe být také c jako kontinuum.
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0.1. KLASIFIKACE NÁHODNÝCH VELI�IN

O spojité pravd¥podobnosti tedy mluvíme, pokud card(Ω) = c. Potom také card(A) > c. P°íklad spojité náhodné

veli£iny X m·ºe být mzda zam¥stnane. Potom

PX : A ⊂ 2Ω → 〈0, 1〉,

kde Ω = 〈0,+∞) a tedy card(Ω) = c. σ-algebra A m·ºe vypadat následovn¥:

A = {∅, 〈a, b〉, {a} ∪ 〈b, c〉, 〈10, 6500〉 ∩N, . . . }.

Základní pravd¥podobnostní dotaz tedy bude op¥t P [X ∈ A] =?, pro diskrétní veli£iny bude card(A) 6 ℵ0, pro spojité

potom card(A) = c.

Základní harakteristiky spojité náhodné veli£iny X

• Distribu£ní funki jsme de�novali jiº d°íve pro diskrétní veli£iny, zde tedy analogiky:

F (x) = P [X < x] = P [X ∈ (−∞, x)] ∀x ∈ R

• Hustota pravd¥podobnosti je zobrazení f(x) : R → R. Je to spojitá alternativa pravd¥podobnostní funke pro

diskrétní náhodné veli£iny a ∀x ∈ R je de�nována následovn¥:

F (x) = P [X < x] =

∫ x

−∞
f(y) dy.

Nov¥ tedy budeme skute£nost, ºe náhodná veli£ina X má hustotu pravd¥podobnosti g(x), neboli X je rozd¥lena

podle g(x), neboli má distribui g(x), zna£it symbolem

X ∼ g(x).

Nyní uvedeme vlastnosti hustoty pravd¥podobnosti:

� f(x) > 0 v²ude v R.

� f(x) je integrabilní na R, tj. f(x) ∈ R(R), kde R(M) je mnoºina v²eh riemannovsky integrabilníh funkí

na mnoºin¥ M , tj. g(x) ∈ R(〈0, 1〉) ⇔
∫ 1

0
g(x) dx ∈ R.

�

∫

R
f(y) dy

!
= 1, nebo´ jsme poºadovali, aby P [X ∈ (−∞,+∞)] = 1.

� f(x) ∈ PC(R), tzn. hustota pravd¥podobnosti má jen kone£n¥ mnoho bod· nespojitosti. Symbol PC znamená

v angli£tin¥ pieewise ontinuous.

P°íkladem hustoty pravd¥podobnosti m·ºe být funke

g(x) = Θ(x)C
1√
x
e−3x,

kde Θ(x) je Heavisideova funke a C je normovaí konstanta taková, aby byla spln¥na podmínka

∫

R
g(x) dx = 1.

Podobn¥ zkoumejme vlastnosti distribu£ní funke:

� F (x) je nezáporná.

� F (x) 6 1.

� F (x) je neklesajíí. Tato vlastnost vyplývá z Kolmogorovýh axiom· pravd¥podobnosti, nebo´:

x1 < x2 ⇒ F (x1) = P [X ∈ (−∞, x1)] 6 P [X ∈ (−∞, x2)] = F (x2)

� limx→+∞ F (x) = 1, protoºe platí normovaí podmínka P [X ∈ R] = 1 a tedy

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

P [X ∈ (−∞, x)] = P [X ∈ R] = 1.

� Jelikoº op¥t platí, ºe P [X ∈ ∅] = 0, pak analogiky p°edhozímu bodu dosp¥jeme k tomu, ºe

lim
x→−∞

F (x) = 0

� F (x) ∈ PC(R).
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� Základní vztah mezi hustotou pravd¥podobnosti a distribu£ní funkí je

F ′(x) = f(x).

Tento vztah snadno dokáºeme. Vyjdeme z de�ni£ního vztahu

F (x) =

∫ x

−∞
f(y) dy

a tuto rovnost zderivujeme v²ude, kde to lze. Ozna£me naví

dF̃
dy

= f(y). Dostáváme

F ′(x) =
d

dx

[

F̃ (y)
]x

−∞
,

F ′(x) =
d

dx

[

F̃ (x) − F̃ (−∞)
]

,

pokud nyní vyuºijeme vlastnost distribu£ní funke F (−∞) = 0, obdrºíme vztah

F ′(x) =
d

dx
F̃ (x),

F ′(x) = F̃ ′(x),

dostali jsme opravdu F ′(x) = f(x). Tuto vlastnost m·ºeme uzav°ít tak, ºe pokud je F (x) ∈ C1(R), potom
vztah F ′(x) = f(x) platí v²ude na R.

Typiký dotaz, který si budeme £asto pokládat, bude

P [X ∈ 〈α, β)] .

Podívejme se tedy, jak tento dotaz oben¥ m·ºeme zodpov¥d¥t.

P [X ∈ 〈α, β)] = P [X < β]− P [X < α] = F (β)− F (α) =

∫ β

−∞
f(y) dy −

∫ α

−∞
f(y) dy =

∫ β

α

f(y) dy

S jistotou m·ºeme °íi, ºe

∀A ∈ A P [X ∈ A] =

∫

A

f(y) dy.

Deskriptivní harakteristiky spojitýh náhodnýh veli£in

• St°ední hodnotu náhodné veli£iny X ∼ g(x) de�nujeme jako

E(X) =

∫

R

xg(x) dx,

za p°edpokladu, ºe xg(x) ∈ R(R). (Uvaºujeme-li Lebesgue·v integrál, potom p°edpokládáme xg(x) ∈ L(R).)

Jako p°íklad uve¤me náhodnou veli£inu X , která p°edstavuje pravidelnou kostku a neh´ Ω = 〈0, 8). Jde tedy o

rovnom¥rn¥ rozd¥lenou náhodnou veli£inu, tedy g(x) = A, kde A ∈ R. Z podmínky normalizae snadno zjistíme

hodnotu A:
∫

Ω

g(x) dx =

∫ 8

0

A dx
!
= 1 ⇒ A =

1

8

Hustota pravd¥podobnosti musí mít vºdy de�ni£ní obor elé R, takºe její správný p°edpis je

g(x) =

{

1
8 , pro x ∈ 〈0, 8)
0, pro x /∈ 〈0, 8).

To také znamená, ºe supp(g) = 〈0, 8). Spo£teme st°ední hodnotu takovéto náhodné veli£iny:

E(X) =

∫ 8

0

xg(x) dx =

∫ 8

0

x
1

8
dx =

1

8

[

x2

2

]8

0

= 4

8



0.1. KLASIFIKACE NÁHODNÝCH VELI�IN

• Rozptyl náhodné veli£iny X de�nujeme jako

D(X) = E(X − E(X))2,

pokud E(X) , λ ∈ R. Pokud je hodnota D(X) malá, znamená to, ºe v¥t²ina realizaí X padne poblíº st°ední

hodnoty λ. Pokud D(X) = 0, potom v²ehny realizae X jsou rovny λ a X je v tomto p°ípad¥ deterministiká

náhodná veli£ina. Pro rozptyl spojitýh veli£in bude platit stejný vztah jako pro rozptyl diskrétníh veli£in:

D(X) = E(X − λ)2 =

∫

R

(x− λ)2g(x) dx =

∫

R

x2g(x) dx− 2λ

∫

R

xg(x) dx+ λ2

∫

R

g(x) dx =

=

∫

R

x2g(x) dx− λ2 = E(X2)− E(X).

(0.6)

Pokud tedy existuje E(X2), m·ºe být i +∞, a E(X) ∈ R, potom D(X) existuje, p°ípadn¥ je to op¥t +∞.

• K-tý moment pro k ∈ N0 de�nujeme jako

E(Xk) =

∫

R

xkg(x) dx,

pokud xkg(x) ∈ R(R). Vidíme, ºe E(X0) = 1 z normalizae, dále E(X1) = λ a pro druhý moment platí

E(X2) = D(X) + λ2
.

U£ebniová rozd¥lení spojitýh náhodnýh veli£in

• Uniform¥ rozd¥lená náhodná veli£ina X ∼ U(a, b), kde −∞ < a < b < +∞ je taková náhodná veli£ina, jejíº

hustota pravd¥podobnosti je de�nována vztahem

g(x) =

{

1
b−a

, pro x ∈ 〈a, b)
0, pro x /∈ 〈a, b).

Snadno zjistíme i tvar distribu£ní funke. Pro x ∈ 〈a, b) máme

F (x) = P [X < x] =

∫ x

−∞
g(y) dy =

∫ x

a

g(y) dy =
1

b− a
(x− a),

pro x ∈ (−∞, a), jelikoº g(y) je na tomto intervalu nulová,

F (x) =

∫ a

−∞
g(y) dy = 0

a nakone pro x ∈ 〈b,+∞) dostáváme

F (x) =

∫ x

−∞
g(y) dy =

∫ x

a

g(y) dy =

∫ b

a

g(y) dy +

∫ x

b

g(y) dy = 1,

kde jsme v p°edposlední rovnosti vyuºili v prvním £lenu axiom normalizae, v druhém £lenu skute£nost, ºe g(y) je
mimo integral 〈a, b) nulová. Pro ∀A ⊂ A, kde A ⊂ 2Ω, nám bude platit, ºe

P [X ∈ A] =

∫

A

g(y) dy.

Pokud ale A = 2Ω, potom ∀A ⊂ Ω platí P [X ∈ A] =
∫

A
g(y) dy. Vezm¥me si mnoºinu B = 〈0, 1) ∩Q. Potom

P [X ∈ 〈0, 1) ∩Q] =

∫

B

1

b− a
dx

riemannovsky neexistuje! To je ale práv¥ obtíº riemannova integálu. Jist¥ byhom ht¥li znát pravd¥podobnost, ºe

náhodná veli£ina padne práv¥ do mnoºiny B, nebo´ se to zdá jako smysluplný dotaz. Abyhom tento problém

odstranili, zavádíme na p°edná²káh MAB4 práv¥ jiº zmi¬ovaný Lebesgue·v integrál. Mnoºina B totiº bude

lebesgueovsky m¥ritelná a bude platit, ºe

P [X ∈ B] = 0.
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• Exponeniáln¥ rozd¥lená náhodná veli£ina X ∼ Exp(λ), λ > 0, má hustotu pravd¥podobnosti de�novanou

p°edpisem

g(x) = Θ(x)λe−λx, (0.7)

kde Θ(x) je Heavisideova funke. Poznamenejme, ºe sou£in Θ(x)h(x) se klade za nulový, i pokud h(x) není na

(−∞, 0〉 de�nována. Tedy nap°.

Θ(x)
1√
x
=

{ 1√
x
, pro x > 0

0, pro x 6 0

Hustota pravd¥podobsnoti zadaná vztahem (0.7) je jiº správn¥ normovaná, nebo´

∫

R

g(x) dx =

∫

R

λΘ(x)e−λx =

∫ +∞

0

λe−λx =
[

−e
−λx

]+∞
0

= 0.

Nyní odvodíme p°edpis pro distribu£ní funki. Na intervalu (−∞, 0〉 bude nulová. Pro x > 0 po£ítejme:

F (x) =

∫ x

−∞
Θ(x)λe−λy

dy =

∫ x

0

λe−λy
dy =

[

−e
−λy

]x

0
= 1− e

−λx.

Opravdu tedy limx→+∞ F (x) = 1 limx→−∞ F (x) = 0. St°ední hodnota bude

E(X) =

∫

R

xg(x) dx =

∫ +∞

0

xλe−λx
dx =

[

−xe−λx
]+∞
0

+

∫ +∞

0

e
−λx

dx =

[

− 1

λ
e
−λx

]+∞

0

=
1

λ

Analogikým zp·sobem, op¥t za pouºití metody per partes, spo£teme, ºe E(X2) = 2
λ2 a DX(X) = 1

λ2

• Erlangovsky rozd¥lená náhodná veli£ina X ∼ Erl(n, λ), kde pro parametry platí λ > 0 a n ∈ N. Toto rozd¥lení

popisuje £asový interval mezi p°íhody n+ 1 událostí, nap°. p°íhod zákazníka. Hustota pravd¥podobnosti je

g(x) = Axn
e
−λx.

Vypo£ítejme normaliza£ní konstantu A. Cheme, aby

∫

R
g(x) dx

!
= 1:

∫

R

g(x) dx = A

∫ +∞

0

xn
e
−λx

dx = A
n!

λn+1

!
= 1,

takºe A = λn+1

n! . Vyuºili jsme známý vzore

∫ +∞

0

xn
e
−λx =

n!

λn+1
,

jehoº platnost jist¥ £tená° sám snadno ov¥°í. Hustota pravd¥podobnosti má po znormování tvar

g(x) = Θ(x)
λn+1

n!
xn

e
−λx.

Vypo£teme nyní st°ední hodnotu:

E(X) =

∫

R

xg(x) dx =
λn+1

n!

∫ +∞

0

xn+1
e
−λx

dx =
λn+1

n!

(n+ 1)!

λn+2
=

n+ 1

λ

O ²kálované náhodné veli£in¥ mluvíme práv¥ tehdy, kdyº

E(X)
!
= 1,

pro náhodnou veli£inu X ∼ Erl(n, λ) musí platit λ
!
= n+ 1, ²kálovaná hustota pak bude mít p°edpis

g(x) = Θ(x)
(n + 1)n+1

n!
xn

e
−(n+1)x.

Analogiky vypo£ítáme rozptyl:

D(X) = E(X2)− E2(X) =
λn+1

n!

∫ +∞

0

xn+2
e
−λx

dx−
(

n+ 1

λ

)2

=
(n+ 2)!

λn+3

λn+1

n!
− (n+ 1)2

λ2
=

=
1

λ2
((n+ 2)− (n+ 1)) (n+ 1) =

n+ 1

λ2

(0.8)

Ve ²kálované variant¥ D(X) = n+1
(n+1)2 = 1

n+1 . Rozptyl klesá s n, maximální rozptyl tím pádem bude pro n = 1:

D(X) = 1
2 .
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0.1. KLASIFIKACE NÁHODNÝCH VELI�IN

• Gamma rozd¥lení náhodné veli£iny X ∼ Γ(α, λ), s parametry α > −1 a λ > 0, má hustotu pravd¥podobnosti

tvaru

g(x) = Θ(x)Axα
e
−λx.

Ihned vidíme, ºe pokud α ∈ N, pak Γ(α, λ) = Erl(α, λ), pro α = 0 je Γ(α, λ) = Exp(λ). Pokud α ∈ (0,+∞)\N0,

jde o tzv. ryzí Gamma rozd¥lení. Gamma funke je de�nována jako

Γ(x) =

∫ +∞

0

yx−1
e
−y

dy, pro x ∈ (0,+∞),

tzn. Dom(Γ) = R+
. P°ipome¬me si nyní n¥které vlastnosti Gamma funke. Triviáln¥ platí:

Γ(1) =

∫ +∞

0

e
−y

dy = 1.

Dále, jelikoº pro n ∈ N platí vzore

∫ +∞

0

xn
e
−λx

dx =
n!

λn+1
,

potom vidíme, ºe pokud vezmeme λ = 1, tak Gamma funke je jakési spojité roz²í°ení faktoriálu, nebo´

Γ(n) =

∫ +∞

0

yn−1
e
−y

dy = (n− 1)!.

Pokud budeme uvaºovat x ∈ R+
, potom upravujme:

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

yxe−x
dx =

[

−yxe−x
]+∞
0

+ x

∫ +∞

0

yx−1
e
−y

dy = x

∫ +∞

0

yx−1
e
−y

dy = x · Γ(x),

Pro x = n ∈ N víme, ºe platí Γ(n+ 1) = n!, dostaneme za pomoi práe s faktoriály tentýº vztah:

Γ(n+ 1) = n! = n(n− 1)! = nΓ(n).

Vezm¥me nyní hustotu Gamma rozd¥lení

g(x) = AΘ(x)xα
e
−λx

a ur£eme normovaí konstantu A:
∫

R

g(x) dx = A

∫ +∞

0

xα
e
−λx

dx = A

∫ +∞

0

( y

λ

)α

e
−y 1

λ
dy =

A

λα+1

∫ +∞

0

yαe−y
dy =

A

λα+1
Γ(α+ 1)

!
= 1,

v druhé rovnosti byla pouºita substitue y = λx, pro λ > 0. Získali jsme konstantu A = λα+1

Γ(α+1) a jiº správn¥

normovaná hustota pravd¥podobnosti má tvar

g(x) =
λα+1

Γ(α+ 1)
Θ(x)xα

e
−λx

, kde α ∈ (−1,+∞), λ ∈ R+.

Snadno vypo£teme st°ední hodnotu náhodné veli£iny X :

E(X) =
λα+1

Γ(α+ 1)

∫ +∞

0

xα+1
e
−λx

dx =
λα+1

Γ(α+ 1)

1

λα+2
Γ(α+2) =

1

λ

Γ(α+ 2)

Γ(α+ 1)
=

1

λ

(α+ 1)Γ(α+ 1)

Γ(α+ 1)
=

α+ 1

λ
,

pro spln¥ní ²kálovaí podmínky musí platit λ = α + 1. Výpo£et druhého momentu a rozptylu je zela analogiký,

proto uvedeme pouze výsledek: E(X2) = (α+2)(α+1)
λ2 a D(X) = α+1

λ2 .

Podívejme se nyní na distribu£ní funki Erlangova a Gamma rozd¥lení. Nejprve zade�nujme speiální funki, kterou

budeme nazývat Dolní neúplná Gamma funke γ(s, x):

γ(s, x) =

∫ x

0

ys−1
e
−y

dy. (0.9)

Její hodnoty jsou tabelovány. Pokusme se ji upravit. Vyuºijeme Malaurin·v rozvoj funke f(y) = e
−y

:

γ(s, x) =

∫ x

0

ys−1
e
−y

dy =

∫ x

0

ys−1
∞
∑

n=0

yn

n!
(−1)n dy.
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Jelikoº tato °ada stejnom¥rn¥ konverguje na kaºdém uzav°eném intervalu 〈0, x〉, na R+ uº ne, m·ºeme zam¥nit

po°adí sumy a integrálu:

γ(s, x) =

∞
∑

n=0

(−1)n

n!

∫ x

0

yn+s−1
dy =

∞
∑

n=0

(−1)n

n!

[

yn+s

n+ s

]x

0

=

∞
∑

n=0

(−1)n

n!
xn+1,

Pokud m bude velké, m·ºeme dolní neúplnou Gamma funki aproximovat kone£nou °adou:

γ(s, x) =

m
∑

n=0

(−1)n

n!
xn+1.

Nyní se kone£n¥ podívejme, jak bude vypadat distribu£ní funke:

F (x) = P [X < x] =

∫ x

−∞
g(y) dy =

∫ x

−∞

λα+1

Γ(α+ 1)
Θ(y)yαe−λy

dy =
λα+1

Γ(α+ 1)

∫ x

0

yαe−λy
dy =

=
λα+1

Γ(α+ 1)

∫ λx

0

( z

λ

)α

e
−z 1

λ
dz =

1

Γ(α+ 1)

∫ λx

0

zαe−z
dz =

γ(α+ 1, λx)

Γ(α+ 1)
.

(0.10)

V první rovnosti na druhém °ádku byla vyuºita substitue z = λy. Op¥t bude spln¥no, ºe limx→+∞ F (x) = 1 a

limx→0+ F (x) = 0.

• Normáln¥ (gaussovsky) rozd¥lená náhodná veli£ina X ∼ N(µ, σ), kde µ ∈ R a σ > 0. Hustota pravd¥podobn-

nosti je tzv. Gaussova funke

g(x) = Ae−
(x−µ)2

2σ2 .

Gaussovo rozd¥lení je symetriké kolem bodu x = µ. Dále platí, ºe µ = argmax g(x) a max g(x) = A.
P°ipome¬me známý Gauss·v integrál, který v následujííh výpo£teh mnohokrát pouºijeme:

∫

R

e
−ax2

dx =

√

π

a
.

Nejprve spo£ítejme hodnotu konstanty A:

A

∫

R

e
− (x−µ)2

2σ2 dx = A
√
2σ

∫

R

e
−y2

dy = A
√
2σ

√
π

!
= 1,

vyuºili jsme substitui y = x−µ√
2σ
. Hustota pravd¥podobnosti má tedy tvar:

g(x) =
1

√

2piσ2
e
− (x−µ)2

2σ2 .

Nyní bude následovat d·leºitý výpo£et st°ední hodnoty, který vede ke známému výsledku:

E(X) =

∫

R

xg(x) dx =
1√
2πσ

∫

R

(x−µ+µ)e−
(x−µ)2

2σ2 dx =
1√
2πσ

∫

R

(x−µ)e−
(x−µ)2

2σ2 dx+
µ√
2πσ

∫

R

e
− (x−µ)2

2σ2 dx = 0+µ·1,

v poslední rovnosti jsme vyuºili vlastnosti µ-lihé funke

∫

R

f(x) dx = 0.

Pro gaussovskou náhodnou veli£inu tedy platí

E(X) = µ.

Pro výpo£et rozptylu budeme pot°ebovat znát druhý moment:

E(X2) =

∫

R

x2

√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 dx =

∫

R

x2 − 2xµ+ µ2 + 2xµ− µ2

√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 dx =

∫

R

(x− µ)
2

√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 dx+

+ 2µ

∫

R

x√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 dx− µ2

∫

R

1√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 dx,

(0.11)
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0.1. KLASIFIKACE NÁHODNÝCH VELI�IN

ve druhém £lenu rozeznáváme st°ední hodnotu E(X) = µ a ve t°etím £lenu vyuºijeme to, ºe hustota jiº je správn¥

normovaná na jedni£ku. Dostáváme tedy

E(X2) =

∫

R

(x− µ)
2

√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 dx+ 2µ2 − µ2 = µ2 +
1√
2π

∫

R

y2e−y2

2σ2
√
2 dy = µ2 +

2σ2

√
π

∫

R

y2e−y2

dy,

kde jsme vyuºili substitui y = x−µ√
2σ
. Pot°ebujeme ur£it hodnotu Gaussova integrálu

∫

R
y2e−y2

dy, to provedeme

zám¥nou integrálu a derivae. Doporu£ujeme £tená°i, aby si ov¥°il p°edpoklady nutné k této zám¥n¥. Víme, ºe

∫

R

e
−ax2

dx =

√

π

a
.

Tento vztah nyní zderivujme podle parametru a. Dostáváme rovnost

−
∫

R

x2
e
−ax2

dx =
√
π

(

−1

2

)

a−
3
2 .

M·ºeme uzav°ít výpo£et druhého momentu:

E(X2) = µ2 +
2σ2

√
π

∫

R

y2e−y2

dy = µ2 +
1√
π

1

2

√
π2σ2 = µ2 + σ2.

Rozptyl gaussovsky rozd¥lené náhodné veli£iny vyhází jako

D(X) = E(X2)− E2(X) = µ2 + σ2 − µ2 = σ2.

Pokud je tedy σ2
malé, hodnoty náhodné veli£iny jsou velie málo odhýlené od st°ední hodnoty µ, pokud je σ2

velké, potom jsou hodnoty náhodné veli£iny rozptýlené po reálné ose. V¥nujme se nyní distribu£ní funki F (x):

F (x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ

e
− (y−µ)2

2σ2 dy.

Pokud zade�nujeme tzv. Chybovou funki erf(x), angliky Error funtion, budeme mot distribu£ní funki upravit.

De�nujme tedy:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e
−z2

dz.

Najd¥me nyní vhodnou aproximai hybové funke. Pouºijeme Malaurin·v rozvoj fe e
−z2

:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e
−z2

dz =
2√
π

∫ x

0

∞
∑

n=0

(−1)n
z2n

n!
=

2√
π

∞
∑

n=0

(−1)n

n!

[

z2n+1

2n+ 1

]x

0

=
2√
π

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)n!
x2n+1

!!!!V ZÁPISCÍCH JE PODLE M� TATO �ÁST UD�LANÁ �PATN�, PROTO�E JE TAM POU�ITA MACLAU-

RINOVA RADA PRO e
−Z, TAK�E TO NECHÁVÁM NA TOB�, str. 3, dokument !!!! Pomoí substitue z = y−µ√

2σ
upravujme:

F (x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ

e
− (y−µ)2

2σ2 dy =
1

π

∫
x−µ
√

2σ

−∞
e
−z2

dz =
1√
π

∫ 0

−∞
e
−z2

dz+
1

π

∫
x−µ
√

2σ

0

e
−z2

dz =
1

π

1

2

√
π+

1

π

√
π

2
erf

(

x− µ√
2σ

)

V poslední rovnosti je vyuºito skute£nosti, ºe

∫ 0

−∞ e
−z2

dz = 1
2

∫ +∞
−∞ e

−z2

dz = 1
2

√
π. Celkem dostáváme

F (x) =
1

2
+

1

2
erf

(

x− µ√
2σ

)

.

Hodnoty hybové funke jsou tabelovány.

Dal²í deskriptivní harakteristiky

• Nosi£ hustoty pravd¥podobnosti, zna£íme supp, z anglikého support, de�nujeme jako

supp(g) = {x ∈ R : g(x) 6= 0} = {x ∈ R : g(x) > 0}.
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• Hustotu g(x) nazveme s pozitivním nosi£em, práv¥ tehdy, kdyº

supp(g) ⊂ (0,+∞),

tj. X nabývá pouze nezápornýh hodnot. Uvaºujme a < 0. Potom

F (a) = P [X < a] =

∫ a

−∞
g(x) dx =

∫ a

−∞
0 dx = 0,

nebo´ g(x) je nulová v²ude na (−∞, 0〉.

• Levé a pravé pomezí, z angli£tiny ambit, de�nujeme jako

ambL = inf supp(g),

ambR = sup supp(g).

• Rozp¥tí nosi£e, angliky margin, je de�nováno rozdílem

marg(g) = ambR − ambL.

Náhodná veli£ina vºdy nabývá hodnot pouze z supp(g), tj. pouze na mnoºin¥ délky marg(g).

• �ekneme, ºe hustota pravd¥podobnosti je neposunutá, jestliºe

ambL = 0.

P°íkladem takovýh hustot, jsou t°eba hustoty p°íslu²ejíí Exponeniálnímu, Erlangovu, nebo Gamma rozd¥lení.

• Modus náhodné veli£iny de�nujeme jako

argmax g(x),

tj. jsou to body (nebo jeden bod), ve kterýh g(x) nabývá svého maxima.

• Pro spojitou a rostouí distribu£ní funki F (x), mediánem rozumíme £íslo x̃ ∈ R takové, ºe 50 % hodnot je pod

mediánem a 50 % hodnot je nad ním. Tedy

x̃ = F−1

(

1

2

)

.

Oben¥ medián je kterékoliv £íslo x̃ ∈ R, které spl¬uje

P [X 6 x̃] >
1

2
∧ P [X > x̃] 6

1

2
.

• Hustotu pravd¥podobnosti nazýváme unimodální, práv¥ tehdy, kdyº

∃c ∈ R takové, ºe f(x) je neklesajíí na (−∞, c) a zárove¬ nerostouí na (c,+∞).

• Dále de�nujeme kvantil, nebo také α-kvantil q(α) ∈ R jako

q(α) = inf{x ∈ R|F (x) > α}.

Tato podmínka jinými slovy znamená, ºe

P [X 6 q(α)] > α ∧ P [X > q(α)] > 1− α.

To nám °íká, ºe X nedosáhne hodnoty q(α) s pravd¥podobsnotí 100 · α % a X p°esáhne hodnotu q(α) s pravd¥-
podobností 100 · (1− α) %. Z p°edhozíh de�ni vidíme, ºe pro α = 1

2 se jedná o medián.
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0.2. PROBLÉMY SE ZAVEDENÍM PRAVD�PODOBNOSTI

0.2 Problémy se zavedením pravd¥podobnosti

Skute£nost, ºe Riemann·v integrál je p°i zavád¥ní pravd¥podobnosti nevyhovujíí, a proto se buduje na p°edná²káh z

MAB4 tzv. Lebesgue·v integrál, jsme nazna£ili jiº d°íve. Nyní se na tento problém podívejme oben¥ji. Uvaºujme nyní

náhodnou veli£inu X ∼ U(0, 1) a spo£t¥me si pravd¥podobnosti, ºe náhodná veli£ina X padne do r·znýh mnoºin.

P [X < −3] =

∫ −3

−∞
g(x) dx =

∫ −3

−∞
0 dx = 0,

P

[

X <
1

2

]

=

∫ 1
2

−∞
g(x) dx =

∫ 1
2

−∞
1 dx =

1

2
,

P

[

X >
1

2

]

=

∫ +∞

1
2

g(x) dx =

∫ 1

1
2

1 dx =
1

2
,

P [X ∈ R] =

∫

R

g(x) dx =

∫ 1

0

1 dx = 1,

P [X ∈ ∅] =
∫

∅
g(x) dx = 0,

v tomto p°ípad¥ v±ledek vyhází p°ímo z de�nie

∫

∅ f(x) dx
!
= 0. Dále

P [X ∈ 〈0, 1)] =
∫ 1

0

1 dx = 1,

problém ale nastane v následujíím p°ípad¥:

P [X ∈ 〈0, 1) ∩Q] =

∫

〈0,1)∩Q

1 dx =

∫ 1

0

D(x) dx,

kde D(x) p°edstavuje Dirihletovu funke

D(x) =

{

1, pro x ∈ Q

0, pro x ∈ R \Q.
(0.12)

Newton·v intergál m·ºeme rovnou opustit, protoºe D(x) je nespojitá. Zkusme spo£ítat

∫ 1

0 D(x) dx riemannovsky.

Uvaºujme d¥lení, nyní ho ozna£íme A, intervalu 〈0, 1) na intervaly I0 = 〈0, x0〉, I1 = 〈x0, x1〉, . . . , In−1 = 〈xn−1, 1〉.
V intervalu Ij ∀j ∈ {0, n− 1} ozna£me

vj = inf D(x) a Vj = supD(x).

Z p°edpisu Dirihletovy funke (0.12) je jasné, ºe

vj = 0 a Vj = 1 ∀j ∈ {0, n− 1}.

Nyní vypo£ítáme dolní integrální sou£et:

L(A,D(x)) =
n−1
∑

k=0

vk(xk − xk−1) = 0,

horní integrální sou£et:

U(A,D(x)) =
n−1
∑

k=0

Vk(xk − xk−1) = 1,

Dolní Riemann·v integrál je:

L(D(x)) = sup
A

L(A,D(x)) = 0

a horní Riemann·v integrál vyhází jako:

U(D(x)) = inf
A

U(A,D(x)) = 1.
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Protoºe ale

L(D(x)) 6= U(D(x)),

tak D(x) /∈ R (〈0, 1〉), tj. D(x) není riemannovsky integrabilní a

∫ 1

0 D(x) dx neexistuje. Pravd¥podobnostní dotaz

P [X ∈ 〈0, 1) ∩Q] nem·ºe být zodpov¥zen!

Nyní uvaºujme náhodnou veli£inu X , která vyjad°uje náhodné losování £ísel z intervalu 〈0, 1) s rovnom¥rným rozd¥-

lením. Budeme sledovat, kolik pokus· spadlo do 〈0, 1) ∩Q a kolik ne. Z teorie víme, ºe Q ∼ N, tedy Q je spo£etná

mnoºina. Z toho plyne, ºe £ísel v 〈0, 1) ∩Q je spo£etn¥ mnoho. Oproti tomu, £ísel v 〈0, 1) ∩ (Q ∩ R) je nespo£etn¥

mnoho, nebo´ 〈0, 1) ∩ (Q ∩R) ∼ R. M·ºeme tedy prohlásit, ºe iraionálníh £ísel v 〈0, 1) je stejn¥ jako v²eh £ísel v

〈0, 1), neboli skoro v²ehna £ísla v 〈0, 1) jsou iraionální. Pokud tedy p·jde po£et pokus· M → +∞, potom m·ºeme

°ít, ºe

P [X ∈ 〈0, 1) ∩Q] = 0 nebo P [X ∈ 〈0, 1) ∩ (Q ∪R)] = 1.

I p°es tuto analýzu nám vy²lo, ºe dotaz P [X ∈ 〈0, 1) ∩Q] nem·ºe být zodpov¥zen. Riemann·v integrál je prost¥

nedosta£ujíí. V teorii Lebesgueova integrálu tento dotaz bude triviáln¥ zodpov¥zen a dostanemeP [X ∈ 〈0, 1) ∩Q] = 0,
nebo´ mnoºina 〈0, 1) ∩Q má nulovou míru.

0.3 Matematiké pozadí teorie pravd¥podobnosti

Pravd¥podobnost je zobrazení P : A → 〈0, 1〉, de�ni£ní obor je mnoºina mnoºin Dom(P) = A a obor hodnot je

Ran(P) ⊂ 〈0, 1〉. Pravd¥podobnost P je tedy tzv. mnoºinová funke. A m·ºeme nazvat soustavou událostí. D°íve

jsme uº diskutovali, ºe základní pravd¥podobností dotaz bude

P [X ∈ B] =?, kde B ∈ A ⊂ 2Ω, tj. B ⊂ Ω.

Prvky Ω se nazývají elementární. Pokud card(Ω) = n ∈ N, jde o diskrétní pravd¥podobnost. V tomto p°ípad¥ zpravidla

A = {B : B ⊂ Ω} = 2Ω. Pokud card(Ω) = ℵ0 ≡ card(N), jde o tzv. spo£etn¥ diskrétní pravd¥podobnost a také platí

A = {B : B ⊂ Ω} = 2Ω. Nakone pro card(Ω) = c ≡ card(R) mluvíme o spojité pravd¥podobnosti. V posledním

p°ípad¥ bude A ⊂ {B : B ⊂ Ω} = 2Ω.
Jak uº bylo demonstrováno v minulé kapitole, pro v²ehny mnoºiny Y ∈ A = 2Ω, mluvíme o p°ípad¥, kdy card(Ω) = c,

nejde vy£íslit P [X ∈ Y ]. Nap°íklad uvaºujme náhodnou veli£inu X ∼ U(0, 1). Pro 0 6 a < b 6 1 po£ítáme

P [X ∈ 〈a, b〉] = b− a.

Jak bylo dokázáno, tak P [X ∈ Q ∩ 〈0, 1)] ne²lo vy£íslit. �e²ení tohoto problému je, ºe do A se zahrnou pouze tzv.

m¥°itelné mnoºiny a proto pro spojité náhodné veli£iny bereme A $ 2Ω.
Uvedeme n¥které elementární vlastnosti pravd¥podobnosti P:

1. Ω ∈ A ∧ A ⊂ 2Ω,

2. ∅ ∈ A,

3. ∀A ∈ A : P(A) > 0,

4. P [∅] = 0,

5. P [Ω] = 1,

6. ∀A,B ∈ A : A ⊂ B ⇒ P [A] 6 P [B] ,

7. ∀A,B ∈ A : A ∩B = ∅ ⇒ P [A ∪B] = P [A] + P [B] .

Míra je jakési zoben¥ní pojmu délka v jedné dimenzi, obsahu ve dvou dimenzíh a objemu ve t°eh dimenzíh. Uvaºme

nyní mnoºinovou funki

m(x) : A → R∗ ≡ R ∪ {−∞,+∞}.
Aby mnoºinová funke m¥la vlastnosti míry, tj. délky, obsahu, . . . , musí spl¬ovat následujíí axiomy:

1. axiom nulovosti m(∅) = 0,

2. axiom prázdné mnoºiny ∅ ∈ A,

3. axiom nezápornosti ∀A ∈ A : m(A) > 0,
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0.3. MATEMATICKÉ POZADÍ TEORIE PRAVD�PODOBNOSTI

4. axiom monotonie ∀A,B ∈ A : A ⊂ B ⇒ m(A) 6 m(B),

5. axiom aditivity ∀A,B ∈ A : A ∩B = ∅ ⇒ m(A ∪B) = m(A) +m(B).

Vidíme, ºe pokud se podíváme zp¥t na vlastnosti pravd¥podobnosti, tak vlastnosti £. 2, 3, 4, 6 a 7 jsou práv¥ zmín¥né

axiomy míry. Normaliza£ní vlastnost 5, P [Ω] = 1, obená míra mít nemusí. Pravd¥podobnost je tedy kone£ná a

normalizovaná míra.

Rozeberme nyní jaké p°íjemné vlastnosti byhom ht¥li, aby spl¬ovala soustava mnoºin A, se kterou pravd¥podobnost

prauje. Existuje-li v A mnoºina Ω tak, ºe

∀A ∈ A : A ⊂ Ω, (0.13)

pak mnoºinu Ω nazveme prezidentem soustavy A. Ne kaºdá soustava ale prezidenta obsahuje. Nap°. pokud A = 2{3,8,11},
potom prezident Ω = {3, 8, 11}. Pokud ale uváºíme soustavu polouzav°enýh interval·

H1 = {∅; 〈α, β〉 : −∞ < α < β < +∞}, (0.14)

potom jediným kandidátem na prezidenta, který spl¬uje vlastnost (0.13), je interval (−∞,+∞), který ale neleºí v

soustav¥ H1. �ekneme, ºe A je aditivní, práv¥ tehdy, kdyº

• ∀A,B ∈ A : A ∪B ∈ A.

Soustavu A nazveme okruhem, práv¥ tehdy, kdyº

• A je aditivní,

• ∀A,B ∈ A : A \B ∈ A.

�ekneme, ºe A je algebra, práv¥ tehdy, kdyº

• A je okruh,

• v A existuje prezident Ω.

Soustava A je σ-algebrou, práv¥ tehdy, kdyº

• A je algebra,

• A je σ-aditivní, tj:

(Ai ∈ A)
+∞
i=1 ⇒

+∞
⋃

i=1

Ai ∈ A.

V korektní de�nii Kolmogorovy pravd¥podobnosti, kterou doktor K·s zade�nuje na p°edná²káh z MIP, poºadujeme

práv¥, aby A byla σ-algebrou. Pro úplnost dodejme, ºe soustavu A nazveme polookruhem, práv¥ tehdy, kdyº

• ∀A,B ∈ A : A ∩B ∈ A,

• ∀A,B ∈ A : bu¤ A \B ∈ A, tedy kaºdý okruh je i polookruhem, nebo sta£í, ºe bude spln¥no:

∃C1, C2, . . . , Cm ∈ A : A \B =

m
⊎

i=1

Ci.

P°íkladem polookruhu bez prezidenta je práv¥ soustava H1, viz (0.14). Tato soustava je základní (výhozí) soustava p°i

zobe¬ování pojmu délka, obsah a objem.

Z vlastností σ-algebry A tedy plyne, ºe pokud znám hodnotu P [X ∈ A] i hodnotu P [X ∈ B], potom musíme

být shopni ur£it i hodnotu P [X ∈ A ∪B], stejn¥ tak i P [X ∈ A \B]. Jelikoº P je ve skute£nost jistý jev, potom

P [X ∈ P ] = 1 a pokud známe posloupnost hodnot P [X ∈ A1], P [X ∈ A2], P [X ∈ A3], . . . , musíme být shopni

ur£it také P
[

X ∈ ⋃+∞
i=1 Ai

]

.
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0.4 Lebesgue·v integrál v teorii pravd¥podobnosti

Uvaºujeme op¥t pravd¥podobnostní funki

P : A → 〈0,+∞〉,
která spl¬uje axiomy míry a pro prezidenta soustavy P platí P = 1. P°ipome¬me si problém, který vznikal p°i zavedení

pravd¥podobnosti. Pro náhodnou veli£inu X ∼ U(0, 1). Ukázali jsme, ºe

P [〈a, b)] = b− a.

Cht¥li byhom, abyhom mohli pro ∀A ∈ A po£ítat:

P [X ∈ A] = P [A] =

∫

A

g(x) dx, (0.15)

kde g(x) je hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X . Problém jsme na²li v p°ípade, ºe A = 〈13 , 12) ∩Q. Pro na²i

uniformn¥ rozd¥lenou náhodnou veli£inu X ale integrál (0.15) neexistuje, nebo´

P

[

X ∈ 〈1
3
, 12) ∩Q

]

=

∫

A

g(x) dx =

∫

A

1 dx =

∫ 1
2

1
3

D(x) dx

a poslední integrál z Dirihletovy funke nelze riemannovsky vy£íslit. Nelze ale °ít, ºe pravd¥podobnost, ºe náhodná

veli£ina padne do mnoºiny A = 〈13 , 12)∩Q neexistuje, protoºe kdyº budu losovat £ísla z integralu 〈0, 1), budu si zapisovat
výsledky, tak velmi ryhle uvidím, ºe £ím ví £ísel tahám, tím je mén¥ pravd¥podobné, ºe si vytáhnu raionální £íslo.

Tedy z vlastní zku²enosti víme, ºe P
[

X ∈ 〈13 , 12) ∩Q
]

existuje. To tedy znamená, ºe n¥kde na té est¥, kterou jsme

se vydali, byla hyba v úvaze. V²e funguje správn¥, dokud nepouºijeme Riemann·v integrál. Jiº d°íve jsme si rozmysleli,

ºe v intervalu 〈0, 1) jsou skoro v²ehna £ísla iraionální. Tedy v °e£i míry potom:

µ (〈0, 1) ∩Q) = 0,

a tedy máme jasnou intuii, ºe P [X ∈ 〈0, 1 ∩Q] = 0. Konstruki Lebesgueova integrálu pan prod¥kan podrobn¥ projde

na p°edná²káh z MAB4, proto jen ryhle zrekapitulujeme hlavní kroky konstruke. V první fázi konstruujeme integrál

pro funke ze Základního systému Zµ, tedy pro tzv. shodovité funke. Shodovitost funke spo£ívá v tom, ºe

• Dom(f) = E, kde E je prezidentem v A,

• Ran(f) ⊂ 〈0,+∞),

• Ran(f) = {d1, d2, . . . , dm}, tedy jde o kone£nou mnoºinu,

• f(x) musí být �nitní funke, tedy µ(supp(f)) < +∞,

• funke f(x) musí být µ-m¥°itelná (tuto vlastnost budeme diskutovat na MAB4, zde p°edpokládejme, ºe v²ehny

funke jsou µ-m¥°itelné).

Lebesgue·v integrál pro funke ze Základního systému de�nujeme jako

(L)
∫

E

f(x) dx =

m
∑

i=1

di · µ(Ai),

kde Ai = f−1(di). Tento postup snadno aplikujeme na vy£íslení (L)
∫ 1

0 D(x) dx. Totiº Dirihletova funke D(x) je

práv¥ jedna ze shodovitýh funkí, nebo´:

• Dom(D) = 〈0, 1), kde interval 〈0, 1) je prezidentem soustavy A,

• Ran(D) ⊂ R+
0 ,

• Ran(D) = {0, 1},

• funke D je µ-m¥°itelná,

• podmínka �nitnosti: supp(D) = Q ∪ 〈0, 1) a µ(supp(D)) = 0.
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Proto

(L)
∫ 1

0

D(x) dx =

2
∑

i=1

di · µ(Ai),

kde d1 = 0, d2 = 1, A1 = (R \Q) ∩ 〈0, 1) a A2 = Q ∩ 〈0, 1). Výsledkem je

(L)
∫ 1

0

D(x) dx =
2

∑

i=1

di · µ(Ai) = d2 · µ(A2) = 1 · 0 = 0.

M·ºeme tedy tuto diskuzi uzav°ít tím, ºe

(L)
∫

U

D(x) dx = 0,

kde U = W ∩Q a W je libovolná mnoºina W ⊂ R, nebo´ µ(U) = 0.
Nyní jsme uvaºovali, ºe A byla σ-algebra. P°i konstruki Legesgueova integrálu bereme speiáln¥ A = M, kde M

je tzv. Lebesgueova σ-algebra. V teorii pravd¥podobnosti se pouºívá výhradn¥ soustava borelovskýh mnoºin, neboli

Borelova σ-algebra D̃, kde D̃ je nejmen²í σ-okruh obsahujíí soustavu D = {B ⊂ R : B = B◦}. Na MAB4 bude tato

problematika d·kladn¥ studována, zmi¬me zde tedy pouze, ºe

D̃ ⊂ M.

Na vi£eníh bude dokázáno, ºe do soustavy D̃ pat°í v²ehny otev°ené mnoºiny, uzav°ené mnoºiny, jednoprvkové mnoºiny,

kone£n¥ i spo£etn¥ prvkové mnoºiny, polouzav°ené intervaly, pr·niky v²eh zmín¥nýh mnoºin s Q, atd.

Relevantní pravd¥podobnosntní dotaz tedy bude pouze dotaz typu:

P [X ∈ A] = (L)
∫

A

g(x) dx,

kde A ∈ D̃, mnoºina A musí být borelovská. Cht¥li byhom ale mít jistotu, ºe (L)
∫

A
g(x) dx vºdy existuje! Pro

shodovité funke (i ve víe dimenzíh) je ale existene z°ejmá.

Lebesgue·v integrál nyní máme zavedený pouze pro shodovité funke. Ve druhé fázi budeme Lebesgue·v integrál

konstruovat pro libovolné nezáporné funke, které jsou m¥°itelné, g(x) : E → R. Ke kaºdé takovéto g(x) existuje

posloupnost funkí

fn(x) ∈ Zµ : fn(x) ր g(x),

symbolem fn(x) ր g(x) °íkáme, ºe funk£ní posloupnost fn(x) konverguje zdola k funki g(x), tedy ∀x ∈ E :
limn→+∞ fn(x) = g(x), ale zárove¬ platí, ºe fn(c) je neklesajíí pro v²ehny c ∈ E. Díky tomu, ºe fn(x) ∈ Zµ,

pak integrál zkonstruovaný v první fázi (L)
∫

E
fn(x) dx jist¥ existuje, proto následujíí de�nie dává dobrý smysl:

(L)
∫

E

g(x) dx = lim
n→+∞

(L)
∫

E

fn(x) dx.

V²ehny nezáporné funke tedy mají Lebesgue·v integrál, protoºe jelikoº fn(x) ր g(x), potom ur£it¥ platí

∫

E

fn(x) dx 6

∫

E

fn+1(x) dx,

nebo´ fn(x) 6 fn+1(x). Mám tedy £íselnou posloupnost integrálu

(

(L)
∫

E
fn(x) dx

)+∞
n=1

, která je rostouí a limita

rostouí posloupnosti vºdy existuje!

Ve t°etí fázi de�nujeme Legesgue·v integrál pro libovolné funke. Tento krok ale v pravd¥podobnosti d¥lat v·be

nemusíme, protoºe ílem bylo zodpov¥d¥t pravd¥podobnostní dotaz

P [X ∈ A] = (L)
∫

A

g(x) dx,

kdeA ∈ D̃, tedy integruji hustoty pravd¥podobnosti, ale to jsou vºdy kladné funke. Dokázali jsme tedy, ºe (L)
∫

A
g(x) dx

existuje pro v²ehny mnoºiny A ∈ D̃ ⊂ M ⊂ 2E , kde E je prezident, a pro úpln¥ v²ehny funke (hustoty) g(x). Naví
pro pravd¥podobnost z monotonie platí

(L)
∫

A

g(x) dx 6 (L)
∫

E

g(x) dx

a zárove¬, jelikoº E je prezident, musí platit axiom normalizae P [E] = (L)
∫

E
g(x) dx = 1, pak v²ehny integrály

(L)
∫

A
g(x) dx jsou dokone kone£né. Lebesgue·v integrál je tedy ideální nástroj pro zodpovídání drtivé v¥t²iny pravd¥po-

dobnostníh dotaz·, protoºe v²ehny integrály z hustot pravd¥podobnosti existují a jsou kone£né. Jediné, o poºadujeme

je, aby ten pravd¥podobnostní dotaz obsahovat mnoºinu, která leºí v mnoºin¥ lebegueovsky m¥°itelnýh mnoºin (tedy v

M) a nebo zjednodu²en¥ to lze ud¥lat tak, ºe to A se bere ze soustavy borelovskýh mnoºin D̃, která je podsoustavou

M a je n¥jak snázeji uhopitelná. Teorie pravd¥podobnosti je vystav¥ná nad borelovskými mnoºinami.
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