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➊ (10 bod·)

Pro funk
i

h(x, y) =
√

1+ x2 + 3y

nalezn¥te Ma
laurinovu °adu, obor konvergen
e a s její pomo
í stanovte hodnotu

∂20h

∂x10∂y10
(0, 0).

➋ (8 bod·)

Nalezn¥te totální diferen
iál £tvrtého °ádu funk
e

f (x, y, z) = x3yz

v bod¥ (1, 2,−1).

➌ (5 bod·)

Jaký útvar reprezentuje graf funk
e

f (x, y) =

√

1−
x2

a2
−

y
b

?

Na£rtn¥te ho a pojmenujte!

➍ (9 bod·)

Rozhodn¥te (a pe£liv¥ zd·vodn¥te), má-li funk
e

g(x, y) =



















x2y
x2+y2 − x + 3 . . . (x, y) , (0, 0)

3 . . . (x, y) = (0, 0)

totální diferen
iál v bod¥ (0, 0).

➎ (8 bod·)

Pro vektorovou funk
i

~G(x, y, z) = (x2
+ y2
+ z2; xyz; x + y + z)

nalezn¥te v²e
hny body, které zárove¬ spl¬ují tyto dv¥ vlastnosti:

• je v ni
h spln¥na rovnost

∥

∥

∥rot rot ~G(x, y, z)
∥

∥

∥ = 0

• a ja
obián vektorové funk
e

~G(x, y, z) je v t¥
hto bode
h nulový.
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e £. 1 z p°edm¥tu 01ANB4/01MAB4 � verze B

25. b°ezna 2022, 9:30�11:10

➊ (8 bod·)

Ne
h´ je funk
e f (x, y) zadána p°edpisem

f (x, y) =



















xy
x2+y2 + 2x − 7y . . . (x, y) , (0, 0),

0 . . . (x, y) = (0, 0).

Ne
h´ ~s = (1, 2). Vypo£t¥te
1
‖~s‖
〈~s |grad f (0, 0)〉

a poté par
iální deriva
i ve sm¥ru ~s v bod¥ (0, 0). Diskutujte vztah obou vypo£tený
h £ísel. Vyvo¤te relevantní

záv¥ry.

➋ (8 bod·)

Pro vektorovou funk
i

~H(x, y, z) = (x + z; 3xyz; 2x2
+ y2
+ z2) nalezn¥te v²e
hny body, které zárove¬ spl¬ují

tyto dva poºadavky:

• je v ni
h spln¥na rovnost

∥

∥

∥rot rot ~H(x, y, z)
∥

∥

∥ = 0, kde ‖.‖ je euklidovská norma;

• a ja
obián vektorové funk
e

~H(x, y, z) je v t¥
hto bode
h nulový.

➌ (8 bod·)

Nalezn¥te posloupnost bod· ve dvoudimenzionálním de�ni£ním oboru funk
e

g(x, y) =
xy3

x2 + y6

takovou, která konverguje k bodu (0, 0) a limitou p°íslu²ný
h funk£ní
h hodnot je £íslo −2
5.

➍ (8 bod·)

Nalezn¥te totální diferen
iál £tvrtého °ádu funk
e g(x, y, z) = xy2z3
v bod¥ (−1, 2, 1).

➎ (8 bod·)

Sestavte Ma
laurinovu °adu funk
e

f (x, y) =
1

√

1+ x + 3y2

a podrobným výpo£tem ur£ete její obor konvergen
e. Výsledek upravte do tvaru dvojné sumy s ví
enásobnými

faktoriály.
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➊ (6 bod·)

Nalezn¥te totální diferen
iál t°etího °ádu funk
e g(x, y, z) = x2z3y v bod¥ (2, 3,−1).

➋ (9 bod·)

Pro funk
i

f (x, y) =























(

xy
x2+y2−4

)2
. . . x2

+ y2
, 4

4
9 . . . x2

+ y2
= 4

vypo£t¥te

∂ f
∂~s (0, 2) ve sm¥ru p°ímky 3x − 4y + 8 = 0.

➌ (6 bod·)

Pro vektorovou funk
i

~H(x, y, z) = (xy2
+ xz2; x2

+ y2; y4)

nalezn¥te v²e
hny body, v ni
hº je spln¥na rovnost

∥

∥

∥rot rot ~H(x, y, z)
∥

∥

∥ = 0.

➍ (4 body)

Která ze sloºek gradientu funk
e

g(x, y, z) =



















x4
+6z2

(y2+x2)2+2z2 . . . (x, y, z) , ~0

3 . . . (x, y, z) = ~0

v bod¥ (0, 0, 0) existuje? Zd·vodn¥te!

➎ (6 bod·)

Ur£ete obor hodnot funk
e g(x, y) = xy, je-li jejím de�ni£ním oborem mnoºina

Dom(g) =

{

(x, y) ∈ R2 :
x2

4
+

y2

9
6 1

}

.

➏ (9 bod·)

P°ímou metodou (tj. bez pouºití známý
h rozvoj·) sestavte Ma
laurinovu °adu funk
e

f (x, y) =
e

5x

3
√

1+ 2y

a stanovte její obor konvergen
e. Výsledek upravte do tvaru s ví
enásobnými faktoriály a bez kombina£ní
h

£ísel.
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➊ (5 bod·)

Nalezn¥te bod (body) na elipse

8+ 2x + x2 − 2y + 4xy + 5y2
= 0,

v n¥mº svírají te£na a osa x úhel 135◦.

➋ (10 bod·)

Ne
h´ je dána mnoºina

A =















(x, y) ∈ R2 :

(

x2

a2
+

y2

b2

)4

6
2xy
ab















,

kde a, b jsou pevn¥ zvolené kladné parametry. Vypo£t¥te integrál

∫

A
x2y2
d(x, y).

➌ (10 bod·)

Vy²et°ete lokální extrémy funk
e g(x, y, z) = x2z2y na mnoºin¥

M =
{

(x, y, z) ∈ E3 : x, y, z > 0 ∧ 16(x4
+ z4) + y2

= 48
}

.

➍ (6 bod·)

Ne
h´ je funk
e H̃(x, y, z) de�nována na okolí bodu ~a = (ax, ay, az) jako sloºení funk
í H(u, v) ∈ C1(E2),
u(x, y, z) ∈ C1(Uδ(~a)

)

a v(x, y, z) ∈ C1(Uδ(~a)
)

. Ne
h´ pro totální diferen
iály t¥
hto funk
í platí:

dH~b(hu, hv) = 3hu − 2hv, ~b = (u(~a), v(~a)),

du~a(hx, hy, hz) = hx − 3hy + hz,

dv~a(hx, hy, hz) = −hy + 5hz.

Vypo£ítejte sm¥rovou deriva
i funk
e H̃(x, y, z) v bod¥ ~a = (ax, ay, az) ve sm¥ru ~s = (1, 2,−2).

➎ (9 bod·)

Za pomo
í substitu
e

ξ = xy, η =
x
y

°e²te par
iální diferen
iální rovni
i

x2∂
2u

∂x2
− y2∂

2u

∂y2
+

(

1+ 8x2y2
)

(

x
∂u
∂x
− y
∂u
∂y

)

= 0.

Neopome¬te stanovit maximální mnoºinu regularity zadaného zobrazení.
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➊ (9 bod·)

Za pomo
í substitu
e ξ = xy, η = x
y °e²te par
iální diferen
iální rovni
i

x2∂
2u

∂x2
− y2∂

2u

∂y2
+

(

1+ 8x2y2
)

(

x
∂u
∂x
− y
∂u
∂y

)

= 0.

Neopome¬te stanovit maximální mnoºinu regularity zadaného zobrazení.

➋
(6 bod·)

Ne
h´ je funk
e H̃(x, y, z) de�nována na okolí bodu ~a = (ax, ay, az) jako sloºení funk
í H(u, v) ∈ C1(E2),
u(x, y, z) ∈ C1(Uδ(~a)

)

a v(x, y, z) ∈ C1(Uδ(~a)
)

. Ne
h´ pro totální diferen
iály t¥
hto funk
í platí:

dH~b(hu, hv) = 3hu − 2hv, ~b = (u(~a), v(~a)),

du~a(hx, hy, hz) = hx − 3hy + hz,

dv~a(hx, hy, hz) = −hy + 5hz.

Vypo£ítejte sm¥rovou deriva
i funk
e H̃(x, y, z) v bod¥ ~a = (ax, ay, az) ve sm¥ru ~s = (1, 2,−2).

➌ (10 bod·)

Ne
h´ je dána mnoºina

A =















(x, y) ∈ R2 :

(

x2

a2
+

y2

b2

)4

6
2xy
ab















,

kde a, b jsou pevn¥ zvolené kladné parametry. Vypo£t¥te integrál

∫

A
x2y2
d(x, y).

➍ (5 bod·)

Nalezn¥te bod (body) na elipse

8+ 2x + x2 − 2y + 4xy + 5y2
= 0,

v n¥mº svírají te£na a osa x úhel 135◦.

➎ (10 bod·)

Vy²et°ete lokální extrémy funk
e g(x, y, z) = x2z2y na mnoºin¥

M =
{

(x, y, z) ∈ E3 : x, y, z > 0 ∧ 16(x4
+ z4) + y2

= 48
}

.
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➊ (9 bod·)

Pro parametry a > 0 a b, c ∈ R vypo£t¥te ur£itý integrál

∫ ∞

0
e
−ax2 sin(bx2) − sin(cx2)

x
dx.

Uºijte v¥tu o deriva
i integrálu s parametrem.

➋ (9 bod·)

Ne
h´ je Lebesgueova míra zadána prost°edni
tvím vytvo°ují
í funk
e ϕ(z) = z|z| platné pro ob¥ dimenze.

Nalezn¥te t¥ºi²t¥ mnoºiny

X =















(x, y) ∈ E2 : y > 0 ∧

√

∣

∣

∣

∣

∣

x
a

∣

∣

∣

∣

∣

+

√

y
b
6 1















.

➌ (5 bod·)

Ne
h´ je jednorozm¥rná Lebesgueova míra zadána prost°edni
tvím vytvo°ují
í funk
e ϕ(z) = (2z + 7)Θ(z).
Vypo£ítejte míru mnoºin A = 〈0, 3) a B = (0, 3).

➍ (9 bod·)

Vypo£t¥te y−ovou sou°adni
i t¥ºi²t¥ t¥lesa

T =

{

(x, y, z) ∈ R3 :
( x
a
+

y
b

)2
+

z2

c2
6

x
a
+

y
b
∧ x, y, z > 0

}

.

➎ (8 bod·)

Ne
h´ je dána k°ivka

C =

{

(x, y) ∈ R2 :
x4

a4
+

y4

b4
= ωxy

}

,

kde a, b, ω ∈ R+ jsou pevné parametry. Vypo£t¥te integrál

∫

C

(

4x; 5x + y2) dµc(x, y).
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➊ (9 bod·)

Vypo£t¥te klasi
kou plo²nou míru mnoºiny

Z =















(x, y) ∈ R2 :
x2

a2
+

y2

b2
> 1 ∧

(

x2

a2
+

y2

b2

)2

6 4
x
a

y
b















.

➋ (9 bod·)

Vypo£t¥te integrál

∫

B

√

x2 + (y + 2)2 dµc(x, y),

kde

B =
{

(x, y) ∈ E2 : x2
+ y2
+ 4(x + y + 1) = 0

}

.

➌ (5 bod·)

Ne
h´ je jednorozm¥rná Lebesgueova míra zadána prost°edni
tvím vytvo°ují
í funk
e ϕ(z) = (3z + 5)Θ(z).
Vypo£ítejte míru mnoºin A = 〈0, 2) a B = (0, 2).

➍ (9 bod·)

Pro parametry a > 0 a b, c ∈ R vypo£t¥te ur£itý integrál

∫ ∞

0
e
−ax2 cos(bx2) − cos(cx2)

x
dx.

Uºijte v¥tu o deriva
i integrálu s parametrem.

➎ (8 bod·)

Jaký je podíl plo
hy útvaru

B =

{

(x, y) ∈ E2 : x, y > 0 ∧
x4

a4
+

y4

b4
6 1

}

ku plo²e obdélníku O = 〈0, a〉 × 〈0, b〉 p°i totoºné volb¥ vytvo°ují
í
h funk
í ϕ(z) = Θ(z) z4?


