Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze m

Jméno a pfijmeni Cvidici 8 6 6 0O 0

Zapoctova pisemna prace c. 1 z predmetu 01CAS — verze A
pondéli 14. listopadu 2022, 16:00-17:30

L] (7 boda)

Rozhodnéte, zda inverzni Gaussovo rozdéleni

N _Ae—w?
e 2% x>0

spada do tfidy balancovanych hustot a fadné zdavodnéte. Pokud ano, vypocitejte pfislusny balanéni index.
Parametry povazujte za kladné a vlevo od nuly funkci dodefinujte nulou.

1 (5 boda)

Odvod'te, jak souviseji Laplaceovy obrazy funkce g(z) € % a prislusné chvostové distribucni funkce

hx) = O(x) / Ty ay?

(] (6 boda)

Laplaceovou transformaci vypocitejte integral

/‘X’ sin(z) — x cos(x)
0

dz.
3

L] (6 bodi)

Pro hustoty pravdépodobnosti

vypocitejte jejich konvoluci.
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Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01CAS — verze A
pondéli 19. prosince 2022, 10:00-12:00

] (12 bodu)
Dokazte, ze ve Skalovaném balanénim casticovém systému s generatorem h(z) ma trendova funkce linearni
asymptotu, jejiz rovnici je

p2(h)

2

y@) =z -1+

] (12 bodu)

Vyslovte a dokazte Lerchiv teorém.

(] (10 bodu)
Necht H(s) a R(s) jsou obrazy generatoru BCS a jeho shlukové funkce. Odvod'te vztah mezi nimi. Neopo-
mente také provérit, zda ma H (s) spravné predpoklady nutné k vypoctu.

] (12 boda)
V balanénim Casticovém systému je vzdalenost péti sousednich Eastic (jedna se tedy o Ctyfi mezery) popsana
distribuci 5
243x 3z
=0 2,

Jaka je kompresibilita takového systému? Napovéda: 729'/4 = 3/3.

(] (10 bodu)

Urcete balancovanou hustotu, vite-li, ze jeji momentovy kéd je

<%(2k + 2)!!) :O:O .

Uzijte faktu, ze prislusny Laplacetiv obraz a jeho derivace souviseji s velikosti momenti hledané hustoty.

L] (4 body)

Podepiste si zadani.
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Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01CAS — verze B
atery 10. ledna 2023, 9:30-11:30

L] (8 bodi)

Semipoissonovsky systém vznikne z Poissonova balanéniho casticového systému odebranim lichych castic.
Jaky generator ma tento systém? Neopomente generator preskalovat na spravnou stfedni hodnotu. Vse radné
odvod'te!

] (13 boda)

Necht N je intervalova frekvence balancniho Casticového systému a g (z) hustota pravdépodobnosti pro
k—tou multirozte¢. Odvod'te vztah mezi E(N?) a gi(x). V ramci feSeni ukazte, Ze Fada > ;o | kgi(z) kon-
verguje stejnomérné na kazdém intervalu (0,a). K cemu se vam tento poznatek bude hodit?

] (13 boda)
Pro Casticovy systém s generatorem h(z) = 4x0(x)e
vztahu

2 yypocitejte cely priibéh statistické rigidity. Uzijte
5—2 o H?(s) + H'(s)

SEIA(L)] =2+ sH(s) - 1— Hs) T 0= H(s))?

Nalezeny priibéh vystizné nacrtnéte.

] (12 boda)
Dokazte, ze ve Skalovaném Casticovém systému s generatorem h(x) ma trendova funkce w(L) = E(Np)
linedrni asymptotu, jejiz rovnici je

y(L):L—1+“22(h).
(] (8 boda)

Laplaceovou transformaci vypocitejte integral

/OO sin(x) — x cos(x)
0

dz.
3

L] (6 bodi)

Odvod'te tzv. konvolucni teorém pro Laplaceovu transformaci (viz tabulka Laplaceova desatera).
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Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01CAS — verze C
streda 15. brezna 2023, 10:00-11:50

L] (7 boda)
Podrobné vysvétlete, co je statistickd kompresibilita a deflekce a poté libovolnou cestou vycislete jejich hod-
noty pro Poisson(iv systém.

L] (9 boda)

Jaka je hustota pravdépodobnosti h(z) pro vzdalenost dvou Eastic, jejichz poloha je ndhodné generovana z
rozdéleni f(z), resp. g(x)? Funkce f(z), g(x) chapeme jako hustoty pravdépodobnosti nezapornych nahod-
nych veli¢in. Jaky konkrétni tvar ma h(z), jestlize

J(@) = gl) = O(@)Ae ™7

(] (8 boda)

Dokazte nasledujici vlastnost Laplaceovy transformace:

/000 flx)G(z)dz = /000 F(z)g(x)dx

Proc oba integraly jisté existuji?

] (10 boda)
Pro funkci - s
&; O<b<a

vypocitejte normu ||g|| a prvni moment pq(g). Dale rozhodnéte, zda (nebo pfipadné pro jakou volbu parame-
trii) patfi tato funkce do tfidy balancovanych hustot. V pfipadé pozitivni odpovédi urcete prislusny balancni
index.

] (12 boda)

Necht Ny je intervalova frekvence balanéniho Casticového systému a gx(x) hustota pravdépodobnosti pro
k—tou multirozte¢. Odvodte vztah mezi E(N?) a gi(z). V ramci feSeni ukazte, ze fada > po, kgi () kon-
verguje stejnomérné na kazdém intervalu (0,a). K Cemu se vam tento poznatek bude hodit?

Na zakladé rovnosti - o 00
> 0e) Y aa) = Y mn(e)
k=0 =0 m=1

upravte vyraz pro E(N2) do tvaru, v némz vystupuje pouze shlukové funkce.

(] (8 boda)
Necht (y)5—, je momentovy kod hustoty g(x) € 2. Jak vypada momentovy kéd chvostové distribuéni
funkce

W) = O(x) / T ay?

Jeden z moznych postupti: Nejprve odvodte, jak souvisi £[h(z)] s £[g(x)] a poté dosadte za £[g(z)] jeji
Maclaurinovu fadu.




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze w

Jméno a pfijmeni aicici |6 | B | B 0 0

Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01CAS — verze D
pondéli 28. srpna 2023, 9:15—11:15

(] (6 boda)

Odvodte tzv. konvolucni teorém pro Laplaceovu transformaci (viz tabulka Laplaceova desatera).

] (12 bodu)

Necht Ny je intervalova frekvence balancniho Casticového systému a g (z) hustota pravdépodobnosti pro
k—tou multirozte¢. Odvodte vztah mezi E(N?) a gi(z). V ramci feseni ukazte, Ze fada > 5o, kgi () kon-
verguje stejnomérné na kazdém intervalu (0,a). K Cemu se vam tento poznatek bude hodit?

L] (8 bod)
Necht H(s) a R(s) jsou obrazy generatoru BCS a jeho shlukové funkce. Odvod'te vztah mezi nimi. Neopo-
mente také provérit, zda ma H (s) spravné predpoklady nutné k vypoctu.

(] (6 boda)
Rozhodnéte, zda inverzni Gaussovo rozdéleni
A Aa—w?
g(x) = L e >0

spada do tfidy balancovanych hustot a fadné zdiivodnéte. Pokud ano, vypocitejte pfislusny balanéni index.
Parametry povazujte za kladné a vlevo od nuly funkci dodefinujte nulou.

] (12 boda)

Uvazujme Gsecku vymezenou body a = 0 a b = N € N (viz obrazek na zadni strané). Necht je na tuto
asecku nahodné rozeseto pravé N Castic, a to tak, ze jejich lokace jsou vybrany z Uniformniho (rovnomérného)
rozdéleni U (0, N) ~ g(x). Pro takto vymezenou tlohu

e zapiSte matematicky tvar hustoty pravdépodobnosti g(z);
e urCete pravdépodobnost, ze Cislo z rozdéleni U (0, N') bude mensi/vétsi nez L;

e vyjadrete pravdépodobnost 2|\, = k|, ze v intervalu (0, L) lezi (z onéch N
nahodné vybranych &astic) pravé k Castic;

e urCete, jakd je stfedni hodnota intervalové frekvence N, kde intervalovou
frekvenci rozumime pocet Castic vyskytujicich se na intervalu (0, L).

e a nakonec vypocitejte, k éemu konverguje pravdépodobnost Z[N = k],
blizi-li se N do nekonecna.

L] (6 bodi)

Dokazte, ze pro Laplaceiiv obraz G(s) balancované hustoty g(z) plati: max,c g 4o0) |G(S)| = fio-

Bodovy zisk bude nasoben Eislem 6/5.
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Obr. 1 N nahodné rozmisténych castic na asecce (a,b) = (0, N) a Gsek (0, L), na némz
je sledovana intervalova frekvence N7, tj. pocet Eastic.



