
Zápo£tová písemná práe £. 1 z p°edm¥tu 01CAS � verze A

pond¥lí 14. listopadu 2022, 16:00�17:30

➊ (7 bod·)

Rozhodn¥te, zda inverzní Gaussovo rozd¥lení

g(x) =

√

λ

2πx3
e
−λ(x−µ)2

2µ2x , x > 0

spadá do t°ídy balanovanýh hustot a °ádn¥ zd·vodn¥te. Pokud ano, vypo£ítejte p°íslu²ný balan£ní index.

Parametry povaºujte za kladné a vlevo od nuly funki dode�nujte nulou.

➋ (5 bod·)

Odvo¤te, jak souvisejí Laplaeovy obrazy funke g(x) ∈ B a p°íslu²né hvostové distribu£ní funke

h(x) = Θ(x)

∫ ∞

x
g(y) dy ?

➌ (6 bod·)

Laplaeovou transformaí vypo£ítejte integrál

∫ ∞

0

sin(x)− x cos(x)

x3
dx.

➍ (6 bod·)

Pro hustoty pravd¥podobnosti

f(x) = Θ(x)
λn+1

n!
xne−λx

& g(x) = Θ(x)
λm+1

m!
xme−λx

vypo£ítejte jejih konvolui.



Zápo£tová písemná práe £. 2 z p°edm¥tu 01CAS � verze A

pond¥lí 19. prosine 2022, 10:00�12:00

➊ (12 bod·)

Dokaºte, ºe ve ²kálovaném balan£ním £ástiovém systému s generátorem h(x) má trendová funke lineární

asymptotu, jejíº rovnií je

y(x) = x− 1 +
µ2(h)

2
.

➋ (12 bod·)

Vyslovte a dokaºte Lerh·v teorém.

➌ (10 bod·)

Neh´ H(s) a R(s) jsou obrazy generátoru B�S a jeho shlukové funke. Odvo¤te vztah mezi nimi. Neopo-

me¬te také prov¥°it, zda má H(s) správné p°edpoklady nutné k výpo£tu.

➍ (12 bod·)

V balan£ním £ástiovém systému je vzdálenost p¥ti sousedníh £ásti (jedná se tedy o £ty°i mezery) popsána

distribuí

z(x) = Θ(x)
243x5

2560
e
− 3x

2 .

Jaká je kompresibilita takového systému? Nápov¥da: 7291/4 = 3
√
3.

➎ (10 bod·)

Ur£ete balanovanou hustotu, víte-li, ºe její momentový kód je

(

1

2
(2k + 2)!!

)∞

k=0

.

Uºijte faktu, ºe p°íslu²ný Laplae·v obraz a jeho derivae souvisejí s velikostí moment· hledané hustoty.

➏ (4 body)

Podepi²te si zadání.



Zápo£tová písemná práe £. 2 z p°edm¥tu 01CAS � verze B

úterý 10. ledna 2023, 9:30�11:30

➊ (8 bod·)

Semipoissonovský systém vznikne z Poissonova balan£ního £ástiového systému odebráním lihýh £ásti.

Jaký generátor má tento systém? Neopome¬te generátor p°e²kálovat na správnou st°ední hodnotu. V²e °ádn¥

odvo¤te!

➋ (13 bod·)

Neh´ NL je intervalová frekvene balan£ního £ástiového systému a gk(x) hustota pravd¥podobnosti pro

k−tou multirozte£. Odvo¤te vztah mezi E(N2
L) a gk(x). V rámi °e²ení ukaºte, ºe °ada

∑∞
k=1 kgk(x) kon-

verguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu 〈0, a〉. K £emu se vám tento poznatek bude hodit?

➌ (13 bod·)

Pro £ástiový systém s generátorem h(x) = 4xΘ(x)e−2x
vypo£ítejte elý pr·b¥h statistiké rigidity. Uºijte

vztahu

s3L[∆(L)] = 2 + sH(s) · s− 2

1−H(s)
+ 2s2

H2(s) +H ′(s)

(1−H(s))2

Nalezený pr·b¥h výstiºn¥ na£rtn¥te.

➍ (12 bod·)

Dokaºte, ºe ve ²kálovaném £ástiovém systému s generátorem h(x) má trendová funke ω(L) = E(NL)
lineární asymptotu, jejíº rovnií je

y(L) = L− 1 +
µ2(h)

2
.

➎ (8 bod·)

Laplaeovou transformaí vypo£ítejte integrál

∫ ∞

0

sin(x)− x cos(x)

x3
dx.

➏ (6 bod·)

Odvo¤te tzv. konvolu£ní teorém pro Laplaeovu transformai (viz tabulka Laplaeova desatera).



Zápo£tová písemná práe £. 2 z p°edm¥tu 01CAS � verze C

st°eda 15. b°ezna 2023, 10:00�11:50

➊ (7 bod·)

Podrobn¥ vysv¥tlete, o je statistiká kompresibilita a de�eke a poté libovolnou estou vy£íslete jejih hod-

noty pro Poisson·v systém.

➋ (9 bod·)

Jaká je hustota pravd¥podobnosti h(x) pro vzdálenost dvou £ásti, jejihº poloha je náhodn¥ generována z

rozd¥lení f(x), resp. g(x)? Funke f(x), g(x) hápeme jako hustoty pravd¥podobnosti nezápornýh náhod-

nýh veli£in. Jaký konkrétní tvar má h(x), jestliºe

f(x) = g(x) = Θ(x)λe−λx ?

➌ (8 bod·)

Dokaºte následujíí vlastnost Laplaeovy transformae:

∫ ∞

0
f(x)G(x) dx =

∫ ∞

0
F (x) g(x) dx

Pro£ oba integrály jist¥ existují?

➍ (10 bod·)

Pro funki

g(x) = Θ(x)
(e−ax − e

−bx)2

x
; 0 < b < a

vypo£ítejte normu ‖g‖ a první moment µ1(g). Dále rozhodn¥te, zda (nebo p°ípadn¥ pro jakou volbu parame-

tr·) pat°í tato funke do t°ídy balanovanýh hustot. V p°ípad¥ pozitivní odpov¥di ur£ete p°íslu²ný balan£ní

index.

➎ (12 bod·)

Neh´ NL je intervalová frekvene balan£ního £ástiového systému a gk(x) hustota pravd¥podobnosti pro

k−tou multirozte£. Odvo¤te vztah mezi E(N2
L
) a gk(x). V rámi °e²ení ukaºte, ºe °ada

∑∞
k=1 kgk(x) kon-

verguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu 〈0, a〉. K £emu se vám tento poznatek bude hodit?

Na základ¥ rovnosti

∞
∑

k=0

gk(x) ⋆

∞
∑

ℓ=0

gℓ(x) =

∞
∑

m=1

mgm(x)

upravte výraz pro E(N2
L
) do tvaru, v n¥mº vystupuje pouze shluková funke.

➏ (8 bod·)

Neh´ (µk)
∞
k=0 je momentový kód hustoty g(x) ∈ B. Jak vypadá momentový kód hvostové distribu£ní

funke

h(x) = Θ(x)

∫ ∞

x
g(y) dy ?

Jeden z moºnýh postup·: Nejprve odvo¤te, jak souvisí L[h(x)] s L[g(x)] a poté dosa¤te za L[g(x)] její
Malaurinovu °adu.



Zápo£tová písemná práe £. 2 z p°edm¥tu 01CAS � verze D

pond¥lí 28. srpna 2023, 9:15�11:15

➊ (6 bod·)

Odvo¤te tzv. konvolu£ní teorém pro Laplaeovu transformai (viz tabulka Laplaeova desatera).

➋ (12 bod·)

Neh´ NL je intervalová frekvene balan£ního £ástiového systému a gk(x) hustota pravd¥podobnosti pro

k−tou multirozte£. Odvo¤te vztah mezi E(N2
L) a gk(x). V rámi °e²ení ukaºte, ºe °ada

∑∞
k=1 kgk(x) kon-

verguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu 〈0, a〉. K £emu se vám tento poznatek bude hodit?

➌ (8 bod·)

Neh´ H(s) a R(s) jsou obrazy generátoru B�S a jeho shlukové funke. Odvo¤te vztah mezi nimi. Neopo-

me¬te také prov¥°it, zda má H(s) správné p°edpoklady nutné k výpo£tu.

➍ (6 bod·)

Rozhodn¥te, zda inverzní Gaussovo rozd¥lení

g(x) =

√

λ

2πx3
e
−

λ(x−µ)2

2µ2x , x > 0

spadá do t°ídy balanovanýh hustot a °ádn¥ zd·vodn¥te. Pokud ano, vypo£ítejte p°íslu²ný balan£ní index.

Parametry povaºujte za kladné a vlevo od nuly funki dode�nujte nulou.

➎ (12 bod·)

Uvaºujme úse£ku vymezenou body a = 0 a b = N ∈ N (viz obrázek na zadní stran¥). Neh´ je na tuto

úse£ku náhodn¥ rozeseto práv¥ N £ásti, a to tak, ºe jejih lokae jsou vybrány z Uniformního (rovnom¥rného)

rozd¥lení U(0, N) ∼ g(x). Pro takto vymezenou úlohu

• zapi²te matematiký tvar hustoty pravd¥podobnosti g(x);

• ur£ete pravd¥podobnost, ºe £íslo z rozd¥lení U(0, N) bude men²í/v¥t²í neº L;

• vyjád°ete pravd¥podobnost P[NL = k], ºe v intervalu (0, L) leºí (z on¥h N
náhodn¥ vybranýh £ásti) práv¥ k £ásti;

• ur£ete, jaká je st°ední hodnota intervalové frekvene NL, kde intervalovou

frekvení rozumíme po£et £ásti vyskytujííh se na intervalu (0, L).

• a nakone vypo£ítejte, k £emu konverguje pravd¥podobnost P[NL = k],
blíºí-li se N do nekone£na.

➏ (6 bod·)

Dokaºte, ºe pro Laplae·v obraz G(s) balanované hustoty g(x) platí: maxs∈〈0,+∞) |G(s)| = µ0.

Bodový zisk bude násoben £íslem 6/5.



Obr. 1 N náhodn¥ rozmíst¥nýh £ásti na úse£e 〈a, b〉 = 〈0, N〉 a úsek (0, L), na n¥mº

je sledována intervalová frekvene NL, tj. po£et £ásti.


