
1Příjmení a jméno BONUS2 3 4 5 6

CELKEM

Zápo£tová písemná prá
e £. 1 z p°edm¥tu 01MAB3 � verze A

15/12/2020, 9:20 � 11:20

➊ (7 bod·)

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞
∑

n=2

(3n − 4)!!!
3n n!

e
−2nx

cosh2(nx) + sinh2(nx)

na mnoºin¥ A = 〈0,∞).

➋ (9 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení oby£ejné diferen
iální rovni
e

y′′ − cotg(x) y′ =
3

sin3(x)
.

➌ (7 bod·)

Ne
h´

gn(x) = en
(

2x − 3x2
)n

je n−tý £len posloupnosti (gn(x))∞n=1. Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i této posloupnosti na uzav°eném

intervalu 〈0, 2
3〉.

➍ (10 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

x2y′′′ + 2x(1− 3x)y′′ + 2(6x2 − 4x − 1)y′ + 4(1+ 2x − 2x2)y = 0.

K °e²ení uºijte faktu, ºe prostor °e²ení této rovni
e má jednodimenzionální pr·nik s jádrem diferen
iálního

operátoru

L̂ =
d

dx
− 2.

➎ (7 bod·)

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

(−1)n+1 (4n + 2)!!!!
(n + 1)!

(x − 1)2n.



1Příjmení a jméno BONUS2 3 4 5 6

CELKEM

Zápo£tová písemná prá
e £. 1 z p°edm¥tu 01MAB3 � verze B

5/1/2021, 9:30 � 11:30

➊ (8 bod·)

Nalezn¥te funk
i, pro jejíº deriva
e platí rovnosti

g(k)(0) = (−1)k
(2k + 2)!!

2
, (k = 0, 1, 2, 3, . . .).

Jaký je de�ni£ní obor nalezené funk
e?

➋ (10 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

x3y′′ − x2y′ − 3xy = 16 ln(x).

K °e²ení uºijte faktu, ºe prostor Ω0 této rovni
e má jednodimenzionální pr·nik s jádrem diferen
iálního

operátoru

L̂ = x2 d
2

dx2
− 3x

d

dx
+ 3.

Návod: Nejprve kompletn¥ vy°e²te rovni
i L̂(y) = 0.

➌ (7 bod·)

Vy²et°ete obor konvergen
e °ady funk
í

∞
∑

n=2

(2n − 3)!! (2n − 1)!!

9n ((2n)!!)2
x2n.

➍ (7 bod·)

Vy²et°ete typ konvergen
e pro funk£ní posloupnost

(

x +
x1/3

x1/2 + n1/2

)∞

n=1

a mnoºinu A = 〈0,+∞).

➎ (9 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

y′′ + tg(x) y′ =
3

cos3(x)
.



1Příjmení a jméno BONUS2 3 4 5 6

CELKEM

Zápo£tová písemná prá
e £. 1 z p°edm¥tu 01MAB3 � verze C

2/2/2021, 9:30 � 11:30

➊ (9 bod·)

Abelovým kritériem rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i funk
ionální °ady

∞
∑

n=1

(−1)n
(2n)!!

(2n + 1)!!
n

√
n2 + ex

na mnoºin¥ R.

➋ (9 bod·)

Vypo£ítejte

∫

+∞

0

∞
∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(4n)!!!!
dx.

Nejprve ale ukaºte, ºe °ada

∑∞
n=0(−1)n x2n+1

(4n)!!!! nekonverguje na (0,+∞) stejnom¥rn¥.

➌ (8 bod·)

Pro diferen
iální rovni
i

x3y′′′ − 3x2(2+ x)y′′ + 6x(2x + 3)y′ − 6(3x + 4)y = 0

existuje monom, který leºí v jejím fundamentálním systému. Rovni
i vy°e²te.

➍ (8 bod·)

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i posloupnosti funk
í

(

e
−x2
+

x2n2

x2n2 + xn + 1

)∞

n=1

na mnoºin¥ (0,∞). �ádn¥ komentujte!

➎ (6 bod·)

Sestavte Taylorovu °adu funk
e

f (x) = ln
(

1+
x
2

)

v bod¥ x = 6 a vy²et°ete její obor konvergen
e.



1Příjmení a jméno BONUS2 3 4 5 6

CELKEM

Zápo£tová písemná prá
e £. 2 z p°edm¥tu 01MAB3 � verze A

5/1/2021, 13:00 � 15:00

➊ (6 bod·)

V Hilbertov¥ prostoru H = [1, x, x2]λ, kde je skalární sou£in zadán prost°edni
tvím vztahu

∫ 1

−1
x2 f (x)g(x)dx

leºí funk
e h(x) = x a m(x) = ax2, kde a ∈ R je neznámé £íslo. Nalezn¥te jeho hodnotu, víte-li, ºe vzdálenost

t¥
hto funk
í je rovna

3√
10
.

➋ (9 bod·)

Formálním °e²ením úlohy

2y′ =
y
x
− 3− 9x

3x + y
, y

(

2
3

)

= −2

je elipsa. Nalezn¥te její st°ed.

➌ (6 bod·)

Pro která α, β ∈ R zadává p°edpis

(x1, x2, x3, x4)































4 0 0 α
0 2 0 0
0 0 3 0
β 0 0 4





























































y1

y2

y3

y4































skalární sou£in na prostoru R4?

➍ (9 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

2− 2x + x2 − 2xy + 2y2
+ 2z + 8xz − 16yz + 32z2

= 0

stanovte hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar a název. Stanovte transforma
i, která zadanou plo
hu

normalizuje. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

➎ (10 bod·)

�e²te Cau
hyovu úlohu pro diferen
iální rovni
i

y′′′ − 2
x2

y′ +
4
x3

y = 0,

y(1) = −1, y′(1) = −1, y′′(1) = 1.



1Příjmení a jméno BONUS2 3 4 5 6

CELKEM

Zápo£tová písemná prá
e £. 2 z p°edm¥tu 01MAB3 � verze B

12/1/2021, 9:30 � 11:30

➊ (9 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
e

y′ − 2

(

1
x
+ 1

)

y = 0,

x2y′′ −
(

5x2
+ 4x

)

y′ +
(

6x2
+ 10x + 6

)

y = 0.

Uºijte fakt, ºe rovni
e mají neprázdný pr·nik fundamentální
h systém·.

➋ (7 bod·)

Pro která α ∈ R má kvadrati
ká forma

q(~x) = (x1, x2, x3)





















1 −α α

−α α 0
α 0 −α2









































x1

x2

x3





















signaturu (1, 1, 1)?A jaké je v tomto p°ípad¥ spektrum mati
e této formy?

➌ (10 bod·)

Pro trojrozm¥rnou kvadrati
kou plo
hu

−3+ x2
+ 2y − 4xy + 5y2

+ 4z + 2xz + 2yz + 10z2
= 0

ur£ete název, hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar, st°ed a transforma
i (x, y, z)⊺ = M (a, b, c)⊺ + (r, s, t)⊺,
která ji na normální tvar p°evádí. Numeri
ké 
hyby v tomto p°íklad¥ se netolerují!

➍ (9 bod·)

Formálním °e²ením diferen
iální rovni
e

y′ +
4x + 3y
9y + 6x

=
y
2x

je kuºelose£ka se st°edem v bod¥ (−3, 2). Nalezn¥te toto formální °e²ení a ur£ete, o jakou kuºelose£ku se jedná.

➎ (5 bod·)

Do obrázku na druhé stran¥ tohoto zadání vykreslete (
o nejpe£liv¥ji) okolí U15(−1, 3) v metri
kém prostoru

{R2, ̺}, kde ̺(~x, ~y) je metrika generovaná normou

‖~x‖ = 3|x1| + 5|x2|.

Dále rozhodn¥te, pat°í-li bod (0, 0) do tohoto okolí a své tvrzení prokaºte!



10−10

10

−10



1Příjmení a jméno BONUS2 3 4 5 6

CELKEM

Zápo£tová písemná prá
e £. 2 z p°edm¥tu 01MAB3 � verze C

2/2/2021, 9:30 � 11:30

➊ (9 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

y′′′ + 3y′′ + y′ − 5y = 20(ex − x).

➋ (10 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu, která je v R3
zadána rovni
í

Q(x, y, z) = −9+ 2x + x2
+ 12y + 6xy + 8y2 − 14z − 2xz − 2yz − 3z2

= 0

ur£ete normální tvar, název, hlavní a vedlej²í signaturu a transforma£ní vztahy, které ji na normální tvar

p°evád¥jí. Nalezené vztahy upravte do mati
ového tvaru. Jak se zm¥ní signatury, bude-li uvedená rovni
e

zadávat kvadriku v R4? Numeri
ké 
hyby v tomto p°íklad¥ se netolerují!

➌ (4 body)

Vyslovte de�ni
i konvergen
e v metri
kém prostoru {Rr, ̺}. Na základ¥ její platnosti rozhodn¥te o limit¥

posloupnosti (~xk)∞k=1 vektor· z R3, kde

~xk =

(

5
√

k
,−3k + 7

k
, 4

)

,

v metri
kém prostoru {R3, σ} se σ−metrikou.

➍ (8 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

xy′′ − (6x + 1)y′ + (9x + 3)y = 24x3
e

3x.

Uºijte faktu, ºe vektorový prostor

V = {

y(x) ∈ C
3(R) : xy′′ − (6x + 1)y′ + (9x + 3)y = 0 ∧ y′′′ − 6y′′ + 9y′ = 0

}

má dimenzi jedna.

➎ (5 bod·)

V prostoru spojitý
h funk
í je metrika generována skalárním sou£inem

〈 f |g〉 = β
∫ 1

−1
x2 f (x)g(x)dx.

Pro která β ∈ R leºí funk
e x2
v jednotkovém okolí nulové funk
e? Své tvrzení podpo°te vhodným výpo£tem!

➏ (5 bod·)

Odvo¤te kanoni
ký tvar £ty°dimenzionální kvadrati
ké formy

q(x1, x2, x3, x4) = −3x2
1 − 4x1x4 + 6x2x3.



1Příjmení a jméno BONUS2 3 4 5 6

CELKEM

Opravná zápo£tová písemná prá
e z p°edm¥tu 01MAB3 � verze A

19/1/2021, 9:30 � 11:30

➊ (7 bod·)

�e²te Cau
hyovu úlohu

y′ +
4x

1+ x2
y =

1+ 3x2

(1+ x2)2
; y(1) = 2.

➋ (8 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu, která je v R3
zadána rovni
í

x2
1 + 2x2

2 + 25x2
3 − 2x1x2 + 10x1x3 − 8x2x3 + 4x1 − 4x2 + 16x3 = 1,

ur£ete normální tvar, název, hlavní a vedlej²í signaturu a transforma£ní vztahy, které ji na normální tvar

p°evád¥jí. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

➌ (7 bod·)

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

(

−1
4

)n (3n)!!!
(3n + 2)!!!

(x + 5)n

n + 1
.

➍ (9 bod·)

Weierstrassovým kritériem rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i °ady funk
í

∞
∑

n=1

(3n)!!!
(3n + 2)!!!

x2

√
2x6 + n6

na mnoºin¥ R.

➎ (7 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

y′′ + 4y′ + 4y =
6

x3
e
−2x.

➏ (6 bod·)

Na funk
ionálním Hilbertov¥ prostoru H je zadán skalární sou£in p°edpisem

〈

f |g〉 :=
∫ ∞

0
f (x)g(x)e−x

dx.

V H jsou dány 2 prvky, a si
e r(x) = 3 a q(x) = x. Vypo£ítejte jeji
h vzdálenost a úhel, který svírají.

Pro ud¥lení zápo£tu je nutno získat alespo¬ 22 bod·.


