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Zápo£tová prá
e £. 1 z p°edm¥tu 01ANB3/01MAB3 � verze A

02/11/2021, 9:20 � 11:10

➊ (8 bod·)

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(

n2(x − 3n)

x(n3
+ x3)

)∞

n=1

na mnoºin¥ M = (0,∞).

➋ (9 bod·)

Rozhodn¥te, zda °ada

∞
∑

n=1

(3n − 2)!!!
3n(n − 1)!

x2

x4
+ n4

konverguje na mnoºin¥ v²e
h reálný
h £ísel stejnom¥rn¥.

➌ (7 bod·)

Ve kterém bod¥ nabývá °e²ení diferen
iální rovni
e

2xy − 2x + (x2
+ 1)y′ = 0, y(1) = 0

své nejniº²í hodnoty?

➍ (9 bod·)

Nalezn¥te mo
ninnou °adu reprezentují
í hodnotu integrálu

∫ x

0

1
√

1 + y4
dy

a ur£ete její obor konvergen
e. Výsledek zapi²te do tvaru s ví
enásobnými faktoriály.

➎ (7 bod·)

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

(3n − 1)!!!
n!

(x + 1)n.
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➊ (8 bod·)

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i posloupnosti funk
í

(

x
(

n4x + x3
+ 1

)

n4
+ x2

)∞

n=1

na mnoºin¥ R v²e
h reálný
h £ísel.

➋ (9 bod·)

Rozhodn¥te, zda °ada

∞
∑

n=1

(−1)n (2n)!!
(2n + 1)!!

n2

x2
+ n2

konverguje na mnoºin¥ v²e
h reálný
h £ísel stejnom¥rn¥.

➌ (6 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

2xy − x − (2 + x2)y′ = 0

s po£áte£ní podmínkou y(2) = −4.

➍ (10 bod·)

Pro funk
i

f (x) =
1

3√
x + 7

nalezn¥te p°íslu²nou Taylorovu °adu se st°edem v bod¥ c = 1 a stanovte její obor konvergen
e.

➎ (7 bod·)

Najd¥te obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

(−1)n n!
2n

(x − 3)2n

(2n + 1)!!
.
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➊ (7 bod·)

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

(−1)n (3n + 1)!!!
n!

(x − 2)n.

➋ (7 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

x(1 + x2)y′ = 2y − 2

s po£áte£ní podmínkou y(1) = 2.

➌ (6 bod·)

Pro které x ∈ R je sou£et °ady

∞
∑

k=0

(−1)k x2k+1

(4k)!!!!

nejvy²²í?

➍ (11 bod·)

Rozhodn¥te, zda platí rovnost

∫ 4

0

∞
∑

n=1

(2n)!!
(2n + 1)!!

xn(4 − x)n

n · 4n dx =
∞
∑

n=1

∫ 4

0

(2n)!!
(2n + 1)!!

xn(4 − x)n

n · 4n dx.

➎ (9 bod·)

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i posloupnosti funk
í

( x

m2
+ x2

ln2(m)
)∞

m=1

na mnoºin¥ v²e
h reálný
h £ísel.
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➊ (9 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y =
10
x
e

2x.

➋ (10 bod·)

Formálním °e²ením diferen
iální rovni
e

y′ =
y2

x2 − 2 y
x − 1

y2

x2 + 2 y
x − 1

je kruºni
e

o polom¥ru R = 4
√

2. Kde v obrázku leºí sou°adni
ový systém? Dokreslete!

➌ (9 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

x5y′′′ − 6x3y′ + 12x2y = 40.

➍ (5 bod·)

Sestavte diferen
iální rovni
i druhého °ádu a k ní p°íslu²nou Cau
hyovu úlohu pro funk
i

s(x) =
∞
∑

k=0

x2k

(2k)!

a tuto vy°e²te.

➎ (7 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e x2y′ + 5y2 − 2xy = 0 vyhovují
í podmín
e y(5) = 1
2 .

➏ (1 bod)

Pod va²e vlastní jméno v záhlaví tabulky dopl¬te také jméno va²eho 
vi£í
ího.
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➊ (9 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

y′′′ − 3y′ − 2y = 6e−x − 4xex.

➋ (5 bod·)

Sestavte diferen
iální rovni
i druhého °ádu a k ní p°íslu²nou Cau
hyovu úlohu pro funk
i

s(x) =
∞
∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)!

a tuto vy°e²te.

➌ (1 bod)

Pod va²e vlastní jméno v záhlaví tabulky dopl¬te také jméno va²eho 
vi£í
ího.

➍ (9 bod·)

Mezi formálními °e²eními diferen
iální rovni
e

(3x2 − 6xy − 3y2)y′ = 3x2
+ 6xy − 3y2

je i kruºni
e o polom¥ru R = 5. Nalezn¥te její st°ed.

➎ (10 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
e

y′ − 2(x + 1)
x

y = 0.

x2y′′ −
(

5x2
+ 4x

)

y′ +
(

6x2
+ 10x + 6

)

y = 0

Uºijte fakt, ºe jádra obou p°íslu²ný
h operátor· mají neprázdný pr·nik.

➏ (7 bod·)

Nalezn¥te formální diferen
iální °e²ení rovni
e

y′(2y − x) = 2x + y.

Integra£ní konstantu poté kalibrujte tak, aby toto formální °e²ení pro
házelo bodem (0, 0). Získané formální

°e²ení reprezentuje 2 p°ímky. Jaký úhel tyto p°ímky svírají?
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➊ (1 bod)

Pod va²e vlastní jméno v záhlaví tabulky dopl¬te také jméno va²eho 
vi£í
ího.

➋ (8 bod·)

Diferen
iální rovni
e

y′(ωx − 8y + 11) = x + 4 − 3y

je pro jisté ω ∈ R exaktní. Nalezn¥te toto ω a pro n¥j hledejte impli
itní °e²ení pro
házejí
í bodem (x, y) =
(3, 1). Jakou k°ivku p°edstavuje toto °e²ení? Zd·vodn¥te!

➌ (9 bod·)

Na mnoºin¥ R+ °e²te diferen
iální rovni
i

x5y′′′ + 5x4y′′ + 2x3y′ − 2x2y = 9.

➍ (7 bod·)

�emu se rovná sou£et

∞
∑

k=0

(k + 1)2

2k
?

➎ (9 bod·)

Metodou varia
e konstant nalezn¥te funk
i y(x) vyhovují
í rovnostem

y′′ − 4y′ + 4y = (6x + 2) e2x
& y(0) = 1 & y′(0) = 2.

➏ (7 bod·)

Nalezn¥te °e²ení rovni
e

x y′ +
(

2
√

xy − y
)

= 0

takové, jeº vyhovuje podmín
e y(1) = 1.
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➊ (5 bod·)

Ne
h´ je na vektorovém prostoru R3
zadána norma p°edpisem

‖~x‖ := 3|x1| + 2|x2| + 7|x3|.

Ne
h´ ̺(~x, ~y) je metrika generovaná touto normou. Rozhodn¥te, zda je posloupnost

~xn =

(

1
n2
,

2n2
+ 3

n2
,− 1

n2
− 8

)

konvergentní v metri
kém prostoru {R3, ̺}.

➋ (5 bod·)

Pro která ω ∈ R zadává p°edpis

(x1, x2, x3, x4)































4 0 0 ω
0 2 0 0
0 0 3 0
ω 0 0 4





























































y1

y2

y3

y4































skalární sou£in na prostoru R4?

➌ (3 body)

Zakreslete okolí U10(0, 0) v metri
kém prostoru R2
s metrikou ̺(~x, ~y) = 2|x1 − y1| + 5|x2 − y2|.

➍ (11 bod·)

Nalezn¥te °e²ení diferen
iální rovni
e

2xy′ +
2xy + 8x2

y + 2x
= y

vyhovují
í podmín
e y(8) = −8. Na obrázku uvnit° zadání je vyobrazena elipsa p°edstavují
í ono hledané

formální °e²ení. Do tohoto obrázku zakreslete sou°adný systém O~x~y tak, aby odpovídal zadání úlohy. Uºijte

k tomu polohu st°edu 
itované elipsy a její pr·se£íky se sou°adnými osami.

➎ (7 bod·)

V Hilbertov¥ prostoru jistý
h funk
í de�novaný
h na (0,+∞) je zadán skalární sou£in prost°edni
tvím vztahu

∫ ∞

0
f (x)g(x)e−x

dx.

Rozhodn¥te, zda posloupnost ( 1
n! xn
e
−x)∞n=1 je v tomto prostoru konvergentní.

➏ (9 bod·)

Pro kvadriku

2x + x2 − 6y − 2xy + 2y2
+ 4z − 4xz − 2yz + 12z2

= 0

ur£ete název, hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar a transforma
i, která ji na normální tvar p°evádí.

Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.
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➊ (5 bod·)

Ne
h´ je dán Hilbert·v prostor jistý
h funk
í zadaný standardním funk
ionálním skalárním sou£inem

∫ 1
0 f (x)g(x) dx.

Která z funk
í

ga(x) = x + 2
√

a2x3
+ 6(1 − ax2), a ∈ R

má nejmen²í vzdálenost od funk
e h(x) = x? A jaká je tato minimální vzdálenost?

➋ (3 body)

Ne
h´ H je Hilbert·v prostor nad t¥lesem C komplexní
h £ísel. Pro libovolné dva jednotkové vektory

~x, ~y ∈H a £íslo α ∈ C maximáln¥ zjednodu²te výraz ‖~x + α~y‖2 + ‖~x − α~y‖2.

➌ (8 bod·)

Ne
h´ H je funk
ionální Hilbert·v prostor jistý
h funk
í de�novaný
h na uzav°eném intervalu J = 〈0, 1〉
zavedený nad t¥lesem R. Zobrazení

〈

a|b〉 :=
∫ 1

0
a(x)b(x) dx

ne
h´ de�nuje na H skalární sou£in. Nalezn¥te polynom druhého stupn¥, jeº je sou£asn¥ kolmý k funk
ím

h(x) = 1 a f (x) = 2x − 1 a zárove¬ je jeho vzdálenost od nulové funk
e rovna £íslu

√

1
5 .

➍ (11 bod·)

Nalezn¥te formální °e²ení rovni
e

2(y − x)xy′ = x2
+ y2

takové, ºe p°íslu²né expli
itní °e²ení y(x) vyhovuje podmín
e y(20) = 0. Na obrázku na druhé stran¥ tohoto

zadání je vyobrazena hyperbola p°edstavují
í ono hledané formální °e²ení. Do tohoto obrázku zakreslete sou-

°adný systém O~ǫ1~ǫ2 (v£etn¥ vyzna£ení m¥°ítka) tak, aby odpovídal zadání úlohy. Uºijte k tomu výpo£et polohy

st°edu formálního °e²ení. Na vyobrazené hyperbole dále vyzna£te alespo¬ t°i její konkrétní body. Gra�
ké £ásti

v¥nujte zvý²enou pozornost. P°i bodovém hodno
ení je k této £ásti významn¥ p°ihlíºeno.

➎ (4 body)

Vyslovte de�ni
i konvergen
e v metri
kém prostoru {Rr, ̺}. Na základ¥ její platnosti rozhodn¥te o limit¥

posloupnosti (~xk)∞k=1 vektor· z R3, kde

~xk =

(

5
√

k
;−9;

2k + 5
k

)

,

v metri
kém prostoru {R3, σ} se σ−metrikou.

➏ (9 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

2 − 2x + x2 − 2xy + 2y2
+ 2z + 8xz − 16yz + 32z2

= 0

stanovte hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar a název. Stanovte transforma
i, která zadanou plo
hu

normalizuje. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.




