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CELKEM

Zápo£tová písemná práe £. 1 z p°edm¥tu 01MCS � verze A

pond¥lí 15. listopadu 2021, 15:30�16:45

➊ (8 bod·)

Rozhodn¥te, zda (nebo p°ípadn¥ pro jakou volbu parametr·) pat°í funke

g(x) = Θ(x)
e
−ax − e

−bx

x

do t°ídy B balanovanýh hustot? Pro nalezené verze vypo£ítejte normu ‖g‖, první moment µ1(g) a ur£ete

balan£ní index.

➋ (8 bod·)

Uºitím vhodného aproxima£ního postupu vypo£ítejte konvolui

Θ(x)
√
x e

−
α3

x2 e
−λx ⋆Θ(x)

√
x e

−
β3

x2 e
−λx,

kde α, β > 0 a λ > 0 jsou pevn¥ zvolené konstanty.

➌ (8 bod·)

Uvaºujme úse£ku vymezenou body a = 0 a b = N ∈ N (viz první obrázek). Neh´ je na tuto úse£ku náhodn¥

rozeseto práv¥ N £ásti, a to tak, ºe jejih lokae jsou vybrány z Trojúhelníkového rozd¥lení T (0, N) ∼ g(x)
(viz druhý obrázek). Pro takto vymezenou úlohu

• odvo¤te matematiký tvar hustoty pravd¥podobnosti g(x);

• vyjád°ete pravd¥podobnost, ºe £íslo z rozd¥lení T (0, N) bude men²í neº L;

• vyjád°ete pravd¥podobnost, ºe £íslo z rozd¥lení T (0, N) bude v¥t²í neº L;

• vyjád°ete pravd¥podobnost, ºe v intervalu (0, L) leºí (z on¥h N náhodn¥

vybranýh £ásti) práv¥ k £ásti;

• a ur£ete, jaká je st°ední hodnota intervalové frekvene NL, kde intervalovou

frekvení rozumíme po£et £ásti vyskytujííh se na intervalu (0, L).



Obr. 1 N náhodn¥ rozmíst¥nýh £ásti na úse£e 〈a, b〉 = 〈0, N〉 a úsek

(0, L), na n¥mº je sledována intervalová frekvene NL, tj. po£et £ásti.

Obr. 2 Graf hustoty pravd¥podobnosti g(x).
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£tvrtek 6. ledna 2022, 9:30�11:30

➊ (8 bod·)

Dokaºte, ºe je-li v balan£ním £ástiovém systému generátorem funke g(x) = Θ(x)λe−λx, pak mají inter-

valové frekvene Poissonovo rozd¥lení. Jaká je p°íslu²ná st°ední hodnota intervalovýh frekvení? Dodatek:

Ignorujte skute£nost, ºe v uvedeném B�S není spln¥n poºadavek na ²kálování.

➋ (8 bod·)

Neh´ H(s) a R(s) jsou obrazy generátoru B�S a jeho shlukové funke. Odvo¤te vztah mezi nimi. Neopo-

me¬te také prov¥°it, zda má H(s) správné p°edpoklady nutné k výpo£tu.

➌ (12 bod·)

Na polop°íme 〈0,+∞) jsou rozmíst¥ny £ástie tak, ºe hustota pravd¥podobnosti pro jejih vzdálenost (rozumí

se vzdálenost sousedníh £ásti) je popsána funkí

h(x) = Θ(x)
√
x e−

α
x e

−λx.

Jak se zm¥ní distribue rozte£í, budou-li ze systému odstran¥ny z kaºdé trojie sousedníh £ásti dv¥ £ástie?

➍ (14 bod·)

Neh´ NL je intervalová frekvene balan£ního £ástiového systému a gk(x) hustota pravd¥podobnosti pro

k−tou multirozte£. Odvo¤te vztah mezi E(N2
L
) a gk(x). V rámi °e²ení ukaºte, ºe °ada

∑
∞

k=1
kgk(x) kon-

verguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu 〈0, a〉. K £emu se vám tento poznatek bude hodit?

Na základ¥ rovnosti

∞∑
k=0

gk(x) ⋆

∞∑
ℓ=0

gℓ(x) =
∞∑

m=1

mgm(x)

upravte výraz pro E(N2
L
) do tvaru, v n¥mº vystupuje pouze shluková funke.

➎ (12 bod·)

Neh´ (µk)
∞

k=0
je momentový kód hustoty g(x) ∈ B. Jak vypadá momentový kód hvostové distribu£ní

funke

h(x) = Θ(x)

∫
∞

x

g(y) dy ?

Návod: Nejprve odvo¤te, jak souvisejí Laplaeovy obrazy L[h(x)] a L[g(x)] a poté dosa¤te za L[g(x)] její
Malaurinovu °adu.

➏ (6 bod·)

Podepi²te si zadání.


