Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikaing inZenyrske CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno (1) (2] (3) (4] © (6

Zapoctova pisemna prace c. 1 z predmetu 01RMF — varianta A
Ctvrtek 19. listopadu 2015, 13:20-15:20

O (5 boda)
Necht f(x), g(x) € £ (R) a

f f(x)dx=A, f xf(x)dx = p, f g(x)dx = B, f xg(x)dx =v.
R R R R

Vypocitejte, Cemu se rovna fRz(f * g)(z) dz.

@ (10 boda)

Metodou iterovanych jader (tedy aplikaci rezolventy) Feste integralni rovnici

so(x)=ﬂf0 Vxye(y)dy + Vx.

Tvar iterovaného jadra prokazte indukci. Odlisnd metoda feSeni je nepfipustna!

® (4 body)
Necht posloupnost (¢x(X));2, konverguje podle normy v Banachové prostoru €,-(J) k nulové funkci. Dokazte,
Ze pak

J
wr(¥) 3 0.

V dtikaze komentujte, proC by tvrzeni neplatilo, kdyby J nebyla kompaktni mnozina.

O (11 boda)

Reste parcialni diferencialni rovnici

>f > f &f , of
30— 4+ 2xy—2 —y*—= —4y— = 0.

Yo T ey Y a2 Vo
O (4 body)
Vypocitejte konvoluci @(x)x™ x e*, kde m € N.
® (6 boda)
Na posloupnosti se Eleny

() = x+2\"
&nlX) = 7

demonstrujte, ze operator L. = 9% neni omezeny ani spojity v IL,(-2,5).
) p ar y pojity
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P¥ijmeni a jméno (1) (2] (3) (4] © (6

Zapoctova pisemna prace c. 1 z predmetu 01RMF — varianta B
Ctvrtek 19. listopadu 2015, 13:20-15:20

O (10 boda)

Reste parcialni diferencialni rovnici

6214 3 28214 ou 3 ou 3
—_— = —_— - — = — =4 .
Yo T dy*  Ox * y(?y Y

@ (4 body)

Na posloupnosti se ¢leny
2
nx

gn(x) =e”
demonstrujte, ze i posloupnost, kterd stejnomérné nekonverguje na R mize konvergovat podle normy na

5 (R).
O (5 boda)

Dokazte, ze konverguje-li posloupnost (¢x(¥));2, na G stejnomérné k nulové funkci, kde u(G) < oo, pak také
konverguje podle normy v fz(w)(G). V dikaze vysvétlete, jaky zadadni predpoklad o vaze w(¥) je tfeba ucinit
a proc.

O (5 boda)

Vypoéitejte konvoluci x> e,

® (10 boda)

Metodou iterovanych jader (tedy aplikaci rezolventy) Feste integralni rovnici

o(0) = fo V00 dy + V.

Tvar iterovaného jadra prokaZzte indukci. Odlisna metoda feSeni je nepfipustna!

® (6 boda)
Necht § : J# +— A je operator s Cisté bodovym spektrem, (A1, A2, 13,...) jeho unfoldované spektrum a
B = {p1(x), p2(x), p3(x), ...} pFislusna operatorova baze. Odvod'te univerzalni formule pro hodnoty

e a) S(NIS (),
e b) ISl

platné pro libovolné funkce f(x),g(x) € €. V jejich tvaru uzijte Fourierovy koeficienty. Ve vypoctu komen-
tujte kazdou vlastnost, jiz vyuzivate!
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Zapoctova pisemna prace c. 1 z predmetu 01RMF — varianta C
streda 2. prosince 2015, 15:20-17:20

O (10 boda)

Reste parcialni diferencialni rovnici

262M _ 2(92_1/! (914

ou 35
— = 3x— +3y—+8 =0.
ST 0y? Tox yay o

A (6 boda)

Naleznéte spektrum operatoru H := f()w(2x+y)e‘(x+y) o dy.

® (4 body)
Podle definice ukazte, ze operator L = x>e je na Iy(~1,2) omezeny. Jakou nejmensi hodnotu omezujici meze
(Cislo z definice omezenosti operatoru) lze v tomto prikladé zvolit?

O (5 boda)

.y = . 2 9,2
Vypoditejte konvoluci x>e™2* % e 2V,

® (10 boda)

Metodou iterovanych jader (tedy aplikaci rezolventy) Feste integralni rovnici

o(x) = fo PP dy + 2.

Tvar iterovaného jadra prokazte indukci. Odlisna metoda feSeni je nepfipustna!

® (5 boda)

Necht f(x), g(x) jsou hustoty a
f xf(x)dx = uy, f xg(x)dx = uy, f xzf(x) dx = wy, f ng(x) dx = w;.
R R R R

Vypocitejte, Cemu se rovna fRzz(f * g)(z) dz.
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Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01RMF — varianta A
pondéli 11. ledna 2016, 9:00-11:00

O (7 boda)

Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Naleznéte fundamentalni resSeni operatoru

R -
L—g—aﬁ-f'ba.

v prostoru 2’(R!*1).

A (9 boda)

V prostoru dvojrozmérnych zobecnénych funkci vypocitejte limitu
lim O(x,y)n* (2 + y2)e ),
n—+oo

® (9 boda)

UzZitim vlastnosti Laplaceovy transformace vypocitejte integral

f‘” sin?(Bx) cos2(Bx)
dx.
0

x2

O (6 boda)
Dokazte, ze konverguje-li posloupnost funkci (fk),‘:’:l z prostoru .’ (E") k funkci f € .77 (E"), pak pro libovolny
multiindex a € Njj plati rovnost

lim DF(fi] = DTS

Tvrzeni nejprve dokazujte pro nulovy multiindex, poté pro multiindex libovolny. K diikazu uzijte pouze definici
konvergence v .%’(E") a definici Fourierovy transformace.

® (9 boda)

Laplaceovou transformaci reste integrodiferencialni rovnici

y”+y—10f &) dE = x — 5x% -3, y(0)=0 & y'(0) = —4.
0

Numerické chyby v tomto pfikladé se netoleruji!
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Zapoctova pisemna prace c. 2 z predmetu 01RMF — varianta B
Ctvrtek 14. ledna 2016, 9:00-11:00

O (6 bodi)
Aplikaci Fourierovy transformace vypoctéte konvoluci
_app)? _app)?
1 e 20-% * 1 e 20% .
V2ro V2ros
@ (10 boda)
Aplikaci zakladni véty o feSeni diferencialni rovnice reste
ou Pu  u
E—az(@+a—y2)+b~u(x,y,t):0 (a>0,b>0)

za podminky u(x,y,0) = x + y.

® (9 boda)
Necht je zadan parametricky systém tfidimenzionalnich zobecnénych funkci f; € 2’(E?), jejichz generatorem

je funkce
E

(&2 + 172

fs(f) =
Vypo&téte limitu lim, o, f; ve tiidé 2/(E%).
O (8 boda)
Za pomoci Laplaceovy transformace naleznéte funkci y(¢), jez ¥esi obyCejnou diferencialni rovnici

d’y _d¥y  dy
—— +9-—= -5y =4de'
dr dr? dr y=ae

a vyhovuje podminkdm y(0) = 0, y(0) =3 a y(0) = 8.
O (7 bod)
Necht pro funkci f(x) : R — R plati, ze
f@ €€ (~0,a), f()eC ab), f(x)eC b oo,

kde —oco < a < b < co. Necht f € &’ je zobecnéna funkce, jejimz generatorem je funkce f(x). Vyslovte tvrzeni
o derivaci funkce f v 2’(R) a tvrzeni poté korektné dokazte.




