Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze w

Jménoapiijmenistudenta | ED | €D @ @ @ O @ O O

Zkouskovy test ¢. 1 z pfedmétu 01ANB3
5/1/2023,9:30 — 10:45

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A; (16,17) — B; (15,16) = C; (14,15) — D; (12, 14) — E; (0, 12) — F;

(1 Vyslovte definici pojmu parcidlni derivace ve sméru a podle ni vypocitejte pro funkci

Sx+2y _
f(x,y)={y pre X FE Y,
0 ...x=-y

smérovou derivaci v bodé (0, 0), ve sméru 5= (1, 1).

(2 Ukazte, Ze jsou-li dva vektory linedrné zavislé, pak pro né ve Schwarzové-Cauchyové-Buniakovského
nerovnosti plati rovnost.

(3 Vyslovte definici vnitiniho a hrani¢niho bodu mnoziny A v metrickém prostoru {E, o}.

(4 Vyslovte axiomy normy.

O za jakych podminek 1ze ve vyraze lim,_,« fa ’ fn(x) dx zaménit pofadi operaci?

(6 Vyslovte a dokazte srovnévaci kritérium pro fady funkci.

@ co predstavuje symbol Q v teorii diferencidlnich rovnic? UkaZte, Ze je Q) uzaviena na operaci s¢itani.

@ Pro funkci

xy2
2(x,y) = por x#0Vvy#0,
0 -»>x=0Ay=0,

naleznéte posloupnost (@,)" |, kterd konverguje k nulovému vektoru, a pro niZ je limitou funkénich hod-
not g(a,) ¢islo —1/6.

(9 Jak se definuje stejnomérnd konvergence pro fady funkci?
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Jménoapiijmenistudenta | ED | €D @ @ @ O @ O O

Zkouskovy test ¢. 2 z pfedmétu 01ANB3
10/1/2023,9:30 — 10:45

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocent: (17, 18) = A; (16, 17) i B; (15, 16) = C; (14, 15) = D; (12, 14) > E; (0, 12) > F;

© Necht je dan prostor R? s metrikou

o(X,3) = 21x1 = y1l + 4lx2 = y2l1

amnozina A = (-1, 1) X (-1, 1). Najdéte vSechny hrani¢ni body této mnoziny.

@ O funkci g je zndmo, Ze
1

ag
—(a) =0,
Pra T

(51 grad(g)(@)) =17
Jaky zavér lze z tohoto poznatku vyvodit?

© Ukazte, jak (a zda vtibec) 1ze pouzit Weierstrassovo kritérium p¥i vySetfovani stejnomérné konver-
gence fady

[

Z 4x
(a2 +2n2)32

n=1

na intervalu (0, +00).

(4 Vyslovte vétu o superpozici a dokazte ji.

243

® Pro rovnici Y +6y”" +9y =27 urete, co je Qq, 4, a co je fundamentalni systém.

(6 Zapiste tvar rovnice te¢né nadroviny ke grafu funkce g(x,y, z) = x* + 3yz> — 7xz zkonstruované v bodé
a=(-1,2,1).

@ Rada Yoy byx" ma polomér konvergence R = 5. Jaky polomér konvergence ma fada

(o0

b3
Z T x"?
=1 bn+l

(8 Je ddn metricky prostor {R’, o} s metrikou generovanou pomoci normy a v ném mnozina D C R" a
bod d € R’. Jakou vlastnost bodu @ popisuje nésledujici vyrok?

A5 >0)(¥XeR"): [X¥-dl|<6 = XeD.

© pokud maji vyroky

D i) -
i=1

(Ve > 0)(Al > 0)(Vx € A)(Vn e N\ D) : |gn(2)-7 < &.

(Ve>0)dm > 0)(Vxe A)(Vn e N\ ) : <e.

platit soucasné, co se nutné musi skryvat misto otazniku a pro¢?
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Zkouskovy test ¢. 3 z pfedmétu 01ANB3
23/1/2023,9:30 — 10:45

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocent: (17, 18) = A; (16, 17) i B; (15, 16) = C; (14, 15) = D; (12, 14) > E; (0, 12) > F;

© Necht je dan prostor R? s metrikou

o(X,3) = [x1 = y1l1+ 21x2 = y2

amnozina A = {(a,b) € R®: |a| + |b| < 1}. Najdéte vSechny izolované body této mnoziny.
(2 Vyslovte definici homogenni funkce stupné «.
(3 Nasledujici vyrok prepiste do jednoduchého (a minimalistického) tvaru.

. g1 +4c¢,3—4c,2c)—g(1,3,0)
lim =
c—0 c

8.

@ Pro kvadratickou plochu
4x* —4xy — 12x7+ 12x+y? + 62— 6y + 92> — 182+ 8 =0

naleznéte obé signatury. O jakou kvadriku se jednd (urcete nazev)?

(5 Je dobfe zndmo, ze pfedpis
1
f f(x)g(x) dx (1)
0
zadéava na C((0, 1)) skaldrni soucin. Pro¢ ale stejny vyraz (1) nezaddva skaldrni soucin na C({(-1, 1))?
(6 Je dan metricky prostor {R”, o} s metrikou generovanou pomoci normy a v ném mnozina D C R” a jeji
bod d € D. Jakou vlastnost bodu @ popisuje néasledujici vyrok?

35 >0(VxeR): 0<|¥-dl<é = %¢D.
(7] Dokazte, ze predpis +/(X1X) spliiuje axiomy normy.
O za jakych podminek prohldsime o mnoziné A, Ze je kompaktni?

@Profunkci ,
x;-cl—y—9y4 > x#0Vy+£0,

X, =
g( y) { 0 __)x:()/\y:(),

naleznéte posloupnost (@,)" |, kterd konverguje k nulovému vektoru, a pro niZ je limitou funkénich hod-
not g(a,) ¢islo —1/6.
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Zkouskovy test ¢. 4 z pfedmétu 01ANB3
1/2/2023,9:30 — 10:45

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocent: (17, 18) = A; (16, 17) i B; (15, 16) = C; (14, 15) = D; (12, 14) > E; (0, 12) > F;

(1 Je dan metricky prostor {R’, o} s metrikou generovanou pomoci normy a v ném mnoZzina D C R’.
Jakou vlastnost mnoziny D popisuje ndsledujici vyrok?

(V¥eD)35>0): |Xx-y<d = yeD.
(2 Vyslovte definici Cauchyovy tlohy a znéni véty o jejim feSeni.
® Rada Yy bpx" ma polomér konvergence R = 3. Jaky polomér konvergence maji fady

> b 1 > b 1
n+ Xj’l? & n+ 2n?
2%, 275,

9 Které z funkci 1, V]x], x vektorového prostoru V = C({(—1,2)) je nejblize nulovému prvku prostoru V ?
A pro¢? Ndpovéda: Na V zavedte standardni skaldrni soucin a jim generovanou normu a metriku.

(5) Jakou hodnotu méa smérova derivace funkce g(x,y) = (x - %) v+ 1D?vbodéa=(1,1) vycislend ve
sméru gradientu funkce § = gradf(@) ?

(6 Pracujeme ve vektorovém prostoru R” s obecnym skaldrnim souc¢inem a s normou, ktera je timto
skaldrnim soucinem generovana. Rozhodnéte, zda vztah

5]
B

o(X,y) =

splituje axiom nulovosti pro metriky.
(7] Vyslovte a dokaZte vétu o vztahu cauchyovské a konvergentni posloupnosti.

@ Diferencidlni rovnici

V" 4 sy + r(x)y + t(x)y = g(x)
esi vSechny funkce tvaru y(x) = X+ axe™
adu zadané rovnice?

i3 pro libovolné o € R. Jakou substituci pouZijete ke sniZzeni
I
(9 Jakou kvadriku reprezentuje rovnice

—6xy +2xz7 - 8x+3y* —dyz -2y +22—-2:-9=07

A jaké jsou jeji signatury?
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Zkouskovy test ¢. 5 z predmétu 01ANB3
9/2/2023,9:30 — 10:45

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A; (16,17) — B; (15,16) > C;(14,15) — D; (12, 14) » E; (0,12) — F;

© O funkdi g(%) je zndmo, Ze je tiidy C'(E®) a Ze pro ni navic plati
x> 0): O0<X-dx-ady<x = g® < g.

Jaky tvar ma rovnice te¢né roviny ke grafu funkce I'(g) sestrojend v bode€ (ay, az, az, g(@)) ?

(2 Vysvétlete, proc je pfi odvozovani tvaru Taylorovych koeficientti nezbytné pfemyslet o tom, zda Tay-
lorova fada konverguje alespoil nékde (kde?) stejnomérné. Naznacte, jak odvozeni probiha.

(3 Jakého tvaru je Bernoulliova diferencidlni rovnice? UkaZte také, jak ji 1ze pfevést na rovnici linearni.
(4 Vyslovte Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci fad funkci.

O Které z nasledujicich vyrokt (o spojité funkci vice proménnych g : R” — R) jsou pravdivé?

e A: Obrazem oteviené mnoZiny A C R” je vZdy opét otevifend mnozina.

B: Funkce m4 totalni diferenciél ve vsech bodech R’.

C: Funkce ma gradient ve vSech bodech R".
e D: Funkce m4 limitu ve vSech bodech R".

e E: Obrazem kompaktni mnoziny A C R” je vZdy opét kompaktni mnoZzina.

@ Diferencidlni rovnici
Y7+ s(x)y” + r(x)y + t(x)y = g(x)

vz

fesi v8echny funkce tvaru y(x) = xe”
fadu zadané rovnice?

2 . . . . .. v .
* + ax® pro libovolné @ € R. Jakou substituci pouZijete ke sniZeni

@ Necht je dan prostor R? s metrikou

o(X,y) = lx1 = yil + [lx2 = y2l]

amnozina A = {(a,b) € R? : a® + b* < 9}. Najdéte viechny izolované body této mnoziny.

© Sestavte diferencidlni rovnici, jejiz mnozina vSech feSeni je tvaru

2

[e", e, xe™], + x°.

© Kvadraticka plocha —6xy + 2xz — 8x + 3y* — 4yz — 2y + 22 — 2z — 9 = 0 m4 nekoneén& mnoho stredi.
Naleznéte ten, ktery lezi v roviné x = 1.
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Zkouskovy test ¢. 7 z pfedmétu 01ANB3
15/3/2023,10:00 — 11:15

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocent: (17, 18) = A; (16, 17) i B; (15, 16) = C; (14, 15) = D; (12, 14) > E; (0, 12) > F;

0 Diferencidlni rovnici
Y+ w0y + sy’ + r(x)y + Hx)y = q(x)

fesi vSechny funkce tvaru y(x) = cos(2x) + asin(2x) + Sxsin(2x) pro libovolné o, € R. Jakou substituci
pouZijete ke sniZeni fddu zadané rovnice?

@ Diferencidlni rovnici
Y+ r(x)y + Hx)y = q(x)

fesi v8echny funkce tvaru y(x) = cos(2x)+a sin(2x)+Bx sin(2x) pro libovolné o, 8 € R. Pro¢ v tomto pfipadé
nemad cenu snizovat fad této diferencidlni rovnice?

® Pro funkdi \
2(xy) = xfTiz--axJEOVyiO,
’ 0 -»>x=0Ay=0,

naleznéte posloupnost (@,)" |, kterd konverguje k nulovému vektoru, a pro niZ je limitou funkénich hod-
not g(a,) ¢islo —2/5.

(4 Vykreslete (co nejpfesnéji) tvar okoli Us(0, 0) v Hilbertové prostoru se skaldrnim souc¢inem
90)\(
(o3 )2 )

(5 Je dan metricky prostor {R”, o} s metrikou generovanou pomoci normy a v ném mnozina D ¢ R" a
bod @ € R". Jakou vlastnost bodu @ popisuje nésledujici vyrok?

35 >0(WxXeR): |¥-dl| <6 = ¥eD.
0 za jakych podminek prohldsime o mnoZin€ A, Ze je souvisla?

@ Dokazte, ze je-li posloupnost v metrickém prostoru konvergentni, pak je také cauchyovska. Jak se
nazyvaji prostory, kde plati i obrdcena implikace?

@ Pro funkci
\/gxzxz—fyz > xz0Vy#0,

X, =
g( )’) { 0 __9x:0/\y:0,

vypocitejte %(0,0), kde § = (-3,4).

(9 Vyslovte Weierstrassovo kritérium.



