Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @

Jménoapiijmenistudenta | ED | €D @ @O @ O @ O O

Zkouskovy test ¢. 1 z predmétu 01ANB3
9/1/2025, 9:00 — 10:15

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) = B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

@ Naleznéte diferencialni operétor I tak, aby prostor vSech feSeni rovnice Ly(x) = g(x) byl tvaru
4
{a'x2 +é + (a,pB) € Rz}.
X x
Jakého typu je nalezeny operétor (rovnice)?

@ Dokazte srovnavaci kritérium pro stejnomérnou konvergenci. Celé tvrzeni nejprve vyslovte.

9 Vyslovte definici vnitiniho bodu mnoziny a rozhodnéte, zda je néktery z bodt d = (1,2), b= 2,2)a
¢ = (2, 1) vnitfnim bodem ¢tverce (0, 2) x (0, 2), je-li metrika zavedena vztahem

o(X, %) =T[4 |x; —yil1+ |x2 = yal.

@O Muze existovat funkce f(X) : E" — R, kterd je v d spojitd, ale nemd v d totalni diferencidl? Vysvétlete!

(5 Vysvétlete, pro¢ je v dtikazu véty o Taylorovych koeficientech nezbytné pouzit zakladni vétu teorie
mocninnych fad.

® Naleznéte fundamentalni systém rovnice
VX 4y =2x(xly-1)+1=0.

0 Necht y;(x), y1(x), ..., y.(x) je n linedrné nezavislych feseni diferencidlni rovnice Ly(x)) = 0, ktera je
fadu n. Necht z(x) je také feSenim této rovnice. DokaZte, Ze za téchto okolnosti je soubor

{2(0), y1(0), y1(%), - -, yu ()}
linedrné zavisly.
(8 Vyslovte definici Hilbertova prostoru a v ni pouzity klicovy pojem vysvétlete.

€ Naleznéte predpis pro te¢nou nadrovinu ke grafu funkce

g(x,y,2) = Xy2 + ‘/Earctg(,/yz + Z2) _y2 -z

v bodé (xo, 0, 20) = (1, V2, V2).
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Zkouskovy test ¢. 2 z pfedmétu 01ANB3
22/1/2025, 9:00 — 10:15

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.

Celkové hodnocent: (17, 18) — A; (16, 17) = B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) = E; (0, 12) — F;

(1 Vymyslete vlastni pfiklad homogenni diferencidlni rovnice, kterd ma stupeti homogenity rovny tfem.
Rovnici nefeste!

(2 Nasledujici vyrok prepiste do jednoduchého (a minimalistického) tvaru.

. 81 =2¢,3—4c,4c)—g(1,3,0)
i : -

5.

© Necht je na prostoru R? definovdna metrika o(¥,7) := [lx; — y1[] + 2 - |x2 — y2|. Rozhodnéte, ktera z
posloupnosti @, = (1/n,—1/n), E,, =(1/n,0), & = (0,—1/n) v tomto prostoru konverguje. Zdtivodnéte.

® pokud ma platit vyrok

i gi(x) —e™

i=1

Me>0Am > 0)(Vxe(-1,1))(¥n>m) : <eg,

¢emu se musi rovnat g;(x), mé-li to byt polynom?
O Které 2 nésledujicich vyrokt (o spojité funkci vice proménnych g : R” — R) jsou pravdivé?

e A: Obrazem otevifené mnoziny A C R" je vZdy opét oteviend mnozina.
e B: Funkce ma totalni diferencial ve vSech bodech R”.

e C: Funkce ma gradient ve vSech bodech R”.

e D: Funkce m4 limitu ve vSech bodech R".

e E: Obrazem kompaktni mnoziny A c R" je vZdy opét kompaktni mnoZina.

Odpovédi na tuto ulohu (ve tvaru ANO/NE) vepiSte primo za vyroky A-E zde na zadani.

® Necht je dana funkce
xy=2x+y-2

X2+2x+y2—4y+5

glx,y) =

Najdéte bod jeji nespojitosti a poté sestrojte posloupnost bodti, ktera k tomuto bodu konverguje a pro
kterou konverguje posloupnost p¥islusnych funkénich hodnot k &islu . Naleznéte alespoti dvé feseni.

@ Oborem konvergence fady Y2 | a,(x — 1)" je interval (2, 3). Jaky polomér konvergence ma fada

0 3
n_ o
Aan+1

n=1

@ Rozhodnéte, zda pfedpis |xi| + 2|x2| + 3|x3] splfiuje axiomy normy na R3.

1 3 2

© Diferencidlni rovnici Y +s(x)y” +r(x)y +1(x)y = g(x) fe$i vSechny funkce tvaru y(x) = axe X+ x3et+x

pro libovolné a € R. Jakou substituci pouZzijete ke sniZeni fddu zadané rovnice?
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Zkouskovy test ¢. 3 z predmétu 01ANB3
30/1/2025, 9:00 — 10:15

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

© Oborem konvergence fady Y27 | a(x — )" je interval (¥}, &). Jaky polomér konvergence ma fada

D=1y S
n=1 Cl2

n+1

@ Hilbertirv prostor R? je zadén skaldrnim sou¢inem
460\ x
OLyny)|vap|| x|
0y 4)\x;

Jaké hodnoty museji mit parametry a, § a y, aby bod (2, -1,2) byl hrani¢nim bodem okoli U (1, 1,1)?
Najdéte vSechny ptipustné kombinace.

O Mali byt rovnost
(* =3y = 5x+y=7

formalnim feSenim diferencidlni rovnice, jaky konkrétni tvar musi tato rovnice mit?
s 1 P . . b < . o 1s .
O za jakych podminek lze ve vyraze lim, fa fu(x) dx zaménit pofadi operaci?
(5) Dokazte, Ze Cachyova tloha pro rovnici L(y(x)) = g(x) nemtize mit dvé rtizna feSeni.

@ Naleznéte smérovou derivaci funkce g(x,y,z) = x> + 3yz> — 4xz + 11 vbodé @ = (1,1,1) ve sméru
§s=(,-2,2)

(7] Zkonstruujte Taylorovu fadu funkce

1
g(x) =
Vx—1
v bodé xg = 2. Obor jeji konvergence nevysetfuijte.
@ Podle definice ukaZte, Ze mnoZzina A = (-1,1) x (-1,1) \ {(0,0)} neni v Euklidovském prostoru E?
kompaktni.

€ Ukazte, 7e jsou-li dva vektory linedrné zavislé, pak pro né ve Schwarzové-Cauchyové-Buriakovského
nerovnosti plati rovnost.
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Zkouskovy test ¢. 4 z pfedmétu 01ANB3
4/2/2025,9:00 — 10:15

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

(1) UkaZzte, ze v Hilbertové prostoru funkci 1ze na zdkladé zndmych hodnot (f|f), (glg), a (glf) jedno-
znacné urcit vzdalenost funkci f(x) a g(x) a také thel, ktery tyto funkce sviraji. Oba tidaje vypocitejte pro
hodnoty

Iy =25 <(elg) =4, (glf) =4-31.
@ Necht je dan prostor R? s metrikou
0%, ) = Tlx1 = yi[1+ 71x2 = yal

amnozina A = {(a,b) € R®: |a| + |b] < 1}. Najdéte vSechny izolované body této mnoziny.

9 Dokazte:
S(x), gx) € Q, = S(x) — g(x) € Q.

0 Pro funkci

[ @200,
st = {2055 (x.y) = (0,0),

(o9

naleznéte posloupnost (@) ,,

not g(a,) ¢islo —2/5.

ktera konverguje k nulovému vektoru, a pro niz je limitou funkénich hod-

(5 Rozhodnéte, zda je Weierstrassovo kritérium tcinnym néstrojem pfi vySetfovéani stejnomérné kon-
vergence fady

(59

k1 X
Z(_l) x2 + k2

k=1
® Ve kterém bodé je te¢nd rovina ke grafu funkce
4 2)\2
g(x,y,2) = x*+ (y+2)

rovnobézna s rovinou 4x —2y —8z—u=07?

(7 Je dan metricky prostor {R’, 0} s metrikou generovanou pomoci normy a v ném mnoZzina D c R" a
bod @ € R". Jakou vlastnost bodu @ popisuje nédsledujici vyrok?

(F6>0)(¥X¥eR): |X¥-dll<d = XeD.

Otoc! —



@ Dokazte, ze funkce
x y
ey = [ fenass [ gana
a B

reprezentuje formélni feSeni exaktni diferencialni rovnice f(x,y)+g(x,y)y” = 0. V dtikaze ukaZte na misto,
kde se vyuzivd podminky exaktnosti, tj. definice exaktni diferencidlni rovnice.

© Na ptikladé nekompaktni mnoZiny
B =(-2,2) x(=2,2)\{(1, D}

demonstrujte smysl definice kompaktnosti, tj. podle definice ukaZte, Ze B neni kompaktni v EZ.



