Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno a prijmeni studenta e 6 6 0 60 6 OO

Zkouskovy test c. 1 z predmetu 01ANB4/01MAB4
30. kvetna 2023, 9:15 — 10:30

Vsechny Glohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A; (16,17) s B; (15,16) s C; (14,15) s D; (12,14) — E; (0, 12)

(1) Vysvétlete, co jsou soustavy 7. a .7, a dokaZzte, Ze jedna z nich je podmnozinou druhé.

D Je jednodimenzionalni mira p(X) zadana vytvorujici funkci

o= s

konecna, pfipadné o—konecna?

(3] Vysvétlete, jak se vypocitava dolni integralni soucet pro Riemanniv integral.

(4] Vyslovte Greenovu vétu a vsechny pojmy v ni korektné definujte.

® Funkee y = y(x, 2) je zadana implicitné rovnici y* — 2zy? + 3z = 12. Vypoéitejte %(4, 3).
® Jaka informace o bodu @ Ize vyvodit z nasledujicich indicii?

gradg(d@) =0 A (V0 > 0) (371,72 € Us(@) = g(Z1) > g(@) > g(@a).

— F;

@ Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Ve formatu J(7) : (o, 5) — R zapiste kfivkovou

parametrizaci Ghlopficky kvadru
K ={(z,y,2) eR*: Jz| <a A [y <b A |2] < e}

Neopomernte explicitné zapsat, co je «, 3, n, .

© Rozhodnéte a zdivodnéte, zda plati vyroky e * € Z(R, p), e € L*(R, ), je-li mira u(X) zadéna

vytvorujici funkci ¢(z) = O(z)z?.

© Jak se definuje rotace vektorové funkce? Ma kazda vektorova funkce rotaci nebo ne?




Jméno a prijmeni studenta e 6 6 0 60 6 OO

Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @

Zkouskovy test c. 2 z predmetu 01ANB4/01MAB4
8. cervna 2023, 9:15 — 10:30

Vsechny alohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A (16,17) — B; (15,16) s C; (14, 15) s D; (12, 14) + E; (0,12) + F;

© Necht o7 je soustava viech konecnéprvkovych podmnozin mnoziny pfirozenych Cisel. Rozhodnéte, zda
se jedna o polookruh, okruh ¢i algebru. Své odpovédi vysvétlete!

@ Dokoncete implikaci

£(@) € CYR3) A 35 > o(o <|Z-dl<é > f@) - f(@) < o) O

(3] Zapiste kfivkovou parametrizaci krivky

2 2 2 y2 >
E:{(‘T’y"”)ERg 0A_+b_2=1Aﬁ_b_2_\E=O}'

(4] Vysvétlete, jak a za jakych podminek |ze skladat dva funkéni vektory.

® Necht a € R je pevné zvolené Eislo. Podle definice ukazte, ze otevreny interval I = (a,+o0) patfi do
7] a poté vycislete jeho miru p,(I) pomoci vytvotujici funkce miry ¢(z).

® Funkee G(z,y,2) : R* — R ma gradient v bodé (z¢, 0, 20) rovny vektoru (8, —4,4). Hessova matice
ve stejném bodé ma podobu

-4 8 20
H= 8§ 0 -4
20 —4 12

Necht je funkce z = z(x,y) zadana implicitné rovnici G(x,y,2) = 0 a necht G(z¢, %0, 20) = 0. Cemu se
rovna

0%z

— ?

8:/./61’ (‘/L‘Oa yO)
(7] Vypoctéte

a:2 y2
|, o= Ba).
R2

(8] Zapiste tvar cylindrickych soufadnic v R? a vyéislete jejich jacobian.

(9] Kdy fekneme, ze plocha S C R? je jednoducha?
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Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @

Zkouskovy test c. 3 z predmetu 01ANB4/01MAB4
14. cervna 2023, 9:15 — 10:30

Vsechny alohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A (16,17) — B; (15,16) s C; (14, 15) s D; (12, 14) + E; (0,12) + F;

(1) Reknéte, co znamena, ze mira je o— konecna.

(2] Zapiste definici plosné parametrizace a poté ji pouzijte na sestaveni parametrizace eliptického valce

2 2
E:{(x,y,z)€R3: %—F%:l}.

O Proveite predpoklady véty o derivaci integralu s parametrem pro pfipad integralu
o0 3
/ re™" sin?(ax) dz.
0

O Naleznéte alespon jeden kriticky generujici bod pro implicitni funkci z = z(z,y), ktera je zadana pro-
stfednictvim rovnice
2?4+ 4y + 2)? + 4y = 8.

Pozn. Je tfeba nalézt konkrétni bod, tedy nikoli néjaky bod s obecnymi souradnicemi.

® Jakou plosnou miru ma kruh o poloméru R centrovany do pocatku soufadné soustavy, je-li mira genero-
vana vytvorujicimi funkcemi p(z) =5z + 3 a ¢¥(y) = y37?

(6 Jaky Gtvar (geometricky) predstavuje nosi¢ funkce g(z,y) = ©(1 — 22 — y?) xy? Nacrtnéte.

(7] Predpokladejte, ze je jiz definovan Riemanniv integral pres interval. Jakym zptsobem se definuje Rie-
manniv integral pres obecnou mnozinu? Neopomefite na predpoklady. Lze takto integrovat pres libovolnou
mnozinu?

O o nejCistsim matematickym zapisem (v symbolech, tj. beze slov) zapiste, co znamena, fekneme-li, ze
funkce f(Z) : E" — R a g(Z) : E" — R jsou p—ekvivalentni.

© Necht je dana funkce g(7) : R® — R tii proménnych. Co je tieba doplnit na &tyfi prazdna mista ve
vyraze
99 (@ 9g
 B(a+ D) - 2(O)
lim o o :
70 T

aby tento vyraz reprezentoval prostredni prvek Hessovy matice funkce g(Z) v bodé @ € R?.



Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @

Jméno a prijmeni studenta e 6 6 0 60 6 OO

Zkouskovy test c. 4 z predmetu 01ANB4/01MAB4
20. cervna 2023, 9:15 — 10:30

Vsechny alohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A (16,17) — B; (15,16) s C; (14, 15) s D; (12, 14) + E; (0,12) + F;

0o presné znamena vyrok, ze plocha S C R? je hladka regularni?

(2] Kdy fekneme, ze zobrazeni F(Z) : R” — R’ je prosté na mnozind Q C R’"? Vyzaduje se precizni
matematicka definice.

(3] Dopliate (nejkratsim moznym zapisem) nasledujici implikaci:
ACRAF(E) € C(RHYAB = f"HA)A(Va € A)(Fx > 0)(|z—a| <% = 2€ A) = B=
Vasi odpovéd zapiste pfimo do tohoto zadani.

(4] Zapiste, jakym zptisobem (a za jakych predpokladii) Ize vycislit abstraktni Lebesguedv integral [, f() du(Z)
prostfednictvim integralu pres klasickou Lebesgueovu miru A(X)?

® 0znacme symbolem A mnozinu vSech analytickych funkci a symbolem B mnozinu vsech hladkych funkci,
tj. B = C*(R"). Ktery z nasledujicich vyroki je pravdivy. Vase odpovédi zapiste pfimo do tohoto zadani.

e g eA = (@) eB;
e y(F)eB = g(@) €A,
e g eA & g eB;
e ANB=.

(6 Vyslovte definici kfivkového integralu druhého druhu.

(7] Vypocitejte smérovou derivaci funkce © = z(y, z) ve sméru (—1,1) v bodé (yo,20) = (—3,0). Funkce
x = x(y, z) necht je zadana rovnici
333—33:22—y2—z2+10:0.

(8] Vyslovte pfesné znéni nutné podminky pro lokalni extrém funkce vice proménnych a na prikladé funkce
h(z,y) = (x —2)3 + (y + 1)? ukazte, jak tuto vétu aplikovat.

O o je norma déleni dvojrozmérného intervalu J = (a1, f1) X ag, B2) ?
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Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @

Zkouskovy test c. 5 z predmetu 01ANB4/01MAB4
26. cervna 2023, 9:15 — 10:30

Vsechny alohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A (16,17) — B; (15,16) s C; (14, 15) s D; (12, 14) + E; (0,12) + F;

O rara metrizujte krivku

2

2 2 2
Yy €z Yy
Kz{(m,y,z)€R3: 34—1:1 /\z:g—z}
a poté rozhodnéte, zda je uzavrena.
(2] Vyslovte postacujici podminku pro lokalni extrém.
(3] Vyslovte pfesné znéni Lebesgueovy véty o integrabilni majoranté a na pfikladé vyrazu

o0 x
. n e
lim x e Ydx
n—oo Jq n-+1

ukazte, co je onou integrabilni majorantou. Zdivodnéte!

O Jake integraly (typové) mezi sebou prevadi Stokesova véta?

O0 urcete objem koule o poloméru R pti mite, ktera je generovana vytvorujici funkci (1) = 73.

(7] Popiste treti (posledni) krok Lebesgueova integralu a pokuste se pomoci ného vycislit integral fR x dA\(z).

© Jakou vlastnost musi spliovat funkce a jakou mnozina, abychom méli stoprocentni jistotu, ze funkce
bude mit na tého mnoziné globalni maximum?

—

© Necht je dan bod )= (a,b,c) a generujici funkce H(z,y, z), pro niz plati, ze grad H(\) = (6,3, 3)

—

a Hessova matice H(A) ma vsechny prvky rovné Cislu 2. Rovnice H(x,y,z) = 0 necht zadava implicitni
funkci z = z(z,y). Jakou hodnotu ma

l

0%z

el ?
910y (a,b)?

Poznamka k hodnoceni: @ Hodnoti se spravné sestaveni integralu. ® Hodnoti se spravnost Ciselného
vysledku.
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Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @

Zkouskovy test c. 6 z predmetu 01ANB4/01MAB4
12. cervence 2023, 9:15 — 10:30

Vsechny alohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A (16,17) — B; (15,16) s C; (14, 15) s D; (12, 14) + E; (0,12) + F;

(1) Ukazte, jak |ze dokazat, ze jednodimenzionalni klasicka Lebesgueova mira jednoprvkové mnoziny je nula.
(2] Vyslovte a dokazte zakladni vétu o méfitelnosti funkce..
© Sestavte integral, ktery reprezentuje vypocet plosného integralu z funkce e~ @iyt pfes rovinu
3r —2y+2=25.
Hodnotu integralu nevycislujte.
(4] Vyslovte vétu o polynomické aproximaci funkce vice proménnych.

(5] Rozhodnéte, které z vyrok
e zc Z(R,N),
e v Z*(R,N),
o 72 Z(R,\),
o 72 € L*(R,))

jsou pravdivé a které ne.

O co musi spliovat bod (xg, o, 0, uo, vo), aby byl kritickym bodem p¥i pokusu konstruovat implicitni
funkce z dvojice generujicich rovnic

F(z,y,z,u,v) =0, H(z,y,z,u,v) =07
(7] Vyslovte a dokazte vétu o aditivité Riemannova integralu v mezich.
(8] Kdy Fekneme, Ze je soustava mnozin polookruhem?

© 0 ¢cem pojednava tzv. integralni formule pro Lebesgueovu miru?



Jméno a prijmeni studenta e 6 6 0 60 6 OO

Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @

Zkouskovy test c. 7 z predmetu 01ANB4/01MAB4
28. srpna 2023, 9:15 — 10:30

Vsechny alohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A; (16,17) — B; (15,16) — C; (14,15) — D; (12,14) — E; (0,12) — F;

© Funkee g(x,y) = xy> ma v bodé (z,y) = (0,0) zcela jisté totalni diferencal. Cemu konkrétné se rovna
vyraz

n(h)

121
z definice totalniho diferencialu? Ve vyrazu museji byt viechny operace/symboly rozepsany pouze pomoci
elementarnich matematickych operaci.

@ Sestavte plosnou parametrizaci eliptického paraboloidu

S=2q(x @eﬁ~ﬁ—2+£—o

® Co musi splhovat bod (x¢, yo, 20, w0, Vo), aby byl kritickym bodem pfi pokusu konstruovat implicitni
funkce z trojice generujicich rovnic

F(z,y,z,u,v) =0, G(z,y,z,u,v) =0, H(z,y,z,u,v) =07
Sami si zvolte, ktera z pismenek budou reprezentovat implicitni funkce a ktera jejich proménné.
O Ukazte, ze zobrazeni (r,5) = (2 — y?; 2y) je regularni na R?\ {(0,0]}, ale neni prosté.
(5] Kdy rfekneme, ze mnozina C' C R” je hladkou regularni krivkou?

® Rozhodnéte (a zdavodnéte), zda je mnozinova soustava
% ={A CR?: Aje oblast}
okruhem.

@ Nekonecné diferencovatelna funkce méa v bodé @ vSechny slozky gradientu nulové a jeji Hessova matice

ma tvar
-3 0 Vb
H; = 0o -2 0
V501

Jaky zavér o bodu @ lze z téchto indicii udélat?
(8] Vyslovte vétu o monotonii Lebesgueova integralu.

@ Predchozi vétu dokazte.
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Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @

Zkouskovy test c. 8 z predmetu 01ANB4/01MAB4
14. zari 2023, 9:15 — 10:30

Vsechny alohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A (16,17) — B; (15,16) s C; (14, 15) s D; (12, 14) + E; (0,12) + F;

@ Hessova matice analytické funkce f(x,y, z) ve stacionarnim bodé @ = (1, —3,2) je tvaru

4 4 4
H=1| 4 -4 4
4 4 -4

Zapiste jeji Tayloriiv polynom druhého fadu. Uzijte také faktu, ze jeji graf prochazi bodem (1,—-3,2,7).

@ V definici meritelnosti funkce f(Z) se testuje,

A: zda je definicni obor funkce méfitelnou mnozinou;
e B: zda je obor hodnot méfitelnou mnozinou;
e C: zda je vzor mnoziny (a, +00) méfitelnou mnozinou (rozumi se pro vsechny «);
e D: zda je funkce f(Z) finitni;
e E: zda je mnozina (o, +00) méfitelnd (rozumi se pro vsechny «);
Ktera z odpovédi je spravna? Zakrouzkujte ji zde v zadani.

® Jebod @z alohy @ bodem ostého lokalniho extréemu? Podrobné vysvétlete.
(4] Rozhodnéte, zda je mnozinova soustava

o = {0:{05 {01 {9, A1 {09, 0{0,0,9,4) }
okruhem, resp. polookruhem.

Ou integralu fooo x? sin(ax)e_:”4 dz naleznéte integrabilni majorantu, o niz pojednava véta o derivaci in-
tegralu podle parametru, Integrabilitu potvrdte vypoctem.

O z, jakych podminek plati rovnost

(7] Zapiste plosnou parametrizaci horni poloviny jednodilného eliptického hyperboloidu
2 2 2
_ 3. X Yy z B
E—{(az,y,z)eR 2= 0A §+b_2_c_2_1}'

Neopomente urcit jeji definicni obor.

Dalsi alohy (8)9 jsou na druhé strané tohoto zadani!



(8] Predpokladejte, ze je jiz zaveden Riemanniv integral pres uzavreny interval (a, b) x (¢, d). Jakym zpiso-
bem se pak zavadi Riemanniiv integral pres obecnou mnozinu A C R?2. Jakou vlastnost musi mi mnozina A?

© Jakou podminku musi spliovat bod (¢, yo, 20, uo), aby byl kritickym bodem pfi pokusu konstruovat
implicitni funkce z trojice generujicich rovnic

F(x7y7 Z7u) = 07 G(a:?y? Z7u) = 0?

Sami si zvolte, ktera z pismenek budou reprezentovat implicitni funkce a ktera jejich proménné.



