Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze celkem
Prijmeni a jméno O 0 0 0 0 O Bonus

Zkouskova pisemna prace c. 1 z predmetu O1RMF
12/01/2015, 9:00-11:00

[ ] (8 bodu)

Necht 7 je funkcionalni Hilbertiv prostor. Necht ¢n(X), kde n € N, jsou viechny ortonormalizované vlastni
funkce operatoru L : 57 +— 2 prislusné vlastnim hodnotam A,. Necht jsou vsechny vlastni hodnoty prosté.
Necht f(X),g(X) € 7 a (flgn) = r—11 a (glen) = Fll Vypoctéte vzdalenost funkci f(x), g(X) v daném Hilbertové
prostoru. Jakou vlastnost operatoru musite pro ziskani feSeni predpokladat?

Poznamka: V zaznamu feSeni disledné rozlisujte Ciselné fady a fady podle normy. Pro sumaci podle normy
uzijte symboliky Zzl %#¢e(X).

L] (8 bodu)

Metodou iterovanych jader (tj. uzitim rezolventy) feste Volterrovu integralni rovnici

X \,2
(,o(X):/,tf Y&y i(y) dy + 8e?*.
0

Tvar iterovaného jadra ovérte detailné indukci! Odlisnad metoda FeSeni je nepripustna!

[ (11 bodu)

Je dobfe znamo, ze
2
_X= 4
e 2?2 Z 0.

lim
o—0, 1/271-0-
Vy ale sestavte posloupnost regularnich distribuci, ktera konverguje k 6’ a své tvrzeni dokazte dvéma rtiznymi

postupy.

[ ] (8 bodu)

Uzitim Laplaceovy transformace vypoctéte pro a,3,y > O integral

f‘x’ e—XaX (cosz(ﬁx) + Sir?(yx) — cog(yx) — sinz(ﬁx)) dx.
0

] (7 boda)
Dokazte:
f(X) e LG AHCG A u(H) < +0 = f(X) € ZA(H).

[ (8 bodu)
Odvod'te vztah pro F[(ix)"f(X)] ve Schwartzové prostoru .(R) a pro ‘5‘[3—);1] v prostoru .’ (R) temperovanych
distribuci.




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze celkem
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Zkouskova pisemna prace c. 2 z predmetu O1RMF
19/01/2015, 9:00-11:00

[ (8 bodu)

Necht . je funkcionalni Hilbertiiv prostor a L : 5 > J# linearni a spojity operator na . Necht jeho
ortonormalizované vlastni funkce ¢n(X) pfislusné vlastnim hodnotam A, generuji bazi v 7. Jak se zméni
vzdalenost dvou obrazii L(f), L(g) € ## v porovnani se vzdalenosti ptivodnich vzori f(x),g(X) € J#, vite-,
Ze vsechna vlastni Cisla Ap € C lezi na jednotkové kruznici?

Pozndmka: V zaznamu feSeni disledné rozlisujte Ciselné fady a fady podle normy. Pro sumaci podle normy
uzijte symboliky 7> #¢(X).

[] (10 boda)
V prostoru jednorozmérnych zobecnénych funkci vypoctéte limitu

lim pe‘“zxz COSBX).

HU—+00
Pomocny integral vypoctéte uzitim véty o derivaci integralu podle parametru.
[] (10 boda)
Naleznéte vztah 7 = (X, y), ktery spolecné se vztahem & = ye* prevadi parcialni diferencialni rovnici

d%u H2u H2u du

au _ 4x
e Ay? yaxay ox 5y6y =8y

na normalni tvar. Rovnici vyreste.

] (6 bodu)

S pomoci Fourierovy transformace naleznéte vsechna reseni algebraické rovnice
Xu(X) =0 (neN)
v prostoru temperovanych distribuci.

L] (9 bodu)

Laplaceovou transformaci (ovsem nikoli pres fundamentalni feSeni operatoru) feste Cauchyovu tlohu

YY) + 2y (X) — 4y (X) — 8y(X) = —24x — 12
y0)=2 & y(0)=6 & y’(0)=12

] (7 bodu)
Necht f(X),g(X) € A (E"). Dokazte, ze
I(F * )X < [IF R - lg(Rl, (1)
kde ||Ih(X)|| = fE, |n(X)| dx. Existenci konvoluce nepovazujte za zfejmou! Za jakych podminek nastava ve

vztahu (1) rovnost? Zdivodnéte.



Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze celkem
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Zkouskova pisemna prace c. 3 z predmetu O1RMF
26/01/2015, 9:00-11:00

[ (7 bodu)

Dokazte, ze operator T = jl; Xe~SX

e dX pFipousti volbu
Dom(T) = .% = {¢(X) € .Z(R) : suppf) c (0, +o0)}.

Jakou jinou volbu definiéniho oboru zadany operator také pripousti? A proc?

(] (10 boda)
Oznaéme .7, = {p(X) € .Z(R) : suppl) C (0, +0)} a na ., definujme integralni transformaci predpisem

TTe(x)] = fR (x-S dx.

Odvodte (v analogii s fourierovskymi, resp. laplaceovskymi desatery) pravidlo o 7 —obrazu prvni derivace, o
Nn—té derivaci 7 —obrazu a o zdméné obrazu a vzoru.

[ (9 bodu)

Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht jsou dany omezené operatory L, K : 5 +— s &sté bodovymi spektry,
pro které existuje totozny systém vlastnich funkci. Pak operatory L, K nutné komutuji. Co lze z danych
predpokladii usoudit o vlastnich funkcich slozeného operatoru? Vénujte zvyseny diiraz poctivé argumentaci
vasich tvrzeni. Pfi bodovém hodnoceni je ke kvalité argumentaci vyrazné prihlizeno!

[ ] (6 bodu)
Vypoctéte konvoluci:
120(X) X* * O(X) co(X).

[ (10 bodu)

V prostoru dvourozmérnych temperovanych distribuci vypoctéte limity

lim A%e~F0C,lim [a%e M)

A—o0
(] (8 bodu)
Naleznéte regularni transformaci prevadéjici parcialni diferencialni rovnici

Pt of  f_of  f
OXdy OXx  Axoz dy Oyoz

do normalniho tvaru. Normalni tvar zapiste a stanovte typ zadané rovnice.



Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze celkem
Prijmeni a jméno U U U U U U Bonus

Zkouskova pisemna prace c. 4 z predmetu 01RMF
05/02/2015, 9:00-11:00

[ (8 bodu)
Pro funkce ¢(X), y(X) € .(E") dokazte rovnost
92 Op oy

a podrobné prokazte, ze obé strany ziistavaji v .7 (E").

L] (8 boda)

Necht a,b > 0 jsou parametry. Aplikaci Laplaceovy transformace vypoctéte integral

2 2
foo e aX _ e—b X dx
0 x3/2 :

L] (9 boda)

Naleznéte fourierovsky obraz zaporné Sochockého distribuce, tj.

*[5n)

Odvozeni podrobné komentujte a pomocny Fourieriiv obraz 3[90)1(] detailné odvod'te! Hodnotu pomocného

integralu fooo Sin—)((ax) dx odvod'te uzitim Laplaceovy transformace. Vysledek alohy maximalné zjednoduste!

L] (8 boda)
Dokazte, ze je-li g(X) € Zoc(E"), pak funkcional § zavedeny nad Z(E") predpisem

@)= [ o9 ex

je z 2’(E"). Vénujte zvyseny diiraz poctivé argumentaci vasich tvrzeni. Pfi bodovém hodnoceni je ke kvalité
argumentaci vyrazné prihlizeno!

[ (9 bodu)
Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Naleznéte fundamentalni FeSeni operatoru
T &2 #? P

— +2ai— -a—
a2 Mot % o

v prostoru 2’ (R1*1).

L] (8 bodu)

Cemu se v 2’(R) rovna limita
lim O(X)A%(1 - AX)e™* 2
—+00
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Zkouskova pisemna prace c. 5 z predmetu 01RMF
11/02/2015, 9:00-11:00

[ (8 bodu)
Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Naleznéte fundamentalni FeSeni operatoru
CLF o

— 4+ 20— -4
a2 T Moo o

v prostoru 2’ (R*1).

[ (10 bodu)

Aplikaci Laplaceovy transformace feste

Y’—2y+y:3—4foxsin(x—u)cos(1)du & y0)=6 & y(@©)=3

Pred mechanickym pocitanim dejte radgji prednost Givaze o moznych zjednodusenich postupu.

(1 (9 bodu)

Metodou iterovanych jader (tj. pomoci rezolventy) Feste integralni rovnici

o=k [ Le)ay+ sxe

Tvar {—tého iterovaného jadra ovérte detailné indukcil

] (8 bodu)
Rozhodnéte, definuje-li predpis

- = @(x)

(h; (X)) = —= dx

) 0 VX
zobecnénou funkci. Pokud ano, rozhodnéte, je-li tato zobecnéna funkce regularni, a maximalné zjednoduste
vyraz .
x-h.

] (8 bod)

Necht a, b > 0 jsou parametry. Aplikaci Laplaceovy transformace vypoctéte integral

2
foo e=8X _ e—bzx ix
0 372 :

(] (7 bodu)

Korektnimi postupy vypocitejte

v 7'(R).



Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze celkem
Prijmeni a jméno U U U U U 0 Bonus

Zkouskova pisemna prace c. 6 z predmetu O1RMF
05/03/2015, 9:00-11:00

[ (8 bodu)

Naleznéte vlastni funkce a vlastni Cisla integralniho operatoru

K:f e Y(x+Yy)ye dy.
0

[ (10 bodu)

Ve t¥idé zobecnénych funkci 27 (R?) maximalné zjednoduste vyraz

. 1 d%6
lim [13e¥P= © 122— .
A—c0 X dy?

[ (8 bodu)
Maximalné zjednoduste konvoluci
O,(e" —eX) x §".

Zjednoduseni proved'te aplikaci definic, tj. bez pouziti tvrzeni o konvolucich tvaru f(X) * 6.

[ ] (8 bodu)

(8 bodu)

Necht . je funkcionalni Hilbertiiv prostor a L : 5 > J# linearni a spojity operator na . Necht jeho
ortonormalizované vlastni funkce ¢n(X) pfislusné vlastnim hodnotam A generuji bazi v 7. Je norma obrazi
L(f) € 2 v porovnani s normou piivodnich vzorii f(X) € % vétsi, mensi nebo stejna? Stanovte pfislusny
pomér a na jeho zakladé rozhodnéte. Uzijte faktu, ze vlastni ¢isla A € C splhuji vztah

Vke N: RE(a1) + IM?(lau1) =4 & RE(Ax) + Im?(Ax) = 1.

Poznamka: V zaznamu feSeni disledné rozlisujte Ciselné fady a fady podle normy. Pro sumaci podle normy
uzijte symboliky 2oy %#¢e(X).

[ (8 bodu)

Laplaceovou transformaci feste Cauchyovu tlohu pro integrodiferencialni rovnici

f+31—4jﬂ4$ds:&xw & 20,)=-2 & Z(0,)=0.
0

(] (8 bodu)

Naleznéte funkci ¢(X) splhujici rovnost

o(X) = 2 fo (e 1 xyPe ™) ) dy — Sxe .



