Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno (1) (2) © (4] (5

Zkouskova pisemna prace c. 1/A z predmetu O1RMF
15/01/2016, 9:00-10:00

O Je funkcional definovany predpisem
X
@)= [ 20 ax
R X
ze tiidy 2’(G), kde G = (1, +0). Vysvétlete!

@ Cemu se rovna Lf(x) * g(x)] a za jakym podminek? Odvod'te a vypocet podrobnéji komentujte. Neopo-
mente diskutovat, zda f(x) * g(x) ma skutecné Laplacetiv obraz!

(3) Vyslovte a dokazte vétu o Parsevalové vzorci a Parsevalové rovnosti.

D Necht £ a K jsou Volterrovy integralni operatory s jadry 7 (x,y) a £ (x,y). Jakého tvaru je jadro .#(x,y)
integralniho operatoru M := LK? Je M také Volterriv?

(5) U kazdé z nize uvedenych tid uvedte (ANO/NE), zda funkce h(x) = ®(x)x’e~2* do dané tidy patfi:

e 7(R),
e Z(R),
o« Z2(R),
e Z(R).

K postupu do dalsiho kola je tieba zodpovédét alespon 4 otézky spravné. Mezi spravné zodpovézenymi dlohami MUSI
byt didkazova uloha ¢. 3!




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno studenta (tiskacim pismem) 0 9 9 O @@

Celkové hodnoceni zkousky (ve formatu A,B,C,D,E,F): Podpis studenta:

Zkouskova pisemna prace c. 1/B z predmetu 01RMF
15/01/2016, 10:30-11:30

O (15 boda)

Vypoctéte limitu

lim
/J—?OO

(1)

Podrobné komentujte! Neopomente také komentovat, jak chapete soucin v levém argumentu tenzorového
soucinu (1). Je definovan korektn&?

.2
(Sm W) plg 5@)).
Ux x

A (11 boda)

Dokazte vétu: Necht f,g € &’ a g je finitni. Pak existuje konvoluce f * g a pro kazdou testovaci funkci
o(X) € Z plati
(f * 8.0(0) = (f() ® (), n(Ne(X + ),

kde n(y) je libovolna testovaci funkce, ktera ... (doplite!).
® (8 boda)
Necht L je operator s Cisté bodovym spektrem, jehoz spektrum lezi v R. Necht A, € of(L) a A # . Oznaime

04 = {p(x) € - L(gp(x)) = Ap(0)}, Oy = {Y(x) € S L)Y = pyp(x)}.

Dokazte, ze Qi L Q. Jsou vsechny predpoklady této véty nezbytné? Proc? Dale rozhodnéte, zda jsou Q, a
Q. vektorové prostory. Argumentujte.

D (6 boda)

Odvodte Fourieriiv obraz F[xyel™].




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno (1) (2) © (4] (5

Zkouskova pisemna prace c. 2/A z predmetu O1RMF
22/01/2016, 9:00-10:00

O Lei (ANO/NE) funkce ®(x)e*, resp. distribuce O(x)e’* v nasledujici tfidé? Vasi odpovéd zapiste pfimo
do tohoto zadani!

7R,
7 (R),
ZR),
7'R).

(2] Dokazte, ze zobrazeni & : .’ — ./’ je spojité.
(3] Vyslovte a dokazte (se vSemi nalezitostmi) zakladni vétu o feseni diferencialni rovnice v 2’.
(4] Formulujte Cauchyovu Glohu pro dopravni rovnici a preved'te ji do feci zobecnénych funkci.

O Jak je definovana superstejnomérna konvergence v Z(E”) a jak konvergence v ' (E")?

K postupu do dalsiho kola je tieba zodpovédét alespon 4 otazky spravné. Mezi spravné zodpovézenymi tlohami MUSI
byt diikazové dlohy ¢. 2 a 3!




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno studenta (tiskacim pismem) 0 9 9 O @@

Celkové hodnoceni zkousky (ve formatu A,B,C,D,E,F): Podpis studenta:

Zkouskova pisemna prace c. 2/B z predmetu 01RMF
22/01/2016, 10:30-11:30

© (9 boda)
Reste: . |
o) =2 f (v + 2™ () dy - Fxe
0

Vysvétlete, pro€ pfi feSeni této alohy neni mozné uzit ani metodu postupnych aproximaci ani metodu itero-
vanych jader.

A (10 boda)
Dokazte komutativitu tenzorového soucinu. Postupujte formalné korektné a jednotlivé kroky dtikazu komen-
tujte.

® (14 boda)

Integralni transformace je definovana predpisem

T )] = fR Fxe-" dr.

Dokazte, ze Laplacetv prostor Z(R) miize byt vhodnym defini¢nim oborem takové transformace. V analogii
ke zndméjsim integralnim transformacim se poté pokuste zformulovat co nejobecnéjsi pravidlo pro 7 —obraz
konvoluce. Pfi hodnoceni se ve zvySené mife dba na kreativitu reSeni a poctivost teoretickych argumentaci.

O (7 boda)
Jak souvisi hodnota funkcionalniho diskriminantu D(x, y) s oblastmi excentricity parcialni diferencialni rovnice
druhého fadu? Dokazte a své zavéry podrobné zdtivodnujte.




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno (1) (2) © (4] (5

Zkouskova pisemna prace c. 3/A z predmetu O1RMF
02/02/2016, 9:00-10:00

(1) Vyslovte definici nosice zobecnéné funkce a podle ni rozhodnéte, jak vypada nosi¢ zobecnéné funkce

7
@ 0(x) = fz Pl dx.

(2] Vyslovte a dokazte vétu o feSeni Fredholmovy integralni rovnice metodou postupnych aproximaci. Do-
kazte také pomocné tvrzeni o omezenosti Fredholmova integralniho operatoru. Kde se tohoto tvrzeni v ditkaze
vyuziva?

(3] Definujte Schwartziiv prostor a rozhodnéte, zda do néj funkce g(x) = e ¥ patfi.
(4] Vyslovte a dokazte vétu o ortogonalité vlastnich funkci.

(5 Vyslovte vétu o zjednodu3eni definice zobecnéné konvoluce na Z;(R).

K postupu do dalsiho kola je treba zodpovédet alespon 4 otazky spravné. Mezi spravné zodpovézenymi dlohami MUSEJI
byt ditkazové tlohy ¢. 2 a 4!




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno studenta (tiskacim pismem) 0 9 9 O @@

Celkové hodnoceni zkousky (ve formatu A,B,C,D,E,F): Podpis studenta:

Zkouskova pisemna prace c. 3/B z predmetu O1RMF
02/02/2016, 10:30-11:30

O (9 boda)
DokaZte, Ze feSeni Volterrovy integralni rovnice ziskané metodou postupnych aproximaci je jediné. DokaZte
také potrebnou vlastnost tykajici se mnozin Wy a Wy.

A (7 boda)

Aplikaci teorie integralnich transformaci dokazte rovnost

X X1 X2 Xn—-2 Xn—1 X
f f f .. f f f(x,) dx,dx,—1 ...dx3dxpdx; = Af (x - s)"_lf(s) ds.
0 Jo 0 0 0 0

Cemu musi rovna konstanta A? PFi hodnoceni se ve zvysené mife dba na kreativitu fedeni a poctivost teore-
tickych argumentaci.

O (12 boda)
Necht je dan operator L : 7 +— s Cisté bodovym spektrem, jehoz viechny vlastni &isla jsou prosta a jsou
tvaru

T .. (T
A, = 8cos (%) -8i s1n(ﬂ), (n e N).

Pokuste se co nejpresnéji urcit (a své tvrzeni dolozit nalezitym vypocem) podobu mnoziny

_[ILH - Lig)l
U‘{ If - gll

Jak se zméni vysledek, bude-li mit kazdé z vlastnich Cisel geometrickou ndsobnost rovnou trem?

D f(0),8(x0) € AN f(x) # g(x)}-

O (12 boda)

Ve tridé zobecnénych funkci vypocéitejte limitu

1 !’
lim 7 sin® (J—C) (7’—) .
n—oo n X




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno (1) (2) © (4] (5

Zkouskova pisemna prace c. 4/A z predmetu O1RMF
10/02/2016, 9:00-10:00

0 Dokazte, ze jsou-li f, 2 regularni distribuce s generatory f(#),g(X) € IL;(E"), pak f * g existuje a je také
regularni. Co je jejim generatorem?

(2] Vyslovte definice operatoru s Cisté bodovym spektrem a unfoldovaného spektra.
(3) Vyslovte a dokazte vétu o zobecnéné derivaci skokové funkce.

O Kde je chyba v nasledujicim tvrzeni? A proC by to takto nemohlo fungovat? Necht f,g € Z;(R). Pak
existuje konvoluce f * g € Z.(R) a pro kazdou testovaci funkci p(x) € Z(R) plati

(f * g ) = (f(x) @ g, mX)M()e(x + ),

kde n1(x),m(y) € Z(R) jsou libovolné testovaci funkce, které jsou na okoli intervalu {0, 0) rovny jedné a
existuje pro né K < 0 tak, ze plati implikace x <K A y <K = ni(x) =m() =0.

@ Odvod'te obecny vztah mezi £[y”(x)] a L[y(x)].

K postupu do daliiho kola je tfeba zodpovédet alespon 4 otazky spravné. Mezi spravné zodpovézenymi tilohami MUSEJI
byt ditkazové dlohy ¢. 1 a 3!




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno studenta (tiskacim pismem) 0 9 9 O @@

Celkové hodnoceni zkousky (ve formatu A,B,C,D,E,F): Podpis studenta:

Zkouskova pisemna prace c. 4/B z predmetu O1RMF
10/02/2016, 10:30-11:30

O (7 bodi)

Jaké jsou predpoklady ve Fubiniové vété? A jak je jejich splnéni garantovano ve vété o zaméné Fourierova
vzoru a Fourierova obrazu v integralu, tj. j;{f(x)G(x) dx = fR F(x)g(x)dx? Tvrzeni dokazte (2 body), ale pod-
statné vice pozornosti vénujte podrobnému stanoveni predpokladii ve Fubiniové vété a zaruceni jejich naplnéni.

A (11 boda)
Necht je dan operator L s isté bodovym spektrem operujici na Hilbertové prostoru 7. Necht f(x) €
je zvoleno pevné. Oznalme pfislusnou operatorou bazi B = {p)(x), ¢2(x), 3(x),...}. Pro zadané objekty je

zZnamo, ze
o n
YneN: (Lflgy) = e

(flo1) =,

Vn e N : (flgne1) = <f|;0”>-

Vypogitejte, €emu se rovna podil 121 II%I)”'

® (10 boda)
Bez pouziti Sochockého vzorcii a integralnich transformaci vypocitejte x - ﬁ. Vétsi pozornost vénujte teo-
retickym zdtvodnénim.

O (12 boda)

Rozhodnéte, definuje-li predpis
(3:0(x)) := f In [x] - @(x) dx
R

zobecnénou funkci. Pokud ano, rozhodnéte, je-li tato zobecnéna funkce reguléarni, a vypoctéte jeji prvni deri-
vaci.




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno (1) (2) © (4] (5

Zkouskova pisemna prace c. 5/A z predmetu O1RMF
18/02/2016, 9:00-10:00

(1) Vyslovte a dokazte vétu o harmonickém reSeni dopravni rovnice.

(2] Definujte pojem meze integralniho jadra a pro Fredholmovo jadro dokazte jeji konecnost. Déle ukazte, ze
z existence meze plyne spojitost pfislusného operatoru v .23(G). Co je navic nutno pfedpokladat o G?

(3) Vyslovte a dokaZzte Besselovu nerovnost.
(4] Definujte prostor testovacich funkci.

(5) Definujte konvoluci v 2’ a na jejim zakladé vypocitejte f % du. Ve vypoctu radné zdiivodnéte, pro¢ na
nékterém misté Ize a na jiném nelze zaménit limitu a funkcionalni zavorky. Ulohu Feste pro f € Z’, pro niz
neni garantovano, ze je regularni.

K postupu do dalsiho kola je treba zodpovédet alespon 4 otazky spravné. Mezi spravné zodpovézenymi tlohami MUSEJI
byt diikazové dlohy ¢. 1 a 3!




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno studenta (tiskacim pismem) 0 9 9 O @@

Celkové hodnoceni zkousky (ve formatu A,B,C,D,E,F): Podpis studenta:

Zkouskova pisemna prace c. 5/B z predmetu O1RMF
18/02/2016, 10:30-11:30

© (10 boda)

Ukazte, e znate-li pro operator s Cisté bodovym spektrem tzv. maticové elementy, tj. prvky tvaru (L(¢p)lgn) =
Bin urcené pro viechny prvky operatorové baze, pak je pomoci nich (a také pomoci fourierovskych koefici-
enti) mozno vy&islit normu [ILf]| pro libovolnou funkci f(x) € 7. Jakou podminku byste kladli na maticové
elementy, aby byla garantovana hermiticita operatoru L? Jaké vlastnosti ma matice B = (Bi)x?

A (8 bodi)

Uzitim Laplaceovy transformace vypoctéte urcity integral

f * sin(x) — x cos(x) dx.
0

13

® (13 boda)
Rozhodnéte, definuje-li predpis
< o(x

e 4

Vx
zobecnénou funkci. Pokud ano, rozhodnéte, je-li tato zobecnéna funkce regularni, a maximalné zjednoduste
vyraz x-h’. V odvozeni ukazte misto, kde by argumentace selhala, kdyby v definici superstejnomérné konver-
gence nebylo garantovano stejnomérné omezeni nosice.

(h; () :=

O (9 boda)

Zodpovézte a vase tvrzeni podporte korektnim vypoctem: Necht
u(x, ) € €' (R*) \ €*(R?).

Necht w(x, 1) je zobecnéna funkce generovana klasickou funkci O(f)u(x, 7). Cemu je v 2'(R?) roven vyraz

ow
—(x,07?
0t(x )

Jak Ize vysledek zjednodusit za predpokladu, ze u(x, 1) € €*(R?)?




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno (1) (2) © (4] (5

Zkouskova pisemna prace c. 6/A z predmetu O1RMF
30/03/2016, 9:00-10:00

O Necht w(x) je Cimrmanova bufinka o jednotkovém poloméru, tj. & = 1. U kazdé z nize uvedenych trid
uvedte (ANO/NE), zda funkce h(x) = w(x)x*’e~>* do dané tFidy patfi:

° 7(R),
o« Z(R),
e Z(R),
Z1(R).

O 7 definice hermiticity operatoru odvod'te podminku pro jadro .# (X, ¥) : GXG — C integralniho operatoru
K definovaného na % (G) postacujici pro to, aby K byl hermiteovsky.

(3] Vyslovte a dokazte (se viemi nélezitostmi) zakladni vétu o Feseni diferencialni rovnice v 2’ (E").
(4] Definujte geometrickou nasobnost vlastniho Cisla operatoru.

(5 Vyslovte a dokazte vétu o harmonickém FeSeni dopravni rovnice.

K postupu do daliiho kola je treba zodpovédet alesponi 4 otazky spravné. Mezi spravné zodpovézenymi tilohami MUSEJI
byt ditkazové dlohy ¢. 3 a 5!




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno studenta (tiskacim pismem) 0 9 9 O @@

Celkové hodnoceni zkousky (ve formatu A,B,C,D,E,F): Podpis studenta:

Zkouskova pisemna prace c. 6/B z predmetu O1RMF
30/03/2016, 10:30-11:30

© (10 boda)
Pro parcialni diferencialni operator
0 28_2 0

=2

- b— A
3 aax2 bé)x’ (a>0ADb>0)

zformulujte prislusnou Cauchyovu alohu, prevedte ji do prostoru zobecnénych funkci a naleznéte fundamen-

talni Feseni. Pro acely tohoto prikladu si na zakladé vlastnosti Fourierova desatera odvodte Fourieriiv obraz
2

funkce g(x) = e™=",

A (10 boda)

Rozhodnéte, zda predpis
fo 3¢ ¢ (x) du (2)

definujte zobecnénou funkci z 2’(R). Pokud ne, ukazte na konkrétnim prikladé, kde predpis (2) selhava. Pokud
ano, éemu se takova distribuce rovna? Dale rozhodnéte, zda predpis (2) definujte zobecnénou funkci z .’ (R).

® (10 boda)

Dokazte, ze je-li g(x) € Z(R) hustotou pravdépodobnosti, k niz existuji vsechny necentralni momenty, pak
Ize sestavit Maclaurinovu fadu jejiho Laplaceova obrazu. Rozeberte také viechny technikality na pozadi (ana-
lytiénost Laplaceova obrazu, obor konvergence, definiéni obor Laplaceova obrazu). Bude-li tfeba, klad'te na
funkci g(x) dal3i omezeni.

O (10 boda)

Ve tfidé zobecnénych funkci 2’(R*) maximalné zjednoduste vyraz

1 d?6
lim Px’e 7P y2—2.
A—00 X d_y




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno o 9 e O 9

Zkouskova pisemna prace c. 7/A z predmetu O1RMF
04/05/2016, 9:00-10:00

(1) Vyslovte a dokazte (se vsemi nalezitostmi) zakladni vétu o feSeni diferencialni rovnice v 2.

(2] Vyslovte a dokazte vétu o feSeni Volterrovy integralni rovnice metodou postupnych aproximaci. Neopo-
mente prokazat jednoznaCnost Feseni.

(3] Definujte regularni distribuci.
O Jak je zavedena konvergence v prostoru Z’(E")?

® Jakeho typu excentricity je diferencialni rovnice

& & &
4S8 1 4x 28 (6x+ 9028

— =07
ox? dxdy dy?

K postupu do dalsiho kola je treba zodpovédet alespori 4 otazky spravné. Mezi spravné zodpovézenymi ilohami MUSEJI
byt diikazové dlohy ¢. 1 a 2!




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno studenta (tiskacim pismem) 0 9 9 O @@

Celkové hodnoceni zkousky (ve formatu A,B,C,D,E,F): Podpis studenta:

Zkouskova pisemna prace c. 7/B z predmetu O1RMF
94/05/2016, 10:30-11:30

© (10 boda)
Dokazte komutativitu tenzorového soucinu. Vyslovte téz znéni lemmatu, bez kterého by nebylo mozno dikaz
provést.

@ (10 boda)
Dokazte, ze pokud je g(x) exponencialniho ristu, pak limita
5 In|g(x)|
im
X—+00 X

vzdy existuje a jeji hodnota je rovna indexu riistu dané funkce.

® (10 boda)
Ve t¥idé zobecnénych funkci 2’(R?) maximalné zjednoduste vyraz
i 1
lim e” sin(cy) ((5(x -Ww® M . P—).
c—00 cy y
Uzijte faktu, ze j;{ Sini(fx)dx =B
D (10 boda)
Je dobre znamo, ze X .
lim e a2 Z
-0, \/EO'

Vy ale sestavte posloupnost regularnich distribuci, kterad konverguje k &" a své tvrzeni dokazte dvéma riiznymi
postupy.




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

P¥ijmeni a jméno (1) (2) © (4] (5

Zkouskova pisemna prace c. 8/A z predmetu O1RMF
31/05/2016, 13:00-14:00

(1) Definujte omezenost a hermiteovskost operatoru. Jak jsou tyto pojmy provazany?
(2] Vyslovte a dokazte vétu o Parsevalové vzorci a Parsevalové rovnosti.

(3] Vyslovte a dokazte vétu o feseni Fredholmovy integralni rovnice metodou postupnych aproximaci. Neo-
pomeite prokazat jednoznacnost Feseni.

O Jak je zavedena superstejnomérna konvergence v prostoru testovacich funkci?

® Necht 1. a K jsou Volterrovy integralni operatory s jadry J# (x,y) a .Z(x,y). Jakého tvaru je jadro .Z (x,y)
integralniho operatoru M := LK? Je M také Volterriiv?

K postupu do dalsiho kola je treba zodpovédet alespon 4 otazky spravné. Mezi spravné zodpovézenymi dlohami MUSEJI
byt ditkazové dlohy ¢. 2 a 3!




Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno studenta (tiskacim pismem) 0 9 9 O @@

Celkové hodnoceni zkousky (ve formatu A,B,C,D,E,F): Podpis studenta:

Zkouskova pisemna prace c. 8/B z predmetu 01RMF
31/05/2016, 14:30-15:30

© (10 boda)

Provedte dekonvoluci
20(x0)x% * g(x) = [3 —4x+2x* — e F(B +2010(x), g(x)=?

A (10 boda)

Pro kterou z funkci xe™, x2e™* vraci konegna ast P% vétsi hodnotu? Kde ma smysl tuto alohu fesit? Je
viibec P% z pfislusné tfidy? Podrobné komentujte!

2

® (10 boda)

Laplaceovou transformaci feste Cauchyovu dlohu pro integrodiferencialni rovnici

7' +37 - 4f Z2(s)ds=80(x) & z(0,)=-2 & Z'(0,)=09.
0

D (10 boda)
Necht

Xty

fe(x,y) = O(x,y) g e .

Necht J}; je zobecnéna funkce, jejimz generatorem je funkce fo(x,y). Vypoctéte limitu limg_,o+f,; ve tridé
7'(R?).




