
Chyby ve skriptech

"M. Krbálek: Úlohy matematické fyziky,
�eská technika - vydavatelství �VUT, 2012"

• pro °adu funkcí konvergující podle normy budeme uºívat symbolu
∑∞

n=1
fn(x⃗) = s(x)

• strana 18, d·kaz v¥ty 1.3.11 oprava na: je-li tedy
∥∥f∥∥

σ
= α, pak pro jakékoliv λ ∈ R platí, ºe∥∥λ · f

∥∥
σ
= max

x⃗∈G

∣∣λ · f(x⃗)
∣∣ = |λ| ·max

x⃗∈G

∣∣f(x⃗)∣∣ = |λ|
∥∥f∥∥

σ
= |λ|α,

coº potvrzuje homogenitu normy

• strana 21, de�nice 1.3.30 oprava Legendreovy váhy na: w(x) = Θ(x− a)Θ(b− x),

• strana 28, poznámka 1.4.21 � inkluze má být tvaru L2(G) ⊂ L1(G) a navíc je t°eba poºadovat, aby
µ(G) < +∞

• strana 28, zm¥na de�nice 1.5.3 na: "Nech´ je dán vektorový prostor V. �ekneme, ºe soubor funkcí
(vektor·) S =

{
fℓ(x⃗) ∈ V : ℓ ∈ N

}
, kde N ⊂ N, je maximálním souborem lineárn¥ nezávislých funkcí ve

V, pokud
1.
∑

ℓ∈N Cℓfℓ(x⃗) = o(x⃗) ⇔ C⃗ = 0⃗ a

2. pro kaºdé g(x⃗) ∈ V \ S je roz²í°ený soubor funkcí (vektor·) R = S ∪ {g(x⃗)} lineárn¥ závislý."

• strana 29, v Besselov¥ nerovnosti 1.5.4 má být ak := ⟨g|fk⟩.
• strana 29, v¥ta 1.5.6:

Nech´ S = {f1(x⃗), f2(x⃗), . . . , fn(x⃗), . . .} je ortonormální mnoºina v Hilbertov¥ prostoru H.
Nech´ je funkce g(x⃗) ∈ H zvolena libovoln¥. Ozna£me ak = ⟨g|fk⟩. Pak existuje limita

limnorm
n→∞

n∑
k=1

akfk(x⃗) =
∞∑
k=1

akfk(x⃗) =: h(x⃗) ∈ H.

Navíc pro kaºdé k ∈ N platí ⟨g − h|fk⟩ = 0.

D·kaz:

� pro funkci hn(x⃗) =
∑n

k=1 akfk(x⃗) platí jednoduchá rovnost

∥∥hn+p(x⃗)− hn(x⃗)
∥∥2 =

∥∥∥∥∥
n+p∑

k=n+1

akfk(x⃗)

∥∥∥∥∥
2

6
n+p∑

k=n+1

|ak|2, (1)

kde bylo vyuºito kolmosti a normality funkcí v systému S

� z Besselovy nerovnosti plyne, ºe pro jakékoli n ∈ N je
∑n

k=1 |ak|2 6 ∥g(x⃗)∥2

� protoºe
∑n

k=1 |ak|2 je °adou s nezápornými £leny a je omezená, jist¥ také konverguje

� proto ke kaºdému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro indexy n > n0 a p ∈ N je∑n+p
k=n+1 |ak|2 < ε2

� z nerovnosti (1) pak lehce vyvodíme, ºe posloupnost (hn(x⃗))
∞
n=1 je cauchyovská

� a protoºe H je prostorem Hilbertovým, je (hn(x⃗))
∞
n=1 rovn¥º konvergentní (ve smyslu

normy)

� existuje tudíº h(x⃗) = limnormn→∞ hn(x⃗) =
∑∞

k=1 akfk(x⃗) ∈ H
� pro pevné k ∈ N a n > k je z°ejm¥ ⟨g − hn|fk⟩ = 0

� uºijeme-li v p°ede²lém vztahu limitní p°echod n → ∞ a aplikujeme-li v¥tu ??, plyne
odsud, ºe ⟨g − h|fk⟩ = 0 pro v²echny k ∈ N

1



• strana 33, v Parsevalov¥ rovnosti 1.6.5 má být

∥g(x⃗)∥2 =

∞∑
k=1

|ak|2, (2)

• strana 45, v¥ta 1.7.20 oprava: chybí p°edpoklad o hermitovskosti operátoru

• strana 46, de�nice 1.7.25 oprava:

�ekneme, ºe lineární operátor L̂ : H 7→ H má £ist¥ bodové spektrum, jestliºe

� je hermiteovský,

� mnoºina jeho vlastních hodnot je spo£etná,

� geometrická násobnost kaºdého vlastního £ísla je kone£ná a

� kaºdou funkci Hilbertova prostoru H lze vyjád°it jako lineární kombinaci vlastních
funkcí operátoru L̂."

• strana 101, vloºit d·sledek 3.5.5a:

Nech´ K̂ je Volterr·v integrální operátor de�novaný na G = (0, a) a M je jeho mez. Pak pro
kaºdé ℓ ∈ N0 a kaºdou funkci f(x) ∈ C

(
⟨0, a⟩

)
platí

∥∥K̂ℓ(f)
∥∥
σ
6 (Ma)ℓ

ℓ!
∥f∥σ.

• strana 56,57, p°íklad 1.9.13 oprava: integrál
∫∞
0

sin(bx)
x dx je nutno po£ítat jako riemannovský, nebo´

tvrzení o lebesgueovské majorant¥ neplatí

• strana 102, oprava konce d·kazu v¥ty 3.5.6:

� zbývá dokázat, ºe vztah (3.13) de�nuje °e²ení, jeº je jedine£né

� to je ekvivalentní d·kazu, ºe homogenní rovnice φ = µK̂(φ) (kdy tedy f(x) = 0,
potaºmo ∥f∥σ = 0) má pouze jediné °e²ení

� z°ejm¥ platí: ∥φ∥σ = |µ| · ∥K̂(φ)∥σ, potaºmo

∥K̂ℓ(φ)∥σ =
1

|µ|ℓ
∥φ∥σ,

� z d·sledku 3.5.5a ale zárove¬ plyne, ºe

∥∥K̂ℓ(φ)
∥∥
σ
6 (Ma)ℓ

ℓ!
∥φ∥σ

� spole£n¥ tedy

∥φ∥σ 6 |µ|ℓ (Ma)
ℓ

ℓ!
∥φ∥σ (3)

� protoºe ale pro v²echna µ ∈ C

lim
ℓ→∞

|µ|ℓ (Ma)
ℓ

ℓ!
= 0,

je napln¥ní nerovnosti (3) pro v²echna ℓ ∈ N moºné jedin¥ tehdy, pokud ∥φ∥σ = 0, coº
implikuje skute£nost, ºe φ(x⃗) = o(x⃗)

• strana 115, oprava vzorce:
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∂2u

∂ξ2

(
a

(
∂ξ

∂x

)2

+ b
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ c

(
∂ξ

∂y

)2
)

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂2u

∂η2

(
a

(
∂η

∂x

)2

+ b
∂η

∂x

∂η

∂y
+ c

(
∂η

∂y

)2
)

︸ ︷︷ ︸
=0

+

+
∂2u

∂ξ∂η

(
2a

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ b

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ b

∂ξ

∂y

∂η

∂x
+ 2c

∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
+ Φ̃

(
gradu, u(ξ, η)

)
= f̃(ξ, η).

• odvození ze strany 115 je p°edvedeno pouze pro hyperbolickou rovnici

• dodatek k normalizaci parabolické PD-rovnice za konec strany 115: Pro p°evod rovnice

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+Φ

(
gradu, u(x, y)

)
= f(x, y)

do normálního tvaru

∂2u

∂ξ2

(
a

(
∂ξ

∂x

)2

+ b
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ c

(
∂ξ

∂y

)2
)

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂2u

∂η2

(
a

(
∂η

∂x

)2

+ b
∂η

∂x

∂η

∂y
+ c

(
∂η

∂y

)2
)
+

+
∂2u

∂ξ∂η

(
2a

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ b

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ b

∂ξ

∂y

∂η

∂x
+ 2c

∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+Φ̃
(
gradu, u(ξ, η)

)
= f̃(ξ, η)

uºijeme jeden transforma£ní vztah ξ = ξ(x, y) odvozený z °e²ení rovnice

y′ = dy

dx
= −λ(x, y) =

b(x, y)

2a(x, y)
(4)

a druhý volíme libovoln¥, nej£ast¥ji v²ak v nejjednodu²²í moºné verzi, a sice η(x, y) = x. Pro uvedenou
transformaci platí, ºe

a

(
∂ξ

∂x

)2

+ b
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ c

(
∂ξ

∂y

)2

= 0,

a

(
∂η

∂x

)2

+ b
∂η

∂x

∂η

∂y
+ c

(
∂η

∂y

)2

= a(x, y),

ale také
2a

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ b

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ b

∂ξ

∂y

∂η

∂x
+ 2c

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 0,

nebo´
2a

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ b

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ b

∂ξ

∂y

∂η

∂x
+ 2c

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 2a

∂ξ

∂x
+ b

∂ξ

∂y
= 0.

Poslední rovnost plyne ze skute£nosti, ºe transforma£ní vztah ξ = ξ(η) spl¬uje díky formuli (4) rovnost

2a(x, y)
∂ξ

∂x
= −b(x, y)

∂ξ

∂y
.

Normálním tvarem parabolické PDE je tudíº o£ekávaný tvar

∂2u

∂η2
+

1

a(x, y)
Φ̃
(
gradu, u(ξ, η)

)
=

1

a(x, y)
f̃(ξ, η).

• dodatek k normalizaci eliptické PDE za konec strany 115:

Ukáºeme, ºe transforma£ní vztahy

α(x, y) :=
ξ(x, y) + η(x, y)

2
= Re

(
ξ(x, y)

)
,

β(x, y) :=
ξ(x, y)− η(x, y)

2i
= Im

(
ξ(x, y)

)
,
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kde komplexn¥ sdruºené funkce ξ(x, y), η(x, y) byly získány °e²ením rovnic

∂ξ
∂x
∂ξ
∂y

= λ1(x, y)
∂η
∂x
∂η
∂y

= λ2(x, y) = λ⋆
1(x, y),

p°evedou eliptickou rovnici

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+Φ

(
gradu, u(x, y)

)
= f(x, y)

do normálního tvaru. Transformovaná rovnice bude jist¥ tvaru

∂2u

∂α2

(
a

(
∂α

∂x

)2

+ b
∂α

∂x

∂α

∂y
+ c

(
∂α

∂y

)2
)

+
∂2u

∂β2

(
a

(
∂β

∂x

)2

+ b
∂β

∂x

∂β

∂y
+ c

(
∂β

∂y

)2
)
+

+
∂2u

∂α∂β

(
2a

∂α

∂x

∂β

∂x
+ b

∂α

∂x

∂β

∂y
+ b

∂α

∂y

∂β

∂x
+ 2c

∂α

∂y

∂β

∂y

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+Φ̃
(
gradu, u(α, β)

)
= f̃(α, β)

To, ºe smíºený £len ozna£ený vodorovnou závorkou vymizí, nyní dokáºeme:

2a
∂α

∂x

∂β

∂x
+ b

∂α

∂x

∂β

∂y
+ b

∂α

∂y

∂β

∂x
+ 2c

∂α

∂y

∂β

∂y
=

a

2i

(( ∂ξ
∂x

)2 − (∂η
∂x

)2)
+

b

2i

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
− ∂η

∂x

∂η

∂y

)
+

c

2i

((∂ξ
∂y

)2 − (∂η
∂y

)2)
=

=
a

2i

(
λ2
1

(∂ξ
∂y

)2 − λ2
2

(∂η
∂y

)2)
+

b

2i

(
λ1

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
− λ2

∂η

∂y

∂η

∂y

)
+

c

2i

((∂ξ
∂y

)2 − (∂η
∂y

)2)
=

1

2i

(
aλ2

1 + bλ1 + c
)(∂ξ

∂y

)2 − 1

2i

(
aλ2

2 + bλ2 + c
)(∂η

∂y

)2
= 0,

nebo´ λ1,2 jsou ko°eny asociované kvadratické rovnice. Zbývá je²t¥ dokázat, ºe koe�cienty

K1(x, y) := a

(
∂α

∂x

)2

+ b
∂α

∂x

∂α

∂y
+ c

(
∂α

∂y

)2

a

K2(x, y) := a

(
∂β

∂x

)2

+ b
∂β

∂x

∂β

∂y
+ c

(
∂β

∂y

)2

jsou po aplikaci navrºené substituce totoºné. Snadno

K1(x, y) =
a

4

( ∂ξ
∂x

+
∂η

∂x

)2
+

b

4

( ∂ξ
∂x

+
∂η

∂x

)(∂ξ
∂y

+
∂η

∂y

)
+

c

4

(∂ξ
∂y

+
∂η

∂y

)2
=

=
a

4

(
λ1

∂ξ

∂y
+ λ2

∂η

∂y

)2
+

b

4

(
λ1

∂ξ

∂y
+ λ2

∂η

∂y

)(∂ξ
∂y

+
∂η

∂y

)
+

c

4

(∂ξ
∂y

+
∂η

∂y

)2
=

=
1

4

(
aλ2

1 + bλ1 + c)
(∂ξ
∂y

)2
+

1

4

(
aλ2

2 + bλ2 + c)
(∂η
∂y

)2
+

1

4

(
2λ1λ2a+ b(λ1 + λ2) + 2c

)∂ξ
∂y

∂η

∂y
=

= − d(x, y)

4a(x, y)

∂ξ

∂y

∂η

∂y
,

kde bylo vyuºito vztah· pro ko°eny kvadratické rovnice

λ1λ2 =
c

a
, λ1 + λ2 = − b

a
.

Analogicky:

K2(x, y) = −a

4

( ∂ξ
∂x

− ∂η

∂x

)2 − b

4

( ∂ξ
∂x

− ∂η

∂x

)(∂ξ
∂y

− ∂η

∂y

)
− c

4

(∂ξ
∂y

− ∂η

∂y

)2
=

4



= −a

4

(
λ1

∂ξ

∂y
− λ2

∂η

∂y

)2 − b

4

(
λ1

∂ξ

∂y
− λ2

∂η

∂y

)(∂ξ
∂y

− ∂η

∂y

)
− c

4

(∂ξ
∂y

− ∂η

∂y

)2
=

= −1

4

(
aλ2

1 + bλ1 + c)
(∂ξ
∂y

)2 − 1

4

(
aλ2

2 + bλ2 + c)
(∂η
∂y

)2
+

1

4

(
2λ1λ2a+ b(λ1 + λ2) + 2c

)∂ξ
∂y

∂η

∂y
=

= − d(x, y)

4a(x, y)

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= K1(x, y)

Eliptická ODE se tedy transformuje do tvaru

∂2u

∂α2
+

∂2u

∂β2
+

1

K1(x, y)
Φ̃
(
gradu, u(α, β)

)
=

1

K1(x, y)
f̃(α, β)

• strana 137, v¥ta 5.2.12 je ekvivalencí

• strana 153, de�nice 5.4.6 správn¥: Nech´ G ⊂ Er je libovolná otev°ená mnoºina. T°ídu v²ech lineárních
a spojitých funkcionál· s de�ni£ním oborem D(G) ozna£íme symbolem D ′(G). Symbolem D ′

+(E
r) ozna-

£íme t°ídu zobecn¥ných funkcí s pozitivním nosi£em, tj. takových distribucí, jejichº nosi£ je podmnoºinou
mnoºiny R+ ×R+ × · · · ×R+.

• strana 180, ve v¥t¥ 6.1.6 chybí p°edpoklad o funkci f(t). Musí být exponenciálního r·stu!

• strana 187, oprava zn¥ní v¥ty 6.2.10:
Nech´ f(t), g(t) ∈ P(R). Ozna£me F (p) = L[f(t)] a G(p) = L[g(t)]. Nech´ f(t)G(t) ∈ L (0,∞) nebo
f(t)G(t) ∈ R(0,∞) Potom platí

(L /R)

∫ ∞

0

f(t)G(t) dt = (L /R)

∫ ∞

0

F (t) g(t) dt.

• strana 198, vloºit v¥tu (tzv. Riemannovo-Lebesgueovo lemma):
Nech´ f(x) ∈ L1(R). Pak

F (ξ) =

∫
R

f(x)eiξxdx

existuje pro v²echna ξ ∈ R a platí rovnost lim|ξ|→∞ F (ξ) = 0.

• strana 248, v¥t�a 8.1.19 má být tvrzením o lineárním obalu systému B, nikoliv tedy pouze o systému B
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