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systémech
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Abstract. Tento článek vysvětluje př́ıčiny anomálńıch jev̊u zjǐstěných při analýze dopravńıch
proud̊u na v́ıceproudých silnićıch. Ačkoli je toto vysvětleńı založeno předevš́ım na d̊ukladné ma-
tematické analýze zkoumaného problému, v konečném d̊usledku poskytuje odpovědi na otázky
týkaj́ıćı se specifik dynamiky interakćı, které p̊usob́ı mezi jednotlivými vozidly v́ıceproudého
dopravńıho proudu. Článek seznamuje čtenáře s teoríı rovnovážných částicových systémů a
matematickou cestou vedoućı ke klasifikaci jednorozměrných částicových systémů podle statis-
tických fluktuaćı. Tato klasifikace pak umožňuje automatickou detekci statisticky anomálńıch
stav̊u také ve všech př́ıbuzných systémech.

Key words: Particle Systems; Super-Poisson States; Statistical Rigidity; Statistical Compres-
sibility; Balanced Functions; Renewal Theory;.

1 Úvod

Vznik tohoto článku (a celé teorie, která představuje matematické jádro problematiky)
byl motivován otevřeným problémem v teorii prouděńı automobilové dopravy. Zat́ımco
mikrostruktura dopravńıch proud̊u na jednopruhových komunikaćıch byla na počátku
tohoto tiśıcilet́ı poměrně věrohodně popsána a zd̊uvodněna, u dat naměřených na dvou-
pruhových dálnićıch byly zjǐstěny zaj́ımavé a překvapivé anomálie. Původ těchto anomálíı
čekal na vysvětleńı poměrně dlouho. Základńım stavebńım kamenem př́ıslušného řešeńı
je sjednoceńı postupu zpracováńı empirických dopravńıch dat a převedeńı problému do
matematického formalismu. To umožnilo transformovat dosud jen kvalitativně popsané
anomálie na rigorózně definované anomálńı stavy (tzv. super-Poissonovy stavy), které lze
nalézt pouze v některých velice specifických systémech vzájemně interaguj́ıćıch částic.

Hlavńımi piĺı̌ri celého řešeńı jsou:

1. Rigorózńı d̊ukaz, že ve všech jednorozměrných systémech částic, kde interakce p̊usob́ı
pouze na malém měř́ıtku (tj. pro interakce mezi několika nejbližš́ımi sousedy), muśı
být hustota pravděpodobnosti popisuj́ıćı vzdálenost (rozestup nebo světlost) mezi
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následuj́ıćımi částicemi popsána funkćı patř́ıćı do tř́ıdy tzv. balancovaných hustot
(viz [1]).

2. Konstatováńı skutečnosti, že anomálńı stavy v empirických dopravńıch datech lze
nejsnáze odhalit pomoćı statistické analýzy využ́ıvaj́ıćı tzv. 3s-unifikačńı proceduru
[2].

3. Zjǐstěńı, že podobná problematika byla zkoumána v rámci teorie náhodných matic
[3], kde byl pro podobné účely s výhodou použit aparát statistické rigidity.

4. Analytické odvozeńı rozděleńı světlost́ı pro rovnovážné stavy termodynamického
částicového plynu definovaného obecným interakčńım potenciálem ϕ(x) a obecnou
hodnotou statistické rezistivity β ∝ 1/T, kde T je termodynamická teplota plynu
(viz [4]).

5. Rigorózńı d̊ukaz [2], že v jednorozměrných systémech částic s nulovou nebo odpu-
divou silou mezi sousedy je statistická kompresibilita vždy menš́ı než jedna.

Tento článek vysvětluje pozad́ı vzniku tzv. superpoissonových stav̊u v částicových
systémech podobných dopravńım proud̊um. Nejprve připomeneme známý fakt, že v Pois-
sonově systému neinteraguj́ıćıch agent̊u je statistická kompresibilita, která popisuje mı́ru
statistických fluktuaćı v systému, rovna jedné. Dále pomoćı teoretického nástroje ba-
lančńıch částicových systémů ( [5, 6, 7]) vysvětĺıme, co je hlavńı př́ıčinou překročeńı mezńı
hodnoty statistických fluktuaćı v určitých typech systémů (nebo v určitých stavech jed-
noho systému). T́ımto zp̊usobem de facto řeš́ıme výše uvedený otevřený problém z oblasti
Vehicular Headway Modelling (modelováńı rozestup̊u vozidel v dopravńım proudu).

2 Balančńı částicové systémy

2.1 Koncept balančńıch částicových systémů

Uvažujeme nekonečný jednodimenzionálńı částicový systém s pevným počátkem. V počátku
tohoto systému lež́ı částice, kterou nazýváme referenčńı. Na obrázku 1 polohu referenčńı
částice znač́ıme ξ0. Polohy daľśıch částic pak znač́ıme ξ1, ξ2, ξ3... Mezi tři základńı náhodné
veličiny, které každý takový částicový systém přirozeně popisuj́ı, řad́ıme:

1. Rozteče, tj. vzdálenosti sousedńıch částic, které chápeme jako absolutně spojité a
nezáporné náhodné veličiny. Ty přirozeně vytvářej́ı tzv. posloupnost rozteč́ı (Rk)

+∞
k=0 .

2. Multirozteče, chápané jako vzdálenosti vybrané částice od částice referenčńı (viz
obrázek). Multirozteč Xk představuje vzdálenost k+ 1 částice od referenčńı částice,
což znač́ı, že k−tou multirozteč lze zavést vztahem

Xk =
k∑
i=0

Ri.
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3. Intervalová frekvence NL, která mapuje počet částic vyskytuj́ıćıch se v intervalu
(0, L) za referenčńı částićı. NL je tud́ıž diskrétńı náhodnou veličinou, parametri-
zovanou hodnotou L. Standardně bývá popisována pravděpodobnost́ı výskytu k
částic v intervalu (0, L). Př́ıslušným pravděpodobnostńım dotazem je tedy výraz

P [NL = k] =?

Obrázek 1: Základńı popisné veličiny částicového systému.

Balančńım částicovým systémem rozumı́me posloupnost multirozteč́ı (Xk)+∞k=0 zave-

dených předpisem Xk =
∑k

n=0Rn splňuj́ıćı tyto axiomy:

1. Axiom stejné rozdělenosti : Posloupnost (Rn)+∞n=0 je posloupnost́ı nezáporných, ab-
solutně spojitých a stejně rozdělených náhodných veličin.

2. Axiom balancovaného generátoru: Hustota pravděpodobnosti h(x) náhodných veličin
R0,R1,R2, . . . (tzv. generátor balančńıho částicového systému) patř́ı do tř́ıdy B
balancovaných hustot, tj. h(x) ∈ B (definice viz ńıže).

3. Axiom konvolučńı kompatibility : Posloupnost (Rn)+∞n=0 je posloupnost́ı konvolučně
kompatibilńıch náhodných veličin, tj. pro libovolné dvě r̊uzné náhodné veličiny Ri

a Rk (i 6= k) plat́ı, že Ri +Rk ∼ (h ? h)(x).

Axiom konvolučńı kompatibility může být pochopitelně nahrazen př́ısněǰśım požadavkem,
aby posloupnost (Rn)+∞n=0 byla posloupnost́ı nezávislých náhodných veličin. Za tohoto
předpokladu lze snadno dokázat, že

Xk ∼Fk
i=0h(x).

2.2 Tř́ıda balancovaných funkćı

Tř́ıda balancovaných funkćı B je prostor po částech spojitých funkćı f(x) s definičńım
oborem Dom(f) = R, oborem hodnot Ran(f) ⊂ [0,+∞) a nosičem supp(f) ⊂ [0,+∞),
pro které existuje kladné č́ıslo κ takové, že

(∀α > κ) : lim
x→∞

f(x)eαx = +∞ ∧ (∀α < κ) : lim
x→∞

f(x)eαx = 0 (balančńı axiom).
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Č́ıslo κ se nazývá balančńı index a znač́ı se inb(f). Ve skutečnosti př́ıslušnost rozděleńı
rozestup̊u ke tř́ıdě B je nutná pro každý jednodimenzionálńı částicový systém, kde jsou
interakce omezeny pouze na několik soused́ıćıch částic [8], což velmi dobře odpov́ıdá
reálným dopravńım situaćım.

2.3 Stochastický mnohočásticový plyn – fyzikálńı realizace ba-
lancovaného systému částic

Fyzikálńı realizace výše popsaného balančńıho systému částic je reprezentována soubo-
rem mnoha stejných částic rozmı́stěných po křivce (typicky polopř́ımky, př́ımky nebo
kružnice), které jsou vystaveny stochastickému šumu r̊uzné intenzity. Úroveň šumu v
tomto systému je ř́ızena takzvaným koeficientem stochastického rezistivity β. Nulová
hodnota β znamená absolutńı hladinu šumu v souboru, který tedy odpov́ıdá Poissonově
systému, kde čistě náhodné umı́stěńı částic generuje exponenciálně rozdělené mezičásticové
rozestupy, jejichž rozděleńı v ustáleném stavu je následuj́ıćı

g(x) = Θ(x)λe−λx.

Naopak, pokud rezistivita β roste nad všechny meze, systém ve skutečnosti odpov́ıdá de-
terministickému systému, jehož vnitřńı dynamika neńı zat́ıžena žádnými stochastickými
fluktuacemi. Za této podmı́nky plat́ı g(x) = δ(x − ν), což znamená, že částice jsou
rozmı́stěny ekvidistantně s lokacemi ξ0, ξ0 + ν, ξ0 + 2ν, ξ0 + 3ν, . . . . Uvedené δ(x) označuje
Diracovu delta funkci.

Uspořádáńı částic v obou hraničńıch variantách nijak nezáviśı na interakćıch mezi jed-
notlivými částicemi. Situace se však dramaticky změńı pro hodnoty 0 < β < +∞. Pak
bude stacionárńı stav systému silně závislý nejen na hodnotě rezistivity, ale zejména na in-
terakčńıch silách, které určuj́ı vzájemné interakce mezi sousedńımi částicemi v systému. V
homogenńı variantě systému, kdy se všechny sousedńı částice odpuzuj́ı/přitahuj́ı prostřednictv́ım
dynamického popisu (śıla F (x) a interakčńı potenciál ϕ(x)), kde F (x) = −ϕ′(x), je
přidružený ustálený stav systému popsán (viz obecné odvozeńı v [4]) následuj́ıćım rozděleńım
vzdálenost́ı mezi částicemi:

g(x) = AΘ(x)e−βϕ(x)e−λx, (1)

kde konstanty A = A(β) a λ = λ(β) zajǐstuj́ı správnou normalizaci a škálováńı.
Nav́ıc za podmı́nek

ϕ′(x) ≤ 0, lim
x→0+

ϕ′(x) = −∞, lim
x→+∞

ϕ′(x) = 0. (2)

aplikované na hustotu pravděpodobnosti (1) plat́ı následuj́ıćı implikace

µ1 = 1 =⇒ λ ≥ 1 ∧ µ2 ≤ 2, (3)

kde µk =
∫
R x

kh(x) dx je k−tý moment hustoty h. Nav́ıc toto nastává právě pro Poisson̊uv
systém mezńı hodnoty λ = 1, µ2 = 2,což je bud’ systém s absolutně neinteraguj́ıćımi
částicemi, tj. ϕ(x) = 0, nebo stochasticky neodolný systém, kde β = 0. Tyto varianty
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jsou popsány exponenciálńım rozděleńı odstup̊u h(x) = Θ(x)e−x, pro kterou je tedy
rozptyl

VAR(X ) = µ2 − µ2
1 = 1

.

Poznámka
Tak, jak bývá zvykem, budeme i my bez újmy na obecnosti předpokládat, že balančńı
částicový systém je škálován, a že tedy středńı hodnota rozteč́ı je jednotková,
tj.
∫
R xh(x) dx = 1.

3 Statistická rigidita

Jednou z fundamentálńıch charakteristik balančńıho částicového systému je tzv. statis-
tická rigidita ∆(L), mapuj́ıćı variabilitu intervalové frekvence NL. Počátky jej́ıho zave-
deńı pro účely studia částicových systému lze nalézt už v teorii náhodných matic [3], kde
kvantifikuje variabilitu energetických hladin ve spektrech těžkých jader. Bývá definována
vztahem

∆(L) = E(NL − L)2. (4)

Graf statistické rigidity má pro klasické systémy poměrně jednoduchý pr̊uběh. Velmi
bĺızko za počátkem souřadné soustavy se totiž uṕıná k výrazné lineárńı asymptotě. Právě
touto př́ımkou

∆(L) ≈ χL+ δ + o(1/L2) (L→ +∞) (5)

lze statistickou rigiditu velice dobře aproximovat. Konstanty χ, δ této lineárńı asymptoty
nazýváme po řadě kompresibilitou, resp. deflekćı. Známým poznatkem teorie částicových
systémů je skutečnost, že pro vyjádřeńı kompresibility a deflekce daného BČS postač́ı
pouze znalost generátoru balančńıho částicového systému. Pro kompresibilitu a deflekci
totiž plat́ı následuj́ıćı vztahy:

χ = µ2(h)− 1, δ =
1

6
(9µ2

2 − 9µ2 − 4µ3 + 6). (6)

Detailńı odvozeńı těchto dvou vztah̊u můžete naj́ıt v práci [9].

4 Klasifikace systémů podle mı́ry fluktuace interva-

lové frekvence

Balančńı částicové systémy lze přirozeně klasifikovat podle velikosti kompresibility χ.
Na obrázku 3 vid́ıme čtyři barevně odlǐsené oblasti, a to oblast deterministických stav̊u.
(červená), sub-Poissonovy stavy (modrá), Poissonovských stav̊u (zelená) a super-Poissonovských
stav̊u. (tyrkysová). Poissonovy stavy (χ = 1) a deterministické stavy (χ = 0) představuj́ı
mezńı stavy pro všechny částicové systémy a jsou podrobněji popsány ńıže. Modrá oblast
sub-Poissonových stav̊u zahrnuje naprostou většinu reálných fyzikálńıch, biologických,
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Obrázek 2: Statistická rigidita dálničńıch dat v rychlém pruhu. Údaje o jednotlivých
vozidlech byly sb́ırány po dobu 90 dn̊u na dálničńım okruhu R1 (nedaleko Prahy, Česká
republika) pomoćı technologie indukčńı dvousmyčkové detekce.

ekonomických nebo sociálně-dynamických systémů, protože ve fyzikálńı teorii termody-
namických systémů tato oblast odpov́ıdá systémům s čistě odpudivými potenciály ϕ(x),
kde kompresibilita χ lež́ı v intervalu (0, 1).

Nejzaj́ımavěǰśım typem systémů částic (a také nejvzácněǰśım a nejméně prozkou-
maným) je super-Poissonova varianta vyváženého systému částic, pro kterou př́ıslušná
kompresibilita přesahuje jednotkovou hodnotu. V takových systémech je mı́ra fluktuaćı
– jak je zřejmé – větš́ı než v Poissonových systémech, které jsou obecně považovány za
systémy s nejvyšš́ı mı́rou fluktuaćı, protože fluktuace nejsou nijak redukovány.

Tyto úvahy nás nut́ı klást si následuj́ıćı otázky: Existuj́ı v̊ubec super-Poissonovy
systémy? Mohou se superpoissonovské stavy vyskytovat v reálných (fyzikálńıch, biolo-
gických, ekonomických nebo sociálně-dynamických) systémech? Odpovědi budou uvedeny
v následuj́ıćım textu.

4.1 Dirac̊uv BČS

V Diracově balančńım částicovém systému (nebo-li v deterministickém systému) je směrnice
statistické rigidity, tj. kompresibilita, nulová. Je to stav systému, kdy jsou jednotlivé
částice rozloženy ekvidistantně a stochastická rezistivita β roste nad všechny meze. Ta-
kový stav je však pouze idealistický. V reálných dopravńıch proudech, kde jsou vozidla
ř́ızena reálnými (tj. zdaleka ne dokonalými) řidiči, nelze Diracova uspořádáńı vozidel ni-
kdy dosáhnout.
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Obrázek 3: Klasifikace balančńıch částicových systémů.

4.2 Poisson̊uv BČS

Pravým opakem Diracova BČS je Poisson̊uv BČS. V takovém systému je stochastická
odolnost nulová a rozptyl rozestup̊u je roven jedné, protože částice na sebe vzájemně
reaguj́ı, a jsou tedy zcela nezávislé. To umožňuje absolutńı volnost v rozhodováńı jednot-
livých částic a rozestupy mezi nimi jsou proto velmi rozptýlené. V empirických dopravńıch
souborech lze tuto situaci nalézt při velmi ńızké hustotě provozu (do 5 vozidel na kilo-
metr dálnice). Protože řidiči v takto ř́ıdkém provozu nejsou téměř v̊ubec ovlivňováni
sousedńımi řidiči, maj́ı maximálńı volnost v rozhodováńı, a ta připoušt́ı nejvyšš́ı úroveň
stochastického šumu v systému.

5 Super-Poissonovské stavy BČS

Jak již bylo vysvětleno, balancovaný systém částic má super-Poissonovo uspořádáńı, po-
kud je přidružená kompresibilita větš́ı než jedna. To znamená, že v takovém systému
jsou jednotlivé realizace vybrané náhodné veličiny ještě v́ıce rozptýleny kolem své středńı
hodnoty než v Poissonově systému, kde o sobě jednotlivé částice v̊ubec nevěd́ı. Původně
se měřeńı spadaj́ıćı do superpoissonovské oblasti považovala za chyby měřeńı. Postupem
času se však ukázalo, že měřeńı nejsou chybná a že mezi prvky p̊usob́ı nejen odpudivé, ale
i přitažlivé śıly. Jak bylo uvedeno výše, pokud v systému částic p̊usob́ı striktně odpudivé
śıly, pak super-Poisson̊uv stav nemůže nastat. Je-li v systému částic zjǐstěna kompre-
sibilita větš́ı než jedna, pak lze logicky předpokládat, že mezi prvky v tomto systému
p̊usob́ı také přitažlivé śıly. Tato přitažlivá śıla má podobně jako běžněǰśı odpudivá śıla
psychosociálńı p̊uvod. V automobilové dopravě se superpoissonovské podmı́nky vysky-
tuj́ı např́ıklad při nižš́ı hustotě provozu v rychlém pruhu dálnice. Řidiči nacházej́ıćı se
v rychleǰśım dálničńım pruhu maj́ı tendenci dohnat vozidlo jedoućı před nimi a tato
tendence je př́ıčinou přitažlivého silového impulsu. Daľśım d̊uvodem pro zvýšeńı kompre-
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sibility nad teoretickou mez je skutečnost, že při nižš́ıch hustotách dopravńıho proudu je
možné předj́ıžděńı a stř́ıdáńı pruh̊u. To zp̊usobuje super-Poissonovské chováńı dopravńıho
proudu (viz [2]).

Na obrázku 4 můžeme vidět výsledek analýzy dopravńıch dat z holandské dálnice
o dvou j́ızdńıch pruźıch. Modře značené jsou naměřené rozteče z hlavńıho pruhu, kde
se po celou dobu kompresibilita pohybuje uvnitř intervalu (0,1) a spadá tak do sub-
poissonovských stav̊u. Červeně jsou značená data z rychleǰśıho dálničńıho pruhu a jak
lze vidět, předpokládaná horńı hranice hodnoty rozptylu rozteč́ı (zeleně) je překonána v
rychlém dopravńım pruhu při nižš́ıch hustotách provozu, konkrétně při hustotách 5-20
vozidel na kilometr. Při takovéto hustotě však neńı dopravńı tok tak ř́ıdký, aby jednot-
livá vozidla neinteragovala a p̊usob́ı repulzivńı śıly. Co však zp̊usobuje tuto odchylku
je p̊usobeńı již zmı́něné atraktivńı śıly. Existence atraktivńıch sil v těchto situaćıch do-
pravńıho proudu je zp̊usobena př́ıtomnost́ı agresivněǰśıch řidič̊u v rychlém dopravńım
pruhu na dálnici. Tito řidiči doj́ıžd́ı vozidlo před sebou a malými rozestupy, které jsou
při dané rychlosti a hustotě neobvyklé, se snaž́ı vytlačit vozidlo před sebou z rychleǰśıho
pruhu, aby mohli dále pokračovat v rychlé j́ızdě.
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Obrázek 4: Data z holanské dálnice A9.

Hlavńı př́ıčinou uvedeného stavu je tedy přitažlivá śıla, která se muśı promı́tnout i v
potenciálu. Aby systém byl stále bezkolizńı, muśı být zahrnuta i śıla odpudivá, a tud́ıž
potenciál p̊usob́ıćı v těchto stavech je tzv. kombinovaný potenciál ϕ(r) = κ ln(r) + 1

r
, kde

r je vzdálenost mezi sousedńımi vozidly a κ je silový koeficient, vyjadřuj́ıćı poměr mezi
přitažlivou složkou ln(r) a odpudivou složkou 1

r
. Zderivováńım potenciálu źıskáme śılu

F (r) = −κ
r

+
1

r2
.

Můžeme vidět, že tato śıla zabráńı srážce, tedy

lim
r→0+

F (r) = lim
r→0+

(
−κ
r

+
1

r2

)
= lim

r→0+

−κr + 1

r2
= +∞,
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a zároveň pro velké vzdálenosti interakce rychle vymiźı, což je patrné z toho, že

lim
r→+∞

F (r) = lim
r→+∞

−κ
r

+
1

r2
= 0.

Přitažlivá složka śıly je reprezentována výrazem −κ/r, zat́ımco odpudivá složka śıly je re-
prezentována výrazem 1/r2. Na obrázku 5 je znázorněno několik př́ıklad̊u kombinovaných
sil. V bĺızkosti počátku je vidět silné odpuzováńı a poté pod horizontálńı osou detekujeme
oblast, kde repulze převažuje nad atrakćı.
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Obrázek 5: Pr̊uběh śıly při r̊uzné volbě κ.

6 Závěr

Tento článek shrnuje nejnověǰśı poznatky o takzvaných superpoissonových stavech obje-
vených v problematice statistického odhadováńı odstup̊u vozidel. Článek také poskytuje
čtenáři přehled o balancovaných částicových systémech a jejich klasifikaci na základě
statistické rigidity, resp. kompresibility.

Jak jsme mohli vidět, na dálnici existuje výrazný rozd́ıl v kompresibilitě mezi rychlým
a hlavńım pruhem až do určité hustoty provozu (přibližně 40 vozidel na kilometr). Při
vyšš́ı hustotě je chováńı řidič̊u v hlavńım a rychlém pruhu nerozlǐsitelné. Při nižš́ıch
hustotách provozu vykazuje rychlý pruh výrazně vyšš́ı kompresibilitu než pruh hlavńı,
přičemž se kompresibilita zvyšuje nad teoretickou jednotkovou hodnotu platnou pro Pois-
son̊uv systém. V BČS, kde p̊usob́ı čistě odpudivé śıly, skutečně nelze tuto teoretickou mez
překročit. Nadlimitńı kompresibilita lze v systému zjistit pouze v př́ıpadě, že v systému
existuje přitažlivá složka interakčńı śıly. Vysvětleńım existence přitažlivé složky v do-
pravě je př́ıtomnost sportovně založených řidič̊u v rychlém pruhu, možnost předj́ıžděńı
a stř́ıdáńı j́ızdńıch pruh̊u. To je v souladu se skutečnost́ı, že superpoissonovské stavy
jsou detekovány v provozu ve v́ıce j́ızdńıch pruźıch a nevyskytuj́ı se ve vyšš́ıch hustotách
provozu, kde neńı dostatečný prostor pro p̊usobeńı těchto faktor̊u.



10 V. Pánek, M. Krbálek
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Reference
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