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Abstract. Tento ¢lanek vysvétluje pfi¢iny anomalnich jevu zjisténych pii analyze dopravnich
proudu na viceproudych silnicich. Ac¢koli je toto vysvétleni zaloZeno predevsim na dukladné ma-
tematické analyze zkoumaného problému, v konetném disledku poskytuje odpovédi na otdzky
tykajici se specifik dynamiky interakci, které pusobi mezi jednotlivymi vozidly viceproudého
dopravniho proudu. Clének seznamuje ¢tendfe s teorii rovnovéznych ¢ésticovych systému a
matematickou cestou vedouci ke klasifikaci jednorozmérnych ¢dsticovych systému podle statis-
tickych fluktuaci. Tato klasifikace pak umoznuje automatickou detekci statisticky anomélnich
stavu také ve vSech ptibuznych systémech.
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1 Uvod

Vznik tohoto ¢lanku (a celé teorie, kterda predstavuje matematické jadro problematiky)
byl motivovan otevienym problémem v teorii proudéni automobilové dopravy. Zatimco
mikrostruktura dopravnich proudu na jednopruhovych komunikacich byla na pocatku
tohoto tisicileti pomérné vérohodné popsana a zduvodnéna, u dat namérenych na dvou-
pruhovych délnicich byly zjistény zajimavé a prekvapivé anomalie. Puvod téchto anomalii
¢ekal na vysvétleni pomérné dlouho. Zakladnim stavebnim kamenem piislusného feseni
je sjednoceni postupu zpracovani empirickych dopravnich dat a prevedeni problému do
matematického formalismu. To umoznilo transformovat dosud jen kvalitativné popsané
anomadlie na rigor6zné definované anomalni stavy (tzv. super-Poissonovy stavy), které lze
nalézt pouze v nékterych velice specifickych systémech vzajemné interagujicich ¢astic.

Hlavnimi piliti celého feSeni jsou:
1. Rigordzni dikaz, ze ve vSech jednorozmérnych systémech ¢astic, kde interakce pusobi

pouze na malém méfitku (tj. pro interakce mezi nékolika nejblizsimi sousedy ), musi
byt hustota pravdépodobnosti popisujici vzdalenost (rozestup nebo svétlost) mezi
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nasledujicimi ¢asticemi popsana funkci patiici do tiidy tzv. balancovanych hustot

(viz [1]).

. Konstatovani skutecnosti, ze anomalni stavy v empirickych dopravnich datech lze
nejsnaze odhalit pomoci statistické analyzy vyuzivajici tzv. 3s-unifikacni proceduru

1.

. Zjisténi, ze podobna problematika byla zkouméana v ramci teorie ndhodnych matic
[3], kde byl pro podobné tcely s vyhodou pouzit aparat statistické rigidity.

. Analytické odvozeni rozdéleni svétlosti pro rovnovazné stavy termodynamického
¢asticového plynu definovaného obecnym interakénim potencidlem ¢(x) a obecnou
hodnotou statistické rezistivity 8 oc 1/T, kde T je termodynamickd teplota plynu
(viz []).

. Rigordzni dikaz [2], ze v jednorozmérnych systémech ¢astic s nulovou nebo odpu-
divou silou mezi sousedy je statistickd kompresibilita vzdy mensi nez jedna.

Tento c¢lanek vysvétluje pozadi vzniku tzv. superpoissonovych stavu v ¢asticovych

systémech podobnych dopravnim proudum. Nejprve prfipomeneme znamy fakt, ze v Pois-
sonoveé systému neinteragujicich agentt je statistickd kompresibilita, kterd popisuje miru
statistickych fluktuaci v systému, rovna jedné. Déale pomoci teoretického nastroje ba-
lanénich ¢asticovych systému ( [5,[6][7]) vysvétlime, co je hlavni pfi¢inou prekroéeni mezni
hodnoty statistickych fluktuaci v urcitych typech systému (nebo v urcitych stavech jed-
noho systému). Timto zptusobem de facto fesime vyse uvedeny otevieny problém z oblasti
Vehicular Headway Modelling (modelovani rozestupt vozidel v dopravnim proudu).

2 Balanc¢ni casticové systémy

2.1 Koncept balan¢nich ¢asticovych systému

Uvazujeme nekonecny jednodimenziondlni casticovy systém s pevnym pocatkem. V pocatku
tohoto systému lezi ¢astice, kterou nazyvame referenéni. Na obrazku [1| polohu referencni
castice znacime &y. Polohy dalsich ¢astic pak znacime &1, &9, &3... Mezi tii zakladni nahodné
veliciny, které kazdy takovy ¢asticovy systém prirozené popisuji, radime:

1. Roztece, tj. vzdalenosti sousednich castic, které chapeme jako absolutné spojité a

nezaporné ndhodné veli¢iny. Ty prirozené vytvareji tzv. posloupnost rozteci (Rk);ig

2. Multiroztece, chdpané jako vzdalenosti vybrané ¢astice od ¢éstice referencni (viz

obrazek). Multirozte¢ X, predstavuje vzdédlenost k + 1 ¢éstice od referenéni ¢éstice,
coz znaci, ze k—tou multiroztec lze zavést vztahem
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3. Intervalovd frekvence Np, ktera mapuje pocet ¢astic vyskytujicich se v intervalu
(0, L) za referen¢ni ¢astici. Ny je tudiz diskrétni ndhodnou veli¢inou, parametri-
zovanou hodnotou L. Standardné byva popisovana pravdépodobnosti vyskytu &
¢astic v intervalu (0, L). Pi{slusnym pravdépodobnostnim dotazem je tedy vyraz

P[NL = k] =?
X3
R, R,
- PP §>
& & 6 & &

Obréazek 1: Zakladni popisné veliciny casticového systému.

Balancnim cdasticovym systémem rozumime posloupnost multirozteci (Xk)zzog zave-
denych ptredpisem &} = Zfb:o R, spliujici tyto axiomy:

1. Aziom stejné rozdélenosti: Posloupnost (R,,)12% je posloupnosti nezdpornych, ab-
solutné spojitych a stejné rozdélenych nahodnych velicin.

2. Aziom balancovaného generdtoru: Hustota pravdépodobnosti h(z) ndhodnych veli¢in
Ro, R1,Ra, ... (tzv. generdtor balancniho casticového systému) patii do tiidy 2
balancovanych hustot, tj. h(x) € £ (definice viz nize).

3. Aziom konvoluéni kompatibility: Posloupnost (R,,);'%9 je posloupnosti konvoluéné
kompatibilnich nahodnych veli¢in, tj. pro libovolné dvé ruzné ndhodné veliciny R;

a Ry (i # k) plati, ze R; + Ry ~ (h * h)(x).

Axiom konvoluéni kompatibility muze byt pochopitelné nahrazen prisnéjsim pozadavkem,
aby posloupnost (R,); %) byla posloupnosti nezavislych ndhodnych veli¢in. Za tohoto
predpokladu lze snadno dokazat, ze

Xy ~ K oh(z).

2.2 Trida balancovanych funkci

Tfida balancovanych funkci Z je prostor po ¢astech spojitych funkei f(x) s definiénim
oborem Dom(f) = R, oborem hodnot Ran(f) C [0,+00) a nosicem supp(f) C [0, +00),
pro které existuje kladné c¢islo s takové, ze

(Va > ) lim f(z)e™ =400 A (Va<s): lim f(x)e®™ =0 (balanéni axiom).

T—00 T—00
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Cislo s se nazyva balancni index a znaci se inb(f). Ve skutecnosti pifslusnost rozdélent
rozestupu ke tfidé 4 je nutna pro kazdy jednodimenziondlni ¢asticovy systém, kde jsou
interakce omezeny pouze na nékolik sousedicich ¢éstic [§], coz velmi dobfe odpovida
realnym dopravnim situacim.

2.3 Stochasticky mnohocasticovy plyn — fyzikalni realizace ba-
lancovaného systému castic

Fyzikélni realizace vyse popsaného balancéniho systému castic je reprezentovana soubo-
rem mnoha stejnych Castic rozmisténych po kiivce (typicky polopfimky, piimky nebo
kruznice), které jsou vystaveny stochastickému Sumu ruzné intenzity. Uroveit sumu v
tomto systému je Tizena takzvanym koeficientem stochastického rezistivity (5. Nulova
hodnota (8 znamena absolutni hladinu Sumu v souboru, ktery tedy odpovidé Poissonoveé
systému, kde ¢isté ndhodné umisténi ¢astic generuje exponencialné rozdélené mezicasticové
rozestupy, jejichz rozdéleni v ustaleném stavu je nasledujici

g(x) = O(x) e .

Naopak, pokud rezistivita [ roste nad vSechny meze, systém ve skutecnosti odpovida de-
terministickému systému, jehoz vnitini dynamika neni zatiZzena zadnymi stochastickymi
fluktuacemi. Za této podminky plati g(z) = d(z — v), coz znamend, ze Castice jsou
rozmistény ekvidistantné s lokacemi &g, &y + v, &y + 21, &y + 3v, . . .. Uvedené §(z) oznacuje
Diracovu delta funkeci.

Uspotradani ¢astic v obou hrani¢nich variantach nijak nezavisi na interakcich mezi jed-
notlivymi ¢asticemi. Situace se vSak dramaticky zméni pro hodnoty 0 < 8 < +o00. Pak
bude stacionarni stav systému silné zavisly nejen na hodnoté rezistivity, ale zejména na in-
terakénich silach, které urcuji vzajemné interakce mezi sousednimi ¢asticemi v systému. V
homogenn{ varianté systému, kdy se vSechny sousedni ¢dstice odpuzuji/pritahuji prostrednictvim
dynamického popisu (sila F(x) a interakéni potencidl ¢(x)), kde F(z) = —¢'(z), je
pridruzeny ustaleny stav systému popsan (viz obecné odvozeni v [4]) nasledujicim rozdélenim
vzdalenosti mezi ¢ésticemi:

g(x) = A@(:L‘)e_ﬁ@(’”)e_)‘m, (1)

kde konstanty A = A() a A = A() zajistuji spravnou normalizaci a skalovéni.
Navic za podminek

¢'(r) <0, lim ¢'(x) =—00, lim ¢'(z)=0. (2)

20+ z—+00
aplikované na hustotu pravdépodobnosti plati nasledujici implikace

p=1 = A>1 A <2 (3)
kde p, = [ "h(z) dz je k—ty moment hustoty h. Navic toto nastévé pravé pro Poissonuv

systém mezni hodnoty A = 1, us = 2,coZ je bud systém s absolutné neinteragujicimi
¢asticemi, tj. p(x) = 0, nebo stochasticky neodolny systém, kde § = 0. Tyto varianty
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jsou popsany exponencidlnim rozdéleni odstupu h(z) = O(z)e™®, pro kterou je tedy
rozptyl
VAR(X) = iz — pj = 1

Poznamka

Tak, jak byva zvykem, budeme i my bez tjmy na obecnosti predpokldadat, ze balanéni
casticovy systém je skdlovan, a ze tedy stfedni hodnota rozteci je jednotkova,

tj. [pah(z)de = 1.

3 Statisticka rigidita

Jednou z fundamentélnich charakteristik balanéniho ¢asticového systému je tzv. statis-
tickd rigidita A(L), mapujici variabilitu intervalové frekvence N. Pocétky jejtho zave-
deni pro ucely studia ¢asticovych systému lze nalézt uz v teorii ndhodnych matic [3], kde
kvantifikuje variabilitu energetickych hladin ve spektrech tézkych jader. Byva definovana
vztahem

A(L) = E(Np — L)% (4)

Graf statistické rigidity méa pro klasické systémy pomérné jednoduchy prubéh. Velmi
blizko za pocatkem souradné soustavy se totiz upina k vyrazné linearni asymptoté. Prave
touto primkou

A(L) =~ xL+6+o0(1/L*) (L — +o0) (5)

Ize statistickou rigiditu velice dobte aproximovat. Konstanty x, 0 této linearni asymptoty
nazyvame po fadé kompresibilitou, resp. deflekci. Zndmym poznatkem teorie casticovych
systému je skuteénost, ze pro vyjadieni kompresibility a deflekce daného BCS postaci
pouze znalost generatoru balan¢niho ¢dsticového systému. Pro kompresibilitu a deflekci
totiz plati nasledujici vztahy:

1
X = pa(h) =1, 0= =(9p3 = Itz — 4y + 6). (6)

Detailni odvozeni téchto dvou vztahu muzete najit v praci [9].

4 Klasifikace systému podle miry fluktuace interva-
lové frekvence

Balanc¢ni c¢éasticové systémy lze prirozené klasifikovat podle velikosti kompresibility .
Na obrazku |3 vidime ¢tyti barevné odliSené oblasti, a to oblast deterministickych stavi.
(Cervend), sub-Poissonovy stavy (modrd), Poissonovskych stavi (zelend) a super-Poissonovskijch
stavi. (tyrkysova). Poissonovy stavy (x = 1) a deterministické stavy (y = 0) predstavuji
mezni stavy pro vSechny ¢asticové systémy a jsou podrobnéji popsany nize. Modré oblast
sub-Poissonovych stavu zahrnuje naprostou vétsinu realnych fyzikalnich, biologickych,
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Obrazek 2: Statisticka rigidita dalni¢nich dat v rychlém pruhu. Udaje 0 jednotlivych
vozidlech byly sbirdny po dobu 90 dnt na délniénim okruhu R1 (nedaleko Prahy, Ceska
republika) pomoci technologie indukéni dvousmyckové detekee.

ekonomickych nebo socidlné-dynamickych systému, protoze ve fyzikalni teorii termody-
namickych systému tato oblast odpovida systémum s ¢isté odpudivymi potencidly (),
kde kompresibilita x lezi v intervalu (0, 1).

Nejzajimavéjsim typem systému castic (a také nejvzacnéjsim a nejméné prozkou-
manym) je super-Poissonova varianta vyvazeného systému castic, pro kterou piislusna
kompresibilita presahuje jednotkovou hodnotu. V takovych systémech je mira fluktuaci
— jak je zfejmé — vétsi nez v Poissonovych systémech, které jsou obecné povazovany za
systémy s nejvyssi mirou fluktuaci, protoze fluktuace nejsou nijak redukovany.

Tyto tvahy nas nuti klast si nasledujici otazky: Existuji vubec super-Poissonovy
systémy? Mohou se superpoissonovské stavy vyskytovat v redlnych (fyzikalnich, biolo-
gickych, ekonomickych nebo socialné-dynamickych) systémech? Odpovédi budou uvedeny
v nasledujicim textu.

4.1 Diractav BCS

V Diracové balanénim ¢asticovém systému (nebo-li v deterministickém systému) je smérnice
statistické rigidity, tj. kompresibilita, nulova. Je to stav systému, kdy jsou jednotlivé
¢astice rozlozeny ekvidistantné a stochasticka rezistivita [ roste nad vSsechny meze. Ta-
kovy stav je vSak pouze idealisticky. V redlnych dopravnich proudech, kde jsou vozidla

kdy dosahnout.
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Obrazek 3: Klasifikace balanc¢nich ¢asticovych systému.

4.2 Poissonuv BCS

Pravym opakem Diracova BCS je Poissontv BCS. V takovém systému je stochastickd
odolnost nulova a rozptyl rozestupu je roven jedné, protoze ¢astice na sebe vzdjemné
reaguji, a jsou tedy zcela nezavislé. To umoznuje absolutni volnost v rozhodovani jednot-
livych ¢astic a rozestupy mezi nimi jsou proto velmi rozptylené. V empirickych dopravnich
souborech lze tuto situaci nalézt pii velmi nizké hustoté provozu (do 5 vozidel na kilo-
sousednimi Tidi¢i, maji maximalni volnost v rozhodovéni, a ta pfipousti nejvyssi droven
stochastického Ssumu v systému.

5 Super-Poissonovské stavy BCS

Jak jiz bylo vysvétleno, balancovany systém ¢astic ma super-Poissonovo usporadani, po-
kud je pridruzena kompresibilita vétsi nez jedna. To znamena, ze v takovém systému
jsou jednotlivé realizace vybrané nahodné veliciny jesté vice rozptyleny kolem své stiedni
hodnoty nez v Poissonové systému, kde o sobé jednotlivé ¢astice vubec nevédi. Puvodné
se méfeni spadajici do superpoissonovské oblasti povazovala za chyby méfeni. Postupem
casu se vSak ukézalo, ze méteni nejsou chybna a ze mezi prvky pusobi nejen odpudivé, ale
i pritazlivé sily. Jak bylo uvedeno vyse, pokud v systému ¢astic pusobi striktné odpudivé
sily, pak super-Poissonuv stav nemuze nastat. Je-li v systému c¢éstic zjisténa kompre-
sibilita vétsi nez jedna, pak lze logicky predpoklddat, ze mezi prvky v tomto systému
psychosocialni puvod. V automobilové dopravé se superpoissonovské podminky vysky-
tuji napifklad pfi nizs hustoté provozu v rychlém pruhu délnice. Ridi¢i nachézejici se
v rychlejsim dalnicnim pruhu maji tendenci dohnat vozidlo jedouci pred nimi a tato
tendence je pri¢inou pritazlivého silového impulsu. Dalsim duvodem pro zvyseni kompre-
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sibility nad teoretickou mez je skutec¢nost, ze pii nizsich hustotach dopravniho proudu je
mozné predjizdéni a stiidani pruhu. To zpusobuje super-Poissonovské chovani dopravniho
proudu (viz [2]).

Na obrazku 4| muzeme vidét vysledek analyzy dopravnich dat z holandské dalnice
o dvou jizdnich pruzich. Modfe znacené jsou naméiené roztece z hlavniho pruhu, kde
se po celou dobu kompresibilita pohybuje uvniti intervalu (0,1) a spada tak do sub-
poissonovskych stavil. Cervené jsou znacend data z rychlejstho délniéntho pruhu a jak
lze vidét, predpoklddand horni hranice hodnoty rozptylu rozteci (zelené) je prekondna v
rychlém dopravnim pruhu pii nizsich hustotach provozu, konkrétné pii hustotach 5-20
vozidel na kilometr. Pti takovéto hustoté vsak neni dopravni tok tak ridky, aby jednot-
liva vozidla neinteragovala a pusobi repulzivni sily. Co vSak zpusobuje tuto odchylku
je pusobenti jiz zminéné atraktivni sily. Existence atraktivnich sil v téchto situacich do-
pravniho proudu je zpusobena piitomnosti agresivnéjsich fidiéu v rychlém dopravnim
pruhu na délnici. Tito fidic¢i dojizdi vozidlo pied sebou a malymi rozestupy, které jsou
pri dané rychlosti a hustoté neobvyklé, se snazi vytlacit vozidlo pied sebou z rychlejsiho
pruhu, aby mohli déle pokracovat v rychlé jizdé.

1.8
O fast lane
16 % O mainlane 4
theoretical maximum variance

14r O 4
o o
2
s 12r
o
>
= 1
s
°
S 08
ey
8
w 0.6
8]
(2]
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0 . . . . . . . 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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Obrézek 4: Data z holanské délnice A9.

Hlavni pri¢inou uvedeného stavu je tedy pritazliva sila, ktera se musi promitnout i v
potencialu. Aby systém byl stale bezkolizni, musi byt zahrnuta i sila odpudiva, a tudiz
potencidl pusobici v téchto stavech je tzv. kombinovany potencidl o(r) = r1n(r) + *, kde
r je vzdalenost mezi sousednimi vozidly a k je silovy koeficient, vyjadiujici pomér mezi
pritazlivou slozkou In(r) a odpudivou slozkou % Zderivovanim potencialu ziskame silu

roor2

Miuzeme vidét, ze tato sila zabrani srazce, tedy

r—07t r—07t T r2

1 — 1
lim F(r) = lim <—E + —) = lim el +00,
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a zaroven pro velké vzdalenosti interakce rychle vymizi, coz je patrné z toho, ze

ko1
lim F(r) = lim ——+4 — =0.
r—+400 r—+00 r r
Pritazliva slozka sily je reprezentovana vyrazem —k/r, zatimco odpudiva slozka sily je re-
prezentovana vyrazem 1/r?. Na obrazku [5|je zndzornéno nékolik piikladt kombinovanych
sil. V blizkosti pocatku je vidét silné odpuzovani a poté pod horizontalni osou detekujeme

oblast, kde repulze prevazuje nad atrakci.
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Obrazek 5: Prubéh sily pfi ruzné volbé k.

6 Zaveér

Tento clanek shrnuje nejnovéjsi poznatky o takzvanych superpoissonovych stavech obje-
venych v problematice statistického odhadovéni odstupt vozidel. Clanek také poskytuje
¢tenaii prehled o balancovanych casticovych systémech a jejich klasifikaci na zakladé
statistické rigidity, resp. kompresibility.

Jak jsme mohli vidét, na délnici existuje vyrazny rozdil v kompresibilité mezi rychlym
a hlavnim pruhem az do urcité hustoty provozu (pfiblizné 40 vozidel na kilometr). Pfi
vyssi hustoté je chovéani fidicu v hlavnim a rychlém pruhu nerozlisitelné. Pti nizsich
hustotach provozu vykazuje rychly pruh vyrazné vyssi kompresibilitu nez pruh hlavni,
pricemz se kompresibilita zvysuje nad teoretickou jednotkovou hodnotu platnou pro Pois-
sonuv systém. V BCS, kde pusobi ¢isté odpudivé sily, skutecné nelze tuto teoretickou mez
prekrocit. Nadlimitni kompresibilita lze v systému zjistit pouze v ptipadé, ze v systému
existuje pritazliva slozka interakéni sily. Vysvétlenim existence pritazlivé slozky v do-
pravé je pritomnost sportovné zalozenych fidi¢u v rychlém pruhu, moznost predjizdéni
a stridani jizdnich pruht. To je v souladu se skutecnosti, ze superpoissonovské stavy
jsou detekovany v provozu ve vice jizdnich pruzich a nevyskytuji se ve vyssich hustotach
provozu, kde neni dostateény prostor pro pusobeni téchto faktoru.



10

V. Pdnek, M. Krbdlek

Podékovani

Vyzkum prezentovany v tomto ¢lanku byl podpofen grantem CKO01000152, ktery poskytla
Technologickd agentura Ceské republiky (TACR) a grantem SGS21/165/0HK4/3T/14
poskytnutym Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy CR (MSMT CR).

Reference

Krbalek, M., Hrabdk, P., Bukacek, M., 2018. Physica A 490, 38.

Krbalek, M., Seba, F., Krbélkova, M., 2022. Physica A 585, 126418.

Mehta, M.L., 2004. Random matrices (Third Edition). New York: Academic Press.
Krbalek, M., 2007. J. Phys. A: Math. Theor. 40, 5813.

Cox, D. R., 1962. Renewal Theory, Methuen & Co., London, New York.

Cox, D. R., Lewis, P. A. W., 1978. The statistical Analysis of Series of Events,
Chapman & Hall.

Hannan, E. J., 1961. Time series analysis, Methuen & Co., London, New York.
Krbélek, M., Sleis, J., 2015. J. Phys. A: Math. Theor. 48, 015101.

Péanek, V., 2020. Statistical compressibility for systems with middle-ranged potentials,
Research Project, FNSPE CTU in Prague, supervisor doc. Mgr. Milan Krbalek,
Ph.D.



