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Kapitola 1

Historie dopravniho modelovani

The volume of vehicular traffic in the past several years has rapidly
outstripped the capacities of the nation’s highways. It has become
increasingly necessary to understand the dynamics of traffic flow and
obtain a mathematical description of the process.

— Harold Greenberg (1959)

Navrh: co tfeba déat na zacédtek kazdé kapitoly néjaky citat od matematikti vyskytujicich se v dané
kapitole? Doplnit sem takovéto hezké poviddni okolo plus mozna néjaké obrazky z téch ¢lankd, jak
zacinali. SnaZila jsem se dohledat kfestni jména vSech matematik(i, nicméné u nékterych jsem byla
neuspésna.

1.1 Historicky exkurz

Zacatek vyzkumu v oblasti dopravnich systém.

e 1934 : Bruce D. Greenshields, The photographic method of studying traffic behavior, Proceeding of 13th
Annual Meeting Highway Research Board.

e 1935 : Bruce D. Greenshields, Study of highway capacity (special report on traffic theory), Proceeding
of 14th Annual Meeting Highway Research Board.

1.2 Padeséata 1éta 20. stoleti

e 1955 : Michael James Lighthill a Gerald Beresford Whitham, On kinematic waves (a theory of traffic
flow on long crowded roads), Proceedings of Royal Society, London, 229.

e 1956 : Paul I. Richards, Shock waves on the highway, Operation Research 4, 42.
e 1959 : Harold Greenberg, An analysis of traffic flow, Operation Research 7, 79.

e 1959 : Sergei K. Godunov, A difference scheme for numerical solution of discontinuous solution of hydro-
dynamic equations, Matematiceskij Sbornik 47, 271.
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KAPITOLA 1. HISTORIE DOPRAVNIHO MODELOVANTI

1.3

1.4

Sedesata 1éta 20. stoleti

1961 : R. T. Underwood, Speed, volume and density relationships, Quality and Theory of Traffic Flow,
Bureau of Highway Traffic, Yale University, New Haven, Connecticut.

1966 : A. C. Dick, Speed/flow relationships within an urban area, Traffic Engineering Control 8, 393.

1967 : Joseph S. Drake, A statistical analysis of speed density hypothesis, Highway Research Record
154, 53.

1967 : Louis A. Pipes, Car following models and the fundamental diagram of road traffic, Transportation
Research 1(1), 21.

1969 : Elliott W. Montroll, Three examples of one-dimensional systems, Symposium of Contemporary
Physics, Trieste, 177.

1971 : P. K. Munjal and Louis A. Pipes, Propagation of on-ramp density perturbation on unidirectional
and two- and three-lane freeways, Transportation Research 5(4), 241.

Devadesata 1éta 20. stoleti

Fakticky zacatek systematické dopravni védy.

1992 : O. Biham, A.A. Middleton a D. Levine, Self-organization and a dynamical transition in traffic
flow models, Physical Review A 46(10), R6124.

1992 : Bernard Derrida, E. Domany a D. Mukamel, An exact solution of a one-dimensional asymmetric
exclusion model with open boundaries, Journal of Statistical Physics 69 (3/4), 667.

1992 : Kai Nagel a Michael Schreckenberg, A cellular automaton model for freeway traffic, Journal of
Physics I France 2, 2221.

1993 : Boris S. Kerner a P. Konhduser, Cluster effect in initially homogeneous traffic flow, Physical
Review E 48, R2335.

1994 : Boris S. Kerner a P. Konhduser, Structure and parameters of clusters in traffic flow, Physical
Review E 50, 54.

1996 : Minoru Fukui a Yoshihiro Ishibashi, Traffic flow in 1D cellular automaton model including cars
moving with high speed, Journal of Physical Society of Japan 65(6), 1868.




Kapitola 2

Analyza dopravniho systému

Osnova dle prezentace z webu a dle ¢lanku z webu:
Dopravni systém
Znaky dopravniho systému
Metody studia dopravnich systémt
Metody modelovéni dopravniho proudu
Dopravni experimenty
Dopravni monitoring

2.1

1.

Typicky vzorek dat méfenych na indukéni dvojsmycce
Prabézny cas 7y
Cislo pruhu I
Individudlni obsazenost (occupancy) o
Casova prodleva (gap time) g
Cas prejezdu smy¢ky (travel time) f
Rychlost vozidla vy
Délka vozidla d;

Kategorie vozidla (car, trc, van, car with trailer c+t, mot, bus, track with trailer t+t)

Definice:

O =173 -T2
Sk=T2—T1
hk =T4 — T2
Kontinuélni &as:
Ok + 8k

—zdt@vodnéni: volba 71 = 0, tedy g = 72, pak 73 = 0 + T2 = 0 + gk
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KAPITOLA 2. ANALYZA DOPRAVNIHO SYSTEMU

1, e
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4.

Obrazek 2.1
Tustrace k definicim veli¢in méfenych na indukéni dvojsmyéce, fialové auto reprezentuje k—té vozidlo.




Kapitola 3

Makroskopické modely dopravy

3.1 Makroskopické veli¢iny a dilezité zdkonitosti mezi nimi

Empirické alternativy
Dopravni hustota

o(x,7) = % [Veh . km_l]

Dopravni tok
AN 1
J,0) = S [veh -]

Obsazenost: po jakou dobu byl v priiméru detektor obsazen (vyjaddfeno pomérné)

N
i=10i

AT

Ox, 1) = [-]

Globalni rychlost skupiny N-vozidel
Vi) [km-h]

— hleddme vztah mezi nimi
Aproximativni vztah odvozeny z dynamiky kapalin

[ = AN AN Ax
At Ax AT
Rovnice kontinuity vyjadfujici zdkon zachovani po¢tu vozidel
Fi . f
.
-'{rla',rj i 4

7
T A

Obrazek 3.2
Tustrace k rovnici kontinuity
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KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

pocet vozidel uvniti: N = f ’ olx, T)dx

¢asovéd zména poctu vozidel: J(x, ) = f b % dx (diskuze k zdméné integrdlu a derivace)
zachovéni poctu:
b
do . _ _ b v o]
fu 2 g = Jo, 0~ J0, 0 = - O = - [ Sy

pfedchozi rovnost plati pro vSechna a,b € R, kde BUNOa<b:
do J]
f (E + 5) dx=0

90 . 9]
a1t dx
— nyni pfejdeme k matematické formulaci makroskopickych dopravnich velic¢in, ty jsou odvozeny
od tzv. vyhlazeného poctu ¢éstic (klademe si otazku: jak zderivovat pocet ¢astic?)
— pocet ¢astic na intervalu (—oo, x)

(y—a(l)
N = N(x, ’c)—f Z > 222 dy,
o

x(y,7)

pak tedy plati skoro vSude

=0

kde x(y, t) zna&i vyhlazeny pocet ¢astic (kone¢nd suma, zdména bude OK), 0 > 0, @1(0) > a2(0) > --- >
a,(0) a ve funkcich a;(7) je schovén pohyb &astic, nebof pro vechna i € i a v8echna t € R* plati ?f’ >0
(zajistuji pohyb &E4stic zleva doprava) — plati N(x, 7) € € (R, R*) a vyhlazeni dava dobry smysl, nebot

N(R, ) = n, pokud zavedeme notaci

_(ei)®

N(A, 1) := T dy,

Obrizek 3.3
Tlustrace k vyhlazeni po¢tu ¢4stic

ted jiz mizeme definovat dopravni (&sticovy) tok

ON
J:= o’
kde minus je pouhopouhd konvence znacici ubyvani a pfibyvani ¢astic - pokud je tok kladny, pak ¢4stic
vV mnoziné (—oo, x) ubyvé, a dopravni (¢asticovou) hustotu
_ON
0= BN
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3.1. MAKROSKOPICKE VELICINY A DULEZITE ZAKONITOSTI MEZI NIMI

predpoklddame také fundamentalni zavislost | = J(o)
vyuzijme nyni téchto definic a vyjadfeme p a |, tedy

(x—a,-("[))z
202

ox,7) = x(x,7) = Z

27w
a n n 2
* dx(y, T N 1 —ai(7) doy; _ (-ai(@)
oo== [ V20 Pay=- [ SO -
= L —o 3] V2mo O dr
x N 2 n
1 y-ai(t) _(y=ey(@) (y aj (T))
= - vi(t)e 22 dy= U (7) |e =
—W; V2no 0 1 / Z —o0
(x—a; (T))
ovéfeni platnosti zdkona zachovani:
(-aj(0)
Z Lol 5 )
a

1 , — (r—a;())?
ﬂ__z vi(7) x —ai(7) e S

ax P 2 To 02

odkud 2+ 2 =0

zékon zachovani je tedy trividlnim déisledkem vyhlazeni poctu &stic, nebof hladka funkce mé
zdménné vsechny parcidlni derivace, coZ je po dosazeni vyse zavedenych definic do zdkona zachovéani

ziejmé
9 (N}, 2 (N _,
ot\dx | ox\ ot )
limitni chovani hustoty pro minimélni rozptyl o (bezrozmérné body), tj. hledame lim, o, o(x, 7) v
7'(R)

lim (o, 05 p() = lim | Y — 55 00| = Y [ 2 o
im (o(x,7); p(x)) = lim e 22 ;opx im x)dx =
0—0,4 ¢ ¢ 0—04 P \/2 o ¢ g—>0+ 271(7
y= X—a; (T) 2 2
11m ez 0+ ai(1)) dy = ‘ (y,7)|<Ke 7 € ,%(R)‘ =
dx = ody i1 U_)()* \/_ ol Z / |f J |

BN

1l
ﬁ“H

f e_yT (i(7)) dy = Z @ (ai(1) V2m = ifp(ai(f)) = (i 5ai<T>;§0(X))
i=1 i=1

tedy
lim ox,7) Zéam—zé(x ai(x)

Rovnice ustdleného proudéni:

e staciondrni proudéni: rychlost proudéni se neméni v Case, tj. v;(7) =

11



KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

e ustalené proudéni: vSechny ¢astice maji stejnou rychlost, tj. v;(7) = V(1)
vychodisko: Vi € 71 : vi(1) = V(7), pak

(A‘ﬂw(r))2

= V(1) o(x, 7)

Z Mz

navic, pokud oznac¢ime f3; lokaci i—té ¢astice,

ai(t) = j;T V(t)dt + ﬁz’ =w(t) + ﬁi,

kde w(0) = 0, pak
(X— ﬁ,)

olx, 1) =

Zakonitosti:

e pro ustdlené proudéni, tedy pfedpokladame - vV —,

do _d] 0 3 3 do
% ox ox (V(7) o(x, 7)) = =V(1) = B

tj. roste-li hustota ve sméru osy x, postupem casu v daném fixovaném bodé hustota vozidel klesa

x—w(t) =i _ G0k’ dw
Z e 2052 —_—
210

02 dt’
i 1 x—w(m)—f e’
-1 V2o o? ’
odkud
do _ dwdo
Jt  dt ox

3.2 Fundamentilni hypotézy (vychodiska) makroskopického dopravniho
modelovani

1. Stav dopravniho systému je plné popsan tiemi veli¢inami

e dopravni hustota g(x, 7),
e dopravni tok J(x, 7),
e rychlost dopravniho proudéni V(x, 7).

2. Fundamentédlnimi dopravnimi zadkonitostmi rozumime | = J(g) a V = V(p) - grafy téchto zavislosti
nazyvame fundamentalnimi diagramy.

3. Neméni-li se hustota provozu, neni divod ke zméné priimérné rychlosti v prostoru, tj.

av

=0,
dx o=konst

12



3.3. ROVNICE MAKROSKOPICKE DOPRAVNI ANALYZY

odkud: méme V = V(g, x, 7), nebof g = g(x, 7), vyjadteme

av_ovas v
dx  do dx  Ix’

pokud ¢ = konst, obdrzime

vV
0:—-0+8—V ,
Jx ox o=konst
tedy
v,
ox o=konst

tedy vypoustime ze zavislosti x, tj. V = V(p, 1)
4. Neméni-li se hustota provozu v ¢ase, neni divod ke zméné rychlosti proudéni v ¢ase, tj.

dv
dx

=0,

o=konst

odkud zjistujeme, Ze mlizeme ze zavislosti vypustit taktéz 7, celkem tedy dochézi ke zjednoduseni
vztahu na zdvislost V = V(p) - obdobné vse platii pro tok, tj. ] = J(¢) (mdme tedy co do ¢inéni s kiivkami,
muZeme tedy opravdu mluvit o fundamentalnich diagramech)

3.3 Rovnice makroskopické dopravni analyzy

H(x,t)ax =V -1 (V je konstantni)
obecné pravidlo: ozna¢me H(t) sloZzenou funkci H o x, tj. H = H(t), odtud

ﬁ = a_H % + a_H =V 8_H + 8i_l
dt  dx dt It oJx It
4 .. ¢asovd zména veli¢iny H(x, 7) v soufadném systému pohybujicim se rychlosti V = K
nyni polozme H(x,7) = o(x, 7) a sledujme zmény hustoty (¢asové) v soufadném systému, ktery se
pohybuje rychlosti V (s kolonou), pak tedy
do do A% do oV

J
RV s R e m T %

do do do  d] do _
el e v M v

velmi neformdlni odvozeni (odvodit formalné):

do _ AV (x, 1)
dr o, 7) ox

e Roste-li rychlost vozidel podél vozovky, pak nutné klesa hustota vozidel v ¢ase.

e Naopak, roste-li v ¢ase hustota vozidel, jejich dopfedna rychlost klesa.

e Hustota o(x, 7) ale nemtiZe nikdy klesnout pod nulu, protoZe klesne-li g(x, 7) na nulu, je % =0a
o(x, T) ztistane navzdy nulovou.

13



KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

3.4 Historicky pfehled fundamentalnich diagrami

Vztah | = o V uzivame lokalné pii konstantni o

3.4.1 Pied rokem 1935

rychlost je konstantni, nevytvarela se kongesce

e d H

V4

“a

Obrézek 3.4
Pfed rokem 1935

3.4.2 Greenshields (1935)

kde gy je kritickd hodnota

—o

Obrazek 3.5
Greenshields

3.4.3 Greenberg (1939)

V=V, 1n(@)
0

0
=V ln(—)
00 0
vime, Ze J(0;) =0 a

lim len(g) =0,
x

x—04
odkud tedy J(04) =0
zjistujeme té7, Ze opax = % ¢ili neni ve stiedu, ale je mirné vlevo oproti Greenshieldsovu modelu,

kde OMAX = %

14



3.4. HISTORICKY PREHLED FUNDAMENTALNICH DIAGRAMU

Obrazek 3.6

Greenberg
3.4.4 Underwood (1961)
V=Vye U
e
J=Voge ¥
d 2o
9J_vy, (1—23) ey L,
do o
odtud
1
OMAX = EQI
¥ bl
J
v A ,fr!fL?E”J ( _,‘E_ M
l ;
f 4 / >
Yan 0 Pran f°

Obrazek 3.7
Underwood

3.4.5 Dick (1966)

DvoureZzimovy piistup, g1 ... kriticka hodnota
prvni pfipad ... volna doprava, druhy piipad ... kondenzovand doprava

Ve Vo 0<o<p
VO% . 020 A0S Y

/- Voo 0<o<m
Vorhoggl%if] e 02 0N0< Y
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KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

V
I

Dick 1966 [ dvowredime r!;l!;':!,"ij
¢/ !

A I
- 1= 3t /N
’ LENPY £ 22 j
4 Y=hm
- S 4 | > >
i P
5y i | %) S
Obrézek 3.8
Dick
3.4.6 Drake (1967)
Y
V=Ve 4
22
Y
ﬂ:volwﬁqe 7 10,
0 g
odkud .
OMAX = EQ]
W, Dk 194 L
/A JA A
V=l ¢ ril;r‘ Jf B
| V=1, |
? \ /
. RIS ] ] i
> o >
b ) foan p f
2 Sl

3.4.7 Pipes (1971)

pron>1

Obrazek 3.9
Drake

n
V=w%1—£)
9

Qn
“Veof1-2
/ OQ( @)

16



3.5. REALNE FUNDAMENTALNI DIAGRAMY

n n—1
d—]:VO(l—ﬁ) ~v, L (1—3) n<o,

do o1 o1 o1
odkud
1
OMAX = P 9]
T‘\’ ,«r 1) 14534
VA \ /(1 9 N * &
o U Pnl
\‘\] 2
"- > ’ S >
uan ¢ Jipr
Obréazek 3.10
Pipes

3.5 Realné fundamentdlni diagramy

F ... free traffic (volnd doprava)
C...congested traffic (kondenzovana doprava)

... metastabilni volnd doprava - extrasaturované stavy

soucasti kondenzované dopravy jsou i stop-and-go viny

Obréazek 3.11
Reélny fundamentalni diagram

3.6 Dvoufazova teorie

Existuji pouze dvé faze - Fa C.

RozpréasSeni dat po fundamentdlnim diagramu je zptisobeno statistickou povahou mikroskopickych
veli¢in (individualitou fidi¢e apod).

Pohyb vzorku po fundamentalnim diagramu: p¥i houstnoucich tocich a poté pfi fidnouci hustoté - nartst
dopravni hustoty, zfed ovéni proudu - tzv. dopravni hystereze (tzv. reverzni A).

Helbing, Treiber, . ..

17



KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

Obrazek 3.12
Dopravni hystereze

Obrazek 3.13
Zména rychlosti s hustotou

3.7 Ttifazova teorie

Kerner, Sauter, . ..
Jednd se, jak uvadi sim Kerner, o kvalitativni teorii. Jde o to, Ze kondenzovana doprava ma dvé zietelné
odlisitelné podfaze.

1. Synchronizovany tok

e Obvykle je fixovdna na bottleneck.
e Propagalni rychlost kongesce neni charakteristickou vlastnosti proudu (rtizné fluktuuje).

e Je charakteristickd tzv. synchroniza¢nim efektem, kdy se synchronizuje rychlost vozidel, ale
pohyb vozidel neni drasticky omezen.

¢ Jedn4 se o kontinudlni proudéni bez zastavovani.
2. Wide moving jam (rozsahld kongesce)
o Tato faze je charakteristickd neménnou propagacni rychlosti kongesce, kterd je tedy zdkladni
charakteristikou tohoto typu proudéni.
o Cely vzorek (jako lokalni struktura) se propaguje skrze ostatni typy fazi.
e Propagacni rychlost je stejnd pro rtizné wide moving jam.

e Moving jam odrdZi propagaci kongesce jako uceleného pevné spojeného shluku vozidel.

18



3.7. TRIFAZOVA TEORIE

e [ kdyZ rychlost jednoho vozidla uvnitt kongesce mtiZze byt nulové, propagacni rychlost kon-
gesce se zachovava - proto slovo wide.

Rozlisit tyto dvé podfaze neni mozno pouze ve fundamentdlnim diagramu. Je tfeba studovat ¢asoprostorovy
vyvoj rychlosti V = V(x, 7) (nelze uzit k detekci indukéni smycku, je tfteba uZit letecké snimkovéni).

3.71 Fundamentdlni hypotéza tfifizové teorie

e Uvazujeme hypotetické stavy synchronizovaného proudéni, kdy se vSechna vozidla pohybuji
stejnymi casové nezavislymi rychlostmi udrzujic stéle stejnou vzdalenost mezi kaZdymi dvéma
sousednimi vozidly.

e Tyto hypotetické stavy, ackoli zidealizované, pokryvaji i pfes silné zjednoduseni dvoudimen-
ziondlni oblast ve flow-density plane (J = J(0)).

e To znadi, Ze na tsecce V = konst se ve flow-density plane mohou vyskytovat stavy s nespocetnou
mnoZinou hustot v dané oblasti (g1, 02).

e Také pfi konstantni hustoté 1ze detekovat nespocetnou pestrost rychlosti (V1, V>).

— ve tfifazové teorii nelze hovofit o fundamentalnim diagramu!

Three traffic phases

B

Synchronized

Free flow Mlow
2y
& 150y 4 s , Location
7 oy [km]
£ 75J 24
2 _0 \
=700 T 16
2 7 Bottleneck
Time 4 8
Wide moving 830 0

Trajectory of a vehicle
from 7:30

g

Location [km)

0 .
07:00 07:30 08:00 08:30

|- L]
Free flow Synchronized Wide moving
fow jam
Obrizek 3.14

Tr¥ifazova teorie




KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

Obrazek 3.15
Synchronized flow

Obrazek 3.16
Wide moving jam

3.8 Greenbergtv makroskopicky model

3.8.1 Odvozeni pohybové rovnice pro jednodimenziondlni kapalné proudéni

-~

¥ r
- f

ZiF .
:ge:-* A ) -" ? --:"

(1
EQ - >
ax t

Obréazek 3.17
Ilustrace kapalinového proudéni

méme F1 =p;-SaF,=p2-S
obecné ma, = ), Fy, tedy
may=-Fy+F; =—(p2—p1)S =-ApS,

odkud
ApS ApS 1 Ap
ax = — = = —_-— —

m  0SAx o Ax

pozor V zde znaci objem, pfeznacit!
vezmeme-li v potaz stavovou rovnici % = konst a T = konst, tedy Zze pV = p% = konst, odkud jiz

p=Kp
celkem tedy mame pro kapalinu po zavedeni K = C? a nahrazen{ diference parcidlni derivaci

_ Cdo
= o (3.1)

Ax

3.8.2 Vychodisko Greenbergova modelu

Predpokldda se, Ze se doprava chové jako spojité kapalina. VyuZijeme vztahu (3.I), a to

av _ o

dt o ox’
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3.8. GREENBERGUV MAKROSKOPICKY MODEL

odkud ze znalosti faktu V = V(x, t) obdrzime

oV IV 2 do

E+V8x+55—0. (32)
<1 do , 9] _ p
Ze znalosti | = oV a 5= + 3¢ = 0 mdme
do do A%
Ze znalosti V = V(p) vyjaddieme
oV _av o oV _av 2

dt  dp ot 2 ox  dp ox’ (34)

Nyni ozna¢me V' = ‘é—z a dosadme do , t.

J do 9
vy, L%

P x T

odkud

do 2\ do
£+(V+ V’Q) a =0.
Obdobné aplikujme vztah na vztah (3.3), tj.
do 90 90 _
g +V 5 +0 \% a =0,
odkud opét
do

9o N
£+(V+QV)$—O.

Greenbergtiv model tedy spociva v feSeni soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic, jezZ méd po
pfepsani do maticového formalismu nésledujici tvar

1 v+ | 0
=] (3.5)
1 VoV || 2 0

3.8.3 ReSeni Greenbergova modelu

Ihned jako prvni feSeni soustavy (3.5) je ndm zndmé trividlni feSeni, a sice
%0
do |~ ’
b 0

o(x, ) = konst.

odkud méame

Mnohem zajimavéjsi ale bude to netrividlni, které ziskdme pouZitim Frobeniovy véty. Ta pro nds nyni
stéZejni cast fikd, Ze determinant matice soustavy je nulovy (matice soustavy tedy obsahuje alespor
jeden linedrné zavisly sloupec) pravé tehdy, kdyz existuje netrividlni feseni soustavy (3.5), coz v tomto
konkrétnim pfipadé znamena

2

V+oV' -V -
+0 QV’

=0,
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KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

odkud
av

d_Q_

OkamZitym feSenim této diferencidlni rovnice obdrzime vztah

C
+—.
0

V=iC1n|Q|+D.

Zjisténi integra¢nich konstant provedeme pouzitim pocate¢nich podminek, které nasi tilohu kompletuji,
atoV (Q]) =0a V(g) = Vo. MiZeme tedy psét findlni vztah

v=voinZ
0
Pro tok tedy mame
9j
J=VooIn—.
’ 0

Pro kontrolu jesté uved me, jak se tok chova u nuly, tj.

lim Cp In 4. 0.
0—0+ 0

3.9 LighthillGv-WhithamGv dopravni model

Snaha vysvétlit tzv. kinematické viny.
Sestaven roku 1954, vyieSen az 1974.
Vychozi hypotéza

I 0 = Jox 9 -0 225,

kde J, je efektivni tok a D > 0 je difuzni konstanta, cely odecitany ¢len pak znaéi poruchu difuzniho
charakteru odvozenou od hustoty provozu
rychlost pak ziskdme jako

) D do_y o\ D 90
©oolx,T) Velw,t) - o - Vo) o(x,T) ox

o(x,T) ox
dosazeni do rovnice kontinuity

Vi(x, 1)

do d] do 0 _do 0 do\
8_"[+£_£+$(Q(X,T)‘V(x’r[))_£+£ QVE(Q)—Da —O,

odkud

do do oV, do _d*p
e R P L

celkem tedy mame jednu rovnici pro dvé nezndmé funkce pa V,

=0,

P do
¢ m&»g_D 4 (3.6)

£+(V6(Q)+Q do ) ox o2

kde ale vzit druhou rovnici? tady - od Greenshieldse!

- _e
Ve(@) - VO (1 Q])
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3.9. LIGHTHILLUV-WHITHAMUV DOPRAVNI MODEL

dosadime ji tedy do (3.6) za V., obdrZzime

4 0\ o _ %%
= V2| =p—=
ot (VO Vo Q}) ox = ox%’
kde Vo ;0] € R*
zavedeme propagacni rychlost kinematickych vin

(e, = Vo (1 - @‘“)),
o1
odkud posléze
-9 .-
o) = 59 (Vo — p(x, 7)),
tedy
do__o ok
bk 2 Vo ot
do__ & ok
ox 2V, ox
Po_ o Pu

ﬁ B 2 Vo (93(2
Burgersova rovnice fe$i problém Sokovych dopravnich vin, ale neumi vysvétlit fenomén samoor-
ganizace dopravnich stop a stop-and-go rezimy, tzv. noisy Burger eqution s dodate¢nym fluktuaénim
¢lenem a s diftznim koeficientem zdvislym na hustoté provozu piindsi realistické predikce chovéni
dopravy
du du Pu
— + ux, 7)=— =D(u) = + <lx, 1),
o+ U0 D5 = () 55 + £, D)

kde D(u) je difazni koeficient zavisly na u a &(x, 7) je fluktua¢ni ¢len; tyto tlohy lze fe$it pouze numericky

>y

Obrazek 3.18
Dopravni zacpa se pohybuje proti sméru rychlosti vozidel.

zpét k tomu co fesime: Pak piehodit pofadi, at vsuvka nerusi vypocet. Po dosazent:

Pu
ox2’

du du
% + y(x, "C) g =D
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KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

cozje nelinedrni Burgersova diferencidlni rovnice (tzv. konsolidovany tvar), 1ze ji aplikaci Cole-Hopfovy
transformace pfevést na rovnici linearni, ta tranformace:

TR
(x,7) Ix’

plx, 7) =
kde ¢(x, 1) # 0, na to pfisel pravé ten Whitham roku 1974, vyjadfeni parcidlnich derivaci

ou 2D Jdpdp 2D ¢

ot P%(x,7) dx dt  @(x,T) IxIT

du 2D (8qo)2 2D P

ox ~ @2(x,1) \dx)  @x,1) x2
Pu 4D 8_<p3+ 60 dp Pp 2D Pp
oz @3(x,7) \ox P?(x,7) dx Ix*  @(x,T) Ix3
Dosazenti, zkrdceni 2D a ndsobeni ¢3(x, 7):
dp (dp P d (dp g\
g(a—f‘jw AR P

odkud s vyuzitim znalosti faktu ¢(x, T) # 0 (pfimo z definice Cole-Hopfovy transformace) miizeme psat

d d*
9305 _,
x| o1 | 7

odtud 5 o
% P
— -D—=C 7 ’
o0 Do =P
kde C,D € R, coZ je jiz ona avizovana Burgersova linedrni alternativa
Zamysleni: teoreticky by C nemuselo byt ¢iselné, ale mohlo by se jednat o funkci od 7, jak moc by se
pak zkomplikovalo feSeni?

Hleddme tedy feSeni

-~ d 92
Lp(r,1) = 5= =D 25 ~ Cp(r,1) = 0,

kdeCeR,D > 0.

3.9.1 Cauchyova tloha

pocéte¢ni podminka ¢(x, ’[)|T:0 = B(x) € €(R) jak souvisi tato pocdtetni podminka s ptivodni pocate¢ni
podminkou stanovenou pro hustotu?
ze tvaru Cole-Hopfovy transformace plyne, Ze

P
p(x, 1) = 5-[-2D In(p(x, )],

odkud .
20 In(p(,0) =~ [ w0y,

0

odkud |
P(x,T) = e~ b HyDdy
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3.9. LIGHTHILLUV-WHITHAMUV DOPRAVNI MODEL

tedy
P(x,0) = o= 75 Jy H(yO)dy

zéroven ale u(x, t) = Vy (1 -2 @(g—f)), odkud

<xa<0>>2
w0 = [@’_ Z‘\/2_7702 ]

kde «;(0) jsou pocate¢ni lokace; ozna¢me «a;(0) = d;, pak

fy(y, 0)dy = Vox — 22 (1+E f[ \/_d

% fex e dt, tedy

[)=vox-n- Zm[

gl

kde Erf(x) =

n=Vgx

n x—d;
p(x,0)=e™™ e® L Erf[E =: B(x)

3.9.2 Pfevod do 7’
w(x, ) = O(7) ¢(x, T), odkud

Jw dp
g - ®(T) a_/
ow dp
5 = (1) ® B(x) + O(1) 3
a 2 82
rw Q
EraR
-~ dp
Lw(x, ) = (1) 5 D Frel Co(x,7)| + 0(1) ® B(x),
odkud

Lw(x,7) = 5(1) ® B(x),
tedy zobecnénd alternativa v 2’ (R2)

Jw Pw

= _DW - Cw(x,7) = 8(1) ® B(x)

3.9.3 Fundamentdlni feSeni

Maéame rovnici
de(x,7) 82 (x,7)
ot ox?

na kterou pustime Fourierovu transformaci .%,, ¢imz ziskdme rovnici

— Ce(x, 7) = 6(x) ® 6(1),

JE(&, 1)
JT

kde E(&, 1) = Z¢ [e(x, T)], na niZ vypustime Laplaceovu transformaci .Z;, ziskdme

+DE?E(E, 1) — CE(E, 1) = 8(7),

pE(&,p) +DEXE(E, p) — CEE,p) = 1,
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KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

kde E(¢, p) = Z¢ [E(E, 7)]. Odtud

1
E =——
(& p) PIDE_C
odlaplaceovdnim
E — -1 — -(D&-0O)t
&En=2 Py _C] O(1) e

a odfourierovdnim
. 1 _
G(X, "L') — gfx—l [@(T) -(D&2—C ] @(T) T 7 -1 I:e_Df,Z’I] — @(T) eCTﬁyx [e Dxl’[]
ziskame jiZ nase fundamentalni feSeni

O(t e 2
e(x,7) = % e’ Soe .

3.9.4 Konstrukce vzorce pro obecné feSeni Burgersovy rovnice
w(x, 7) = €(x,7) * 6(7) ® B(x) = €(x, T) * (%),
tedy

w(x, 1) = W fﬁ(x &e ~i5e ch

3.9.5 Néktera trividlni feSeni
A
pripad, kdy o(x,0) = konst, a tedy i u(x, 0) = konst, pak Cauchyho podminka nabyva tvaru

P(x,0) = e B = B(x)

a feSeni je

u(x,t) =-2D % [ln(zf/;T) + ln(f Blx—¢&)e” e dé)] = —ZDai |1 (fR e (=) e_% dé)] =

Jl <&@ 1 C%1
=202 |- 4 ZIn(4D Sy
8x[ 2p TN Tx)+4n] ¢

B

ptipad, kdy o(x,0) = Kx, a tedy u(x,0) = Vy (1 -2 K@—f) =: o — Cx, pak Cauchyho podminka nabyva tvaru
P(x,0) = e B b O-CHW = 505 = gy)

a feSeni je

a _i(x_ (x 5)2 &2 a ¥2—2xa+a’t
p(x,7) = -2D—|In e e e ~757 || = —2D —1In |2 e “Brio: V7
dx R ax

8 [sz —2xa+a2fc] 1 Cx—a
2

Do | @ —aor r P20 =
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3.10. O PROPAGACNI RYCHLOSTI KINEMATICKYCH VLN, JEJICH ROZBOR

a vzhledem k tomu, Ze vime, Ze plati rovnost

Cx—a :VO(l_zg(x,T))
Ct -1 01

azaroveia = VgaC=2V, @LI’ miizeme vyjadfit

Cx—a_a_g(x )
cr-1 YT
odkud jiz
(x,7) = K==
ot = ct-1

kontrola: p(x,0) =Kx

C

pfipad, kdy o(x,0) = L — Kxx, jak pak vypada o(x, 7)?

3.9.6 Transformace modelu pro vice realistické predikce

v roce 1979 Prigogine a Phillips

cil: donutit model aby generoval kongesce spontdnné
ustupek: odklon od analytického feSeni k numerickému
noisy Burgers equation:

du du ’u
E + ‘U(X, T) % = D(f’l) ﬁ + g(xl T)/
kde &(x, 7) je fluktuacni ¢len postihujici stochasti¢nost
rce pro rychlost:
A% aV 1 P V.(o)—-V(x,1)
Fra V(T ox  o(x,T) dx 7(0) ’

kde 7(p) je relaxa¢ni ¢as (zavisly na hustoté), P(x, 7) je dopravni tlak, pro ktery plati P(x, ) = o(x, 7) O(x, 1),
kde ©O(x, 1) je rozptyl rychlosti vzorku vozidel - 1ze bud odvodit aproximativni dynamickou rovnici,
nebo predpokladat vztah

O, 1) = Oy (1— Q(m)),

kde tedy O(x, ) > 0 a rozptyl rychlosti se s rostouci hustotou zmensuje

3.10 O propagacni rychlosti kinematickych vln, jejich rozbor

U, 1) = Vo (1 o T)),
o

kde Vo >0apg >0
Greenshields: maxim4lni tok nastdvé pro hustotu gy = ¢, tehdy ale u(x,7) = 0

= pro hustoty ¢ € <0, %) je rychlost vIn pozitivni, ale pro ¢ € (%,Q}) se vlny v systému S$if{ se
zapornou rychlosti, tedy dopravni zacpa se posouva proti sméru rychlosti vozidel
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KAPITOLA 3. MAKROSKOPICKE MODELY DOPRAVY

@
p (vehicles/km/lane)
80

80
60
40 g
20 L~
0
Obrazek 3.19
Ilustrace ke kinematickym vlndm
oA
o ||
r rc._i V .
7
o

bongeset_ | ;
: | / - lude-aoning jtn

Obrazek 3.20
Ilustrace ke kinematickym vInam - rozbor
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Kapitola 4

Mikroskopicka struktura dopravy a jeji
statistické charakteristiky

4.1 Typicky set dopravnich dat

te€{0,1,2}

Tgm) — {T]((l;l) Eng: 1,2,,N}I

(out) _ [_(out) 1
T = {19 e R 1k =1,2,...,N},

Vg:{vkgERar :k:1,2,...,N},

D[Z{dkg€R+:k=1,2,...,N},

kde k zna¢i poradi vozidla a £ indexovani pruhti (¢ = 0 pomaly pruh, £ = 1 main lane, £ = 2 pruh pro
pfedjizdéni)

T,(:?) je ¢as, kdy vozidlo protnulo linii detektoru

(out

Tke

) je ¢as, kdy vozidlo opustilo linii detektoru
vx¢ je rychlost k—tého vozidla v {—~tém pruhu zaznamenand detektorem
dye je délka k—tého vozidla v {—tém pruhu

tyto veli¢iny reprezentuji tzv. primarni mikroskopické veli¢iny, nebof jsou méfeny ptimo

ted se mrkneme na sekundarni mikroskopické veli¢iny, které jsou tedy ziskané nep¥imo - nejsou
béZnou soucésti zdznamt z dopravnich detektort

délkové odstupy - headways (odstupy, brutto vzdalenosti, rozestupy) a clearances (svétlosti, netto
vzdéalenosti, mezery) - prostorovd vlastnost
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KAPITOLA 4. MIKROSKOPICKA STRUKTURA DOPRAVY A JEJI STATISTICKE
CHARAKTERISTIKY

Obrazek 4.21
Nustrace k délkovym odstuptim

¢asové odstupy - headways (brutto intervaly) a clearances (svétlosti, netto rozestupy) - ¢asova
vlastnost

Obrazek 4.22
Tlustrace k ¢asovym odstuptim

(in) _ _(in) (in) _ _(out) 1 1- . .
ke~ Teonyer ke~ To-)e " ackoliv se jedna o

sekundarni mikropopis, veli¢iny zy, a t;; nejsou zatiZeny Zadnou systematickou chybou (jsou vypocteny
z primdrnich veli¢iny)

hruby casovy odstup: zyy = 7 éisty casovy odstup: tiy = T

délkové headways a svétlosti jsou naopak zatizeny vypocetni chybou, nebof se pocitaji dle schématu

Skt = Ukt Zke @ Thke = Uk bre

e tento vzorec pfedpokldda konstantni rychlost béhem ¢asovych intervalt 7 € <T(i") 'T(i")>, resp.

(k=1)¢" “ke

(out) , _(in)

T€ <T(k—1)€’ The >

e konstantnost v(t) = v, je ale diskutabilni zejména v oblasti malych hustot, kde jsou casové
rozestupy pfilis velké

o tedy sy, a vk jsou zatiZeny systematickou chybou

(out)y __(in)

dalsi mikroskopické veli¢iny: individudlni obsazenost detektoru: o, = (o (¥

. s e o e » P ~ Ok¢
relativni individualni obsazenost detektoru: oy, = 7'
T =T
N¢ 1¢

pramérnd obsazenost detektoru: O, = 1%] Zszl ok - je to tteti makroskopicka veli¢iny, kterd je chapédna
(po toku a hustoté) jako fundamentélni (¢ € {0,1,2})

4.2 Empirické hodnoty toku, hustoty a pramérné rychlosti vzorku

Jsou ur¢ovéany z mikroskopickych dat. Ozna¢me m velikost vzorkovéni (sampling size), celkovy pocet
vzorka My = [%J, kde N, = card {T]((l;) 4 fixovéno}.
Datové vzorky (typicka verze):

S;f) = {(TI({T); T}({(;ut); Oker dkg) S Tgn) X T;Uut) X Vi X D(}

Lokalni tok (Iokélni fluxe):

7O = m
joo gty
jm,t (j-1)ym+1,L
Lokalni primérna rychlost:
jm
50 _1
R - Z Ukt

k=(j—T)m+1
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4.2. EMPIRICKE HODNOTY TOKU, HUSTOTY A PRUMERNE RYCHLOSTI VZORKU

pfipadné harmonicky pramér

1 1 jm 1
] n_ (),
k=(j-1)m+1

Lokalni hustota (byva odhadovana pomoci rovnice proudéni kapalin):

o
o ._ J
0 =y
j 70
]
obcas se doporucuje uzit harmonicky priimeér u rychlosti; nekorektnost této definice spoc¢iva v miseni
¢asového a prostorového pramérovani
Primérné (vzorkové-primérné) hodnoty mikroskopickych veli¢in:

e Time-clearance

-0 1
== Y
k=(j-T)m+1
e Time-headway
1
=0 _ *
i = Z 2kt
k=(j-1ym+1
e Distance-clearance
jm
0 _1
5 = Z Sk
k=(j—-1)m+1
e Distance-headway
1 &
=0 _
ry = Z Tke
k=(j—1)m+1
Skalované verze mikroveligin:
e Scaled time-clearance
e
]
proke{(j-1m+1,(Gj-1)m+2,...,jm}
e Scaled distance-clearance s
_ 2kt
= 20

J
proke{(j-1m+1,(j-1)m+2,..., jm}

Tato procedura je specidlnim p¥ipadem tzv. unfoldingu - cilem procedury je nalézt uiverzalni znaky
téchto veli¢in a eliminovat naopak globdlni trendy.

Grafickou analyzou zévislosti lokdIni fluxe na lokdlni hustoté pak vznikaji zndmé tvary empirickych
fundamentélnich diagramf.
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KAPITOLA 4. MIKROSKOPICKA STRUKTURA DOPRAVY A JEJI STATISTICKE
CHARAKTERISTIKY

Obrazek 4.23
Tlustrace zavislosti lokalni fluxe na lokélni hustoté

Poznambka: V redlné dopravé jsou vSechny mikroskopické veli¢iny stochastické povahy. Asociované
hustoty pravdépodobnosti pak zaviseji na aktudlnim stavu (tj. makroskopickych hodnotéch) dopravniho
proudu.
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Kapitola 5

V4

Mikroskopické modelovani -
termodynamicky pristup

Jednosmérné jednoznaéné dopravni proudéni.

P¥imkova versus kruhové varianta.

Predjizdéni neni povoleno.

Vozidla do systému nevstupuji ani jej neopoustéji, tj. ¢ = konst.

& :f:
W )
I3 2
j -
o 7
i
— - . 74
& B N |
@,
@ i | e .
] {
G
Vg
® &
Obréazek 5.24

Ilustrace k termodynamickému modelu

Znaceni:
I ... ahlova poloha k—té ¢astice
Uk . .. rychlost k—tého vozidla
Tik - - - vzdalenost vozidel i a k
Wy . . . optimdlni rychlost k—tého vozidla

Plati:
rir = R arccos (cos (9; — 9%)) , kde R zna&i polomér kruhu
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KAPITOLA 5. MIKROSKOPICKE MODELOVANI - TERMODYNAMICKY PRISTUP

Jak vozidla interaguji?

e 1y velké — zanedbatelna interakce

e 7 malé — vyrazné odpuzovani

® ikl - - - Nejvyraznéji ovlivituje silova plisobeni na k—té vozidlo

e Sily mezi vozidly jsou ale principidlné neméfitelné - 1ze je jen odhadovat na zakladé empirickych
statistik mikroveli¢in

Obecny rys odpudivych sil:
e lim,_ o, F(r) = +o0, tj. nemoZnost predjizdét

o lim, . F(r) = 0, tj. interakce na velké vzddlenosti vymizi - to ale mtiZe také znamenat, Ze supp(F)
je omezend mnozina, tj. K > 0 tak, Ze pror > Kje F(r) = 0

— Nabizi se tedy matematicky popis
1
F (7’) = r_yl

kde y € (0, +0)
Které y ale nejvic odpovidé realité? Jakou metodu k tomu nalézt?

Obréazek 5.25
Obecny rys odpudivych sil

Interakéni potencidly:
F= —gradg, odkud F(r) = i tedy

-2
.
p(r) = —fo F(s)ds +C
o(r) y Nézev potencidlu
—In(r) 1 logaritmicky
)%1”1_7/ 0,1) mocninny
1 2 vyvézZeny hyperbolicky
jﬁr?"l (1,2) slaby hyperbolicky

)ﬁr?/—l >2 zesileny hyperbolicky

Dvoutélesovy potencial: ¢ = @y (r«i)
Dosahovost potenciilu:
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5.1. STOCHASTICKA ALTERNATIVA MODELU

1. Dlouhodosahovost: interakce vech vozidel, indexovd mnozina I = N — {k}
2. Kratkodosahovost: interakce nejblizsich vozidel, indexova mnozina Iy = {k— 1,k + 1}

3. Lokalni dosahovost: k—té vozidlo interaguje pouze s vozidly ve svém okoli Uc(k), indexova
mnoZina [ = {i eN:ie UZ(k)} (souvislost s definici okoli)

4. Stfedni dosahovost: interakce vice sousedt, ale ne vSech vozidel, indexovd mnozina I}, = {k—m, k+
m : m € §}, kde pro index dosahus € N plati1l <s <N

Celkova potencidlni energie souboru N &astic:

N
U= Z @i (1),

k=1 iGIk
nejcastéji
N
u= Z @ (1)
k=1 lEIk
5.1 Stochasticka alternativa modelu
& ~9-g
ﬂ. h Y
J ;l—\
& |
S @
& [
- 2
Obrazek 5.26

Teplotni rezervoar

Teplotni rezervoar zajistuje pfechod od deterministického ke stochastickému modelu; je charakteri-
zovan termodynamickou teplotou T > 0.
B = r je inverzni termodynamickd teplota, tzv (stochastickd) rezistivita

e Cimje T vétsi, tim ma rezervoar vétsi energii a tim vice ovlivituje uspotadani &astic na kruhu.
e Pro T — +o0 je velkd pravdépodobnost vyskytu vozidel pobliZ sebe.

e Pro T = 0 rezervoar nemd vliv - vozidla se ustali v ekvidistantnich lokacich.

Interpretace inverzni teploty f3: psychické vypéti fidice

e 5 = 0: nulové vypéti fidi¢ (pfi nizkych hustotach), naplno se projevi stochastické rysy dopravy,
vozidla se pohybuji nezavisle, Poissonovské vyskyty vozidel v intervalu délky L, resp. T

e f — +oco: maximdlni vypéti fidi¢e (pii kritickych hustotdch), stochastické rysy dopravy jsou
potlaceny, vozidla se pohybuji jako extrémné zdvisld, vyskyty vozidel v intervalu délky L jsou
silné korelované
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A e

P

Obréizek 5.27
Odhad chovani funkce = (o)

Stochastické zavislosti individudlnich mikroveli¢in na makroskopickych hodnotach:

Obrézek 5.28
Pfed unfoldingem

Smés distribuci z rliznych dopravnich stavil, nutno provést proceduru unfoldingu, tj. rozfazeni do
réiznych hustotnich pasem. Pak viz nasledujici obrazek (o = konst, napi. 40 — 50 veh km ™).

3 | p

Obrazek 5.29
Po unfoldingu

Celkova energie deterministického souboru castic:

N N
H = Z %mk (0 — wp)’ +ZZ(Pk(rik) = H(3,9),
k=1 k=1 iEIk

kde my zna¢i hmotnost vozidel, vy individudlni rychlost, wy optimdlni rychlost a 9 dhlové polohy

zjednodusent:
N4 N
H(Z7,§) = Zimk (v —w)” +C ZZ(P(ﬂk)
k=1 k=1 i€l




5.2. STOCHASTICKY POPIS TERMODYNAMICKE ALTERNATIVY SOUBORU

5.2 Stochasticky popis termodynamické alternativy souboru

jak vypada hustota pravdépodobnosti pro vyskyt systému ve fdzovém elementu (v; + dvq) X (v + dovp) X
s X (on +don) X (r1 +drq) X (rp +drp) X -+ X (rNy + drN):

oL

kde Zy = Zn(L) znadi parti¢ni sumu, L délku kruZnice, R polomér kruZnice, tj. R = % arg =
ﬁ arccos (cos (9; — 9))

Zn = f e PHE7 474z,
RZN
nebof

f p(@,7) dPdd = 1
RN RN

kruhova varianta plynu:

1

P = 5——ePH00s [L = ) 7| 0

Tk

N
N(L) -

k=1

e pfechod do 2’ nebo 7

e J7' jsou lim a spojité funkciondly nad hustotami prsti

1
ZN(L)

p(@,7) = o(7)

Tk

N
0P % Lil @0 ~pC Ll Yier, 9(ri) (L _

k=1

5.3 Odvozeni hustoty pravdépodobnosti pro rychlost k—tého vozidla

q(vx) = f f O p(@,7) vy ... dvg_1dvy, . . . doyd?P = A e @)
RN-1 RN

nezdavislost na indexu vozidla:
1 (v-w)2

e 202

V2 o ’

q(v) =

kde E (v) = w a Var (v) = 62, kde ¢ = 0(p)
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Obrazek 5.30
Hustota pravdépodobnosti pro rychlost vozidla

Co se déje s rozptylem rychlosti pfi zméné hustoty provozu?

1. proste — w kles4 a 02 klesa

2

2. pklesa — w roste a 0° roste

Coz odpovida:

1. 0> 400> > +00—>0—> 04

2. 020, >—>0; 20— +o0

Obrazek 5.31
Zmeéna rozptylu pfi zméné hustoty provozu

Limitni pfipad:

: o L o 1 e Tieg
Qg@w(q(v),w(v))— ﬁgqlw(q(v),w(v))—(}g& (q(), p(v)) = 0-1551( T ,90(0)) =

Dieg .. 1 _=w)? ¢@(v) hustota pravdépodobnosti v=w+0z
= lim e 22 (p(v) do = —
=0+ JR V210 p(v) e A dv=o0dz
y f 1 2 ( )z zameéna: 1 w) f 2 d
= lim e zpw+oz = . , =——op(w e 2dz=
=20+ JR V27 v |e‘72 (p(w+az)| < e‘Tz € ZR) VZT((P R
1
= —— p(w) V271t = p(w) = (0y, P(v)),
(—27_( ¢ Y ( wr P )

tedy

lim q(v) Z 64 = 6(v — w)
0—+0
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5.4, ODVOZENI HEADWAY DISTRIBUCE

5.4 Odvozeni headway distribuce

N
= —5CZN: Lier, 9(rix)
(P = 7 (L Zr] e o)

k=1

Oznacme 7y 41 =: ¢
Pro kratkodosahovou variantu volime:

c=1
I ={k+1)

N
1 N
X\r) = —0|L - r e_ﬁzk:1 <P(7’k,k+1)@ A=
M=7 N(L) ( ; k] (7)

N
ZN(L) (L Zf)Heﬁ‘”W)@@

Volime logaritmicky potencidl, tj. ¢(r) = — In(r), proto:

N
(f)_Z NG (L ka

odkud

zN(L)szN(s[L—Zrk]Hrfd?

_Zna(L-7)
p(7) = e r

Dopsat z poznamek: odvozeni pro piipad, kdy je f = 0 a volba ¢(r) je tedy irelevantni - vyjde
p(r) = O(r)e™"

muZeme tedy psat

+00 N N N N
L1Zn] (@) =f0 fRN(S(L—Zrk)H e L ardL = |2 [5(x - w)] (p) = et?| = fRNHrﬁe—P L Tk 4 =
k=1 k=1 k=1

A\ N (TE+D\Y TNEB+1)
z(erﬁep) :(g[rﬁ]) =( phel ) = pNBN

odkud jiz ziskavame

_INEED

L[N +1) T(NB+N)
_ 1
Znd) =2 [ " T(NB+N)

pNBN T(NB+N)

nyni jiz mtzZeme dosadit do vztahu pro hustotu pravdépodobnosti

Zn-1(L—7) b= V=18 + 1) T(NB + N) (L — r)Np-p+N-2 .
P = =70 TNB—B+N—1) INB+1)  [NFN-T |~
o TNB+N) g p\NBBN-2
TTE+1) T(INB-B+N-1) ( _Z) N
__# NBHN-D@p+n-2)  (N+N-p-1) ( 1\ P2 Ve
TT(B+1) LA+ ( _Z) ( _Z) -

zI'(z) =T(z+ 1)
L=N

pro vétsi ndzornost:

BEN

= | Citatel nejvétsitho zlomku ma (B + 1) séitanct | =
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= r(ﬁfi 5 (5 +1- I%I)(‘B +1- %) (/3 +1- ‘%) (1 3 I%)-ﬁﬂ (1 B %)N(ﬁﬂ) )

B 7 \NB+D)
B+l 14 - —
T P I -x)

p(r) = lim p(r|N) =
N—>+o0o

odkud

p+1
) = 00 L e,

coz je Gamma distribuce - pro § € N jde o Erlangovu distribuci

bt A

Obrazek 5.32
Headway distribuce

E(R)=1,Var(R) = # odkud vidime, Ze pokud f — +oo, pak Var (R) — 0

Véta 1. Nechf f(x) : R — R je hustota pravdépodobnosti a Dom(f) = R. Nechf E(X) = u a existuje
Var (X) = 2. Nechf g(x|) je jednoparametrickd t¥ida hustot prsti odvozenych z f(x) na zikladé poZadavkii

1. Ya>0E(X,) =y,
2. Ya > 0 Var(X,) = a® 2.
Pak

lirg g(xla) z O(x — ).

Diikaz. Jak z f(x) odvodit g(x|a) vyhovujici pozadavkiim? Vime, Ze ma-li X hustotu pravdépodobnosti
gx(x), pak hustota pravdépodobnosti pro veli¢inu Y =a X + b, kdea # 0, je

a

1 y—>
XY(]/)—ng( )

Navic pak plati E(Y) = aE(X) + b a Var (Y) = a* Var (() X). Kalibrujeme tedy a a b tak, aby E(X,) = p a
Var (X,) = a?02, zrovnic y =ap +ba a’o? = a>c?jakoa:=aab:= yu - au.

—u(l -
lim (g(xl@); p(x)) = lim fg(xloc) @(x)dx = lim flf(u)qo(x) dx =
a—0y4 a—04 JR a—0+ JRr & o
_ x—p(l-a)
= 1"‘ = lim ff(y) pya+u—au)dy = ’ zdména OK ’ =
dy = ;dx a=0+ JR

= o) [ )y = 940 = (3,50)
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5.5. DOPRAVNI DATA

pro Vo € Z(R), tedy
lim g(xla) Z 6(x — )

a—04

V naSem piipadé jsou splnény predpoklady této véta, takZe miZeme psat

Jim_p(rip) = o= D).

5.5 Dopravni data

Skute¢nd data vykazuji v bodé x = 0 platé.

Obréazek 5.33
Porovnani Erlangova rozdéleni a dopravnich dat

Coje plato?
Rekneme, Ze funkce f(x) : R — R mé v bodé 0 levé, resp. pravé platd, pokud pro Vm € Ny plati

li n =0.
x—>g+r}07x f(x)

Z toho tedy plyne, Ze f(x) neni analytickd v bodé x = 0 a nema Maclaurinovu fadu.

5.6 Headway-distribuce pro obecny kratkodosahovy plyn

1 N N .
P(7)=m6[L—Zrk] [[e*ewom

i=1 k=1

odkud mame parti¢ni sumu

N N
Zn(L) = fR 0 [L - Z rk] H e PPt @()dr

i=1 k=1

oznacime
flre) = ©(ry) e PO

tedy piSeme
_Zna(L—7)
p(?’) - ZN(L) f(r)
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aplikujme nyni Laplaceovu transformaci na Zy(L):

N N

N ®) = Z1ZnD)] () = fR Zn(L)ePhdL = fR fR o L- ZrkJ [ e arar =
i1 ) k=1

N

N N
= -pL 7= — 7=
fR Ng F(r) fR Gh rk) e PLdLdF fR Ng f(r)Z [5 (L 3 rkﬂ (p)d7

N y N
- | Z[o(x—w](p) =t | = ﬁ{N gf(rk) e Pk 4 = LN gf(”k) e Pk di =

N
L—

k=1

- ( fR fr)e " dr)N = 8" (p),

an(p) = Z [Zn(D1(p) = )N = (L [FM] )",
odkud
Zn(L) = 27 gP)] (L)

inverzni Laplaceovu transformaci ovSem zndme: F(p) = Z [f(H)] (p) © f(t) = L (e

2ni Jy—ioco
kde integral nezdvisi na volbé y € R,aniy € C
5.6.1 Aproximace v sedlovém bodé
z inverzni Laplaceovy transformace zjistujeme
Zn(L) = = Pha
N(L) = 5 fy L lslT et

oznacime-li pg jako sedlovy (staciondrni) bod, vime také

C+ico E tp
L F(P) Pt dP ~ (pO) €

2ni C—ioo [27.( |Hu(p)|’
kde F(p) = eH®)

nyni vySetiime sedlovy bod integrandu:
S [Fpet] =N ISt + NpyLet Lo
dp dp

N(D) + LoD, <0
dp( ) g( )/_ 7

odkud ziskdme rovnici L d !
g
—°(D)=-=,
g(D) dp( =N

kterd v sobé zahrnuje tvar potencialu ¢(r), nebot

gp) = Z[f0](p) = £ [0 90| (),

F(p) e dp,
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5.6. HEADWAY-DISTRIBUCE PRO OBECNY KRATKODOSAHOVY PLYN

tedy D se méni s tvarem potencidlu, navic pfi nejc¢astéjsi volbé L = N nezdvisi D anina N, ani na L

1 4,
g(D) dp( )=

Vzhledem k tomu, Ze vime

pny = 2D )

piSeme dle vyse uvedeného

1 y+ioco gN(D) eDL
Z(L):—_f P efldp~ S
T ) gty V2 H" (D)

a vzhledem k tomu, Ze

H(p) =IngV(p) = N Ing(p)

a
gy = (5] - 557
g g
mame 5
D D DL
V2N flo(D) ¢(D) - (5'(D)Y] N
Tato konstanta nezavisi ani na N, ani na L, pokud N = L, zavisi tedy pouze na tvaru potencidlu. Pro
N = L uzavirame
gN (D) eDN
ZN(L) = C=——F

VN

Upravujme nyni onu hustotu pravdépodobnosti

_§VD)ePN Ve YNf(r) / N
pUINy = N-1 CgN(D)ePN ~ g(D)

odkud
N B o
p(r) = lm p(rIN) = N_1 1 = AO(r)e PP
Z rovnice pro sedlovy bod pak plyne, zZe E (R) = 1.
Limitni pfipady:

lim;_, 400 @(r) = 0, odkud lim,_, 4 p(r) =0
) ) 0 >0
lim,_,0, @(r) = —oco, odkud lim,_,0, p(r) =

A B=0

Co znamena f = 0?

e 74adna interakce mezi #idici

e volna doprava

e vlastné nezéleZi na tvaru ¢(r)

e pro vSechny typy potencidli plati:
p(r) = ©(r) e™"
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Volba hyperbolického potencidlu ¢(r) = —1:

p(r) =) Aer D"

Obrézek 5.34
Hyperbolicky potencial a plat6 typické pro socidlni systémy

eV
D) ~ 4 T —

VD
A= ,
2Bk (2 yBD)

kde K; zna¢i Macdonaldovu funkci prvniho fddu

5.6.2 Empiricka zavislost f = 5(0)

B souvisi s psychickym vypétim fidicd, filtruje (posiluje, zeslabuje) vliv interakénich sil

Obrazek 5.35
Empirickd zavislost § = (o)

5.6.3 Uprava rovnice pro sedlovy bod

Vime, Ze g(p) = Zf(N](p) = & [@(r) e‘ﬁ(/)(r)] (p). Navic zndme vztah

248
(-1) Fr Z["f1] (p),
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5.6. HEADWAY-DISTRIBUCE PRO OBECNY KRATKODOSAHOVY PLYN

odkud plyne, Ze

=2 1010 = 2 [-Bre P )

Po dosazeni do rovnice sedlového bodu upravujeme
Z[-0()re 0] (p) = -2 [O(Ne P01 (p),

<z [@(r)re_ﬂ‘f’(r)] ) =% [@(r)e—ﬁ(/?(r)] ),

+00 +00
f re_ﬁ@(r)e_rp dr = f e_ﬁ@(r)e_rp dr.
0 0

Oznatme A~} (p) = f0+°° e PP(Ne~"P dr, pak rovnice

+00
A(p)f re PPN~ dr = 1,
0

ktera je alternativnim tvarem rovnice pro sedlovy bod, odpovidé skdlovani hustoty pravdépodobnosti
Ae PPWe~"P na stfedni hodnotu rovnou jedné &ili rovnice pro sedlovy bod je o hledéni hodnoty &isla
p € Rtak, aby E(R) = 1.

5.6.4 Modifikovana Besselova diferencidlni rovnice

2y’ (x) +xy(x) — (x2 + vz) y(x) =0,

kde v € R je ¥ad Besselovy rovnice
Pomocny pojem:

1. Gamma funkce: I'(x) = f0+o° t*le~tdt, vimeonipron € N

I'n)=mn-1)!

1 n -1
rneg)= V=g
dale pro obecné x € R

I'x+1) =xIT(x).

2. Digamma funkce: ¢ (x) = d% InT(x) = %, znédme
I'(1) = =y = -0,57772156649,

coz je Eulerova-Masheroniova konstanta, déle
=7+ 1
171} - 7/ k

Px+1) =P(x) + 31_5
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Jednim z feSeni modifikované Besselovy rovnice je tzv. Macdonaldova funkce

K0 = (-1"In(3 )Zm(x) VRt
k=0

) xm Wk + 1)+ (n +k+1) (x)\2k+n
Z K (1 + B! (2) /

n+2k

jeZ ma znamé aproximativni chovani pro velké hodnoty argumentu x

[n . 4% -1
Ka(x) = 75 ¢ (1+ o )

Véta 2. Resi-li funkce y(x) modifikovanou Besselovu obycejnou diferencidlni rovnici prontho ¥ddu, pak funkce
z(x) = x y(x) 7esi rovnici x 2" (x) — 2’ (x) — x z(x) =

Diikaz. @)
z(x
y(x) = "
odkud @) — 204)
sy xZ'(x) —z(x
y (x) - xz 7
odkud zase

22/"(x) — 2x 2’ (x) + 2z(x)
3

y/l(x) — X

dosazenim uvedeného vyse do modifikované Besselovy obycejné diferencidlni rovnice prvniho fddu

7

Py () + 2y (1) = (2 +1) y) =

obdrzime rovnici
xz”(x) —z'(x) — xz(x) = 0.

(o) X2 . o .
Véta 3. Funkce z(x) := f0+ e~ 7 e~ dt vyhovuje rovnici xz'' (x) — 2’ (x) — xz(x) =

Diikaz. Derivujme integral podle parametru

z(0) =1
dz | . w1 U 2
— = | integrand ]e méfitelny = - e e dt.
0

dx
) —t X —t 2—t
| _2e4te < e4te <€

Pomocny vypocet k diskuzi vyse
1 2
h(t) .= - e T,
lim h(t)

t—+00

o1 2 )
lim —e™% = lim
t—0, t SOt (s

=0.

Hledédme maximum
1 1221 .

h'(t)= _2 ?Z :0,
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5.7. NORMALIZACE A SKALOVANI CIMRMANOVY HUSTOTY PRAVDEPODOBNOSTI

odkud t = ’2—2. Potom
hmax = Elélgz(h(t) =3 e—l[

odkud jiZ mtizeme odhadnout pro0 < e < x

X 2 41 ., 2., 2
—e Fel|<x5—-e ' <-Je'<-e
t x2e x €
Analogicky bychom ospravedInili zdménu derivace a integrélu pfi Vypoctu <. Upravme jej jako
& d (7 2 1 (™1 2 N2 2
az__c X e Teldt=—— —e weldt+ X e ¥ e ldt
dx? dx 2t 2t Jy 2t 0o 4

Nyni jiz dosad'me do ve vété zmitiované rovnice

+00 3 +00 +00 +00
X x2 X $2 X $2 x2 ?
f Ee_ﬂ et dt—f Ze_ﬂ et dt+f Ee_ﬂ et dt—f xe #eldt =0,
0 0 0 0

kde se dva prostfedni integraly odec¢tou. Ukazme nyni tipravou posledniho z nich, Ze je rovnost opravdu

splnéna
X —
—+00 _)ﬁ i, U=e @ U,:et +oox2 _ﬁ ,
xe #e dt= , 2 = — e ¥ e df
L — _at 442
0 u=:se % v=-e 0

Dtikaz je timto tedy zavrSen. m|

5.7 Normalizace a Skalovani Cimrmanovy hustoty pravdépodobnosti

p(r)=A e_é e D,

kde poZzadujeme splnéni rovnosti [E (R) =1
Dokaézalijsme, Ze fesi-li funkce y(x) modifikovanou Besselovu oby¢ejnou diferencidlni rovnici prvniho
fadu, pak funkce z(x) = x y(x) fes$i rovnici x z"’(x) — z’(x) — xz(x) = 0. Navic jsme jesté ukazali, Ze funkce

(ee] xz . o v , . . o v z ~
z(x) = J; e~ 7 e”! dt vyhovuje praveé této rovnici. MiiZeme tedy psat, Ze

+00 2
f e 7 e 'dt = xB(x),
0

kde B(x) je néjaké feSeni modiﬁkované Besselovy oby¢ejné diferencialni rovnice prvniho ¥ddu. Ozna¢me

tedy z(x) := xB(x) = fo e % e~ dt. Pokracujme z(0) = 1 a z’(0) = 0 (zdména bez problémii mozn4, viz
predesld véta). Méjme

T (x) = =L (x) 1n(’2_‘) 12 1 Z Pk J;dl)k++1,i)l'c +2) (x (2)2k+1 ,

kde
2k+1
Z k! k +1)1\2 ( ) '

Ozna¢me w(x) := x Ki(x), tedy

wix) = Z k! (k +1)1\2 ( )2k+2 ( ) t1-3 Z - ;1();:?(1( 2 (g)zml
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odkud

o= G a6 D6 L e G

Plati tedy w(0) = 1 a w’(0) = 0. Navic 1ze ukazat, Ze

lim xw” (x) =

x—04
Jako zavér zde dostavame, Ze z(x) a w(x) vyhovuji stejné Cauchyové tloze, a diky vété o jednoznacnosti
jejtho feseni pak plati, Ze z(x) = w(x), navic

+oo
f e 7 e dt = x K (x).
0

5.7.1 Aproximace Macdonaldovy funkce

Zavadime novou funkci

y(x) = xe* K (x).

Okrajové podminky pro Cauchyovu tilohu, nejprve prvni

lim y(x) = lim xe* Kj(x) = lim e* lim xKj(x) =1,

x50, x—04 x=0,  x—04
nyni druha
Jlim y'(x) = lim [xe® (0] = lim e® (x % (x))+ lim e (x i (x)" = lim e lim (x7<1(X))'+xli_{{)1+ y() =1
Déle upravme

lirgl xy’(x) = 111(1)1 x (¥ x K (x)" = lirgl xe' (xKi(x)" + 111(1)1 xe* x K (x) +2 lirgl xe* (xKi(x)) = 0.
Celkem tedy y(0) = 1, y’(0) = 1 a limy—0, x ¥’ (x) =0

Vyjadfeme nyni
Ki(x) = w -

odkud prvni derivaci vyjaddiime jako

%, (x) =

x2 X

LY @y
X

a druhou derivaci jako

K (x) = e (y”(x) _2YW) 25 2y 2¥'() y(x))
1 - .

X x2 x3 x2 X x
Po dosazeni do modifikované Besselovy obycejné diferencidlni rovnice prvniho fddu dostdvame
2y (x) = (1+22) Y (x) + y(x) =

kde pro |x| << 1 miizeme prvni s¢itanec dle vypoctu vyse zanedbat a tuto rovnici aproximujeme rovnici

(1+2x)y'(x) — y(x) =
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5.7. NORMALIZACE A SKALOVANI CIMRMANOVY HUSTOTY PRAVDEPODOBNOSTI

s pocatecnimi podminkami y(04) = 1 a ¥’(05) = 1. Tu vyfeSime aplikaci metody integra¢niho faktoru,
ktery v tomto pfipadé odpovida funkci \/11+_2x Odtud ziskdme, Ze y(x) = C- V1 + 2x, kde C je integraéni
konstanta. Z Cauchyho podminek pak obdrZzime vysledny tvar

y(x) = V1+2x,
odkud jiZ obdrZime findIni tvar aproximace Macdonaldovy funkce pro malé hodnoty x, a to

Vi+2x _,
. .

Ki(x) ~

e

5.7.2 Normalizace

. B . .
Méame hustotu pravdépodobnosti p(x) = A e”x e P*, tedy normaliza&ni konstantu spo¢teme jako
Dx=y

—+00 8 1 +00 _E
A—l = f e’ x e—Dx dx = = —f e v eV dy —
0 Ddx =dy D Jo

Celkem po dosazeni za o ziskdvame
_. [P
A7l = 2‘/_1)7(1 (2 vBD).

Tento vztah jesté uzitim aproximace Macdonaldovy funkce pro malé hodnoty f miZeme pro tyto
hodnoty zapsat v pfiblizném tvaru

2 a
L =D | = SKi(@).

-2/pD D

Al xS 1;/_(1+4\/ﬁ_D)1/2ze_21;/ﬁ_(1+2 BD),

kde jsme v poslednim aproximovnitku vyuZili moZnosti aproximovat /1 + yjako 1 + 1y.

5.7.3 Skalovani
Ted chceme splnit podminku [E (R) 21, tj.

—+00 2 ) +00 2 )
f e e Mgt = f te m e Xt dt,
0 0

Levou stranu této rovnosti ozna¢me jako funkci J(x, k). Diky tomuto znaceni mtizeme ¥ici, Ze naopak

lev4 strana této podminky je rovna —5- %, plati tedy

1 9]

J(x, x) = e I

Funkci | miZzeme vyjadfit také jako

y =Kt

Jer=| 17"

T
= — e y e = =1 (XK).
2 Jo Y=%

Pomoci vyse zminéného sestavujeme rovnici pro funkci | - do rovnice
9]
Ik
dosadime funkci ] vyjadienou pomoci Macdonaldovy funkce a po tpravé obdrzime univerzélni skalovaci
rovnici

2
x Xt
= —P 7(1(3(1() + ; 7(1(XK)

(212 = 1) Ki(xx) = —x K (x ), (5.1)

kterou budeme déle fesit pomoci aproximaci.
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5.7.4 Aproximace pro mala g

Dosadime nasi aproximaci Macdonaldovy funkce pro malé hodnoty f do Skdlovaci rovnice (5.1) a
obdrzime rovnici pro x = x(x)

2ix+(1-22) 12 —2xx -1 =0, (5.2)

kde plati dle na3i tvodni parametrizace x> = D a 1 x> = B.

V Erlangové distribuci, kterd byla odvozena jako steady-state distribuce pro logaritmicky potencial,
vyslo pfimou metodou, Ze D = f + 1 pro viechna > 0. V feti k a x to znadi, Ze k* = xzz + 1. Pro velka x je
tedy x ~ 5. Ovéfme, zda podobna linedrni asymptota neexistuje i pro vyvéazeny harmonicky potencial,
tj. pro skédlovaci rovnici (5.2). Hleddme tedy smérnici linedrni asymptoty a funkce «(x), tj. k(x) = a x, coz
dosadime pravé do (5.2)) a ziskdme rovnici

2a3x4+(1—x2) 2 -2ax* -1 =0,

kterou vydélime x* jakoZto ¢lenem s nejvy$si mocninou, a nasledné pogleme x do plus nekoneéna, &mz
obdrzime rovnici pro «

2a°-a* =0,

odkud finalizujeme a = 1, 4j. pro velka x plati

Q

RlA
N —

Nyni sméfujeme za vyjddfenim asymptoty pro funkci D = D(g). Vydélime opét rovnici x*

K 1
2K3+;K—XK2—2K—;:O,

kterou opét budeme zkoumat v plus nekone¢nu, zaroven zde ale vyuZijeme znalosti smérnice této
asymptoty, obdrzime pak rovnici kvadratickou v x

41> - 2xx-3=0.

Odtud mémex = % (x + Va2 + 12) (zédporny kofen neuvaZujeme). Dle zavedené parametrizace vyjadiime

tvar Skdlovaci konstanty D jako
3 1
= 2 = — — — 2
D=x 4+2+2‘/3ﬁ+ﬁ.

Nyni jiz mtiZeme pfejit k hleddni smérnice a absolutniho ¢lenu asymptoty funkce D(B). Nejprve smérnice

. D) . (3 1 1 ~
i 25 = (43 25 o)

pak absolutni ¢len

Celkem tedy




5.7. NORMALIZACE A SKALOVANI CIMRMANOVY HUSTOTY PRAVDEPODOBNOSTI

5.7.5 Aproximace pro velké hodnoty

PouZijeme tentokrat jinou pro tento pfipad vhodnou aproximaci

o 1 9
() ~ V2 °© ' (2x3/2 * 16x5/2)’

kterou opét dosadime do budeme postupovat naprosto obdobné jako v pfedchozim piipadé.
Vyslednd asymptota vyjde taktéz naprosto stejné jako v pfedchozim pitipadé.

Obrazek 5.36
Asymptota Skédlovaci konstanty

Fenomenologicka aproximace zédvislosti D(p)

3—e_\/’§

D=
pr—7

5.7.6 Analyza Skdlovaci rovnice

Jaké vlastnosti mé funkce x = x(x) zadand implicitné skdlovaci rovnici

21<3x+(1—x2) K2—-2xkx-1=0

1

definuji implicitni funkce x(x), které jsou rostouct: x(x) rostouci = x’(x) nenina (0, +o0) nulovd = %—S 0.

aG

yon . ox JG
K(x)—_Eio = gio.
Jdx
G 3 2 2 2
5:21{ —2xx°-2x=0 = kK°—xx—-1=0 = xk=x"-1

dosad'me do G(x, x) = 0:
22 (k2 1)+ 12 = (12 1) -2 (2 =1)-1=0

1<2(1<2—1):0

x = 0 nemd vyznam, déle uvaZujeme jen x = 1, odkud x = 0 (krajni bod) = q. e. d.
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2
X =(Ae Ay) = (0,1)

3

k = k(x) je generujici rovnici zaddna vSude v prvnim kvadrantu, nebot

—— =6 +2xk(1-x7)-2x=0
e Kx+2x(1-x%)-2x
nenastdva pro Zadnou (x, k) z prvniho kvadrantu, dokdZeme: mame soustavu rovnic
3ikPx+xk(1-x?)-x=0,
2
22 (kK = 1)+ x> = (12 -1) -2 (x*=1)-1=0,
kde prvni vyndsobime x a druhou —1, a poté je se¢teme, obdrzime
KCx+xx+1= 0,
odkud
S S
k(K2 +1)
> x>0=x<0

4

x(x) nemd v prvnim kvadrantu Zadny stacionarni bod - viz bod 1

5

x(x) md vSude v prvnim kvadrantu derivaci, kterd neméni znaménko = «(x) je tedy striktné monoténni

6
K = k(x) je v prvnim kvadrantu rostouci - zkoumejme, zda existuje x > 0 takové, Ze by x = 2:

16x+(1-x*)4-4x-1=0

3
2
-3x—--=0,
X X 1
odkud 3
X10 = 5 + V3 = feSeni v prvnim kvadrantu existuje

5.8 Odvozeni time-clearance distribuce

Z podstaty empirickych meéfeni je analyza ¢asovych svétlosti mnohem vyhodnéjsi, headwaye nejsou
totiz zatiZeny systematickou chybou.

SdruZend hustota pravdépodobnosti pro polohu a rychlost:

f(r,0) = q(0) p(1),

predpokldddme ale nezavislost rychlosti a odstupti (pfi konstantni hustoté to neni neredlné) - studie
korelaci mezi v a r ukazuje na slabou zavislost - jisté korelace tu jsou (coZ je o¢ekavané), je to dlisledek
vytvéfeni kolon (platoons).
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5.8. ODVOZENI TIME-CLEARANCE DISTRIBUCE

Obrazek 5.37
Korelacevar

Odvozeni tedy provedeme za teoretického pfedpokladu o statistické nezavislosti v a r. Sdruzena
hustota pravdépodobnosti pro ¢asovou svétlost a rychlost

f(r,v)
r=tw
gt w) = v=w =w f(wt,w) = vq(v) p(vt).
D(r,v w t
det (n) = 0 1177

Hustota pravdépodobnosti pro ¢asovou svétlost je pak margindlni hustota odvozena z g(t, v), tj.

T(t) = ‘vaq(v)p(v t) do.

Jak to ale udélat? Funkci h(v) = v p(v t) rozvineme do Taylorovy fady se sttedem v bodé w = [E (v), tedy

+00

1 d*h
h(v) = Z (@) @ w)"
n=0
Odvozujme postupné
dh dp
™ p(vt)+vtd(vt),
d’h dp , d%p
— =2t t ,
a2~ “tawen T awee
dh _ 1 dn—lp , dnp
aor = d(v "1 tot d(v )’
d"h _ 1 dn—lp ; np
To (w) =nt dw (w) +wt oo

Oznacéme p, n-ty centralni moment normalniho rozdéleni, tj.

ln = fR (v —w)" q(v) do.
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Odvozujme

n

-1 d
T(t)_pr wt)q(v)dv+2f ( i t)npl( w) +wt" d(vf)n)(v—w)”q(v)dv:

\H d"p d'p o=t p=t
= = L R " = = g2 = =
wp(wt) + Z o (nt dw (w) + wt d(vt)”) U2 =0 us =0
n=1 K! 2k

Mok = Gpn 0" Hok-1=0

+00 2k d2k—1 de
_ o 2k-1 P 26 4P
=wp(wt)+ k; —(Zk)!! (Zkt 2k (wt)+wt T (w t)).

Vzhledem k tomu, Ze se jednd o hustotu pravdépodobnosti, musi platit f0+°o T(t)dt = 1.

Je-li rozptyl o2 maly, pak 7(t) ® wp(wt) - coz je hruba aproximace (jednotkovy integral je i tak splnén
- po pfeskdlovani na E (f) = 1 ma tvar 7(t) = O(f) A e‘é e P!). Redlné ale 62 neni malé, ale ¢* jiz malé je,
tedy

o*(,, dp ) &p
(t) r wp(wt) + > (Zta(wt) +wt ﬁ(wt)).

Vidime, Ze pokud zintegrujeme

2k 1de_1 2k deP 2k— 1d2k
fR(zkt del(wt)+wt ar (@ t))dt—fRZkt d2k1(wt)dt+

1 d2k—1p +oo d2k—1
+|wh = (wt) —fzkt”‘ 12 Pondr=o,
[ w dr 2k-1 0 R dr 2k-1

d

nebof chvost p(r) je tmérny e™". Odtud vidime, Ze Elen Qik;, (2 k t2k= 1 (w t) + w2k d_p (w t)) jejakymsi

poruchovym ¢lenem.
5.9 Technika zpracovavani empirickych dat

Pro kazdy j-ty vzorek S; o m po sobé jedoucich vozidlech vypocteme

1. vybérovy lokalni tok (fluxi)

i = o m(m) ’
jm T T G-0m
2. vybérovou lokélni hustotu ;
6=5
kdev; = Zk (j-1ym+1 Ok
3. vybérovou priamérnou ¢asovou svétlost
1 &
i m k=(j—Zl)‘M+1 N
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5.9. TECHNIKA ZPRACOVAVANI EMPIRICKYCH DAT

4. vybérovou pramérnou délkovou svétlost

jm
rji= Tk.
k=(j-1)m+1

1
m
Poté vybereme data z pfedem definované podoblasti fundamentélniho diagramu, tj. najdeme mnoZinu
vSech indext j, ozna¢me ji Q, pro néz plati

(0j,]j) €0, 0+ Ap) X (], ] + A]).

Pak sestavime mnoziny

- 1

T:{t(j—l)m+k'z_:j€Q/\kem}r
i

~ 1 . .

R:{r(j_l)m+k'f:]eg/\kem},
J

z 3

kde T, resp. R je tedy mnozZina skdlovanych &asovych, resp. prostorovych svétlosti pfislusnych vybrané
podoblasti fundamentélniho diagramu. Pro T, resp. R pak provedeme standardni statistickou analyzu.

Pro ziskany empiricky histogram pak ve tfidé zvolenych distribuci {’c(t| B):BER] }, resp. {p(r| B):p € Rg}
hleddme vhodnou metodou odhadovanou (optimélni) hodnotu parametru. Metody jsou to nasledujici

e MLE,
e metoda nejmensich ¢tverct,
e minimalizace obecné statistické vzdalenosti (MDE)

X(B) = 0w(T(t|B), hist(t)) = |l — histll, = (T(t|p) — hist(t)lz(t|B) — hist(t))"/* =
1/2

+00
- ( f [c(¢B) - hist()]” w(t) dt) ,
0
kde vaha w(t) mtZe byt volena s ohledem na typ a kvalitu dat; tj.
,@ = argminﬁeRJHT(tlﬁ) — hist(t)||,

e Kolmogorov-Smirnoviv test (KS test), kde se srovnévaji teoretické a empirické distribu¢ni funkce.

Poté 1ze ziskat ndsledujici grafy, pfipadné i jejich 3D alternativy.
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Obrazek 5.38
Odhad parametru

5.10 Vlivmikroskopickychinterakénich pravidel namakroskopické zavislosti

Tedy jak ovlivriuji individudlni interakce tvar fundamentélniho diagramu?

0k-1(7) — vk(7)

w0 = S S D@

(5.3)

kde 7 = 7—A:. S pomoci této rovnice odvodime vztah mezi priimérnou hustotu g a priimérnou rychlosti
na jednodimenzionalni vozovce (viz Monteoll, 1969). Integraci rovnice (5.3) ziskame

(1) = A 2 In s (2 = Ad) = xx(x = A,
T

odkud
k(1) = A In [x4-1(T — A¢) — xx(T — A;)] = konsty,

Uk(11) = A In[x31(T1 — A) = x1(T1 = A)] = 0(12) = A In[x4-1 (T2 — A) — xx(T2 — Ap)].

Odstup mezi vozidly (po sobé jedoucimi) je propojen s hustotu dopravy jako

m = x-1(7) — x¢(7).

My ale hleddme globélni popis, tj. priimérné hodnoty hustoty a rychlosti. Ozna¢me

1 N
w(1) = 5 ) k(@)
k=1

1 & 1. [
Ino(7) = N Z In g (1) = N In [H Qk(T)} ,
k=1 k=1

odkud obdrzime geometricky primeér

N
Mo =] a0
k=1

Dosadime do vztahu vyse

o(T) — A ln[ ] = konst,

1
o7 = Aq)
obé strany rovnice vysumime

w(t) + A Ino(t — A7) = konst,

odkud
w(ty) + A Ino(t1 — Ar) = w(t2) + A Inp(t2 — A),

kde A; je casové zpozdéni, pokud se dopravni proudéni dramaticky nevyviji, 1ze poloZit A; ~ 0, tj.

w(t) + A In o(7) = konst.
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5.10. VLIV MIKROSKOPICKYCH INTERAKCNICH PRAVIDEL NA MAKROSKOPICKE
ZAVISLOSTI

Hodnotu konstanty ur¢ime ze skute¢nosti, Ze pfi kritické hodnoté ¢ = g, dopravni proudéni ustane, tj.
w(t) = 0. Tedy
0+ A In g, = konst
a jelikoz
w(t) + A Ino(t) = A In gy,

coz dohromady dava

w=Amn%
0

coz je ndm zndmy Greenbergtv vztah z roku 1939. Fundamentdlni vztah méa pak zifejmou podobu

]:sz)\pln%.

—

Obrézek 5.39
Fundamentélni diagram
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Kapitola 6

Teorie balancovanych distribuci

Proces fitovani redlnych headway distribuci md sva omezeni. Nékteré teoretické kiivky (grafy teoreticky
hustot pravdépodobnosti) nespliiuji podstatu headway distribuci. Ty musi spliiovat ndsledujici kritéria

1. teoretickd, jakymi jsou

e pozitivita, tj. pro vSechna x € R plati f(x) > 0;
e omezeny nosi¢, tj. supp(f) = (0, +o0);
e normalizace, tj. fR f(x)dx =1;
e skalovani, . [o x f(x)dx = 1;
2. empirickd, jakymi jsou
e spojitost, tj. f(x) € F(R*);
e platé v nule, tj. pro vSechna m € N plati lim,_,o, % = 0, resp. pro vSechna m € N plati
%{(OQ =0;

e pfislusnost do tfidy balancovanych distribuci.

Definice 1. Rekneme, Ze A-mé¥itelnd funkce f(x) : R — R je hustotou, pokud pro vSechna x € R plati f(x) > 0a
f(x) € Z(R) asupp(f) = (0, +o0).

Definice 2. Necht f(x) je hustota. Rekneme, Ze f(x) je balancovaného riistu, ozn. symbolem f(x) € B, existuje-li
w > 0 tak, Ze

1. pro a > w plati limy_, 1 f(x) e** = 400,
2. proa € (0, w) plati limy— 1o f(x) e** = 0.

Motivace
Dopravni interakce jsou pfinejmensim stfednédosahové. Tedy pohyby vzdélenych vozidel nejsou ko-
relovany (ani v konges¢nich tocich). Takové soubory dat nazyvame kvazipoissonovskymi. Za poisso-
novské soubory (Cisté poissonovské) povazujeme ty soubory, jejichZ viechny pfidruZené podsoubory
jsou nezavislé - tzv. poissonovska statistika, tj. pravdépodobnost pro vyskyt nékolika elementfi uvniti
prostorového nebo ¢asového regionu se fidi Poissonovym rozdélenim

T n
PLy =)= L e,

Je-li interakce mezi agenty nenulova (ale stfednédosahovd - maximdlné), poissonovskd charakteristika
je porusena. Ale vzdaleni agenti se stale chovajf jako vzdjemné nezavisli - mezi vzdéalenymi (odlehlymi)
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agenty stéle funguje poissonovska statistika. Tedy chvosty headway distribuci poissonovskych a kvazi-
poissonovskych soubortt museji byt podobné, tj. exponencidlni. To je motivace k definici balancovanych
distribuci.

Definice 3. Nechf f(x) € . Cislo w > 0 z predeslé definice nazveme balancnim indexem a oznacime inb(f) = w.

Definice 4. Je-li f(x) € % a inb(f) = w, pak funkci g(x) := f(x) e“* nazveme balanénim jadrem balancované

funkce f(x).

Véta 4. Je-li g(x) libovolné balancni jadro, pak pro vsechna © > 0 plati, Ze h(x) := g(x)e™™* € A, a navic
inb(h) = 7.

Diikaz. Zvolme a > 7 libovolné, pak mtZeme psat

lim h(x)e*" = lim g(x) e e = lim f(x)e“Ye ™ e = lim f(x)e“* el V¥ = too.
X—+00

X—+00 x—+00 xX—+00

Nyni zvolme a € (0, 7) a rovnéz ho zvolme libovolné, pak

lim h()e®™ = lim f(x)e”*e®™¥ =0,
X—+00

P
Celkem tedy uzavirdme s tim, Ze h(x) € % a inb(h) = . O
Ptiklady balan¢nich jader, o, € R* an € N:
1. O)a,
2. O(x) x“,
3. O(x)e =,

4. () £,

1
5. 0(x) Le .
Véta 5. Nechf f(x) € B a w = inb(f). Pak pro kazdé a € {0, w) plati, Ze f(x) e** € L(R) N A (R).

Diikaz. Pro funkce z # je rozhodnuti o pfislusnosti do .Z;(R) totoZné s rozhodnutim o pfislusnosti do
Z(R), nebof funkce z # jsou nezaporné.

Zvolme a € (0, w libovolné. Jisté existuje f € Rtak, Ze 0 < @ < f < w. Pro f(x) € B a p < w plati, ze
limy 400 f(x) efr =0, tedy existuje K € R?a & e R tak, ze | f(x) ePx | < K pro v8echna x > ¢&.

Zjevné f(x)e®* € ZL((—o0,&)), nebot [f(x) e?*| < e |f(x)] € L((—o0,&)) € Z(R) a vime, ze f(x) =
f()] € ZR).

Pro x > ¢ ale plati nasledujici

|f(x) e‘”| = |f(x) e“xeﬁxeﬁ"| < Ke@ ¥ e 2((& +)),

nebof o — g < 0.
Celkem tedy f(x)e** € Z((-0,&)) a f(x)e** € L((&, +0)), tedy f(x)e** € Z(R), resp. f(x)e** €
Z1(R). O

Véta 6. Nechf ¢(x) je balancni jadro. Potom plati

1. supp(g) = (0, +o0);

2. Ax™ g(x) je balancnim jadrem pro vSechna A,m € R*;
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3. pro vSechna t > 0a m > 0 plati, Ze sup |x’” g(x) e‘”| < +o00;
4. jsou-li g1(x) a go(x) balancni jadra, je g1(x) g2(x) také balancnim jadrem;
5. fox g(y) dy je také balancnim jadrem.
Diikaz. Pozorny ctendf si dokaze sam. :-) m]

Véta 7. Nechf f(x),h(x) € Z a inb(f) = w a inb(h) = 9 a c € R*. Potom f(cx) € % a inb(f(cx)) = cw a
f(xX)h(x) € Bainb(fh) = w + 3.

Diikaz. Pozorny ¢tendf si dokaze sam. :-) m]

Véta 8. Jsou-li f(x),h(x) € % ainb(f) = inb(h) = w, pak pro kazdé o € (0,1) plati, Ze g(x) := a f(x) + (1 -
a)h(x) € A ainb(g) = w.

Diikaz. Pozorny ¢tendf si dokaze sam. :-) m]
Véta 9. Nechf f(x) € Z ainb(f) = w. Pak (f x f)(x) € Bainb(f x f) = w.

Diikaz. Pozorny ¢tendf si dokaze sam. :-) m|
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Kapitola 7

Multiheadway distribuce

Je-li

- 1 . .

Tz{f(j_l)m_,_k'_—i]GQ/\kEm}

t .
]

mnoZina vybérovych svétlosti, 1ze zkoumat statistiku tzv. multisvétlosti

i+n

W _\"7
=)k
k=i

kdei € card (T) —naT = {f}). OznatmeK,, = {Kﬁn)} mnoZinu s$kdlovanych n-tych multisvétlosti, nazvéme
nultou multisvétlost jako svétlost a prvni multisvétlost je pak soucet dvou svétlosti, tedy

1+1
Kgl) = ka = fl + fz,
k=1
242
Kéz) ZZEk=f2+f3+lT4.
k=2

Za piedpokladu nezavislosti f a fx;1 1ze multiclearance statistiku predikovat.

7.1 Poissonovské proudéni

0~0
() = O(t) et

oznacme T,(t) hustotu pravdépodobnosti pro vzddlenost n + 2 vozidel, tedy to(t) = ©(t)
t
71(H) = To(t) * To(t) = O(F) f ete Vs =0 te!
0

! 1
() = o(t) * T1(t) = O(t) fo e®se 9 ds = O(t) 5 et

indukéni pfedpoklad:

_ ®(t) n —t
Tn(t) = 7 t"e
dakaz: t
1 e () _
_ _ L on s (t-s) el A n+1 t
Tp1(F) = Tu(f) * To(t) @(t)j; s e e ds i+ 1)!1‘ e
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7.2 Systém castic s logaritmickou repulzi

(8 + )P
rpe+1)

p(r) = po(r) = O(r) B =B+

L[| e POt e = 20w x e | 2 |O) e Y] = F(fpilg)r:fﬁjzl) -

3 F(ﬁ+1)1"(a+1)_ Fla+p+2) [F(ﬁ+1)l"(a+1) . x“ﬁ“e‘D"]

Fla+p+2)  (p+Dy++2 Ta+p+2)
odkud
p1(r) = OF) (B + 1)2F+1) 26+1 D7 ﬁ
1
pa(r) = O®F) (B + 1)2 ¢+ F+2 o=Dr .
o) LDV pityup s
pu(r) = ©(r) G+D@E<1) e

7.3 Systém castic s vyvaZenym potencidlem

p(r)=A e_g e Pr,

kde E(R) = 1
’ B " 1,1
p1(r) = po(r)*po(r) = O(r) A? f es e Psei= e P9 g5 = O(r) A e_Drf e P(:+7%) ds = to be continued...
0

Laplaceova metoda:

B () = o Bk) (_12+ 1 );0,

ds s (r—s)?
odkud s = 5
Integrand nabyvé v bodé s = § svého maxima, totiz funkce 7(s) = 1 + -1 nabyvéa v bodé s = % svého
maxima a e~ je klesajici, pak e #7®) m4 v bodé s = 5 maximum; 7 %) =2
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Obrazek 7.40
Funkce 1(s)

Lze tedy uZit vétu o hrubém leadingu: g(x) = 1,a =0, b = r, f(x) = —nx) = —(% + %), S =
supr(O,r)f () = —%; t = pB; pak

v r
lim | 1-e#/®dx= eﬁsf ldx=re 7.
‘B—)+00 0 0
navrat k pferuSsenému vypoctu:
4p
~Or)A?ePrre 7
¢im je B vétsi, tim je aproximace presnéjsi
indukéni predpoklad:

@(1’) An+1 e—Drrn l e—g(’rl+1)2
n!

dikaz:

T on B B AI’H—] 7 — ﬂ 1
pu(r) = pu(r)*po(r) = O(r) A"+ 77 f % e s () o775 ds = O(r) o e_Drf s"e ﬁ[ : +"s] ds = to be continued...
o M - 0

(n+1)>2

opét véta o hrubém leadingu: g(x) = x*,a =0,b =71, f(x) = —-n(x) = —[ Tt %], S = supxe(olr)f(x);

t=
ﬂ:_(n+l)2 1 !

=0,
dx x2 (r — x)?
odkud
‘= n+1r
T n+2

coz je jisté maximum funkce —7(x); pak

(n+2) (n+1) + 1

s T

] — a2y

pokracovani pferuseného vypoctu:

n+1

= 0(r)

r +1
_ _B 2 A" _B 2 _
e D7 e7(n+2) f s"ds = O(r) e 7 (1+1)7 g=Dr pn+l
0

n! n!

¢imz byl indukéni pfedpoklad ovéfen
Zaver:

pu(r) = ©(r) Qy e7F (1 e Dr el (7.1)

normaliza¢ni procedura:

n+1
Ql=2 (\/g(n+1)] ‘Kn+1(2(n+1) \/,B_D),

navic pro velka  plati z véty o hrubém leadingu
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navic plati:

frpn(r) dr=n+1,
R
kde jde o skdlovani multisvétlosti

vztah (7.1) ztistava v platnosti i pro g = 0, neboft

1 n _—Dr
pn(r):@)(r)ar e

navic

n+1
lim 2 (\/g(n + 1)) Kys1(2(n+1) BD) =1,

f—0.

protoZe plati lim,—o, X" %,11(x) = 2n)!!a limg_,o, D() = 1 (jako x ozna¢ime x := 2 (n+1) /f D, z ¢ehoz
pak pfislusna limita vyuZitim zminéného trividlné plyne)
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Kapitola 8

Spojité a diskrétni modely dopravy

8.1 Car-following modely

Synonymum: ¢asové spojité modely. Jsou definovany obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi popisujicimi
kompletni dynamiku systému. Jedn4 se o mikroskopické modely pro polohy x; a rychlosti vy, kde k € N.
Rovnice pohybu

£(8) = 0x(t) = F (xi(8); 0(t); %11 (0 061 (8); - Xk, (8); 01 ),

kde k-té vozidlo reaguje na ny svych pfedchidcti - v jednodussich modelech volime 1 = 1 pro vSechna
k € N, coz je pak kratkodosahova varianta; pro 1 > 1 pak stiednédosahova varianta.
Ptiklady car-following modelt:

optimal velocity model (OVM) - 1961 Newell a 1995 Bando;

Wiedemanntiv model - 1974;

Gipptv model - 1981;

model inteligentniho fidi¢e (IDM) - 1999 Helbing a Treiber.

8.1.1 Model inteligentniho fidice (IDM)
Polohy a rychlost zna&ime ¥’ a v, délky vozidel d_: Cisty odstup je pak
Tk = X1 — Xk — di1

a rozdil rychlosti
Avk = U — U1

pro viechna k € N — {1}. IDM model je pak definovan sadou dvou diferencialnich rovnic

X = U, (8.1)
? A
o = 41-—;-“’(””—2””], (52)
% "%
kde w(vg, Avy) :=rg + v T + T Parametry modelu jsou tedy ndsledujici

2+Jap

e 7p: optimdlni rychlost pro volny proud;

e rp: minimdlni svétlost (pro stav kompletni kongesce);
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e T: optimélni ¢asovy odstup k predeslému vozidlu;
e q: zrychleni;

e f: pohodIné zpomaleni v pfipadé brzdéni;

o §: koeficient (~ 4).

Charakteristiky modelu: zrychleni vozidel mtZe byt rozdéleno na dveé ¢asti:

1. volna doprava
0
|
%

ve volné dopravé je r, velké a druhy ¢len prakticky vymizi; ve volné dopravé se vozidla p¥iblizuji

asymptoticky optimalni rychlosti: 7, ~ vy = z';l(free) ;

2. interakéni Elen

N

G w ro+or T U A
z)(m’t): —0({0 k + k k

-0 — =
k 2
r2 Tk 2 \JaBr

je-li rozdil rychlosti velky, je interakéni ¢len dominovén ¢lenem

2 A2
(G Avk

z‘)(]) = —a ,
k 4apr;

ktery kompenzuje rozdilné rychlosti za sebou jedoucich vozidel s cilem nebrzdit prudceji nez
optimélni zpomaleni §; je-li vzdalenost vozidel mala a rozdil rychlosti zanedbatelny, bude in-
terakénimu ¢lenu dominovat
T.);(z) - (ro + Zk T)Z,
"
coz je repulzivni sila, kterd vede k tomu, Ze vzdélenosti sousednich vozidel jsou zvétSseny na
“rovnovaznou”hodnotu.

8.2 Model Nagela a Schreckenberga (1992)
Diskrétni model. Mame celuldrni m¥fizku o délce L s otevfenymi konci. Kazdéd burika mtize byt bud
prazdnd, nebo obsazend vozidlem. Vozidla maji celo¢iselné rychlosti z mnoziny 0.y, kde vyax € N je
parametr modelu. Druhym parametrem je tzv. deceleraéni pravdépodobnost p € (0, 1).

Vychozi konfigurace v ¢ase t je updatovdna na novou konfiguraci v ¢ase t + 1 podle nésledujictho
aktualiza¢niho zobrazent:

1. akcelerace: rychlost viech vozidel je zvétSena o 1 se stropem rovnym hodnoté v,,,x

Xk (t + i) = xi(t),

1
Uk (t + A_L) = min {v(t) + 1, Uyax} ;
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8.2. MODEL NAGELA A SCHRECKENBERGA (1992)

2. zpomaleni zabraniujici kolizi: pokud neni pfed k-tym vozidlem dostate¢ny prostor, je rychlost
odpovidajicim zptisobem sniZena
X (t + 1)
k 1)

):
ofio ) minfol e )

r(t+1)—x (t+1)—x(t+1)—1-
k 4 = k-1 4 k 4 7

3. ndhodnéd decelerace: garantuje stochastickou povahu systému, s pravdépodobnosti p je rychlost
sniZena o jedna
X (t+§)—x (t+1)
k 4 - Ak 2 7

Uk(t+§):{vk(t+%) k>,

4 max{O,vk(t+%)—1} LEk sy,

xk(t+

odstup vozidel je pfitom

kde & := U(0,1);
4. pohyb vozidel

xt+1)=x (t+§)+v (t+§)
k = Xk 1 k 1)

n(t+1) = vk(t+ Z)
Poc¢ate¢ni podminky: pro polohy:
1. ndhodné polohy,
2. ekvidistantni fazeni,
3. fazeni ve front¢, tj. umisténi vozidel v burikdch xo,xo +1,...,x0 + N - 1;
pro rychlosti:

1. nahodné rychlosti ~ U(N U (0, 0pgy)) = U (8)max),
2. nulové rychlosti, tj. vozidla se rozjizdéji z klidu,
3. maximalni rychlosti.

Updatovaci procedury:

e paralelni datovéni - vSechna vozidla méni lokace ve stejny cas;

e postupné sekvenéni datovani - nejprve se updatuje prvni vozidlo, v ¢ase t + 1 druhé, v case t + 2
treti, atd.;

e dopfedné sekven¢ni datovani - nejprve se updatuje posledni vozidle, v ¢ase t + 1 pfedposledni,
atd.;

¢ nahodné datovani - updatované vozidlo se voli ndhodné.

Verze okrajovych podminek:
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e oteviené okraje,

e uzavieny systém, tj. kruhovd varianta modelu.

N2

Prvotni a také nejcasté&jsi varianta modelu:
e nahodné inicializa¢ni lokace vozidel,

e nulové pocatecni rychlosti,

e paralelni updatovaci procedura,

e kruhov4 varianta modelu.

8.2.1 Makropopis
Hustota

Hustota v pevné zvolené burice ur¢end pro ¢asovy interval délky T

to+T

o = % Z ni(t),

t=tp+1

kde
0 0 ...i-td burika je v Case t prazdna,
n; =
1 ...i-td burika je v Case t obsazena.

V uzavieném systému musi platit

lim @.T =0=—
T—+o0 ! L

pro kazdéi e L.

Tok

Casové pramérovany tok mezi i-tou a 7 + 1 butikou

to+T

TT = % Z mi(t),

t=tp+1

kde
0 { 1 ...bylliv ¢ase t detekovan pohyb, mezi i-tou a i + 1 burikou,
m; =

..jinak.
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8.2. MODEL NAGELA A SCHRECKENBERGA (1992)

space (road)

e

time

Fig.3. — Space-time-lines (trajectories) for cars from Aerial Photography (after [16]). Each line
represents the movement of one vehicle in the space-lime domain.

5 Obrazek 8.41
Casoprostorovy diagram - NS model.

Simulation

flow [cars per time step]

un 'l _IE L .I‘. 1 X "8
density [cars per site]

Figd. — Traffic flow ¢ (in cars per lime step) ve. density (im cars per site) from ﬂmd:.ﬁa- results
(L = 10*). Dots are averages over 100 time steps, the line represents averages over 10" time stepa.

Obrézek 8.42
Fundamentalni diagram - NS model.

Analyza modelu:
e umi generovat kongesci,

¢ vykazuje kritickou hustotu,
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e rozdéluje fundamentalni diagram na dva subregiony,

® Pro vy = 1je model analyticky feSitelny.

Obrazek 8.43
Fundamentélni diagram - NS model, nacrt.

8.3 Model TASEP

Diskrétni model. Totalné asymetricky proces s jednoduchym vylou¢enim, jednoduché vylouceni: burika
miiZe byt obsazena pouze jednou ¢éstici.

- = e e

|lodbel

Obrazek 8.44
Tlustrace k definici modelu TASEP.

Model spojity v case, diskrétni lokace, tfi parametry: a, 8, p € (0, 1). a dt znaci pravdépodobnost, Ze
nova ¢astice vstoupi do prvni butiky miiZe,  dt znaéi zase pravdépodobnost, Ze se ¢astice vyskytujici v
posledni burtice opusti systém. Parametr p € (0, 1) pouze skéluje vstupni parametry a, 5, proto bez Gjmy
na obecnosti uvazujeme p = 1.

Konfigurace systému je popsana konfiguraénim bindrnim funkciondlem w. : {1,2,...,N} — {0, 1}

) 1 ...i-td burika v konfiguraci 7 je obsazena
we (i) =

0 ...i-td burika v konfiguraci 7 je prdzdna.
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8.3. MODEL TASEP

Pak konfiguraci rozumime mnoZinu (vektor)
7 = (0(1), 0(2),...,o[N)) € {0, 1}V,

kde piSeme pro jednoduchost @ := w.. Mnozina vybranych konfiguraci 1ze zapsat pak

2 ={(w),w?),...,o(N)) € {0,1}N :

W) =w2) =-- = w()A

wng+1)=--=wm +my) =0A

wm +my+€+1)=---=wny +my + €1 +np) =1A

wm +my++ny+1)=---=whny +my+ €1 +ny+mp) =0A

wm +my+l+ny+m+b+1)=---=wny+my +€+ny+mp+ £ +n3)=1A

.
Bez Gjmy na obecnosti Ize znacit jako
x = (nll m]/ 51/ n2/ m2/ [2/ ey nq/ mq/ fq),

coZ je tzv. kédovand mnozina vybranych konfiguraci neboli kéd. 2" a X jsou bijektivné zobrazitelné
jedna na druhou, tj. k6dova mnozina, resp. kéd tivodni konfigurace je

X=(,10,1,1,02,2,0,23,0,1,3,0,3,1,0).

Reprezentuje-li 2 jednoprvkovou mnozinu konfiguraci, tj. plati-li £1 = £, = ... {; = 0, pak 2" = X. Kéd
takové mnoziny mize byt zjednoduSen na X = (11, my, na, ma, ..., ng, mg).
Ozna¢me Pg(7) pravdépodobnost ustdleného stavu konfigurace 7. Co je ustaleny stav?

e Pravdépodobnost v8ech konfiguraci se ddle neméni v Case.

e Tj. algoritmus probihal dostate¢né dlouho na to, aby eliminoval “vybérovy trend”procesu (coz
chvili trv4, nez k ustédleni dojde).

Alternativneé 1ze znacit téZ Ps(2), resp. Py (X).

Re$eni modelu TASEP metodou MPA podle Bernarda Derridy

MPA zn. matrix product ansatz. Derridova formule:

Poo) = L i [oeD + (1 - 0) El o)
T Zn (wlv) ’

kde Zy je parti¢ni suma (normaliza¢ni konstanta), ID je ¢tvercovd matice nekone¢né dimenze asociovana
s obsazenou burikou, E je ¢tvercovd matice nekone¢né dimenze asociovand s volnou burikou. Bernard
Derrida v roce 1992 dokazal, Ze MPA funguje, jsou-li splnény tii podminky:

e DE=D+E;
o (WE =1 (w|;

e D|v) = %|U>.
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Dale bez Gjmy na obecnosti l1ze vektory |v) a (w| volit tak, aby (w|v) = 1, vysledky se tim nezméni.

Pfi zapisu vektorti zde uzivdme braketovy formalismus, tj. |[a) znac¢i sloupcovy vektor, (a| zase
tadkovy.

Piiklad:
Oznatme f; = (w| HkN=1 [wr D + (1 — wi) E]|v) vadhu konfigurace 7 a vypocteme ji pro v = (0,1,1,0,0, 1).
Postupujme

(WEDDEEDJv) = i(quZ ]E2|v)% = aiﬁ (wD (D + E) Ev) = _ﬁ (wD? Ejv) + — ﬁ (wDE?|v) =

(@|D?[o) + 2 (w|D Efo) + (w[E2jo)] = twlo) [52 +2 (1 + 1) + %] = V(a, ) (wlo),

045[ ap a B

odkud
Y, Vila B (who.

7€{0,1}N
Véta 10. Pravdépodobnost Ps(7) libovolné konfigurace je nezdvisld na hodnoté skaldrniho soucinu (w|v).

Diikaz. Plyne z pfedeslého piikladu, resp. z jeho zobecnéni. |

Véta 11. Pro libovolnou konfiguraci T € {0, 1}V Ize soucin HkN: 1 [wk D + (1 = wy) D] prevést do tvaru

kde a,;;, € No.

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle velikosti systému. Pro N = 1je tvrzeni trividlni. Pfedpokladejme,
Ze tvrzeni plati pro N = L a dokaZme, Ze ho lze rozsifitna N = L + 1.

1. Nejprve pro piipad, kdy v dodaném chlive¢ku byla ¢astice

L L L L L+1 L+1
[Z Z Ay " ]D”} D = Z Z Ay E" D1 = Z Z Ay E" D",
n=1 m=1 n=1 m=1 n=1 m=1
2. posléze pokud v dodaném chlivecku ¢astice nebude, pak
L L L L L L n L+1 L+1
(Z Z Ay E™ ]D”] E = Z Z 4y E" D" D = Z Z ayn B Z D + ]E] = Z Z A E" D",
n=1 m=1 n=1 m=1 n=1 m=1 = n=1 m=1

kde jsme vyuZili nasledujiciho

n
]D”]E:ID”‘l(ID+]E):]D”+]D”‘1]E:ID"+1D"‘2(ID+]E):Z]D"+]E.
k=1

Lemma 1. V modelu TASEP pro N bunék plati

1 1 1 N
Z Z Z H[wle+ 1- wp) E] = (DE)V.

1=0 wp=0 wn=0 k=1

S
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Diikaz. Opét matematickou indukci podle velikosti souboru. Nejprve pro N =1

1
Z[w]D+(1—w)IE]:IE+1D:]D1E.

w=0
ProN=2
1 1 1
Y Y oD+ -w)El [0xD+(1-w)El= ) [1D+(1-w)E] (D+F) =
@1=0 wp=0 w1=0

=E(+E)+D(D + E) = (DE)>.
Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro N = L a dokaZme, Ze 1ze pfenést na pfipad N = L + 1

1 1 L+1 1 1 1 L
Yoo ), JJleD+a-wBl=) - Y | Y [wraD+A-wm)El- | [loxD+ (1 - E]| =
m1:0 a)L+1:O k=1 w1 =0 (ULZO GJL+1:O k=1

1 1 L
= (D + E) Z Z H[wk]D+(1—a)k)IE] = (D + E)(DE)! = (DE)..

w1 =0 a)LZO k=1

Véta 12. Particni suma v MPA Ize vyjddfit ve tvaru
Zn = (w|(DE)V[).
Diikaz. VyuZijeme pfedchozilemma. Upravujeme

1
ZN—Z Z<w|]_[wk1D+<1 ) Ello) = (@] ) -+

wn=0 w1=0 WN

N
[J10xD+ (1 - w0 Elo) = @I(DEMo).
0 k=1

MH

O
Asymptoticka podoba (w|(ID E)N|v) pro velké N:

1. pro%<a<[3

70 ap 1 B 1 4N
NEVRG—w) [@a—12 T @p-12| N3
2. pro%<a:ﬁ
. a2 4N+l
U VR@a-1p NP
3. proa:%<ﬁ
28 4N
VAN, ;
VA(2f~1) N2
4. proa:ﬁ:%
ZN:4N,'
5. proa<%aa<ﬁ
p(l-2a) 1
VANES

B-a)d—a) aN(1-a)N’
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6. proa=p< 3 i
_(1-2a) N

N="0-a)2 aNAd-a)N

Z

These expressions allow one to determine the following asymptotic forms of

(W|CN|V) for large N. Note that since (47) is symmetric in o and i3, the cases

where § < o can be obtained from those where o < & by interchanging o and 3.
@Fric<a<s |

1 T ol 1 1 4
MM = = [{za- 07" (Z6- IFJ e Gh
@) Forl<a=48 F 4
T gN#
{W|C‘N|V}| [y ﬁz‘:‘t_—'—l}_j Er?»f_z' {52]
WFra=i<s | s
1w .
N . 2B 4N 7
(W|CN|V) ~ 726 =1 NiIE : l/ (33)
1/ o
@) Fra=g8=} @ :’/
(W|CN V) = 4", r ; e (54)
©FRra<jada<g ] 1
(WICN|V) = 2 =22) ! (55)

_[ﬂuajfl—ﬂ'}a’”{l‘_‘ﬂ_}”.
@FRra=g<i /

Npn o (1=2eF N

(The case (V) o = § = 1 & in fact trivial, joned . _
C-[lfa}+flf13}i531number.} rivial, as mentioned above, since o + 3 = 1 and

Obrazek 8.45
Asymptotické chovani parti¢ni sumy pro velka N.

Vlastnosti Derridovych matic
Mohou byt matice ID, E komutativni? Jsou komutativni na linii komutativity

(w|E Do) = (w|Dlv) + (w|E|v)

(wlzlo) = (wlglo) + (wlglo)

ED=D+E=
11,1
afp B«
a+p=1

Mohou byt matice D, E jednorozmérné? Ano, na linii komutativity

ed=d+e/\e=%/\d=%
E=zeD=d= . -
W:E+E:>a+ﬁ:1'
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Véta 13. Nech+t ID, E nekomutuji, pak jsou tyto matice nekonecné dimenziondlni.
Diikaz. Pro spor pfedpokladejme, Ze ID, EE jsou kone¢né dimenziondlni.
Lemma 2. NemuiZe existovat Zddny nenulovy vektor |v) tak, aby Elv) = |v).
Diikaz. Kdyby ano, pak
Dlv) = DE|v) = (D + E)|v) = Do) + E[v) = Dlv) + |v),
odkud pak [v) = |0). O
Z lemma pro kazdé [v) # |0) plati E|v) # |0), pak (E — ¥)|v) # 0 ¢&ili det(E —1I) # 0, tj. matice [E — I je

invertibilni, tj. existuje k ni inverzni matice (E — I)"! tak, Ze
E-DE-D'=E-DH(E-I)=1L
VyuZijeme rovnost
DE=D+E
DE-D=E
D@E-I)=E
D=E(E-I).

Dale ziskdme spor
DE-ED=EE-D"'E=EEE-D"'=E[E-D)'E-EE-D"+E-D"-(E-D"|=

=E[E-D ' (E-I)-(E-DE-D"]|=0.

Transformace MPA ansatzu

1 (D" E™ (D +E)" D E™(D + E)“... |v)

ZN (wlv)

Je-li X mnoZzina vSech konfiguraci, pak X = (0,0,N) a skute¢né Ps(X) = 1. Obecné jsou ale ID,E
nekomutujici a nekone¢né dimenzionalni.

Pss(X) =

Diikaz.
1 (@D’ E’ (D + E)N[) (wip=1

7N Cwlo) !

]PSS(OI 0, N) =

Lemma 3. Jsou-lia,f#0aa+p =1, pak
Pss(27) = i M Ingil m;i

Diikaz. Za danych podminek jisté plati, Zze E = % alD= %, pak

4" G " G o i
a _(L
@l() o)

Pss(27) = o

p

N N
— 1 N 1 m;
— a):,_l i ﬁzl_1 z’

tj. « mocnime na pocet vSech povinné obsazenych bunék a  naopak na pocet vech povinné volnych
bunék. m]
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Fundamentdlni zavislost modelu TASEP

Hustota = stfedni obsazenost k-té buriky, tj.

o =E (wp) = Z wi Pes(T) = Z Pss(7) = Pss(0,0,k—1,1,0,N — k),
V1

Vtwp=1

tedy
_ (wl(D + B! D (D + E)N o)
- (w|(D + E)N[v)

Ok
Hustota na linii komutativity pak vychazi jako
O =«

pro viechna k € N, nezévisf tedy na potadi butiky, kde se hustota zkouma.
Tok = pocet &astic, které projdou k-tou burikou za jednotku ¢asu, tj.

1 (w(D+EY'DE(D +EN ")  Zy,

Jk

IPs(k-ta castice mtiZe preskodit) =

TE@0 (w|(D + E)N[o)

Tok v komutativni verzi modelu je pak
Jk=ap

opét pro vSechna k € N, tj. opét nezdvisi na volbé zkoumané buriky.
Fundamentalni diagram na linii komutativity, tj. a« + = 1:

J=ap=a(l-a)=0(1-9).

Obrazek 8.46
Fundamentalni diagram modelu TASEP.

Faze modelu TASEP

ZNn

LD(low density): a < % A B > a, HD (high density): p < % A a < B, MC(maximal current): a,f > %,
transition line (pfechodové kfivka): systém pfechdzi ze stavu s nizkou hustotu do stavu s vysokou

C = 1
hustotou: a = < 5.
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8.3. MODEL TASEP

Obrézek 8.47
Faze modelu TASEP.

Hustota: (bulk behavior = dostate¢né vzdalené od hranic)

! LaziAp=i MC,
o ..a<lAﬁ>a LD,
o(a,p) = :
1-8 ...p<53AB<a HD,
o Lat+pf=1
Tok v bulk oblasti:
: a>inp>3 MC,
a(l—a) ...oz<l/\/3>0z LD,
J(a, B) = >

B(l-B) ...p<3ABp<a HD,
ap atf=1

Fundamentélni zavislost v bulk oblasti:

J=0(-0)

.
o

Obrazek 8.48
Fundamentalni zavislost v bulk oblasti modelu TASEP.
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