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Predmluva

Material byl sestaven z prednasek doc. Mgr. Milana Krbalka, Ph.D., které probéhly v zimnim
semestru akademického roku 2019/2020 na Fakulté jaderné a fyzikdlné inzenyrské CVUT

v Praze.
Tento ucebni text je uréen poslucha¢tim 3. ro¢éniku zdkladniho studia navstévujicim kurs

01MCS Matematika cdsticovijch systémau, ktery je zafazen mezi predméty oboru AMSM.
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1 Uvod

Predpoklddame vzdy méritelné funkce.
Definice 1.1. Znacent:
1. C(G) - funkce spojité na mnoziné G

2. P%€(G) - funkce po ¢astech spojité: nespojitosti koneéné délky, tzn.
p(body nespojitosti) = 0, konetné mnoho bodu nespojitosti, spojistost zleva

3. flx)e Z(A,n) < Hgf(;v)d,u(x) eR

4 @) €24 (A =3[ F()duz)
POZNAMKA 1.2.
f(@) e 2% ([a.b]) A f(x) ~ 0= f(x) =0

Definice 1.3. O funkci f(x) : R — R prohldsime, ze je hustotou a oznacime f(z) € 7,
pokud plati, ze

1. Dom(f) =R

2. Ran(f) c RY

3. f(z) e € (R)

4. f(z) e Z(R)
Definice 1.4. Necht f(z) € # a n € Ny. Pokud 2" f(x) € Z(R), pak ¢islo py, := § 2" f(x)dz
nazveme n-tym (necentralnim) momentem hustoty f(z). :

Definice 1.5. Necht f(z) € 7 a xf(z) € Z(R). Necht u1 je prvni moment f(z). Pokud
pro n € N plati, ze (z — p1)" f(z) € Z(R), pak &islo vy, := §(z — )" f(z)dz nazveme n-tym
R

centralnim momentem.

Véta 1.6. Pokud existuji vSechny niZe uvedené momenty, pak plati:

= [ = )i we = i kZD (3) et s -

R
-3 (R [ #stana - 33 (o



1 Uvod

Véta 1.7. Pokud f(x) je normovand hustota (ug = 1), pak plati
& 2
vy = Y (=1)*7F <k> = iy — 203 + p = po — pi
k=0
POzZNAMKA 1.8.

= D(x) = E(x*) — E*(x)

Definice 1.9. Hustotou pravdépodobnosti (na prednaskéch zkraceno na "hupsti”)
nazveme funkci g(x), pro kterou plati:

1. Dom(g) =R
2. Ran(g) c RY
3. g(x) e ¥ (R)

4. g(z)dz =1
R

5. (MCS) 2z <0=g(z) =0 < O(x)g(z)=g(x) < supp(g) cR"

PozNAMKA 1.10. Spojitou ndhodnou a nezdpornou veli¢inu y nazveme rozestupem.

Plz e Al = /A g(z)dx

0.2

0.1

T

i O(z) =z’

——
A

Obrazek 1.1: Hustota pravdépodobnosti (Erlangovo rozdéleni pro A = %, n=4, A=1)

Definice 1.11. py nazveme momentovou normou (nulty moment).

Veéta 1.12. Pro hustotu g plati, Ze

1. po = §g(z)dz =0
R

2. po = 1 = g(x) nazveme hustotou pravdépodobnosti, oznacime g(z) € 74 (74 < H) a
prohlasime o ni, Ze je normovand.

3. po =1 = 1= g(x) je skdlovand hustota pravdépodobnosti a g(x) € H1



2 Rozdéleni

1. Rovnomérné rozdéleni (—o0 < a < b < +w), g(x)e A

)0 we(~w,a]u (b, +0)
9le) = {a z € (a,b]

2. Normalni (Gaussovo) rozdéleni, g(z) € A

(z—p)*

g(x) =Ae 22| (neR,0>0,4>0)

3. Exponencidlni rozdéleni, g(x) €
g(z) = O(z)Ae™™*, (A =0,A>0)

4. Erlangovo rozdéleni (specidlni piipad Gamma rozdéleni), g(z) € 5

g(x) = O(x)Az"te ™™ (A=0,neN,\>0)

5. Gamma rozdéleni

g(z) = O(x)Az* e ™, (A=0,a>0,A>0)

6. Centrované exponencialni rozdéleni
g(x) = Oz —c)Ae™ ™, (ceR,A>0,\>0)
7. GIG rozdéleni (zobecnéné inverzni Gaussovo rozdéleni)
g(z) = O(z)Az% 5e %, (A>0,aeR,f>0,\>0)

Véta 2.1. g(z) e # = lim g(x) =0

— =400
Definice 2.2. Necht jsou dany dvé g(z), f(z) € . Existuji-li ¢isla a # 0, b € R tak, ze
g(x) = |a|f(azx + b), pak fekneme, Ze hustoty f(x),g(z) jsou afinné sdruzené.

Véta 2.3. Afinné sdruzené hustoty pravdépodobnosti f(x),g(x) maji totozné nulté momenty
(momentové normy).

Dikaz.

y=ax+b
dy = adzx

polg) = [ 29tz = [lalpta + bz = “la jf f (0)dy = ()
R

R

pokud a < 0, pak se prohodi meze



2 Rozdéleni

POZNAMKA 2.4.

p(a) = [[g(e)ds = [alal(aa + o = | 1 T [V Llal )y -
R R R
=2 [y =2 [ rpay =0 - 2y,
R R

kde a # 0.



3 Konvoluce nad t¥idou 7

Ozna¢me Z;3 jako ndhodnou veli¢inu (vzdélenost 1. a 3. ¢astice),

213 ~ f(2) = f(2) =1d. (9% 9)(2),

kde (g = h)(z) := { g(s)h(z — s)ds je konvoluci.
R

Véta 3.1. Méjme f(z),g(x) € H. Pak integrdl § f(s)g(x — s)ds ezistuje pro skoro vsechna
R
z € R a funkce h(z) := § f(s)g(x — s)ds po dodefinovdni nulou v bodech, kde uvedeny integrdl
R

neexistuje, patii do F€ .

Diikaz. H(z,s) = g(s)f(x —s) = 0 = H(x,s) € Z*(R?) = jsou splnény piedpoklady
Fubiniho véty

fH(:r, s)d(z,s) = f JH(:):, s)ds |dz A JH(:E, s)ds existuje pro s.v. z € R
R

1. Dom(h) =R

2. (Vz € R)(h(z) = 0) = Ran(h) c R]

Jh(:c)d:c _ Jff(s)g(x ~ §)dsdz 1 jf(s) (Jg(:ﬁ - s)dx) ds=" e
R R R

R R
= ff(S) (Jg(y)dy) ds = po(g)uo(f) e R
R R
g(z)eH=pio(g)eR

4. h(z) e ¥ (R)
O

Definice 3.2. Méjme f(z),g(z) € 5. Pak funkci h(x) z predeslé véty nazveme konvoluci
funkei f(x),g(x) a znacime ji

hz) = (f * g)(x)

Véta 3.3 (O vlastnostech konvoluce). Konvoluce je komutativng, bilinedrni a asociativni
operace nad .



3 Konvoluce nad tridou ¢

Dikaz. f(z),g(x),h(x) € 5, ae R

1.
(2 )@) = [ £t = s)ds =| § 77701 [ o= gy = (9 4 1) (o)
R R
2.
((af +h) = g)( J :U—s)ds=ozjf(s)g(m—s)ds—l—jh(s)g(m—s)ds=
R R R

= a(f *g)(x) + (h+g)(x)

(linearita v pravém argumentu analogicky)

Véta 3.4 (O zjednoduseni defini¢niho predpisu pro konvoluci pro funkce s pozitivnim nosi¢em).
Necht f(z),g(z) € A, kde supp(f) = Ry a supp(g) = R{. Pak plati

Off g(z — s)d

tzn. supp(f = g) < R{

Dukaz.

(f * 9)(x) = f F(8)g(z — $)ds = f () f(5)0(x — )g(x — $)ds = {

R R

coz se da zapsat jako



3 Konvoluce nad tridou ¢

Véta 3.5. Vztahy mezi momenty
po(f # g) = po(fro(g) = [f(x),9(x) € A4 = (f * g)(x) € H]

m(f*g)=jx<f*g><x>dx=fxff<s>g<:c—sdsdx B ff (fxga:sdx)ds
R

R

:deifiyy Jf (J“S dy)d”ff (fyg(y)dy)dwr

R

w1(g) musi existovat

+ fo(S) (fg(y)dy) dz = p1(g)po(f) + po(g)pa(f)

R R
—_—

ro(9)

POZNAMKA 3.6.
f(x),9(z) € 74 = i (f = g) = (f) + pa(9)

Véta 3.7 (O posunuti v konvoluci). Méjme f(z),g(x) €  a a € R. Pak plati:
flx—a)xg(x) = f(z)xg(z —a) = (f +g)(z —a)
Diikaz.
y=5—a«

fla—a)ug) = [ 1= algta—sas =| U= |= [ ity )y = (Frg)(e—a

R R

O
Veéta 3.8 (O derivaci konvoluce). Méjme f(z),g9(x) € A, kde f'(z),d'(x) € LA R) jsou

omezené na R. Pak plati

fl(@) = g(x) = f(2) « g () = (f *9)'(2)

Dukaz.

(fro)(@) = o j F(s)gler = 5)ds = [ f(s)g' (o — s)ds = (1 +9))

R

Zaména je moznd, protoze |f(s)g' (z — s)| < K f(s) € Z(R). Déle potom

(f*9)(x) = (g% ) (x) = (g% f)(x) = (f *g)(2).



4 Ttida balancovanych hustot

Definice 4.1. Rekneme, ze g € 4, pokud g splituje axiomy pro piislusnost do %:
1. Dom(g) =R
2. Ran(g) c RY
3. g(x) e ¥ (R)
4. g(z) e Z(R)
5. supp(g) Ry = g(x) = O(z)g(x)
6. (balanéni axiom) Existuje w € R tak, ze plati vztahy

(e% 4

a>w= lim g(z)e* =+

P————
a<w= zErfocg(x)eo‘x =0.
Definujeme déle balanéni index vztahem inb(g) := w.
Oproti definici hustoty se tedy lisi v bodech 5. a 6.

Véta 4.2 (nutnd podminka pro piislusnost do A).
lim f(x) =0

T—+00

PozZNAMKA 4.3. Ve tiidé 2 existuje jesté podtiida, piislusné funkce maji tzv. platé v x = 0.

GIG rozdéleni

0.2 \ 0 T o> 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2

~17 (v € No) (¢ (0) = 0)

Obrazek 4.1: GIG rozdéleni - piiklad rozdéleni s platé

Definice 4.4. Poissonovskym ¢asticovym systémem nazveme systém, kde
e jsou ¢astice bez vzdjemné interakce (bezdosahovy ¢ésticovy systém)

e g(x) = O(z)Ae ™™ pro A > 0,\ > 0 a po normalizaci prechdzi na exponencidlni
rozdéleni, tedy g(z) = ©(x)\e™**, kde A > 0.



4 Trida balancovanych hustot

Obrazek 4.2: Poissonovsky ¢asticovy systém

PozZNAMKA 4.5. Poissonovsky ¢asticovy systém je napiiklad skoro prazdna délnice.

P0zZNAMKA 4.6. Deterministickd varianta ¢ésticového systému je naopak rozdéleni, které ma
nulovy rozptyl, vypadd tedy jako Diracova funkce (napf. kdyz se jede krokem).

POZNAMKA 4.7. Pro g(x) = ©(x)\e™* plati, ze g(z) € #. Navic v tomto pifpadé k = .

Dukaz.

(a—A)zx

a>\= lim de ™M™ =)\ lim e = 4

T——+00 T—+00

a<A= lim e e = )\ lim @M% =g
r——400 r—400

O

Definice 4.8. Pokud p(g) = 1, pak fekneme, Ze g(x) je balancovana hustota pravdépodobnosti
a oznacime g(x) € %;. Pokud po(g) = pi1(g) = 1, pak fekneme, ze g(x) je Skdlovand hustota
pravdépodobnosti a ozna¢ime g(x) € Hi1.

PRIKLAD 4.9. Vypoétéme nyni, pro které parametry A, A je g(z) := O(x)Ae™* € %;.

+00 .
wo(g) = J Ae 2z = XA = A=)
0

+00 +o0 1 +00 1 1
i (G) = f rAe Mdr = f re MAdz = X f ye Ydy = XF@) =35 A=1
0 0 0
Véta 4.10 (Balanéni kritérium). Necht g(x) € B. Pak plati, Ze
: g n(g(@))
inb(g) = — lim —=—=,
pricemz limita vpravo existuje vidy.
Diikaz. Ozna¢me w := inb(g).
Vezméme libovolné f > w. Pak lim g(z)e’® = +o0 = lim e _ 0=
T—>+00 xr—+00 g(z)

e P

9()

e<l

< 5) =e " <eg(x) < glx).

= (Ve > 0)(3zg > 0)(Vz € [z9, +0)) (




4 Trida balancovanych hustot

Nyni vezméme libovolné a < w:

lim g(z)e™ = 0= (Ve > 0)(3z; > 0)(Vz € [z5, +0)) (g(x)e™” < ¢),

T—>+00

axr

Tedy g(x) < ee™®* < e, Potom pro (V3 > w,Va < w) plati, ze

1
e P <g(x)<e™™ = —Br<lng(z)<-—azr = —B< Ing(x) < -
xr
a, B lze k sobé piiblizit libovolng blizko = lim mo(@) — _, O

PRIKLAD 4.11. Mé&jme g(z) := O(z)Ae 2.

inb(g) = — lim

a—>+00 x a—>+0 T w40 T
PRIKLAD 4.12. Priklady funkc{ z £:

1. O(z)e™

2. AB(z — c)e™ (A > 0,c> 0,4 > 0)

3. Erlangova hustota

4. Gamma hustota

5. GIG hustota
Az?

Do % nepatii napi. Gamma hustota, ani O(x)x"e™

Véta 4.13 (O rozsdhlosti soustavy &). Necht f(x),g(r) e B aA>0, a>0, BeR, ¢> 0.
Pak plati

1) f(z) +ag(z) e 2
2) 2°f(z) e B
3) P f(x) € B, pokud B < inb(f)
4) Af(cx) e B
Navic plati:
i) inb(arf (x)) = inb(f)
i) inb(f + g) = min{inb(f),inb(g)}
iii) inb(z®f(z)) = inb(f)
w) inb(e* f(x)) = inb(f) — B
v) inb(Af(cz)) = cinb(f)

Dukaz.

10



4 Trida balancovanych hustot

2) Mégjme f(z) € B, a > 0 a definujme h(z) := z*f(x). Nyni otestujeme, ze plati vztah
z®f(x) € Z(R). Zvolme tedy libovolné € > 0 a § < inb(f). Potom plati, ze

lim f(x)e’* =0 = (3zgeRY)(Vz € [x0, +0)) (f(x) < se_6$>

Tr—+00

a) Interval (—oo,x¢):
fx)e ZR) = a%f(z) < Kf(z) e Z((—w,20))

b) Interval [zg, 4+0):

srov.krit.
—

2 f(z) < 26 € 2 ([z0, +o0)) 2 f(z) € L ([0, +0))
Celkove tedy zf(z) € Z(R).

3) Ukazme platnost vztahu e* f(x) € £ za predpokladu, ze v < inb(f).

inb(erwa(x)) T xl—lg—loo ln(e%;f(m - _mEI}-loo % B xl—l}}-loo hl(ff)) = inb(f) ; 0
iii)
(e (o) = =t PR < S B

Lemma 4.14. Mé&jme f(z) € Z(R). Pak (VA e D < My)(f(x) md Lebesqueiiv integrdl na A
a je konecny.)

Dusledek 4.15. Kazdd balancovand hustota md uplné vSechny momenty, tj. plati, Ze
" f(r)e L(R) = py = f a*f(r)dz e R, VkeN.
R

Definice 4.16. Bud f(z) € 4, pak vektor ji = (ug, p1,...) vytvoreny z momentu uj € R
nazveme momentovym kédem hustoty f(x).

Definice 4.17. Necht f(z) € # a w := inb(f). Pak funkci f(z)e*” nazveme balan¢nim
jaddrem hustoty f(z).

PRIKLAD 4.18. Piiklady balan¢nich jader:

Funkce z £ | Balané¢ni jadro

O(z)e ™ O(x)

O(z)zx*e™ ™ O(z)x™ (= 0)
@(az)li%e_“’C O(x) 112,1 (neN)

GIG jadro @(m)xae_g (=0, B>0)

Véta 4.19. Necht g(x) je balanéni jddro a w > 0 je pevné zvolené libovolné &islo. Pak pro
h(z) := g(z)e™™* € A plati, Ze inb(h) = w.

11



4 Trida balancovanych hustot

Dukaz.
L a>w
: ar . 7: —wz oz X s —WT QT KT 5;0
xl—l>r—ir-loo h@)e™ = xl—l}foo g(w)e e a:l—l>r-|r-loo flz)e e e
= lim f(x)e(”Jra)z lim e("wte—e)r — 4o
xr— 400 xr—+00
=IOO =+
* - vime, ze existuje f(z) € A tak, ze g(x) = f(x)e", kde inb(f) =k >0
II. a<w
i ar =4 TWE QAT KT (k=&)z | 7 (—wtate)z _
xEr-ir-loo h(w)e xEIﬁI-loo fla)e e e xkrfoo f(z)e xkrfoo ¢
0 20

12



5 Laplaceova transformace

Definice 5.1. Laplaceovou transformaci rozumime transformaci ve tvaru
F(s) = $[f(@)] = | fa)e e,
R

kde e7%* nazyvame jadro integralni transformace.

Véta 5.2 (Pomocnd véta pro Laplaceovu transformaci). Méjme g(x) € A, kde inb(g) = k.
Potom plati, zZe
(Vi < k)(g(z)e"” € Z(R))

Dikaz. Zvolme libovolné v < k = inb(g). Potom

lim g(z)e™ =0 = (Ve > 0)(Izg € RT)(Vx € [x0, +0))(|g(x)e?*| < ¢)

r——+00

I. integrabilita na (—o0,xg) : g(x)e? < Kg(x) € £ ((—w0,x0)) = ze srovnavaciho kritéria
g(x)e’™ e Z((—0,0))

II. integrabilita na [zg, +0) : g(z)el* < ee 1%l = ge~(V"HWT e L([xg, +0)) = ze
srovnavaciho kritéria g(z)e" € Z([xg, +0))

Z toho plyne, ze g(z)e 7" € Z(R).

Dusledek 5.3.

Dom(S[g(le) = (—inb(g), +0) = Us(0) = Dom(F(s))

F(s) <0

Definice 5.4. Necht g(r) € 4. Pak funkce

ha)i=0(a) [ o)z, (o)1= O(a) [ gla)ds
T 0

budeme nazyvat chvostovou distribuéni funkci, resp. distribuéni funkci.

Véta 5.5 (O chvostové distribu¢ni funkei). Pokud g(x) € # a inb(g) = w, pak pro
+a0
h(z):=©(z) § g(y)dy plati, Ze h(z) € B a inb(h) = w.

13



5 Laplaceova transformace

Dukaz. Dokézeme, ze inb(h) = w. Ovéiime tedy platnost obou nerovnic.

1. Zvolme libovolné ¢&isla a, p tak, aby a < u < w. Z predpokladu vime, ze
lim g(z)e** =0, tedy

r—+00
(Ve > 0)(3zo € RT)(Vx € [z, +0)) (lg(z)e’| <) = g(a) <ee™™
+o0 +oo
xl_i)rfoo h(z)e*™ = IETOO e J g(y)dy < xETw e f e Mdy = xli)rfoo sew;e_“‘” =

T T

. € _(u— S JEERT ;
lim —e (=% — 0, &mz jsme dokézali prvnf nerovnost.
T—+00 [

2. Zvolme nyn{ libovolné ¢isla a, p tak, aby o > pu > w. Z predpokladu véty a definice inb
vyplyva, ze

lim g(z)e"” = +o0 = lim = 0, proto plati, ze

T—>+00 -+ g(x)eHs
(Ve > 0)(3xp € RT) ! <e = g(z)= le_’“”
g(x)erz| = T ¢
+a0 +oo
1 3
. ar _ 1 ax > i ax -y _ S ax —pr _
i e = e [ gty > tim o [ ey =5 i e = o
x x

Timto jsme dokdzali i druhou nerovnost, tedy inb(h) = w.

T
Véta 5.6 (O distribuéni funkei). Necht g(z) € £ ainb(g) = w. Oznacme f(z) := O(z) § g(y)dy.
0
Pak f(x) md ndsledugici vlastnosti:
1. je mezdpornd

2. je neklesajict

5. lim f(x) = po(g)

r—+00

4. lim f(z) =0
5. f(xz) e C(R)
6. Dom(f) =R

7. je omezend

Dikaz. 2) Méjme 1 > xo. Potom

f(x1) = O(a1) f g(y)dy = O(z1) f o(y)dy + f o)dy | = fa1) > fla2)
0 0 x2
fx2) =0



5 Laplaceova transformace

3)
x +00

Jim f(z) = lim ©(z) fg(y)dy = lim | Oz —y)g(y)dy = lm J O(n —y)g(y)dy =
0 0 Vznikne tpravou horni meze. 0

+00
Lebesgueova véta:

“ 18—y < gly)e Z(R) |~ J 9(y)dy = po(9)
0

5) Pro libovolné a € Dom(f) plati, ze

r—a r—a

lim f(z) = lim O(x fg fag(y)dy = f(a)
0 0

Véta 5.7 (Konvoluce v B). Necht f(x),g(z) € B. Pak definujeme konvoluci f,g jako

z) = f f()g(x — y)dy = O(x) f F@)g(z — y)dy
R 0

v A e
Véta 5.8. Méjme f(x),g(x) € B tak, Ze inb(f) = w1 a inb(g) = wa Pak plati, Ze
()@)€ B a nb(f *g) = minfwr,wn).
Veéta 5.9. Je-li g(z) € B, pak F(s) = £[g(s)] je spojitd na (—w, +0), kde w = inb(g).

Schéma dikazu.

s) = { g(z)e™*"da = +§Og(m‘)e_sa’dx
R 0

spojitost v bodé sp € (—w, +0) = —w < s

e véta o spojitosti integralu s parametrem (MAB)

—Ssx —s0x

lim g(x)e " = g(x)e

Ss— S0

lg(x)e™"| = g(z)e™™" <
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5 Laplaceova transformace

5.1 Maclaurinova ¥ada
g(x) € B, G(s) = Llg(z)] = f g(z)e**da
R

Dom(G) = (—inb(g), +o0)
36 > 0 : Us(0) < Dom(g)

v

nutné ke konstrukci Mac. fady obrazu G(s)

G(s) € C*(Dom(G)) = Yk e N: G®)(0) e R

g(x)zFe 5 dz

Q
2N
>
=
—
»
S~—
I
|
A
S~—
B
He—

G (s) = (~1)* jg(mkdx — (D
R

Radou podezielou z toho, ze bude Maclaurinovou fadou funkce G(s) je:

ZGk'(O)Sk_Z( 1}3'Nksk
k=0 ' k=0 )
Vlastnosti G(s):

1. G(s) € C*(Dom(G))
(
(
(

)

2. )
3. G(0) je klesajici na Dom(G) < Vs € Dom(G) G'(s) <0

)

Q

s) nezédporna na Dom(G)

4.

Q

0) = o

5. slggloG(s) =0

6. G(s) je omezend na [0, +0)

Véta 5.10 (O obrazu distribuéni funkce). Méjme g(x) € A, inb(g) = w. Oznacme
h(z) = O(x) { g(y)dy. Pak k h(z) existuje Laplaceiv obraz (ozn. H(s)) a plati, Ze
0
sH(s) = G(s) (Vse (—w,+x0)),
kde G(s) = £[g(z)].
Diikaz.
() = [ e e = [002) [ 9wty e s LL [ 0@0( ~ yay)ed(z.v)
R 0 R2

©(2)8(z — y)g(y)e™™*| < g(y)e **O(z) € L (R?) = IH(s)

16



5 Laplaceova transformace

sH(s) = [ 0@l - ygly)sed(z.) j [ | et Swdx] dy =
R2
= Jg(y) U ”dx] dy = fg(y)[ e ]y = Jg(y)e #dy = G(s)
R Y R R
[
e}
Analogicky: Jak laplaceovsky zobrazit chvostovou distribuéni funkei f(x) = ©(z) J g(y)dy?
B, inb(}):inb(g)
0
F(s) f@ Jg )dye ™ dy == J@ —z)g(y)e > d(z,y) =
x R2
y ) y
- [ow) [ |ewew- x)e“dx] dy = [ 9tw) [ | dx] ay = [ 9tw) [—] dy =
R R R 0 R 0
1 1 1 s - G(s
=Jg(y) {—e y] dy = M—Jg(y)e Ydy = o = G{5)
s s s s s
R R

POzZNAMKA 5.11. sH(s) + sF(s) = G(s) + po — G(s) = po = H(s) + F(s) = £2 - vztah mezi
distribu¢nimi funkcemi

Véta 5.12 (O integrélu obrazu). Necht g( ) e % a inb(?) = w. Pak g(x) € # ainb(g) =
a Vs e (—w,w) plati:

2|1 - TG@)dp, ke () = 2lg(a)]
Diikaz S
TG(p)dp = T g(x)e P dadp = Jg(w) [Tepxdp] dz = Jg(m) [—ie_px]jdx = Jg(m) e *fdr =
s s s R R

Véta 5.13. Necht f(z),g(x) € B a F(s),G(s) jsou jejich £-obrazy. Pak plati

T F(2)C(x)dz = TF(x)g(a:)dx
0 0

17



5 Laplaceova transformace

Dikaz. .
| 7@
0

o0
) dyde = [ g(y) [ Faedady
| 0 L,_/
G(x) F(y)
O

Véta 5.14 (Lerchuv teorém). Je-li f(x) € P a existuje-li sg € Rt tak, Ze Vs € [sg, +0) je
F(s) = £[f(z)] = 0, pak f(z) ~

Diikaz. Oznacme ¢(s) = S f(z)e™*dx a P(x) = Y. apz® (ai € R). Pak

k=0

f(z)P(e™®)e *da = Jesx Zn: are 2 f(x)dx = Zn: ag Jf(m)e(“k)xdm = Zn: age(s + k)
0 0

Pokud (Vs € [sg, +0)) (F(s) = 0), pak pro s > sg : S f(x)P(e~*)e **dx = 0. Provedeme sub-
y=e"
x = ln( )
dz = —fdy

stituci . Dostaneme tedy if(— In(y))P(y)y*tdy =0a H(y) = f(—In(y))y* L.
0

1
JH dy =0 VP(x) jako polynom
0

1

H(y) € PC([0,1]), coz je pre-Hilbertuv prostor se skaldrnim sou¢inem {f|g) = { f(z)g(z)dz.

0
V PC([0,1]) zvolime né&jakou polynomickou bazi (Legendrovy polynomy (= Ax(z))). Potom
VkeN:

1
fH y)dy=0 = H(y) L \(y) = H(y)~0 = f(—ln(y))ysflaa() -
0

= f(=In(y) ~0 = f(z)~
]
POzZNAMKA 5.15. Vétu Ize zobecnit i na jiné funkce nez polynomy. Necht f(t) je definovdna na

0 <t < 400, je po ¢astech spojitd a (o, M)(0 < t < +0)(|f(t)] < Me™). Potom existuje-li
sp € R tak, ze Vs € [sg, +0) je F(s) = £[f(z)] = 0, pak f(z) ~

5.2 Laplaceiv obraz balancované hustoty

Méjme g(z) € B, G(s) = £[g(x)], Dom(G) = (—inb(g), +00). Myslenka:

= k! = k!

G(s)

18



5 Laplaceova transformace

Véta 5.16 (O analyticnosti G(s) v nule). Necht g(z) € B a G(s) = £[g(z)]. Pak G(s) je
analytické v bodé s = 0 a pro jeji Taylorovy koeficienty plati rovnosti

(—1)%
k! ’

ajp =
kde [i je momentovy kdod hustoty g(x).
Dikaz. z MAB3 (kritérium analytiénosti): Ozna¢me R zbytek u Taylorova rozvoje. Potom

g(x) je analytickd v bodé x = zg < (36 > 0)(Vx € Us(xp)) < lirfoo Rpt1(z) =0

eyl s" (n+1)
(S 80) (n + 1)'G (5)

Gn+1(§)

So = 0 = Rn+1(5) = m

+00 +00

Gls) = f gla)e ™ de = GU Y (s) = J ()" Hg(z)e ¥ dr =
0 0
+0
= GG = (-1 [ 2 g(a)e )
0
Tuto rovnost nyni dosadime o pfedpisu pro R,+1(s).

n+1

. s . L.
(Vs e (—6,0)) <nET@K5n+1 = O> = (Vs e (=4,9)) <nL1Tw Roii1(s) = 0) = R > ~inb(g)

2

O
Dausledek 5.17. G(s) md Maclaurinovu radu.

Véta 5.18 (O analytiénosti G(s) v libovolném bodé sg € (—inb(g), +0)). Necht g(z) € 4.
Pak G(s) = £[g(x)] je analytickou funkci v kazdém bodé svého definicniho oboru.
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5 Laplaceova transformace

Diikaz. 1. zvolme a € (—inb(g), +00)
2. zkoumejme analyti¢nost G(s) v bodé «
3. zavedme h(z) = g(z)e*® € B

4. umime uré¢it momentovy kéd funkce h(z) z momentového kédu fi funkee g(x)

+00 n +00  n
fak = pig(h) = fx’“h(:v)dx = Jxkg(ar)e dz = Eo”! Jxkg(:v)x dz = EO —Hik+n(9)
R R n= R n=

H(s) = £[h(z)] = L[g(x)e™*] = G(s — a)

h(z) € 8 = H(s) je analytickd funkce v nule = G(s — «) je analytickd v nule = G(s)
je analyticka v sp = a.
O

+00
POZNAMKA 5.19. Z ditkazu minulé véty vime, ze H®) (¢) = (=1)F | zFh(z)e~¢*dz. Potom
0

ale
+o0 +00 +00
H®) (0 —1)" g (h (—1)* pia
H(S):Z k'( )Sk: ( )k'k( )Sk: k' Jﬂsk:G(S_a)
k=0 k=0 k=0
+0 1 kﬂa
G(s) = 3} TR g | G(0) = (1)
k=0 :

Véta 5.20 (O jednoznacnosti kédovéani). Necht jsou ddny g(z),h(x) € B s momentovimi
kody i, resp. K. Pak plati
fi =K = g(x) ~ h(x)

Diikaz. Necht ji = K. Pak plati, Ze
(Vk € No) (G (0) = H®(0)) = (Vs € (=6, +0))(G(s) = H(s)) =
= G(s) — H(s) = 0 """ g(2) — h(z) ~ 0 = g(a) ~ h(z)
O

Véta 5.21 (Nutnd podminka pro momentovy kéd balancované hustoty). Je-li i momentovy
kod balancované hustoty, pak 36 > 0 tak, Ze

lim 2E2k =0 vz e Us(0)

k—>+w k!
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6 Casticové systémy

R

Referencni ¢astice
E=01 Ro

V MCS méame vzdy jednodimenzionalni, stochastické systémy s pevnym pocatkem. Existuje
nékolik zpusobu, jak popsat ¢asticovy systém:

l. Roztece sousednich ¢astic

e znacime (Rk),ji%, jde o posloupnost ndhodnych veli¢in, které jsou absolutné spojité a
nezaporné
e nepovinné vlastnosti:
- Rj, maji omezeny support
- Ro,R1,Ra, ... i.d. (velmi vyhodné)
- Ro,R1, Ra, ... i.i.d. (velmi vyhodné)

o Ry ~ gp(x)’

e Pokud Rp,R1,R2 maji totozné rozdéleni, pak staci psat Ro, R1, R2 ~ h(x), kde h(z)
nazyvame generatorem casticového systému.

Il. Multiroztece

e Jako yi oznacujeme vzdalenost k + 1-ni ¢astice od referenc¢ni ¢astice k = 0 a nazyvame
ji k-ta multiroztec.

k

17naéenf na 0OIMIP: X ~ PX.
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6 Césticové systémy

® onRQNh(LL’)
e \1=Ro+R1~7

Definice 6.1. Necht X ~ g(z) aY ~ h(y) jsou absolutné spojité ndhodné veliciny. Rekneme,
ze X a Y jsou konvoluéné kompatibilni, pokud ma niahodnd velicina X + Y rozdéleni
popsané hustotou h(z) = (g * h)(z).

POZNAMKA 6.2.
1. Z 01MIP vime, ze pokud X, Y jsou nezavislé, pak X,Y jsou konvoluéné kompatibilni.
2. Jsou-li Rg, R1,Ra, ... konvoluéné kompatibilni, pak plati:

=Ro + Ry~ (h=h)(x)
X2=R0+R1+R2=X1+R2~(h*h*h)({ﬂ)

k ozn.
Xk = ZR ~ % (@) == % h(z)

l1l. Intervalova frekvence 7,
e vyjadfuje pocet ¢astic vyskytujicich se na intervalu (0, L) za referen¢ni castici
e je to disktrétni ndhodnd velicina
e je popséna pravdépodobnostmi P[ny, = k], k=0,1,2, ...
e 7)1, je parametrizovano hodnotou L > 0
PRIKLAD 6.3.
Pln, =0] = P[Ro > L] =1— P[Ro < L] = 1 — H(L),
kde h(z) je rozdéleni rozteci Ry a H(x) je distribuéni funkce piislusna k h(z), tj.
x
= § h(r)dr.?
—0
PRIKLAD 6.4.
keN
Plnp =k "€ Plxier < LA xe = L] = Plxso1 < L] A [xe < L]° ‘A A B¢ = A\B‘
Xo ~ go(z) = h(x)

:P[[X’H <L]\[Xk<L]] = Plxi—1 < L] - Plxx < L] = X’CN%( ) = #h() | _
— —\—

Gi(z S gr(T)dT

a b %

= Gp—1(L) — Gi(L).

2V 01MCS pozivdme definici distribuéni funkce G(z) = g[X < z] narozdil od 01MIP, kde G x (z) = g[X < z].
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6 Césticové systémy

Cesta zpét z Ill. do I. a Il.
e zndme P[n; = k] pro vSechna k € Ny a vSechna L > 0

H(L) =1— P[nr = 0] = zndme distribuéni funkci pro Ry = xo

——
=Go(L)

() = D _ L ppy, — ),

takze —%P[nw = 0] je generdtorem ¢dsticového systému.

Plny =1] = Go(z) — Gi(z) = Gi(z) = Go(x) — P[ns = 1] =1 — Pln, = 0] — P[n, = 1]
Pln, = 2] = Gi(z) — G2(z) = Ga(x) =1—P[n, =0] - Pln, = 1] — P[n, = 2]
k k
B . . dP[U:c = m]
= Gile) = 1= 3 Pl =m], gofw) == 3, S ="
m=0 m=0
Poissonovsky &asticovy systém: nejkrasnéjsi varianta CS
Definice 6.5. Césticovy systém, jehoz intervalové frekvence jsou popsény rozdélenim
Lk
Pl =k] = e*Ly, (L >0, keNy),
se nazyva Poissonovsky ¢asticovy systém.
e nejcastéji byva zadany pomoci III.
e Generétor: h(z) = —L Py, =0] = — & (%?e_x> =e? >0
k k k
d d (z™ 1 1
wle) == X Pl =l == Y (Do) = 3 e e
= da S dz \m! A, m!
k m—1 k m k=1 m k m k
= —Z ° + R P x——i—Zm— e’ = @(m)x—e_x
(m—1)! m! m! m! k!
m=1 m=0 m=0 m=0 —
Erlangovo rozdéleni
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6 Césticové systémy

Balan¢ni ¢asticovy systém
Definice 6.6. Balanénim ¢dsticovym systémem rozumime posloupnost multirozteci (xx)7 %,

zavedenych ptredpisem
k
Xk = Z Rl7
1=0

spliiujici axiomy:

1. (axiom konvoluéni kompatibility) (R,)%, je posloupnost nezdpornych, absolutné spo-
jitych, stejné rozdélenych a konvoluéné kompatibilnich ndhodnych veli¢in.

2. (axiom balan¢niho generdtoru). Hustota pravdépodobnosti veli¢iny Ry (tzv. generator
BCS) patii do tiidy 4, tj. h(z) € AB.

3. (axiom skalovani) pi(h) = E(Rp) = 1. (muze byt chdpan jako nepovinny)

gk (z)dx

S~

L L
Pln,=0]=1- f h(z) dx a Pln=k] = fgkl(x)dx -
0 0

Véta 6.7. Necht je ddn libovolnyg BCS generovany hustotou h(x) € &B. Pak jsou funkce
+o0 40 +00
r(@) =Y, ga(®),  s(x):= ) nga(x), t(z):= ) n’gn(x)
n=0 n=0 n=0

omezené na kazdém intervalu [0, L].
Dikaz. Vime, ze (3K > 0) (h(z) < K), protoze h(z) € % (jsou tedy omezené). Indukei

ovérime, ze g, (r) < @(JU)KHH%:

g1(x) = h(z) * h(z) = O(x) jh@)h(z ~y)dy < O@@)K” f 1dy = O(X) K2
0 0

n
Déle potom g, (z) < O(x) "Hx—' = gn(z) < K" x € [0, L]
n! n
+0 +a0 In
r(z) = > gn(z) < ) K”HF = KK 22 preR = (Vaelo,L))(|r(z)] < M)
n=0 n=0 ’
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6 Césticové systémy

+00
Timto jsme ovérili konvergenci fady > gn(z). Analogicky pak
n=0
+00 400 . " +00 o Ln+1 o KL om. -
_ n _ n _ ozn.
n=0 n=1 n=0
tedy (Vz € [0, L])(s(z) < M). Dikaz pro t(x) je ponechan ¢tenafi.
]
o +0 400 +00
Véta 6.8. Rady > ngn(x) a >, ngn—1(x) a >, nlgn—1(x) — gn(z)] stejnomérné konverguji
n=0 n=1 n=1
na kazdém [0, L].
Diikaz.
R L e L (Wederst kritéri
e ngp(z) < n = (=] (Weierstrassovo kritérium)
+a0 In Wi 2
Z K"Hi' eR = Z ngn(z) SK na [0, L].
n=1 (n o 1> n=1
n—1 KIL)yr—1
o ngp_1(x) < nK" (ﬁ—l)! = K%n
+00 —1 n
KL)" KL 1 - 1!
P ((n)l)'n konverguje (podilové krit.), protoze nEI}rloo ( n!) nl— ((IT(LL)">1 =0<1
WK 12
= ngn—1(x) stejnomérné konverguje na [0, L].
n=1
e Rozdil dvou stejnomérné konvergentnich fad je opét stejnomérné konvergentni fada.
O

Kvazipoissonovské €asticové systémy

- v Poissonovskych systémech:

Pln = k] =
- v dopravé to odpovidd extrémné nizkym hustotdm (asi pod 5 aut na kilometr)

Definice 6.9. Rekneme, 7e CS je kvazipoissonovsky, pokud 3\ > 0 tak, ze plati:

L)k
( k') oML <€>‘

(Ve > 0)(3Le > 0)(Vk € Np) (L >L. = ’P[m = k] —

Véta 6.10. Je-li CS kvazipoissonovsky, pak h(zx) € 4.
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6 Césticové systémy

Charakteristiky 1. ¥adu pro BCS

L. Ve gkalovaném BCS: (Yk € No)(E(Ry) = 1), protoze § xh(z)dz = 1.
R

II. E(xg) = S:Egk )do = Sm(*k h(m))dm =k + 1, coz plyne z vlastnosti konvoluce.
R

IIL E(n) # L

a) v Poissonovském systému

+0 +00 L L +oo &
Blm) = 3 kPlon = k] = Yk fgk_xx)dw— f ge(@)dz | = j k [gh1(2) — gr(z)] dr &

k=0 k=1 0 0 kzlo
L+oo L n

U N kg (@) - ge(@)]de = [l S Egpo (@) — g (x)] de =
Ofk=1 Jk—1 Gk Ofn_)m ~ Jk—1 Gk
L

:JnETw[QO( ) = g1(z) + 2g1(x) — 2g92() + ngn—1(z) — ngn(z)] dz =
0

L L
- nLHfoo[Zg’“m_"g” ] -] Egk ]
0 0

= |
=0

+a0 .
Definice 6.11. Definujeme r(z) = >, gr(z) jako shlukovou funkci BCS (je omezena na
k=0
kazdém [0, L]) a A(L) := E(nr) jako trendovou funkci (stfedni hodnota intervalové funkce).
Véta 6.12.

L
ML) = f r(2)dz
0

Hodnota A(L) zdvist ¢isté na volbé h(x) a na ni¢em jiném.

Véta 6.13. V Poissonovskyjch systémech plati, Ze

E(Ro) =1 = fa;h(w)da: = E(n) = L,
R

kde h(z) je generdtor BCS.
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6 Césticové systémy

POZNAMKA 6.14. h(z) € 1 A h(x) € P11

Véta 6.15. Necht je BCS zaddn generdtorem h(z) € #. Oznacme H(s) = £[h(x)] a
R(s) = £[r(s)], kde r(x) je prislusnd shlukovd funkce. Pak plati:

.t
1. Rada ) gr(x) konverguje pro Va € R, tj. Dom(r) = R.
k=0

2. (VzeR)(r(z) 20) A (Y <0)(r(z) =0)

3. (VL >0)(\L)=E(n.) =L < r(z) ~06(x))

4. (Vs € (0,+0))(|H(s)| <1)
(

d.

Vs € (0, +OO)) (R(S) = 1?1(;()5))

6. r(x) je omezend na R a lim r(z)=1
r—+00

7. RT < Dom(R)
Dikaz. 1. Jiz bylo dokazano.

2. r(x) je souctem nezdpornych funkei s pozitivnim nosi¢em, coz vyplyva ze vztahu
gr(x) = % h(z), kde h(x) ma pozitivn{ nosi¢, tedy supp(h) < RT.

L L
3. = r(z) ~O(X) = MNL)=E(n) = {r(z)dz = {O(z)dz = L

trendova funkce

@] 1
s s2
1 . .
R(s) = B /Lerchuv teorém
r(z) ~ ©(x)

+o0
§ h(z)e **dz. Sporem:
)

4. H(s) = £[h(x)] )
1=

§ h(x

+o0 +oo
H(s) = e dr =1= { h(z)dz.
0 0
+oo
J hz) [1—e=*]dz VseRY = h(z) [1—e="]~0 SPOR!
e e N~
0 >0 >0 #0 #0
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6 Césticové systémy

R(s) = £[r(@)] = £ 3. au(@)| = 2[ * h(x)] -3 2[* h(x)] -
k=0 k=0 k k=0 F
400 k+1 +00 H(s)
N IEIOIEDWASE
k=0 i=0 14;2:0 1— H( )

_ ’ / / __ D (—
lim sR(s) = lim sH(s) H(0)=1 (L'H) H(s)+sH'(s) H©O)=-n 1+0-(—p1)

s—0+ s—0+ 1 — H(s) s—0+  —H'(s) 1

7. Vyplyva z vyse dokdzanych bodu.

P0OzZNAMKA 6.16. Jak toho vyuzit k vypoctu trendové funkce?

L
B S[JT(@M] B E[TS(:U)] _ Rf) 1 - ffgzs) o AD) - S_ﬁ . ffgzs)]

Véta 6.17. Linedrni asymptota trendové funkce stoupd pod thlem 45° a jeji intercept je roven
cislu k = %,ug — 1.

Dikaz. po = pa(h) 1inezirn1’ asymptota: y = kx + ¢, k = tga a ¢ je tzv. intercept. Chceme

ukdzat, ze k =1 a ¢ = £2 — 1. Vime, ze A\(0) = 0 a A\(L) je neklesajici na R*.
i 1 H(s)
s
ML) = fr(x)dx = SN - ;- T
0

k  q
S[k’L—Fq]:?‘Fg

k 1 H
= + g - - 1_;28) « asymptotika (pro velkd L)

k+qs = % . 15%(2) kde k a gs jsou prvni 2 ¢leny Maclaurinova rozvoje.
_ sH(s) M) 4 / < 2®(0) 4
Q('9)_1—11(3)_2 T —&(/0_)/+&(£)/~5+Z I
k=0 v o k=2
k= Q(0) = Sli%l+% =1 = «a=arctgk = arctg 1 = 45°
oM T sH(s) \' _ . [H(s) +sH'(s)|(1 - H(s)) + sH(s)H'(s) _
k= 0) _s£%1+(1—H(s)) _513& (1—H(s))? B
_ lim H(s) — H?(s) + sH'(s) _|HO)=1|\ve rvm _ B2y
s—0+ (1—H(s))? H'(0) =1 2
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6 Césticové systémy

Pro Poissonovsky systém jsme ukazali, ze A\(L) = L.
+a0

k=1: nz%—lzo, protoze g = Je:”xdez::Q
0

Charakteristiky druhého fadu

h(z)....p2(h), D(Ro) = p2 — 1
Definice 6.18. Definujeme

1. druhy moment intervalové frekvence vztahem
+00
= Y Py, =k
k=0
2. frekvenéni rozptyl (number variance) jako

o(L) = E(ny — E(nz))”

3. statistickou rigiditu jako
A(L) = E(n — L)
Veéta 6.19. Plati, Ze
o(L) = E(n7) — 2E*(nz) + E*(n) = E(n7) — E*(nr)
A(L) =E(nt) +2E(nr, - L) + L* = E(n}) — 2LE(n) + L?
o(L) — A(L) = =E?(nr) + 2LE(nz) — L? = —(E(nz) — L)®
A(L) = o(L) = (A\(L) — L)

Statisticka rigidita

Loy Lo Ly
ZQJ (k—1+1)9k1(33)d37—J gkl(m)dUU:Qf (k —1)gr—1(
0 0 0

- J

s(x) shluk. fce I. druhu

b

I
;\ o
-

29
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a0
Egp(z)dz =
1
+oo
gk—1(x)dz =

ol
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6 Césticové systémy

Véta 6.20. Plati, ze s(x) = (r=r)(z).

+00 +00 40 +00 +00
(rsr) Z ge(@) Y () = > D (g * g1)(x) = Greri+1(z) =
=0 k=01=0 k=01=0
= g1(x) + 2g2(x) + 3g3(z Z mgm(z) =
L
Diisledek 6.21. E(n?) = 2 {(r = r)(x)dz + {r(z)dx - zdvisi pouze na r(z) a to zdvisi pouze
0 0

na generdtoru h(x) € A.

Lemma 6.22. V libovolném BCS plati, ze E(n?) = 2r(L) = A(L) + A(L).

Diikaz. Trendova funkce: A\(L) = E(np) =

O

L
r(e)de a 8[§(r « r)()de] = Aol - B,
0

S S

2[r(L) = ML)] = R(s) 2L, O

s

Statisticka rigidita v Poissonové BCS

A(L) = BE(n?) — 2LA(L) + L?

- v poissonovském systému: h(X) = O(z)e ™ a A\(L) = L

Rs) = $r@)] = 2 ppps H9) = S0l ] =
a1 1
R(s)= =1 = r(r) = 6
s+1
L 1.2 L 2
E(n2) = 2r(L) * ML) + (L) =2f®(m)-(L—x)dm+L=2[Lx—2]0 +L=2(L -
0

= AL)=L*+L-2L*+1L*=1

Laplaceiiv obraz statistické rigidity

A(L) = 2r(L) * ML) + ML) — 2LA(L) + L* /£

S[A(D)] = 2R() (D)) + [(ﬂ+2%£D@ﬂ+%

28 s /

g3

Se[AL)] = R(s)s2< R(s) + 1) + 25(83'(5) . R(s)) +2
sSPL[A(L)] = 2(1 — sR(s)) + s*(2R/(s) + R(s) + 2R*(s))

30
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6 Césticové systémy

Nyni pouzijeme vztahy H(s) = £[h(z)], R(s) = 1511&8()3) a R(s) = H/(l(li{;)er/ = (1fII;T(;)))2
a dostaneme 2(5) /(s)
-2 H*(s)+ H'(s
SE[AL)] = 2+ sH(s) ——— 42520 T2 8

coz je statistickd rigidita vyjadfend pomoci generdtoru h(z) € A.

PRIKLAD 6.23. Mé&jme h(x) = 40 (z)ze =2 (Erlangovo rozdéleni). Chceme spocitat H(s), R(s), ()
a A(z).

H(s) = 2[h(@)] = L0 (e ] = f 37
_ HG) e 4 4
Ris) = 1—H(s) 1—@ C(5+2)2—-4  s2+4s
)= R = 7| oo | = e [ 1] = —e(s)e ™ + 0() = O(w) (1 - )
AMzx) = Jr(y)dy = J(l — e_4y)dy =+ [ie_‘ly]: = — i + ie_‘lx =E(ng)
0 0

7(z) pro Poissonovsky systém

0.54

r(z) pro Erlangovo rozdéleni

0

T T T T T T T
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

Statisticka rigidita:

_ 1 1—4&:
AMz) ==z 11
16 16 ;3 1 3 1
R(s) = = __2 .t 2
() (s24+4s)2  s2(s2+ 8s+ 16) s+s2+s+4+(s+4)2
1 1
rxr)(r)=0(r)|—z+xr+ e 7 +xe
(re7)(@) = O@)(—5 + o+ 57 +ac7)
£ 2
1
J— tr+ e e ™dr = — 2 + — + [—se ) + [—oae ™)) + —[—e*]
2 2 16
0
L L* 3 4 -y
T A S N S
2 2 16( ) 4
L L? 3 1 1
A(L)=<—§+?—E( —4L _ ) ZLe—‘lL) 2+L—Z+Ze_4L—2L<L— + e_4L>+L2—
L L 1 4 —4L
— s 2 L
8+2 8e €
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6 Césticové systémy

Graf statistické rigidity

L 1
o + g - asymptota rigidity
/"'2‘ A(L) - Erlang

Vsechny grafy SR maji linedrni asymptotu
A(L) = xL + &,

kde x je statistickd kompresibilita a « je intercept. Jak urc¢it kompresibilitu a intercept?

Superpoissonovska|oblast

2

6 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14

Poisson: A(L) =L Deterministické systémy: &(L) =0

A(L) = xL+ £ (pro velkd )L
LIA(L)] = % + g (pro mald L)
s—2 2S2H2(s)+H’(s)
1— H(s) (1—H(s))”

x5 + rs? =2+ sH(s)

a(s)
Vime, 7e xs + ks? = Q(s) a Q(0) = 0.
+oo
Q) 1
Q(s) = Z © £ = x=(00) A k=-9"0)
k! 2
k=0
Pro Erlangovo rozdéleni:
4 8 H(s) 4
H(s) = H'(s) = — -
©=Grae = FO="Gi9 1-HE  2+4s
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6 Césticové systémy

4 16 8 1
0s) =24 56 =2) g+ 25 (T ~ (1- 4)2> )

(s+2)2
:2+4s(s—2) 2( 16 8(s+2)): 65> a2 8
s2 +4s (s2+4s)2  (s2+4s)2 s? +4s (52 4 4s)?
65 + 24s% — 165> 6s + 8 6s + 8
_ bs” + 235 3253 s+ o S+ . QO0)=0
(52 +4s)? (s2 +4s)? (s +4)2
125 + 8)(s + 4)% — (652 + 85)2(s + 4) 8-42-0 1
Q/ _ ( Q/ 0) = — —
() (s + 4)4 - 200) 44 2 = XT3

Déle by se dalo ukdzat, ze Q"(0) = 1 = k=3
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7 Aproximace integralu Laplaceova typu

Jedna se o integrély ve tvaru

H) :Jg( el /@) dg éf h@)+1 (@) g
R R

Predpokldadame, ze
1. g(x) 2 0s0v. vR

2. h(z) + tf(x) je analytickd v bodech globédlntho maxima funkce f(z)
(typicky argmax f(z) = a)

7.1 Hruby leading

Ukazuje, ze ¢im vétsi je ¢, tim jsou pro hodnotu integralu H(t) vice rozhodujici mista, kde
f(x) nabyva svého maxima

Véta 7.1 (O hrubém leadingu). Nécht f(z),g(z) : (a,b) — R jsou méritelnymi funkcemi na
(a,b), kde —o0 < a < b < +0. Necht f(x) je omezena na (a,b). Oznaéme S = sup f(x)
z€(a,b)
b
a H(z) = (g(z)et/@da. Necht ddle ervistuje to € R tak, Ze g(x)e?f®) e £(a,b). Pak
g(x)e = I@) e £ (a,b) a plati, ze
b
lim e StH Jw

t—+400

kde w(x) g(z) pro takovd x € (a,b), kde f(z) =9,
ew(z) =
0 pro takovd x € (a,b), kde f(z) < S

Dukaz. Pro t > tg plati, ze
b b
—StH Je tf JT)d fg t()f (t—to)[f(a:)—S]e—Stde'
a a

Snahou je zaménit limitu a integral (viz MAB4). K tomu potfebujeme splnit 3 predpoklady:

1. Limita integrandu jisté existuje, je ji

lim e %tg(z)e!@) = lim g(z)e —(5 = flx))r =

t—+00 t—+00
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7 Aproximace integralu Laplaceova typu

2. Méritelnost integrandu je splnéna.
3. Existuje integrabilni majoranta k integrandu nezavisla na t:

g(z)eStetl @) e Z(a,b)

< ‘g(X)etOf(x) e~ Sto
—_—

predpoklad ~ Konst

Operace tedy muzeme zaménit a plati, ze

b
lim e StH Jw
a

t—+00

a ze srovnavaciho kritéria navic

o X)ef(Sff(w))t‘ < ’g(x)etoﬂm)e—sm

€ Z(a,b).
Z teorie Lebesgueova integralu vime, ze f(z).Z < |F(x)| € £, proto i
g(x)et@e=50 ¢ 2 (a,b).
O

Disledek 7.2. Pro asymptotiku integralu Laplaceova typu jsou podstatnd okoli téch bodu, v
nichz f(z) dosahuje mazima.

7.2 Laplaceova metoda
Z metody hrubého leadingu vidime, ze pro velkd t hraji v integrandu g(x)e?/ () nejvyznamnéjsi

roli okoli bodu argmax f(z). Pokud a = argmax f(x) a funkce h(z) + tf(z) je v a analytické,
pak Va € Us(a) plati:

H(t) = fg(:v)etf(x)dx
Jetf@ = 2 9 z — a)ketf@+3tf" (@) (@—a)?

Nésledujici dvahy plati pouze pro ty piipady, kdy f”(a) < 0. Protoze je ale bod a € R bodem
lokdIntho minima a f(z) € C*(Us(a)), 1ze predpoklad f”(a) naplnit témér vzdy. Pozor ale na
situace, kdy f”(a) = 0 (extrémy vyssich fddu). Pomocné vypocty:

Je_o‘(l’_’g)de = ‘04 > 0‘ —ax® qp — \/7 /dam

R

ol " — o ™ (2m—1)!
J(a:—ﬁ)me ( 5)2dx:Jx2 e 2d$=«/a2m+1( 5 )
R R
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7 Aproximace integralu Laplaceova typu

. & g(k) (a) k_tf(a)+Lf"(a)(z—a)? integraly s lichymi
H(t) = (x —a)’e 2 dz = . . =
= K mocninami (z — a) vypadnou

B k=
iy (2m)( o . (2m) 2 2m — 1)

tf(a) 97 —a)?m t () (z—a)? 9. _ tf(a) g T 2m -1

‘ Z_O f 7 - a)er do=c 2_0 )\ Hf7 (@)t ampm
m= R m=

_ otf(a) JFZO:O 9(2m)(a) V2m (%) f(a) Z L- tim _
o7 (2m) ”Wl e ~\ TG S P

L 2T
Ve 2, (s * e

7.3 Aproximace v »dlovém bodé = Metoda nejprudsiho sestupu

Jde o aproximaci vztahu vzeslého z véty o Laplaceové inverzi

c+ioo

Fla) = - f F(s)eds.

Predpoklady o F(s):

e Ja > 0 tak, ze F(s) je holomorfni na poloroviné Re(s) > a (mé komplexni derivaci,
kterd je také holomorfni) (holomorfni funkce jsou tiidy C* = maji Taylora)

e 36,7 > 0 tak, ze Re(s) > a n |s| >v = |f(s)] g%

e Cislo ¢ (vétsi nez o) muze byt voleno libovolné

V integrédlu se jednd o integraci pres kiivku ¢(z) = ¢+ iz, x € (—o0, +00)

c+ioo c+ioo

_ = In F(s) sz é i J H(s)+sz
fx) 51 f e e ds 5 e ds,
c—ioo c—ioo

kde H(s) = In F(s), proto F\(s) 2 0.

Za c volime staciondrni bod integrandu I(s) = e”(8)+5% ktery je de facto sedlovym bodem.
(diky naplnéni Cauchyovych podminek je Hessova matice vypoctend ve stacionarnim bodé
vzdy indefinitni)

Integral z véty o Laplaceové inverzi je nezavisly na hodnoté ¢ € R, je-li integrand I(s) holo-
morfni funkei na kiivce p(z) = ¢ +iz. Oznac¢me D sedlovy bod funkce I(s) lezici v poloroviné

H(s)
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7 Aproximace integralu Laplaceova typu

Re(s) > a (pokud je jich vice, bereme ten s nejvyssi funkéni hodnotou).

1 D+ioo Tayloriv rozvoj 1 D+ oo
f(z) = o )52 qs = | exponentu = o H D)+ Dt 5 H'(D)(s=D)* 45 —
m D ieo integrandu m D oo
D+ioo ioo
- @ eH”(D)@ _[s=D=q|_ F(D)eP* eH”(D)gdq _
27 ds =dg 2mi
D—ioo —io
. ico
_| H"(D) = |H"(D)e | _ F(D)eP* f JHI D) e g
q = lqle* 27
—ioo
Zména tvaru dré}'ly integrace: F(D)eP” ioo R it
= wH+2u=m = om ezl ()H(Adq:d ‘d§:
=1
(zustavame v oblasti holomorfnosti) ™ o 1
e}
Re(q) = 0= F(D)eP® J _\H”Q(D)\s2d€ F(D)eP” 27 F(D)eP”
= e N S e = =
Im(¢) = 0 2N 2 |H"(D)| 2r|H"(D)|
Zaver: '
1 c+100 F(D)eDu’C
flz) = — F(s)e**ds = —————, kde
2mi ) A/ 27 |H"(D)]
c—100
H(s) =InF(s),
F/
woy - L& Ly
F(s)l,_p
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